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SUR QUELQUES COMBINAISONS LINEAIRES
EXCEPTIONNELLES AU SENS DE NEVANLΪNNA, IV

NOBUSHIGE TODA

1. Introduction.

Soit f(z) une fonction algebroϊde transcendante a n(;>2) branches

dans le plan \z\ < oo definie par une equation irreductible

( 1 ) F(z;f) = A0(z)Γ + Ax{z)f*-1 + + An(z) = 0

oύ les A09 - , An sont des fonctions entieres sans zeros communs a toutes

au moins un rapport entre lesquelles est transcendant.

Niino et Ozawa ([4]) (n = 3), Ozawa ([6]) (n = 4), Suzuki ([8]) (n = 5)

et Noguchi ([5]) (n ;> 3) ont demontre le

THEOREME A. Quand AQ(z) = 1, s'ίl y a n + 1 valeurs finies et dis-

tίnctes au ,α w + 1 telles que

i) n — 1 f onctions quelconque dans {F(z αt)}^1 sowί lineairement

independantes sur C (C signifie le corps de nombre complexe);

ii) pour n — 3 valeurs quelconque {α<y}J«ί daws { a ^ ί ,

Σ 3(a*, /) + Σ «K, /) > 2w - 3 ,
7 = 1 V = l

alors, il y a au moins une valeur exceptionnelle au sens de Picard dans

Kato ([2]) a ameliore un peu ce theoreme et quand n = 5,7,

Γhypothese ii) peut etre change par une forme un peu faible (Noguchi

([5]), Kato ([2]) etc.). Mais les resultats ne sont pas decisifs. Comme

une forme decisive, Ozawa ([6]) (n = 4) et Noguchi (n Ξ> 5) ont conjecture

que, dans le Theoreme A, Γhypothese ii) peut etre change par

Dans ce memoire, on demotre, d'abord, que ce qui est conjecture

par Ozawa et Noguchi est positif. C'est-a-dire,

Received September 4, 1974.

77

https://doi.org/10.1017/S0027763000016809 Published online by Cambridge University Press

https://doi.org/10.1017/S0027763000016809


78 NOBUSHIGE TODA

THEOREMS B. S'il y a n + 2 valeurs dίstίnctes α,αx, ,α n + 1 telles

que

i) n — 1 fonctions quelconque dans {F(z α*)}^1 s(m£ lineairement

independantes sur C;

ii) a(α, /) + Σ?ίί «(<*<> f)>n + l,
alors,

1) il y a un nombre % (l^io^n + 1) tel que F(z α) = aF(z aio)

(a Φ 0, constants)

2) Σ α * ( α , / ) ^ w + 2.

Ce theoreme contient une reponse positive pour la conjecture d'Ozawa

et Noguchi citee en haut.

D'autre part, quand n = 3 et AQ(z) = 1 a (1), Niino et Ozawa ([4])

ont demontre le

THEOREME C. Si f(z) admet cinq valeurs al9a2,az,bub2 telles que

Σ 8(ai9 f) + δφj, /) > 3 0' = 1,2),
ί = l

alors, au moίns deux valeurs entre les aιy α2, α3, 6^ b2 sont exceptionnelles

au sens de Pίcard.

Ici, en appliquant la methode utilisee dans la demonstration du

Theoreme B, on prouve le

THEOREME D. Soit f(z) une fonction algebroϊde entίeres et trans-

cendante a 4 branches, S'il y a 7 valeurs {α*}*̂  et {δ̂ }$=i telles que

Σ δ(βi9 f) + δibj, /) > 4 0' = 1,2,3) ,
i = l

alors au moins trois valeurs dans {a*}*.! U {bjYJ=1 sont exceptionnelles au

sens de Picard.

On peut esperer generaliser ce theoreme pour n quelconque.

Dans ce memoire, on demontre les Theoremes B et D dans le cas

de systemes. Evidemment, ils contiennent le cas de fonctions algebroϊdes.

On utilise les symboles usuels de la theorie de Nevanlinna-Selberg ([3], [7]).

2. Preliminaires.

Soit / = (/0, ••-,/„) (n ^ 1) un systeme transcedant dans le plan
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\z\ < oo c'est-a-dire, les fonctions /0, ••-,/„ sont entieres sans zeros

communs a toutes et

lim oo
r->~ log r

oύ T(r, /) est la fonction caracteristique definie par Cartan ([1]):

T(r, f) = 4~ Γ m a x l o £ \fs^ei9)\ dθ ~ m a x l o £ I
Soit

+ ajx + - + anfn (=έθ)

une combinaison lineaire de /0, ,/ n , homogene a coefficients constants.

On dit que la combinaison f est

1) lacunaire si elle n'admet pas de zero dans \z\ < oo

2) exceptionnelle au sens de Picard si elle n'admet qu'un nombre

fini de zeros dans \z\ < oo

3) exceptionnelle au sens de Nevanlinna si

On note que 1) -> 2) -> 3) et 0 ^ δ(F) ^ 1.

On donne ici quelques lemmes qui seront utilises apres.

L E M M E 1. Soient F19 , Fk (2 ^ k ^ n + 1) k combinaίsons lineaires

de /o, •••,/«, homogenes a coefficients constants, qui ne sont pas identi-

quement nulles. Alors,

m(r9\\Fu •- ,Fk\\/F1. Fk) = O ( l o g r Γ ( r , / ) ) ( r g £ ) ,

oύ \\F19 - - '9Fk\\ sίgnίfie le wronskian de Fu -,Fk et E est tin ensemble

de r de mesure lineaire finίe.

Une demonstration de ce lemme est contenue dans celle du theoreme

fondamental de Cartan ([1]).

Soient X un ensemble de combinaisons (^0) lineaires de f09 •• ,/ n ,

homogenes a coefficients constants et lineairement independantes n + 1

a n + 1 et λ le nombre maximum de relations lineaires, homogenes a

coefficients constants et independantes sur C entre les fonctions /0, ••-,/«.

Alors, i l y a n + 1 — λ combinaisons Glf ,Gn+1_λ dans X telles que
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toutes les combinaisons dans X sont representees par G2, •• ,G n + 1 . a a

coefficients constants et G19 -,Gn+1_λ sont lineairement independantes

sur C. On dit que telles G19 , Gn+1_λ forment une base de X. Evidem-

ment, G = (G19 , Gn+1_^) est un systeme dans |z| < oo. On note que

O^λ^n- 1.

LEMME 2. Qmwί Λ = 0, ΣiFeχδ(F) ^ n + 1. ([1]).

LEMME 3. |Γ(r, /) - Γ(r, G)| < 0(1).

C'est trivial d'apres les definitions de T(r, / ) , Γ(r, G) et (?.

LEMME 4. Quand λ = 1, s'iί 7/ α dettα; combinaisons proportionnelles

dans Z, on α Σ ^ x ^ F ) ^ w + 2. ([9], Th. 6).

3. Theoreme B.

Pour demontrer le Theoreme B il suffit de demontrer le theoreme

suivant.

THEOREME B^ Soient f,X et λ comme dans les preliminaires. S'il

y a n + 2 combinaisons F9F19 -,Fn+1 dans X telles que

i) n — 1 combinaisons quelconque dans {F$Zl sont linearirement

independantes sur C et

ii) δ(F) + ΣZ3Wύ>n + l,

alors

1) il y a une dans {Fi}^ qui est proportionnelle a F;

2) Σaeχ> δ(G) < 1, oύ Xr = X - {F, Fu -, Fn+1}

3) pour G dans X', δ(G) + J>

Demonstration. D'abord, on note que le nombre maximum de rela-

tion lineaires, homogenes a coefficients constants et independantes sur C

entre n + 1 combinaisons quelconque de X est egal a λ. Par consequent,

celui entre F19 •• ,ί 1

n + 1 est egal a λ aussi. D'apres le lemme 2 et les

hypotheses i), ii), λ = 1 ou 2. Si λ = 2, il y a n — 1 combinaisons dans

{FJJίί qui forment une base de X. Soient Flf , Fπ_i telles combinai-

sons, alors

Fn = ̂ i + cc2F2 + -. . + α.-xF,.!

oύ les coefficients α* (i = 1, , n — 1) sont differents de zeros grace a

Γhypothese i). Par consequent, en vertu des lemmes 2 et 3, on a
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qui est contraire a Γhypothese ii). Cela veut dire que λ = 1 et il y a

une et une seule relation lineaire, homogene a coefficients constants entre

Fίf

 #>Fn + 1 :

βχFx + β2F2 + . . . + βn+1Fn+ί = 0 .

Si tous les coefficients β19 ,/3w + 1 sont differents de zero, F19 ,Fn

forment une base de X. En appliquant le lemma 2 h F = (F19 , F n ) ,

X = {F l f , F n , F n + 1 = - ( A ^ i + + βnFn)/βn+1}, on a Πinegalite

d'apres le lemme 3. C'est contraire a ii). Par consequent, il y a au

moins un coefficient dans {j8<}Jiί egal a zero. Soit βn+1 = 0 sans restric-

tion de generalite. L'hypothese i) entraine qu'il n'y ait rien d'autre

egal a zero:

( 2 ) βxFx + β2F2 + - - + βnFn = 0 faφ 0,i = 1, • • ,n) ,

De (2) et Γhypothese i), on peut conclure que n — 1 combinaisons

quelconque dans {F$=1 et Fn+1 forment une base de X parce que λ = l.

Representons F par Flf ,jPn+1. Alors, on a

( 3 ) F = ^Fx + q2F2 +

oύ chaque g< est different de zero grace a Γhypothese sur X. En

eliminant F1 de (3) en utilisant (2), on a

F = a2F2 + . . . + tfnFTO + tfn+1Fw+1

oύ #4 = qi — Qiβi/βi. On demontre que a2 = = αrΛ = 0.

D'abord, si α2 ^ 0, ,α w ^ 0, comme F 2 , , F n et F n + 1 forment une

base de X, d'apres le lemma 2, on a

qui est contraire a ii). Par consequent, il y a au moins un qui est egal

a zero. S'il y a au moins un different de zero, on peut supposer que

( 4 ) F = akFk + . + anFn + qn+1Fn+ι .
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De (4), on a

, an+1 = qn+1)

ou

'j — Hi1*, '9Fj_19FfFj+1, -,Fn+ι\\/Fk Fj_1FFj+ι F f t + 1 ,

En consequence, on a Γinegalite

( 5 ) max log \Fj\ <̂  log \1 log+ | ^ | + log+

+ max log

D'autre part, de (2)

β1F1 + + βk-i

et on a

βmFm - GJ^/

oύ

G = —βjcFjc — . . . — β Λ F Λ

c-i = —βkFk — . . . — βnFn

- (1 ^ m ^ fc - 1)

Par consequent, on obtient Γinegalite

( 6 ) max log \Fm\ ^ log \G\ + Σ !og + | 4 ί | + log4

+ max log
β*

De plus, de Γinegalite

\G\ ̂  ±\βj\\Fj\ £ Kmax\Fj\ , K = ±\βj\ ,

on a Γinegalite

( 7 ) log \G\ ̂  max log \Fj\ + log K .

De (5), (6) et (7), on a
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max log \Ft\ ̂  log \F\ + Σ log+ |J'y| + Σ log+ | ^ |
^i^+l j=k ra=l

+ log4

Δ'
+ log4

Δ"
+ 0(1) ,

de sorte que Γon obtient

T(r, f) ^ N(r, 0, F) + Σ m(r, Δ]) + Σ m(r, ΔZ)
j k l

0(1)

, 0, F )̂= N(r, 0, F)

OU

parce que

= o(T(r,f)) (reE);

m{τ, 1/JO = N(r, Δ') + m{r, Δ') - N(r, 1/Δ') + 0(1) ,

m{r, 1/Δ") = N(r, Δ") + m(r, Δ") - N(r, 1/Δ") + 0(1) ,

N(r, Δ') ̂  Σ N(r, 0, Fj), N(r, Δ") ^ Σ N(r, 0, Fm)
j = k m = l

et grace aux lemmes 1 et 3. En consequence, on a

Σ ι J
3=1

qui est contraire a Γhypothese ii). Cela veut dire que ak = 0,
C'est-a-dire, F = qn+iFn+i de (4). On a demontre 1).

En consequence, du lemme 4,

Σ
Fex

et

δ(F) ̂

- δ(F) - <

C'est 2). S'il y a G dans X' telle que

-,an = 0.

alors d 'apres 1), G = q'n+1Fn+1. Cela veut dire que λ ̂  2, qui est absurde.

On a 3).
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COROLLAIRE. Quand F = 1, il y a au moins une combinaison

lacunaire dans

N.B. Au lieu de Γhypothese i), on peut utiliser

"iiy λ = 1, n — 1 combinaisons quelconque dans {F$=x sont line-

airement independantes et {F$-ι sont dependantes sur C."

4. Theoreme D.

Soient /, X et λ comme dans § 2.

LEMME 5. S'il y a 2n combinaisons F19 , F2TO dans X ίeiϊβs

( 8 ) ΣδiFί) + ^ ( F w + 1 + j ) > n + 1 (/ = 1, . . ,w - 1)
ΐ = l

eί si ^ ^ n — 2, aίors λ = n — 1. ([10]), Lemme 3).

LEMME 6. Soient Fl9 , F2W comme dans le lemme 5. Si Λ ̂  n — 2,

Zβs combinaisons F19 , F 2 n se repartissent en deux classes jouissant les

propriέtes suivantes:

1) Chaque classe contient n combinaisons

2) TOMS Zes rapports entre des elements dans chaque classe sont des

constantes.

Demonstration. D'apres le lemme 5, λ = n — 1. Par consequent,

on peut supposer que Fλ et F2 forment une base de X:

Ft = (hiFi + a2iF2 (i = 1, . . . , 2n)

oύ α n = 1, α21 = 0, α12 = 0, α22 = 1. D'apres le lemme 2, Γhypothese (8)

entraine que, pour chaque i (3 ^ i ^ 2n), α l€ ou α2ί soit egal a zero. Soient

X1 = {Fi;aιiΦθ] et ^ ^ f t α^O}.

Alors, Xλ et Z 2 contiennent n combinaisons. En effet, si Xλ (ou X2)

contient au moins n + 1 elements, alors X2 (ou Zj) contient au plus

n — 1 elements parce que Z x U Z 2 = { ί̂}!=i et A ̂  n, qui est absurde.

On a 1) et 2).

LEMME 7. Quand n = 4, s'iί p 8 combinaisons F19 , F 8 ίeίϊes

( 9 ) Σ «(^i) + W>+,) > 5 0' = 1,2,3) ,
i = l

αiors ^ = 3.
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Demonstration. Grace au lemme 5, il suffit de prouver que λ ^ 2

pour obtenir λ = 3. D'apres le lemme 2, les inegalites (9) entrainent

que λ ^ 1. Supposons que λ = 1. On peut supposer que F19 , F 4 for-

ment une base de X. Representons F 5 , , F 8 par F19 , F 4 :

F , = α i iFχ + α2, F 2 + α 3 yF 3 + a4jF4 (j = 5,6,7,8) .

Alors, pour chaque j , il y a au moins un coefficient ai{j)j qui est egal

a zero en vertu du lemme 2; et comme λ = 1, si jx Φ j29 i(j\) Φ ί(j2). En

consequence, pour chaque j , il y a un et un seul coefficient egal a zero.

Soient

(a) Fδ = aJFΊ + a25F2 + a35F3 + 0 ,

(b) F6 = aί6F, + a2βF2 + 0 + ai6F4 ,

(c) F7 = alΊFλ + 0

(d) F6 = 0 + or28F2

Alors, comme dans la demonstration du Theoreme B7-!), on a, de (a)

et (b),

+ δ(Fβ) ^ 5 ,
i = l

qui est contraire a (9). C'est-a-dire, il faut que λ Ξ> 2. On a la conclusion.

THEOREME D7. Soient F19 , F8 comme dans le lemme 7. Alors,

F19 - , F8 se repartίssent en deux classes telles que

1) chaque classe contient 4 combinaίsons

2) ίo^s Zes rapports entre des elements dans chaque classe sont des

constantes.

Par consequent, s9il y a une combinaison exceptionnelles au sens

de Picard dans {FJξ=1, il y en a trois en outre.

On obtient ce theoreme tout de suite des lemme 6 et 7.

ADDENDA

Pendant la preparation de ce memoire, on a connu qu'il y a une

faute dans le Theoreme 2 dans [10]. On echange le Theoreme 2 pour

le Lemme 6 dans ce memoire et les corollaires 1 et 2 ([10]) sont vrais

sans changement.
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