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Abstract. Let ®(z) denote the number of thoseintegersn with ¢(n) < z, where  denotes the Euler
function. Improving on awell-known estimate of Bateman (1972), we show that ®(z) — Az < R(x),
where A = ¢(2)¢(3)/¢(6) and R(z) is essentially of the size of the best available estimate for the
remainder term in the prime number theorem.
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1. Introduction

Il est bien connu que la fonction d’'Euler ¢(n), égale au nombre des résidus
inversibles modulo n est usuellement de taille comparablean. Ona

{e7+o(1)}n/log,n < p(n) <n  (n— 00),*

ou -y désigne la constante d’Euler, et les valeurs de n pour lesquelles p(n)/n
est petit sont rares. On peut exprimer rigoureusement ce phénomene, sous forme
probabiliste, en énoncant que la fonction ¢(n)/n possede une loi de répartition
limite: ¢’ est |e théoreme de Schoenberg (1928) [10]. Cependant, il est naturel d’ at-
tendre que le rapport p(n)/n se comporte de maniéere plus réguliére en moyenne,
autrement dit gque lafonction

(z) = > 1,
p(n)<z

soit asymptotiquement tres proche d'une fonction linéaire de xz. Ce probléme,
abordé depuis plus de cinquante ans, possede une histoire féconde sur le plan de la
méthodologie, ou, comme pour |e théoreme des nombres premiers, les méthodes
élémentaires et analytiques ont entretenu une passionnante émulation réciproque.

* Ici et dans la suite nous désignons par log,, la k-iéme itérée de lafonction logarithme.
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Erdos et Turan ont montré en 1945 (cf. [5]), comme un corollaire simple du
théoreme de Schoenberg, que

O(x) ~ Az (z — 00),

pour une constante convenable A. Un argument abélien appliqué a la série de
Dirichlet

F(s) = i =((s)G(s) (0:=%Res>1), (1)

I ad abord montré que le probleme peut étre plongé dans la théorie des nombres
premiers généralisés de Beurling: I’ éude de ®(z) se ramene naturellement a celle
du nombre des entiers généralisésn’ excédant pas = lorsgu’ on choisit pour nombres
premiers de Beurling les nombres premiers trandatés p — 1. Il s'agit delaversion
abélienne du probleme originel de Beurling, qui envisageait plutot de décrire la
répartition des nombres premiers a partir de celle des entiers. Un théoréme général
de Diamond fournit alors, grace a la majoration de Vinogradov—Korobov pour le
terme d’ erreur du théoreme des nombres premiers,

A(z) < ze(1092)°, 2)
pour toute constante ¢ < 3.

Cela étant, la forme particuliere des nombres premiers généralisés intervenant

ici permet une étude directe par voie analytique. La relation (1) fournit un pro-

longement analytique de F'(s) au demi-plan SRes > 0 dont la seule singularité est
un pble simple, derésidu A, en s = 1. Bateman établit facilement la majoration

G(s) < exp{50]7[*~" log, ||} 3
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pour |7| > 8, % < o < L.*Il endéduit, al’ aidedelaformuledePerron, I’ estimation
plusfine

A(LL") < xefc\/logmlogzx (4)

pour tout ¢ < 1/v/2.

Malgré la simplicité de la preuve de Bateman, il a semblé difficile d’améliorer
(4) pendant plus de deux décennies, et la recherche s'est orientée vers d’ autres
techniques. Ainsi Nicolas en 1984 [8], puis Smati en 1989 [11] ont exploré les
possibilités offertes par une méthode élémentaire de pondération logarithmique,
obtenant successivement les estimations A (z) < z/logz et A(z) < z/(logz)?.
Balazard et Smati ont montré en 1990 [2] quel’ on pouvait retrouver exactement la
majoration (4) par une autre méthode &éémentaire, reposant sur la décomposition
canoniquen = ab ou les facteurs premiers de a sont tous < y alors que ceux de b
sont > y.

Enfin, Balazard[ 1] arécemment établi quel’ estimation (4) est valable pour toute
constante ¢ < /2. Laméthode employée est également &émentaire et fondée sur
une application du théoreme de Diamond dans le probleme abélien de Beurling.
Il est cependant a noter que cette application est de nature différente de celle
de Bateman et, en particulier, qu’elle est indépendante du theoréme des nombres

premiers.
Posons
_ (logz)¥*

Nous nous proposonsici d' établir le résultat suivant.

THEOREME 1. 1| existe une constante positive  telle que
Alz) < z/L(x)*.

Notre approche est analytique et repose fondamental ement sur une amélioration
de lamgjoration (3) de Bateman. Posant

B(T) = (logT)~?/3(log, T)"*® (T > 3),
nous obtenons dans cette direction |’ estimation suivante.
THEOREME 2. | existe une constante x > O telle que |’ on ait
G(s) < (logT)*3(log, T)?/®

pour o > 1—kB(T), T =|7| + 3.

* Ici et dans la suite la lettre s désigne une variable complexe et nous définissons implicitement
lesvariablesrédlles o et 7 par larelation s = o + it.
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Remargue. On peut obtenir par la méme méthode une majoration directement
comparable acelle de Bateman: il existe des constantes C' et D, avec D > O telles
que, pour tout oo €]3, 1], on ait

G(s) < (logT)*3(log, T)?/* eXp{CTl—U—Dﬂ(T)}

uniformément pour og < o < 1, avec T = |7] 4+ 3. Seule la forme apparaissant
dans |e theoreme 2 nous sera utile dans ce travail.

Le Théoréme 1 découle du Théoreme 2 par intégration complexe a partir de la
formule

T _ 1 b+ico ot ds
[ ewan= g [7 T (@E@a T T 6> 1), (5)

et en utilisant la croissance de ®(u) pour deduire une estimation de ® () a partir
de celle de (5). Nous omettons les détails, qui sont exposés, pour une situation
généraletres voisine, dans la démonstration du Théoreme 11.5.3 de [12].

I est assez facile de voir que le probleme de lamajoration de G (s) seramenea
celui de sommes d’ exponentielles du type

Sv= Y, (-17,

M<p<N

avec M < N < 2M et || grand en fonction de M. Pour ce faire, nous avons
recours a des arguments différents selon lataille de |7|. Lorsgue

log(|7|/M) < (log M/ log, M)*/3, (6)

unetechniqued’ intégration complexe permet demajorer Sy apartir desestimations
de Vinogradov—Korobov pour lafonction zétade Riemann. Celaest rendu possible
par le fait que, pour ces valeurs de 7, |’ approximation de (p — 1) par p'™ est,
en un certain sens, pertinente. Lorsque (6) n’est pas réalisée, nous exploitons le
fait que les comportementsde (p — 1)*" et p' sont effectivement dissemblablesen
considérant Sy comme une somme d exponentielles du type 3~ , €™/ (?) relative
aunefonction réguliere f suffisamment & oignée d’ une fonction additive pour que
la méthode de Vaughan soit applicable. Le probleme est ainsi transformé en celui
de majorer non trivialement des sommes d’ exponentielles du type

Rjp(M) =3 (Im_l)”,

M<ngN I T 1

pour certaines valeurs relatives de k, j, N et 7. Nous employons a cette fin un
réesultat de Karatsuba obtenu par la méthode de Vinogradov.
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Notrerésultat n’ est sansdoute pasoptimal . Erdds aconjecturéque(2) est valable
pour tout ¢ < 1 et1’on pourrait effectivement obtenir untel résultat si I’ on disposait
de majorations pour S comparables acelles quel’ on peut déduire de I hypothese
de Riemann pour lasomme

ZN = Z n_iTa

M<ng<N

portant sur des entiers ordinaires. Tous les résultats arithmétiques actuellement
disponibles concernant les nombres premiers translatés concourent effectivement
a I’idée que ces entiers se comportent statistiquement comme des entiers pairs
ordinaires. Il reste que I'estimation de Sy est a priori plus délicate que celle
de Zy, et que les meilleures estimations connues sur cette derniere quantitée ne
permettraient pas, appliquéeesaSy, d améliorer par cette méthode notre majoration
de A(x).
Dans la direction opposée, Pomerance[9] a considéré les grandes valeurs de

N(m) = [{n e N:¢p(n) =m}|,

et ses résultats entreinent que A(z) = Q(zP+t°M) avec E = 1 — 1/(2\/6). Il
déeveloppe d'autre part un argument heuristique treés convaincant en faveur de
I’ assertion

A(q;) = Q(q;l_(l'i'o(l)) logg z/ 10, 73)

2. Sommesd’exponentielles

Nous ferons un usage crucial du théoreme suivant, dii a Karatsuba [7], que nous
énongons sous une forme légerement moins générale que I’ original.

LEMME 0 (Karatsuba). Soient P € Z,Q € 7z, et g € CX([P,P + Q],R),
avec K > 3. On suppose qu'il existe d&c constantes ¢; (1 < j < 5) veérifiant
0<03<02<01<1 0< ey <es< 1 tellesque

(K)
WWlcqar (Puscrs) )
—col |9(Z)(U)| —cal

Q<=5 <@ (P<usP+Q, ak <l<csk). 8

Alorsil existe des constantes positives A et -y, ne dépendant que des ¢;, telles que

max| Y elgln)| < 4QF (@ 1), (9)

Q1<Q P<n<P+01

https://doi.org/10.1023/A:1000285612395 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.1023/A:1000285612395

244 MICHEL BALAZARD AND GERALD TENENBAUM

Nous utilisons ce résultat sous la forme suivante.

LEMME 1. Soient P € 7, Q € Z*t, et g € C®°([P, P + Q],R) tels quel’on ait
pour des constantes convenables by, b1, 6 avec 0 < bg < 1 < b1, > 0,

D/(h1Q)" < 19 (w)|/0 < D/(bo@Q)" (£21, P<u<P+Q),

ol D > Q°. Alorsil existe des constantes positives Qo = Qo(bo, b1, ), A = A(6)
et c = ¢(9) tellesque

(logQ)°
max | M%:%e(g(n))\ <AQep(—coFs) (@>Q0). (10

Démonstration. C’est un corollaireimmédiat du Lemme0, aussi nousnous con-
tentons de quelquesindications. Soit § un parametre positif assez petit. Définissons
K = K(0,Q, D) comme I'unique entier tel que Q?*(K-1) < D < Q%K. Les
hypotheses effectuées impliquent

D/(boQ)" < Q14K
D/(boQ) < Q@ 13 (10K <1 < 0K),

D/(h1Q)" > Q-0

des que Q > Q1(0) et 462 < 6, desorteque D > Q%° et K > 3. Le Lemme O
nous permet alors de majorer le membre de gauche de (10) par <y Q1 /K * avec
v = (). Celafournit bien I’inégalité annoncée.

On pose

Sy(r):= sup > An)(n—1)7"
M<N<aM |y Sy

LEMME 2. Il existe une constante ¢y > O telle quel’ on ait

Sur(r) < MEeol(T) 4 % +ML(M) ", (11)

1/3
pour M > 3etT = |7| + 3 < MIteof(M) — MeXp{€o(||§§2]}\44) / }
Démonstration. En utilisant la région sans zéro de Vinogradov—Korobov

{stlrl>1,021-ap(T)},
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et lamajoration ¢'(s)/((s) < logT valable dans|e méme domaine, on établit par
la méthode standard d’intégration complexe (cf. par exemple la demonstration du
Lemme 111.5.9.1 de [12]) I’ existence d’ une constante absolue positive c; telle que
I’ on ait, pour z > 3,7 € R,log T < (log z)%?/(log, z)?,

V,(2) == T;A(n)n_” < ZeBT) 4 % +2L(2)"C (12)
Maintenant, il existeun N €]M, 2M | tel que
N .
Su(r) = [ (@-1/2)7" a2

M

1
<€ (T 4+ M) (M2 4 24 L(M) ™),

oul’ estimationrésulted’ unesimpleintégration par parties. Lorsque r et M satisfont
ala condition de |’ énoncé avec, par exemple, co = 3¢, onaT < MiHe/28(T),
Celaimpligue bien le résultat annonce.

LEMME 3. Il existe une constante absolue positive c3 telle quel’ on ait

-1/2
Su(r) € M(IogM)7/2 {e—cs(logM>3/(IogT>2 + (%) } , (13)

pour T =|7|+3>M > 2.
Démonstration. I suffit d’ obtenir la majoration indiquée pour

Sn(m) = > A(m)(n—1)"" (M <N<2M,T > M).

n<N

L’identité de Vaughan sous la forme donnée dans [4] — formule (24.6) — permet

d'écrire
Sy(r) < M3+ (log M)A (1) + (log M)3MY2 AR (1)Y2 (14)
avec
Rw):= Y  (tn=177,  Aj(r)i= Y max|Ry(w),
w<n<N/t t<N2/3
kn — 1\
Rjr(Q) = < ~ ) ;
’ Q<§<:2Q gn—1
ng N/ max(j,k)
AXF = max R; .
N (7 MY3<Qn/m1/3 M1/3Z | ]k(Q)|
N <k<N/Q
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On majore R:(w) en scindant lasomme en intervalles
max(w, N/t2"*1) < n < N/t2"  (h > 0)
et en appliquant le Lemme 1 a chague sous-somme pour lafonction

gt(u) = —(7/2m)log(tu — 1).

Ona |g££) (u)|/0) = |7]/(2rl|u — 1/t|%), de sorte qu'il existe des constantes
absolues by, by tellesquel’on ait pour U < u < 2U,4 > 1,

T/(010)" < lgi” (u)|/0r < T/ (boU)".

Lesvaleursde U que nous considérons n’ excedent pas N/2 < M < T, donc les
hypotheses du Lemme 1 sont remplies avec § = 1. Il suit

M (log M)* 2/3
mU§X|Rt(w)| < TGXP <—C4W (1<t < N7,

dou,pour M < N <2M,T > M,

AN (1) < M(log M) exp (—c4M> .

(log 7)2 (15)

On procede similairement pour estimer R, (). Posant

gjk(u) == T log <ju _ 1) ,

o Eu— 1

on @, sous les conditions Q < u < 2Q, min(j, k,¢) > 1, et pour des constantes
convenables by, b7,

()
T|I1 1 - TI1T 1
a5~ 7w <P < g oo o

Pour max(j, k) < N/Q et |j — k| > N4 onal|l/j — 1/k| > Q?/N7/*. La
condition du Lemme 1 relative a § est donc certainement remplie des que I’on a
TQ/N'* > @°, cest-adire T > N/4/QY 9. Elle est en particulier satisfaite
avec§ = 3 desqueT > 4M™%/12. On obtient dans ce cas

3
Rji(Q) < Qexp (—%%)
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des que M3 < Q < N/MY3,|j — k| > N4, Lorsque I’on somme ces quan-
tites pour £ < N/Q, la contribution des indices k tels que |j — k| < NY/* est
<« QNY4 « M/12_On obtient donc I’ existence d’ une constante positive cs telle
que, pour T' > 4M19/12,

3
A% (7) < M exp (—@%) . (17)

Lorsque M < T < 4M*¥/%2, nous estimons R, (Q) grace & la méthode de
van der Corput. Nous pouvons employer, par exemple, le théoreme 2.9 de [6] qui
énoncequel’ona

sup < FY8QY2 + Q/F

Q<Q1L2Q

e(f(n))

Q<n<Q

pour toute fonction f € C3[Q, 2Q) satisfaisant a

1O < F/QY (=123 Q <u<2Q).

Larelation (16) montre que les conditions sont satisfaites pour f = g;;. lorsque
j # k avec

< M2

T|1 1 T
P=rui= g5 -3l < 3

pour T < 4M™/12 min(j, k,Q) > M?Y3. On a donc, sous la condition sup-
plémentaire max(j, k) < 2M/Q,

Rir(Q) < MYW™QY2 4 (j # k),

T|k - jl
d'ou, pour M < T < 4M19/12,
M2
AR(T) < MTY72 1 —log M. (18)
On obtient I’ estimation (13) en insérant (15), (17) et (18) dans (14).

3. Démonstration du Théoreme 2

Pour tout og > % et uniformément pour o > op ona

G(s) < et (s)
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_ 1 1
HO =L oy o

Lamajoration |(p — 1)~* — p~*| < |s|(p — 1)~ ! nous permet, pour tout choix
delaconstante positive x de |’ énoncé, de tronquer lasommeaTy := T12:4(1) ||
déecoule en effet d’ une majoration élémentaire que

|S| 1-k6(T
> oo <T/h i«
p>Th

Posons ensuite

To = exp (2/kB(T)) .

Nous estimons la contribution & H (s) des nombres premiers p n’ excédant pas Ty
en employant I'inégalitétriviale |(p — 1)° —p~*| < 2(p — 1)~7. Il suit

1 1

1+ 0(B(T)lo
SZZ Eoﬁ_:z gp)

>

p<Th (p - 1)5 ps

p<To
< 3100, T + £logs T + O(1).

Nous avons ainsi réduit la preuve du theoreme a montrer que, pour un choix
convenabledex > 0,ona

1 1
2 p-17° p°

To<p<Ti

< 1. (19)

Lacontribution a (19) des quantitésp—* peut &tre estimée a partir de lavariante
suivante de (12): on a pour une constante positive convenable kg

> ﬁl(fi)f = _g((ll - f:)) +0(z " Mlogz) (/") <z <T?).

n<z

Cette formule résulte de la majoration de Vinogradov—Korobov

¢'(s)/C(s) < L/B(T) (0 >1—ca(T)),

par application d'une formule de Perron (cf., par exemple, [12], théo-
reme 11.2.3) pour U(z) = 3>, , A(n) log(z/n)/n*" avec un terme d'erreur
< (logz)2z—A(T)/2, Ensuite, on considere U(z + y) — U(z), et I'on utilise
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le theoreme de Brun—Titchmarsh pour majorer dans cette expression la contri-
bution des entiers n de |z, z + y]. On choisit finalement le parametre y tel que
log(1+y/z) = z~#(T)/4(l0g z). Nous omettons|esdétails. Unesimpleintégration
par parties fournit alors, lorsque k < %mo,

1 T1 yl=o

> — = dO(z~%(T) |og 2)
To<p<T1 P 7, l0gz

1\ /n
< 1+ <|1 — |+ ) / zm1mroB(M)/2 gy
logTo/ Jr

et donc finalement

> i < 1 (20)

To<p<T: p

Il reste amajorer

W= Y (-1

To<p<T1

Nous introduisons T := T'1~%5(T)/2 désignons par W; la sous-somme de W
correspondant au domaine de sommation Ty < p < 1%, et par W» la sous-somme
complémentaire.

On traite W, al’aide du Lemme 3. On introduit un découpage dyadique de
bornes M, = min(2"Tp,T2) (0 < r < R) avec R < logT'. On peut alors écrire
gracea (13)

Wil < S MG, (1)

O<r<R
< (logT)? %~ 2rrB(T) {g-ea(log M)/ (109 T)? 4 p—coB(T)/4)
0<r<R
En observant que

(log M,.)3 o r3 log, T
(logT)2 ~ 8(logT)2 kS 7

il suit
sup (anﬂ(T) e—03r3/8(logT)2)

(W] < (logT)%? 0<r<R g T | plr—co/4)B(T)

< 1,

désque x < min ((%c3)1/3, %co), ce que |’ on peut pleinement supposer.
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On procede similairement pour estimer 1, mais en employant maintenant le
Lemme 2. Le choix de T» garantit que les conditions d’ application sont remplies.
Posant

Nj :=min(2T5,T1) (0<j<J)
avec J < logT, on déeduit de (11) que

Wol < S0 NPT sy ()

0<ji<J

kB(T) ((ar—coB(T) | 1 e
< Z:M. (MO +?+qN»0>
0y<d

OnaL(N)® > N28(T) pour N < T?. Lamajoration précédente est donc
< (IOgT){TZ(H—CO)ﬂ(T) 4 T71/2 + Tz—'iﬂ(T)} < 1,

en supposant de plus x < cg.
Nous avons ainsi établi que W < 1. Compte tenu de (20), cela prouve (19) et
acheve lademonstration du Théoreme 2.
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