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Abstract. We consider Anosov flows on closed 3-manifolds which are circle bundles.
Our main result is that, up to a finite covering, these flows are topologically equivalent
to the geodesic flow of a suface of constant negative curvature. The same method
shows that, if M is a closed hyperbolic manifold of any dimension, all the geodesic
flows which correspond to different metrics on M and which are of Anosov type are
topologically equivalent.

Introduction
Les exemples classiques de flots d'Anosov se situent sur les varietes inf ra-homogenes,
c'est a dire du type j£\G/r ou G est un groupe de Lie, K un sous-groupe compact,
et F un sous-groupe uniforme discret. Le flot est obtenu par l'action a gauche d'un
sous-groupe a un parametre de G commutant avec K (cf. [16]). En dimension trois,
ce procede mene a deux families d'exemples. La premiere est celle constitute des
suspensions d'automorphismes hyperboliques du tore T2. La variete est alors un fibre
en tores sur |e cercle, espace homogene d'un groupe de Lie resoluble de dimension
trois. La seconde famille est la generalisation naturelle des flots geodesiques des
surfaces a courbure negative constant. La variete ambiante est un espace homogene
du type SL2(IR)/r et le flot est induit par le sous-groupe des matrices diagonales. Ces
varietes sont des fibres de Seif ert et possedent un revetement fini qui est un fibre en
cercles.

Recemment, des exemples ont montre qu'il existe d'autres varietes de dimension
trois admettant des flots d'Anosov et que de tels flots peuvent meme ne pas etre
transitifs. (cf. [4], [5], [7]). On peut alors se demander s'il existe de nouveaux flots
d'Anosov sur les varietes infra-homogenes. Dans cette direction, J. Plante montre
dans [12] que si M3 est un fibre en tores sur le cercle, alors tout flot d'Anosov de
M3 est topologiquement equivalent a la suspension d'un automorphisme hyper-
bolique du tore.

Nous nous interessons ici aux flots d'Anosov sur les varietes du type SL2(R)/r.
Pour simplifier, nous nous limiterons en fait au cas des fibres en cercles. Notre
resultat principal est le suivant.

THEOREME A. Soit M3 une 3-variete fermee orientable qui est un fibre en cercles au
dessus d'une surface orientable 2. Supposons qu'il existe un flot d'Anosov <p, sur M3.
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Alors:
(1) M 3 est un revetement fini du fibre unitaire tangent de 2, qui est alors de genre

superieur ou egal a deux;
(2) le flot cp, est topologiquement equivalent au releve dans M3 du flot geodesique

de 2 muni d'une metrique a courbure strictement negative quelconque; en particulier,
le flot (p, est transitif.

La premiere partie de ce travail contient une description des flots geodesiques des
surfaces ainsi que la demonstration du fait que si deux metriques d'une meme surface
ont leurs courbures strictement negatives, les flots geodesiques associes sont
topologiquement equivalents. Ceci Justine l'expression: 'le flot geodesique de 2'.

Une premiere etape naturelle de la demonstration du theoreme A consiste a
montrer que Ton peut supposer la fibration transverse au feuilletage stable du flot
cp,. Si ce feuilletage stable etait de classe C2, ceci serait une consequence immediate
du theoreme principal de [17] (voir aussi [9]).

Dans notre cas, le feuilletage stable n'est a priori que de classe C1. L'etude faite
dans la deuxieme partie comble cette lacune. Elle montre que, meme si le theoreme
de [17] est faux en classe C1-, il s'applique dans notre cas particulier.

Nous sommes alors en mesure de montrer, dans la troisieme partie, que les orbites
du flot donne sont 'presque' des geodesiques. Ceci nous permet d'en deduire une
description precise du comportement des orbites a Pinfini qui mene a la construction
de l'equivalence topologique souhaitee, faite dans la quatrieme partie.

Enfin, les memes techniques appliquees en dimension superieure donnent le
resultat suivant, generalisant celui de la premiere partie.

THEOREME B. Soit M" une n-variete fermee admettant une metrique a courbure
negative constante. Si gi et g2 sont deux metriques de M" telles que les flots geodesiques
associes sont de type Anosov, alors, ces flots sont topologiquement equivalents.

Ce travail a ete realise lors d'un sejour a 1'I.M.P.A. (Rio de Janeiro) que je tiens
a remercier pour son hospitalite. Apres la redaction de ce travail, l'auteur a eu
connaissance d'un preprint de M. Gromov ([6]) ou certaines constructions sont
similaires, en particulier le procede de moyennisation utilise a la fin de la partie 4.

1. Les flots geodesiques sur une surface
Soit 2 une surface fermee orientable. Notons 7^(2) le fibre des demi-droites
tangentes a 2. La variete 7^(2) est un fibre en cercles au dessus de 1.

Si g est une metrique riemannienne sur 2, on peut construire le flot geodesique
<pf sur T"i(2) de la fa5on suivante. Soit A une demi-droite tangente a I en un point
x et soit u(s) l'unique geodesique de (1, g) telle que u(0) = x et ii(0) e A. On pose
alors:

<p?(x,A) = (x',A')

ou x' = u(t) et A' est l'unique demi-droite tangente a 2 contenant ii(t).
Si la courbure de (2, g) est strictement negative, il est bien connu que le flot <pf

est un flot d'Anosov (c.f. [1]). Rappelons que deux flots sont dits topologiquement
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equivalents s'il existe un homeomorphisme entre les varietes supportant ces flots,
envoyant les orbites du premier riot sur celles du second, tout en preservant
1'orientation de ces orbites.

PROPOSITION 1.1. Si gl et g2 sont deux metriques de 2 a courbures strictement
negatives, les deux flots <pf' et <pf2 sont topologiquement equivalents. Cette classe
d'equivalence sera appelee le flot geodesique de 2.

Demonstration. Les hypotheses de la proposition impliquent immediatement que le
genre de 2 est superieur ou egal a deux.

Les flots d'Anosov etant structurellement stables (cf. [1]) cette proposition decoule
de la connexite de l'espace des metriques riemanniennes de I a courbures
strictement negatives. (Nous laissons au lecteur la demonstration de ce dernier
point.) •

Le groupe fondamental d'un fibre en cercles au dessus de la sphere ou du tore etant
a croissance polynomiale, ces fibres ne peuvent supporter de flots d'Anosov (cf.
[13]). En d'autres termes, on pourra supposer par la suite que le genre de 2 est
superieur ou egal a deux.

Donnons une description du flot geodesique qui nous sera utile par la suite. Soit
D2 le disque de Poincare et soit F le groupe fondamental de 2. Donner une metrique
riemannienne a courbure negative - 1 sur 2 revient a identifier F a un sous-groupe
du groupe des isometries de D2 operant proprement sans point fixe sur D2. L'action
de F sur D2 se prolonge de maniere naturelle a une action de F sur le cercle a
l'infini, note Si,. Etant donnee une demi-droite A tangente a D2 en un point x,
nous pouvons considerer la geodesique u(t) telle que u(0) = x et «(0)eA. Cette
geodesique converge, quand t tend vers +°o, vers un point X& de Si,. Ceci permet
d'identifier 7\(2) avec le quotient de D2xSi, par la relation d'equivalence iden-
tifiant, pour tout y de F, les points (x, xx) et (y • x, y • xx).

Moyenant cette identification, nous avons les proprietes suivantes:
(1) l'orbite du flot geodesique releve dans D xSi, passant par (x, *<„) est la

courbe t >-* (u (t), xK) ou u est 1 'unique geodesique de D2 passant par x et convergeant
vers Jtoo quand t tend vers +oo;

(2) le releve du feuilletage stable (de codimension un) du flot geodesique est le
feuilletage dont les feuilles sont les D2 x {*}.

2. Le feuilletage stable transverse a la fibration
Dans toute la suite, M designera une 3-variete fermee fibree en cercles sur une
surface 2 de genre superieur a deux. Soit p: M -* 2 la fibration et <p, un flot d'Anosov
sur M. Nous noterons &\ &u, &;ss, &uu les feuilletages stable, instable, fortement
stable et fortement instable respectivement. Les feuilletages de codimension un
IF* et 9U sont de classe C1. (Pour toutes ces notions, cf. [1].) Tous les objets
considered sont supposes orientables.

Le but de cette partie est de montrer le resultat preliminaire suivant:

PROPOSITION 2.1. // existe une autre fibration transverse a 2FS.
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Si 9' etait de classe C2, ceci serait une consequence immediate du theoreme suivant,
du a W. Thurston.

THEOREME 2.2. Si & est un feuilletage de codimension un, de classe C2, sans feuilles
compactes, sur M, alors il existe une autre fibration transverse a SF.

Considerons la suite exacte d'homotopie de la fibration:

0 -* TTJCS1) -> 7T,(M) -» Vi(I.) "* 0.

Soit Z l'image de TT^S1) dans TTI(M) et S un generateur de Z. Le sous-groupe Z
est le centre de TTX(M). Soit M le revetement de M associe a Z; ce revetement est
diffeomorphe a R 2 x S \

PROPOSITION 2.3. Soit & un feuilletage de M, de codimension un et de classe C1. //
existe une fibration en cercles transverse a & si et seulement si le feuilletage & releve
de & dans M est conjugue a un feuilletage produit U2 x S1 (Le. dont les feuilles sont
R2x{*}).

Demonstration. II est bien connu que la condition est necessaire. J. Franks montre
dans [3, pages 82 a 84] que si i est un plongement d'une surface dans une variete
feuilletee (M, ^ ) ou & est de codimension 1 et de classe C1, alors i peut etre
arbitrairement approche par un plongement en position generale par rapport a 5F.

Comme le fait remarquer J. Plante dans [11, partie 2], ceci implique que les
theoremes de Novikov (cf. [2]) et de Roussarie (cf. [15]) sont valables pour les
feuilletages de classe C1. En effet, les demonstrations de ces theoremes n'utilisent
la differentiabilite des feuilletages considered que pour la mise en position generale
de surfaces plongees.

De la meme fagon, la demonstration des theoremes 1, 2, 3 et 4 de [9] n'utilisent
la differentiabilite C2 du feuilletage que pour pouvoir se referer aux theoremes de
Novikov et de Roussarie et pour pourvoir mettre certains tores (et certains anneaux)
en position generale. Ces theoremes sont done valables pour des feuilletages de
classe C1. Seul le theoreme 5 de [9] (qui est celui que nous appelons 2.2 dans cet
article) ne s'etend pas en classe C1. Sa demonstration fait usage du theoreme de
Schwartz concernant les ensembles minimaux des feuilletages singuliers des surfaces,
de classe C2. Effectivement, un contre-exemple C1 au theoreme de Schwartz fournit
un contre-exemple C1 au theoreme 2.1 ci-dessus (voir [17]).

Le debut de la demonstration du theoreme 5 de [9, page 592] s'adapte immediate-
ment; en utilisant les theoremes 1, 2, 3 et 4, on peut construire une fibration en
cercles p' de M, isotope a p et transverse a & au-dessus du 1-squelette d'une
decomposition cellulaire de X. Soit c une 2-cellule ouverte (on peut d'ailleurs
supposer qu'il n'y a qu'une 2-cellule). La fibration p' est triviale au-dessus de c, de
sorte que p'~1(c) est diffeomorphe a cxS1. Le revetement r:M^*M est lui aussi
trivial au-dessus de p'-1(c), e'est a dire qu'il existe un ouvert U de M tel que la
restriction de r a U soit un diffeomorphisme sur p'~l{c). L'adherence U de U dans
M est homeomorphe a D2xS1 ou D2 designe le disque ferme. Puisque fr est
conjugue a un produit R 2 x S \ que D2xS1 est compact et que & est transverse a
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p' au-dessus du 1-sque'ette, on en deduit que les feuilles de la restriction de & a
0 sont toutes compactes et done homeomorphes a D2. En d'autres termes, la
restriction de & a U est conjuguee a un produit D2xSi. Nous disposons done
d'une fibration en cercles de D2xS1, transverse aux disques D2x{*} au voisinage
du bord (dD2) x S1. II est immediat que cette fibration est isotope, relativement au
bord, a une fibration partout transverse aux disques D2 x {*}. Cette isotopie induit
une isotopie dans M puisque la restriction de r a U est un diffeomorphisme. On
obtient alors la fibration en cercles transverse a & que nous souhaitions. •

Remarquons que, si nous savions que tous les points de M sont non errants pour
<pn nous pourrions appliquer [19] qui montre que, dans ce cas, &s est un produit.
Ne faisant pas cette hypothese, nous montrerons directement que &s est un produit.

Soit M le revetement universel de M et # s le feuilletage releve. Rappelons
qu'une feuille de &* est un cylindre ou un plan suivant qu'elle contient ou non une
orbite periodique de <p,. Une orbite periodique d'un flot d'Anosov n'etant pas
homotope a zero, il s'en suit que §>s est un feuilletage par plans. Ce feuilletage est
alors defini par une fibration M-> V ou V est une variete de dimension 1, orientee,
simplement connexe mais eventuellement non separee. (cf. [10], [14]).

Le groupe fondamental de M opere sur M et sur V. Si jx et f2 sont deux elements
de V, nous dirons que /i et f2 ne sont pas separes, et nous noterons /i = f2, si tout
voisinage de /, rencontre tout voisinage de f2. On dit que /] est un point de
branchement s'il existe f2 different de /i tel que fx = f2.

LEMME 2.4. Sife VetneZ*, alors 8"f et f sont separes (et en particulier differents).

Demonstration. Soit Fix (8") Pensemble des points fixes de 5" et Fix" (5") l'ensemble
des / tels que 5"/=/. Puisque V n'est pas necessairement separee, Fix (8") n'est
pas necessairement ferme. Cependant Fix" (8") est ferme. Par ailleurs, Fix" (5") —
Fix (5") ne contient que des points de branchements de V. Une variete de dimension
1, simplement connexe, a base denombrable ne contient qu'un nombre denombrable
de points de branchements (verification aisee). Par consequent, Fix" (5")-Fix (8")
est denombrable.

D'autre part, Fix (8") est denombrable, car un point fixe de 8" correspond a une
feuille de &* non simplement connexe qui contient done une unique orbite
periodique de <p,. Celles ci sont en nombre denombrable. Par consequent, Fix" (5")
est un ferme denombrable de V.

Puisque Z est le centre de TTI(M), le ferme Fix" (5") est TT^M)-invariant. On
obtient done dans M un ferme sature coupant toute transversale sur un nombre
denombrable de points. Si ce ferme etait non vide, il contiendrait un minimal qui
ne pourrait etre qu'une feuille compacte de &s ce qui est impossible. On en deduit
que Fix" (8") est vide. •

LEMME 2.5. Pour tout f de V, I'orbite de f par Z est fermee dans V.

Demonstration. Soit < l'ordre partiel naturel dans V, i.e. fo^fi s'il existe une
application croissante de [0,1] dans V envoyant 0 sur f0 et 1 sur ft. Si l'orbite de
/ par Z n'est pas fermee, il existe un intervalle compact de V contenant une infinite
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d'iterees 8"(f). Par consequent, quitte a remplacer / par S"°(f) et 8 par 8~\ il
existe un entier positif nx tel que 8"l(f) > f. Ceci permet de construire un plongement
croissant de U dans V dont l'image Vx est invariante par 8"K Cette sous-variete
Vi est la reunion des intervalles 8k(I) ou / designe l'intervalle joignant / a 5""(/).
(L'intervalle / est bien defini car V est simplement connexe.) Supposons que 8"(f)
appartienne a V, et considerons alors l'intersection 8n(V1)nV1. C'est unintervalle
(non vide) de Vj car V est simplement connexe. S'il n'est pas egal a Vx tout entier,
il est du type {/€ Vi | /<a} ou {fe Vl\f>b} ou {fe V1\a<f<b}. Puisque Vx et
8"(V1) sont invariants par 8"', le point a (ou b) est fixe par 8"' ce qui est impossible
par le lemme precedent. En d'autres termes, S"( V,) => Vx. De meme 8n( V,)c Vj.
Par consequent, 8"(f)e V, si et seulement si 8"(V1)= Vt. L'ensemble des tels n
est un sous-groupe de Z engendre par un entier positif n2.

La suite fk = 8kn*(f) est alors une suite monotone de Vx et contient tous les points
de V] qui sont dans l'orbite de / par Z Puisque nous supposons que cette orbite
possede un point d'accumulation, l'orbite de / par le sous-groupe d'indice fini
n2-Z possede aussi un point d'accumulation fx qui est alors une limite des fk et verifie
par consequent S^ifco)—^, ce qui est exclu par le lemme 2.4. •

COROLLAIRE 2.6. Les feuilles de # s sont toutes des plans fermes. Le feuilletage # s

est defini par une fibration:

M/Z = M->V=V/Z.

Le groupe fondamental de V est isomorphe a Z.

LEMME 2.7. La variete V est en fait separee, diffeomorphe a S1.

Demonstration. Soit C l'ensemble des points f de V tels que V-{f} soit connexe
(c'est le 'cycle fondamental'). Puisque le groupe fondamental de V est isomorphe
a Z, l'ensemble C est non vide. On verifie facilement que tout point de la frontiere
C-C de C est un point de branchement. Cette frontiere est alors un ferme
denombrable qui est clairement invariant par Faction de ITI(2) sur V. Les feuilles
correspondantes de M forment alors un ferme sature 'transversalement
denombrable'. L'absence de feuilles compactes de &s implique que cette frontiere
est vide et done, par connexite de V que V = C II est alors facile de verifier que
la seule variete de dimension 1, a groupe fondamental infini cyclique qui n'est
separee par aucun point est le cercle S1. •

Demonstration de la proposition 2.1. D'apres [10], l'espace des feuilles de # s etant
diffeomorphe a S1, le feuilletage # s est un produit R2xS1. On en deduit la
proposition 2.1 a l'aide de la proposition 2.3. •

3. Le comportement des orbites a Vinfini
D'apres la partie precedente, nous supposerons la fibration p transverse au feuil-
letage stable 9s. On en deduit (cf. [2]) que le feuilletage &s peut etre defini par
suspension. Autrement dit, si nous notons 2 le revetement universel de 2, on a:

M = ±xSl/(x, 6)~(y x,H(y)(e))
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ou y x designe Faction de l'element y de TTI(2) sur l'element x de £ et ou

est un morphisme de groupes (l'holonomie globale de &s). Selon cette identification
le feuilletage &s est identifie au feuilletage produit sur Sx S1 (identifie a M).

Considerons une metrique riemannienne sur 2 a courbure negative — 1. Nous
pouvons alors construire une metrique g0 sur M telle que les fibres de p soient
orthogonales aux feuilles de 3>s et telle que p soit une submersion riemannienne
de M sur 2 muni de la metrique a courbure constante choisie. Dans ces conditions,
i est identifie au disque de Poincare D2 et T a un sous-groupe de Isom (D2) —
PSL2 (U). Soit TT la projection naturelle de i x 51 = D2 x S1 sur 1 - D2 et soit $, le
releve du flot <pt dans M. Si (x, 0) est un point de M, l'orbite de (x, ff) par $, est
situee dans une feuille de 9s. Pour etudier le comportement de $,(x, 6) quand t
tend vers +oo, nous etudierons done la courbe de D2 definie par

x, 0).

LEMME 3.1. Soit dh la distance hyperbolique de D2. II existe une constante strictement
positive Cy telle que pour tout tu t2, x, 8, on a:

— \t2-h\ < dh(n$h(x, 8), 7T<p,2(x, 6)) < Cilh-h].

(C'est-d-direque le courbe t >-* trip,{x, 8) se comporte 'presque' comme unegeodesique.)

Demonstration. Construisons dans M une autre metrique riemannienne gx (de classe
C°) de telle sorte que:

(1) le champ X associe a q>, soit de longueur 1;
(2) les sous-espaces fortement stables et instables soient orthogonaux a X.
Munissons M de la metrique relevee. Fixons un point 8 de S1 et soit de la metrique

de D2 obtenue par restriction de cette metrique relevee a £>2x{0}. Par compacite
de M, il existe une constante C\ telle que:

— g l < g 0 < C l g l

La meme inegalite vaut pour les metriques relevees dans M, et done pour les
metriques induites sur D2x{0}. Puisque go induit la metrique hyperbolique sur
chaque feuille de ?FS, on obtient:

1

(Cette inegalite est valable aussi bien pour les metriques riemanniennes que pour
les distances associees.)

II nous suffit alors de montrer l'egalite suivante:

Puisque la longueur de X est 1, il est clair que:

de{ir$,Xx, 0), TT$,(X, 0))
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L'autre inegalite s'obtient de la fac.on suivante. Soit v(s) un chemin de D2x{0}
joignant $h(x, 6) et $,2(x, 0). La projection de ce chemin, dans D2X{0}, le long de
&ss, sur l'orbite de (x, 6) par <p, est certainement de-plus courte que le chemin v(s).
Ceci decoule de l'orthogonalite de X et &ss et de l'invariance de 9" par q>t. La
longueur de cette projection etant clairement superieure a |f2~*il> le resultat est
obtenu. •

LEMME 3.2. // existe une constante C2>0 telle que toute courbe t<-*iT<p,(x, 0) reste
a une distance inferieure a C2 d'une unique geodesique de D2 (pour la metrique dh).

Demonstration. Ce lemme est une consequence du lemme 3.1 de la meme fac,on
que la proposition 5-9-2 de [18] est une consequence du lemme 5-9-1. L'argument
principal est le suivant. Soit u(t) une geodesique quelconque de D2 et soit, pour
K>0, VK(u) l'ensemble des points de D2 situes a une distance inferieure a K de
u. La projection orthogonale de D2—VK(u) sur u contracte les longueurs par un
facteur superieur a ch K. Supposons que les reels tu t2 soient tels que:

7T<p,1(x,0)edVK(u),

TT$t{x,6)£VK(u) pour te]tut2[

9)
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La longueur de la courbe

est inferieure a Ci|f2~*i|» sa projection orthogonale sur u a done une longueur
inferieure a Cx\t2- fi|/ch K. Ceci montre que la distance entre TT$H(X, 0) et n$h(x, 0)
est inferieure a (C^-t^/ch^ + IK. Cette distance est par ailleurs superieure a
\h-t\\/Cx. Done

Si X est suffisamment grand, ceci donne une majoration du type \t2 — t\\^K'. Par
consequent, le diametre d'une composante connexe bornee de l'ensemble
{t, TT$,(X, 0)£ VK(u)} est uniformement borne.

La portion de la courbe ir$,{x, 0) situee entre t1 et t2 reste done a une distance
uniformement bornee de la geodesique joignant n$h(x, 0) a TT<P,2(X, 8). II s'en suit
que cette geodesique converge vers une geodesique limite lorsque tt converge vers
-oo et t2 converge vers +oo. Cette geodesique limite reste alors a une distance
uniformement bornee de la courbe TT<P,(X, 0). C'est evidemment la seule geodesique
qui satisfait cette propriete car deux geodesiques distinctes ne sont pas a distance
bornee. •

COROLLAIRE 3.3. Munissons D2 de la metrique euclidienne de et soit Sic le bord de
D2. Alors, les limites

lim 7r<p,{x, 0) = F+oo(x, 0)

lim TT$,{X, 9) = F_0O(x, 8)
t-*~ao

existent au sens de de, appartiennent a Si, et dependent continument de (x, 0).

Demonstration. Soit u(s) l'unique geodesique de D2 restant a une distance bornee
de TT<P,(X, 0) et soient u(+oo) et u(—<x>) ses deux points a l'infini sur 5^. Puisque

dh(x, TT<P,(X, 0))^^r,

le point 77-(<p,(x, 0)) doit appartenir a l'une des deux zones hachurees de la figure
suivante:

M(-OO)
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Ceci montre que:

ir$,(x, 0) * u(-oo)
(-•-co

quitte a inverser les denominations de u(+oo) et w(-oo). Ces limites sont au sens
de la metrique euclidienne de et sont uniformes sur tout compact de D2x S1. •

LEMME 3.4. Le point F+oo(x, 0) de Sla ne depend pas de x.

Demonstration. Ceci resulte directement du fait que <p, est un flot d'Asonov et que
S^ est le feuilletage stable de <p,. Nous noterons F+oc(0) le point F+ao(x, 0). •

Le groupe T operant par isometries sur D2 opere de maniere naturelle sur Si,.

LEMME 3.5. Pour tout y de I \ et pour tout 0 de S1, on a:

Demonstration. Puisque le flot $, est le releve de <pt, on a evidemment:

<p,(y x, H(y)(d)) = (y TT$,{X, 6), H(y)(0)).

Done:

7T<p,(yx,H{y)(0)) = y 7T$t(x,6).

Faisant tendre t vers +oo et utilisant le lemme 3.4, on obtient l'egalite desiree.
D

LEMME 3.6. F+oo: S
1-* Slo est surjective.

Demonstration. D'apres le lemme precedent, l'image de S1 est invariante par Faction
de F sur Sic, elle est par ailleurs compacte. L'action de F sur S« etant minimale
(cf. [18]), on en deduit que F+o0 est surjective. D

Etudions maintenant l'injectivite de F+oo et F-x.

LEMME 3.7. SiF-^ix, 0) = F-oo(x', 0), alors (x, 0) et (*', 0) appartiennent a la meme
orbite de $,.

Demonstration. Deux orbites negatives differentes de $, situees dans une meme
feuille de 9s s'eloignent exponentiellement l'une de l'autre. Elles ne peuvent done
pas rester a distance bornee d'une meme geodesique de D2. D

LEMME 3.8. F+oo: S
1-* Slo est un revetement.

Demonstration. II reste a montrer que F+oo est localement injective. Si 0^ et d2 sont
suffisamment proches, il existe deux points x, et x2 de D2 tels que (x,, 0,) et (x2, 02)
appartiennent a la meme feuille du feuilletage instable $" releve dans D2xSl. Si
F+oo(0l) = F+x,(02), les deux orbites positives de (x1,0i) et (x2, 02) resteraient a
distance bornee, ce qui est impossible. •

4. La construction de Vequivalence topologique
Soit (x, 0)eD2xSl et u(x, 0) l'unique geodesique de D2 joignant F+co(0) a
F_co(x, 0). Soit w(x, 0) la projection orthogonale de x sur u(x, 0). Considerons
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l'application suivante:

(x, 6)€D2X5'^(H-U 0),F+co(0))eD2xSi.

Cette application continue passe au quotient en une application continue h de

M = D2xS1/(x,6)~(yx,H(y)(e))
vers:

2D2xSi/(x,0)~(yx,y6).

Cette deuxieme variete est le fibre unitaire tangent a 2 et l'application h obtenue
envoie clairement une orbite de <p, sur une orbite du flot geodesique de 2.

LEMME 4.1. h est surjeetive.

Demonstration. II suffit de demontrer que, pour tout 6, l'application:

xeD2^*w(x,6)eD2

est surjeetive. La condition:
dh(x,w(x, 0))<C2

montre que cette application s'etend continument a D2 par l'identite de Si . Le
degre de cette extension est done 1 et l'application consideree est done surjeetive.

•
LEMME 4.2. Si h(m) = h(m') et si m et m' sont suffxsammentproch.es alors m et m'
appartiennent a la meme orbite de <pt.

Demonstration. Soit ft:D2xSl^>D2xSlc le relevement de h. Le lemme 3.7 joint
au lemme 3.8 montre que si /t(m) = fi(m') et si rh et rh' sont proches, alors m et
m' sont sur la meme orbite de $,. Si maintenant m et m' sont deux points proches
de M tels que h(m)- h(m'), ils possedent des releves proches m et rh' tels que
(i(m) et fi(m') se projettent sur le meme point de M. Puisque ft est uniformement
continue (e'est le releve de h: M^M), les points (i(m) et fi(m') sont proches et
se projettent sur le meme point de M. On a done /i(m) = fi(m'). Les points m et
m' sont done sur la meme orbite de <p,. •

L'application h n'est done pas un revetement qu'a cause du defaut d'injectivite
de h le long d'une orbite. Ceci arrive lorsque deux points de la meme courbe
TT$,(X, 6) ont la meme projection orthogonale sur u(x, 6).

w(x,,0)= w(x2, 0)
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Pour rendre h localement injectif, nous allons le modifier en utilisant un procede
de moyenne. Notons ^{s, •) le flot geodesique sur T^S). Puisque h envoie une
orbite de q>, sur une orbite I/J(S, •) il existe une fonction continue a(t, m) telle que:

L'application a verifie la 'condition de cocycle' suivante:

a(f, + f2, m) = a(tu <p,2(m)) + a(t2, m).

Soit T un reel positif. Definissons h':M^> T^X) par:

LEMME 4.3. h'(cp,(m)) = <p(a'{t, m), h'{m)), ou

1 fT
a'{t,m) = —\ [a(t + T,m)-a(T,m)]dT.

I Jo
Demonstration.

h'{<p,(m)) = «A^ I a(r, <p,{m)) dr, fc(^,(m)))

= ipl— a(r, <p,(m)) dr, \p{a{t, m), h

Utilisant la relation de cocycle pour t2 = t et tl = T, on obtient:

fc'(Pf(m)) = ̂ j [a(t + T,m)-a(t,m)]dr + a(t,m),h{m)j

= *Â  — J a(t + T,m)dT,h(m)J

= t /ATj a ~ ^ j a(T, m) dT, A'(

LEMME 4.4. Pour T suffisamment grand, W est un revetement.

Demonstration. Etudions l'injectivite locale du releve n' de h', de D2xS1 dans
D2xSi,. Si m est un point de D2x S1, on a:

ou on designe par ip le releve de i/» et par a'(t, rh) le reel a'(f, m) (m est la projection
de m dans M.)

Le lemme 4.2 s'etend immediatement a fi'; c'est a dire que si h'(nii) = h'(m2) et
si mi et m2 sont proches, alors mx et m2 sont sur la meme orbite de <p,, i.e. il existe
f0 tel que m2 = <p^(m,).
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Puisque <p, n'a pas d'orbites periodiques, la condition /j'(m,) =/t'(m2) s'ecrit
a'(t0, m j = 0, ou encore:

1 fT 1 fT

— a(to+T, m)dT = —\ a(T,m)dr.
J Jo J Jo

Autrement dit, il suffit de trouver T tel que pour tout m, l'application:

a(T,m)dr
1 [

• —

* JoJo '
soit croissante. Cette application est derivable et sa derivee est:

t (a(t+T, m)-a(t,m)).

Geometriquement, cette difference est la distance orientee sur la geodesique u(x, 6)
entre les points w{ir$,(x, 6), 8) et w(ir$t+T{x, 6), 6). Le lemme 3.1 montre claire-
ment que cette distance tend uniformement vers +oo quand T tend vers +oo.

Par consequent, si T est suffisamment grand, l'application fi' est localement
injective et done un homeomorphisme local. II en est done de meme pour h'. La
compacite de M et de 7^(2) montre alors que h' est un revetement.

Ceci acheve la demonstration du lemme 4.4 et du theoreme A. •

Une generalisation directe du lemme 4.4 en dimension superieure semble difficile
car le feuilletage stable n'est plus necessairement de codimension 1 et les arguments
de la partie 2 ne s'appliquent done plus. Cependant, la meme methode nous donne
le resultat suivant, generalisant la proposition 1.1.

TH£OR£ME. 4.5. Soit M" une n-variete fermee admettant une metrique riemannienne
a courbure negative constante. Soient g\et g-± deux metriques riemanniennes sur M
tels que 1es flots geodesiques associes sur le fibre unitaire tangent a M soient de type
Anosov. Alors, ces flots geodesiques sont topologiquement equivalents.

Demonstration. D'apres [8], le feuilletage stable du flot geodesique de g, (ou de
g2) est transverse a la fibration en spheres S""1 du fibre unitaire tangent a M. La
demonstration est alors exactement celle faite aux parties 3 et 4 en remplac,ant D2

par B" et Sl
x par S^~\ Dansce cas, le revetement F+oo: S

n~l -* S2T1 est trivial si n > 1.
•
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