
QUELQUES CARACTERISATIONS 
DU RADICAL D'UN ANNEAU 

G. T h i e r r i n 

( r ece ived July 7, 1967) 

Le r a d i c a l R(A) d 'un anneau A peut ê t r e c a r a c t é r i s é 
de p l u s i e u r s m a n i è r e s ( J a c o b s o n [1]). Rappe lons s e u l e m e n t ic i 
deux des c a r a c t é r i s a t i o n s les p lus i m p o r t a n t e s : 

(1) R(A) e s t l ' i n t e r s e c t i o n de tous les idéaux à d r o i t e 
(à gauche) m o d u l a i r e s m a x i m a u x de A. 

(2) R(A) e s t un idéa l q u a s i - r é g u l i e r con tenan t tout idéa l 
à d r o i t e (à gauche) q u a s i - r é g u l i e r . 

L 'ob je t de ce t a r t i c l e e s t de donner quelques 
c a r a c t é r i s a t i o n s du r a d i c a l d 'un anneau . 

1. Un idéa l à d r o i t e I d 'un anneau A e s t d i t n e u m a n n i e n 
s i pour tout a e A, i l ex i s t e b € A te l que 

aba = a (I) 

Un anneau e s t r é g u l i e r (dans le s ens de von Neumann) si et 
s e u l e m e n t s i l ' i d éa l (o) e s t n e u m a n n i e n . 

PROPOSITION 1. Tout idéa l à d r o i t e m o d u l a i r e m a x i m a l 
M d 'un anneau A e s t n e u m a n n i e n . 

P r e u v e . Soit a € A. Si a e M, a l o r s aaa ~ a (M). 
Soit a f. M. Si e e s t un é l é m e n t unité à" gauche modulo M, 
i l e x i s t e b te l que ab = e (M). D 'où 

aba = ea = a (M) 

PROPOSITION 2. L ' i n t e r s e c t i o n d 'un n o m b r e fini 
d ' i d é a u x à d r o i t e n e u m a n n i e n s e s t un idéa a d ro i t e nefn^annien. 
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Preuve. Soient I et I deux idéaux a droite neumanniens 
1 2 

de l 'anneau A. Soit a e A. Il existe b tel que aba - ae I et c 

t e l que d = (aba - a )c(aba - a) - (aba - a) € I . De p lus 

d € I 0 I et d peu t s ' é c r i r e : 
1 Z ^ 

a (bacab - bac - cab + c - b)a + a 

De là 

a( - ( b a c a b - bac - cab + c - b))a - a e I | )I . 

R e m a r q u o n s que l e s p r o p o s i t i o n s 1 et Z e n t r a i n e n t c o m m e 
c o n s é q u e n c e i m m é d i a t e le r é s u l t a t b i en connu que tout anneau 
s e m i - s i m p l e a r t i n i e n e s t r é g u l i e r . 

PROPOSITION 3 . Soit I un i d é a l à d r o i t e n e u m a n n i e n de 
l ' a n n e a u A. A l o r s l ' i d é a l à d r o i t e I. ' a = {x |X€ A, axe 1} e s t 
a u s s i n e u m a n n i e n pou r tout a € A. 

P r e u v e . Soit x e I . * a, c ' e s t - â - d i r e ax e I. Il e x i s t e b 
te l que axbax - ax e I. D 'où a (xbax - x) e I et xbax - x e I. * a. 

PROPOSITION 4 . Le r a d i c a l R(A) d 'un anneau A e s t 
l ' i n t e r s e c t i o n de tous les i d é a u x a d r o i t e n e u m a n n i e n s de A. 

P r e u v e . Soit S l ' i n t e r s e c t i o n de tous l es i d é a u x à d r o i t e 
n e u m a n n i e n s de A. De la p r o p o s i t i o n 1 su i t i m m é d i a t e m e n t 
que SCIR(A). Supposons que S ^ R(A) et so i t a € R(A), 
a { S. Il e x i s t e a l o r s un i d é a l à d r o i t e n e u m a n n i e n I t e l que 
a ^ I. Soit T = I O R ( A ) . Il ex i s t e b t e l que aba - a e I et 

2 
aba - a € T. Soit e = a b . A l o r s e - e e T . M a i s e e R(A). 
Donc i l e x i s t e x t e l que ex - x - e = o. D 'où 

Z Z 
e x - ex - e = o 

(e - e)x - e = o 

Z Z 
C o m m e e - e e T, on a e a T et donc e e T, ea = aba e T . 
M a i s aba - a € T. Donc a € T C I, c o n t r e a ^ I. 

Z. PROPOSITION 5. Un é l é m e n t a de l ' a n n e a u A a p p a r t i e n t 
au r a d i c a l R(A) s i et s e u l e m e n t s i la r e l a t i o n aba - a € | c) 
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e n t r a i n e a € | c ) , | c) dés ignan t l ' i d éa l à d r o i t e engendré p a r c. 

P r e u v e . La condi t ion e s t n é c e s s a i r e . En effet, so i en t 
a € R(A) et aba - a € | c ) . Supposons que a k | c) et posons 

e = a b . On a e - e ç. | c ) . De p lus e ^ | c ) ; en effet, 
s i e e | c ) , a l o r s ea € j c), ea - a € | c) et a e | c ) . D ' a u t r e 
p a r t , (1 - e)A = { x - e x j x e A} £ A; en effet, s i (1 - e)A = A, 

a l o r s eA = (e - e )A C. | c) et e e | c) . C o m m e e - e e | c), on a a e e | c), 
ce qui e s t c o n t r a d i c t o i r e . L ' i d é a l a d r o i t e m o d u l a i r e (1 - e)A 
e s t donc contenu dans un idéa l à d r o i t e m o d u l a i r e m a x i m a l M te l 
que e ç M. De e = ab su i t a l o r s a { M et donc a { R(A), 
c o n t r e l ' h y p o t h è s e . 

La condi t ion e s t su f f i san te . Supposons que a { R(A). Il 
ex i s t e a l o r s un idéa l à d r o i t e m o d u l a i r e m a x i m a l M tel que 
a <$ M. Si e e s t un é l é m e n t unité à gauche modulo M, il ex i s t e 
b t e l que ab - e e M. D 'où aba - ea € M et, pu i sque ea - ae M, 
aba - a e M . P o s o n s c = aba - a. On a aba - ae | c)C_ M et donc 
a e I c) C_ M, ce qui e s t i m p o s s i b l e . 

COROLLAIRE. Soit A un anneau avec é l é m e n t un i t é . 
Un é l é m e n t a € R(A) si et s e u l e m e n t s i pour tout b e A, i l 
e x i s t e x e A t e l que (aba - a)x = a. 

3 . Une p a r t i e non vide H de l ' anneau A e s t di te un 
c o - i d é a l à d r o i t e s ' i l ex i s t e un idéa l à d ro i t e I de A et un 
é l é m e n t a € A te l que 

H = I + a 

R e m a r q u o n s qu 'un c o - i d é a l à d r o i t e H e s t un i déa l à d r o i t e si et 
s e u l e m e n t si o e H. 

Un c o - i d é a l à d r o i t e H e s t dit r é g u l i e r s ' i l ex i s t e x € A 
te l que H x H C H . 

PROPOSITION 6. Un é l é m e n t a de l ' anneau A a p p a r t i e n t 
au r a d i c a l R(A) si e t s e u l e m e n t si tout c o - i d é a l à d r o i t e r é g u l i e r 
con tenan t a e s t un idéa l à d r o i t e . 

P r e u v e . La condi t ion e s t n é c e s s a i r e . Soit a € R(A) et 
so i t H un c o - i d é a l a d r o i t e r é g u l i e r con tenan t a. P u i s q u e a € H, 
H e s t de la f o r m e H = I + a, où I e s t un idéa l a d r o i t e . De p l u s , 
i l e x i s t e x te l que HxH C. H, ce qui e n t r a i n e en p a r t i c u l i e r 
axa e H = I + a et axa - a € I . P o u r m o n t r e r que H e s t un 
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i d é a l à d r o i t e , i l suffit de m o n t r e r que a € I. Supposons que 
2 

a U et p o s o n s e = ax . A l o r s e - e e I et e $ I. On a (1 - e)A 
2 ., 2 

i- A, c a r s i (1 - e)A - A, a l o r s eA=(e - e ) A £ I ; d 'où e ç I 
et e € I. Il su i t de là que (1 - e)A es t contenu dans un i d é a l à 
d r o i t e m o d u l a i r e m a x i m a l M te l que e 4 M. Donc e = ax ^ R(A) 
et a i R(A), c o n t r e l ' h y p o t h è s e . 

La condi t ion e s t su f f i san te . Supposons que a 4 R(A). Il 
ex i s t e a l o r s un idéa l à d r o i t e m o d u l a i r e m a x i m a l M te l que 
a c M. Soit H - M + a et so i t e un é l é m e n t unité à gauche 
modu lo M. Il e x i s t e x te l que ax = e (M) et axa = ea = a(M) 
Soient r , r e M. On a 

1 2 

(r + a)x(r +a) = r x ( r + a) + ax r + axa 
1 2 1 2 2 

L ' é l é m e n t r x ( r + a) e M. Il en e s t de m ê m e p o u r ax r ; en 

effet, de ax = e (M) su i t a x r E e r = r (M). Quant à 

l ' é l é m e n t axa, i l e s t de la f o r m e axa = r + a, ou r e M . 

De ce qui p r é c è d e , i l r é s u l t e que H x H C H. Donc H e s t un 
co-idéa.1 a d r o i t e r é g u l i e r con tenan t a. P a r conséquen t , H e s t 
un i d é a l a d r o i t e et a e M, ce qui e s t c o n t r a d i c t o i r e . 

4 . Un é lément e ^ o de l ' a n n e a u A e s t di t g-id e m p o t e n t 
à d r o i t e ( g l o b a l e m e n t i dempo ten t ) s ' i l e x i s t e un i d é a l à d r o i t e I 
t e l que 

(1) e i 1 

2 
(2) e - e e I 

L ' é l é m e n t o e s t c o n s i d é r é é g a l e m e n t c o m m e un é l é m e n t 
g - i d e m p o t e n t . 

PROPOSITION 7. Un é l é m e n t e ^ o e s t g - i d e m p o t e n t s i 
et -seulement si 

eA c/_(l - e)A 

P r e u v e . La condi t ion e s t n é c e s s a i r e . Supposons que 
2 2 

eaC_(l - e)A. A l o r s e e s t de la f o r m e e = x - ex . Il e x i s t e 
2 

un i d é a l a d r o i t e I t e l que e - e e l e t e < f l . De là su i t 
3 2 

e € I, e e l et e e I, ce qui e s t c o n t r a d i c t o i r e . 
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La condi t ion e s t suf f i san te . P o s o n s I = (1 - e)A. A l o r s 
2 

e - e e I et e < I. 

P R O P O S I T I O N S . Un é l é m e n t a de l ' anneau A a p p a r t i e n t 
au r a d i c a l R(A) si et s e u l e m e n t si la r e l a t i o n e A C aA, ou e 
e s t un é l é m e n t g - i dempo ten t , e n t r a i n e e = o. 

P r e u v e . La condi t ion e s t n é c e s s a i r e . Supposons que e ^ o. 
D ' a p r è s la p r o p o s i t i o n 7, on a e A i (1 - e)A. P a r conséquent , 
i l e x i s t e un i déa l a d r o i t e m o d u l a i r e m a x i m a l M te l que e ç M. 
D 'où a <{ M et a f R(A), c o n t r e l ' h y p o t h è s e . 

La condi t ion e s t su f f i san te . Supposons que a € R(A). Il 
ex i s t e a l o r s un idéa l a d r o i t e m o d u l a i r e m a x i m a l M te l que 
a { M. Si e e s t un é l é m e n t unité à gauche modulo M, il 
ex i s t e x te l que ax = e (M). De là a x a x = eax = ax (M) e t 

2 
(ax) - ax e M, ax i M. Donc ax e s t un é l é m e n t g - i d e m p o t e n t . 
De axAG_ aA su i t a l o r s ax = o, ce qui e s t c o n t r a d i c t o i r e . 
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