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SYSTEMES DYNAMIQUES DANS LES ESPACES
ULTRAMETRIQUES COMPACTS

THOMAS KIVENTIDIS

We give a definition of any discrete dynamical system in

compact ultrametric space and we study the behaviour of its

trajectories.

1. Introduction - Definitions

On considere l'espace ultrametrique compact (X,d). On rappelle

qu'une ultrametrique dans un ensemble X est une application de X x X

dans 1'ensemble B = {x G R : x > 0}} qui satisfait les conditions:

(1) d(x,y) = 0 si et seulement si x = y

(2) d(x,y) = d(y,x) , vx,y G X

(3) d(x,y) <, max{d(x,z),d(z,y)} , Vx,y,z G X.

On demontre, ais^ment, que

d(x,y) = max{d(x,z),d(z,y)} , si d(xsz) ? d(z,y) et

d(Xjy) < max{d(x,z),d(z,y)} , si d(x,z) = d(z,y) .

Quelques proprie'te's characteristiques d'un espace ultram^trique (qui

est non-Archime'dien) sont [1] :

(i) chaque boule (ouverte ou ferm^e) B(x,r) est a la fois un ensemble

ouvert et ferme', et B(x,r) = B(y,r) , Vy G B(x3r) , r > 0 ,
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2 08 Thomas Kiventidis

(ii) si deux boules de l'espace (X3d) ont un point commun, alors l'une

est contenue dans l'autre,

(iii) la distance entre deux points, de deux boules sans point commun, dans

l'espace (X3d) est independante de 1'option des points sur chacune

d'elles, et pour 9a peut s'appeler, simplement, distance entre les

deux boules.

II se de"montre [2, Theoreme 3]:

LEMME. Soit (X3d) un espace ultrame'trique compact. Alors

I'ensemble de tbutes les valeurs non-z£ro de la m&trique d(x3y) est soit

fini3 soit forme une suite monotone d&croissante r7 > r. > ... > r > ...,

r > 03 qui converge vers le z&ro.

DEFINITION 1. Soit (X3d) un espace ultrametrique compact. On dit

systeme dynamique discret dans X , une application

a : X x {r } + 2
X , n 2 1

qui se definit comme suit

a(x,rn) = S(x,rn) = {y e X : d(x3y) = r^}

ou {r } est la suite du lemme ci-dessus.

Pour r=r =constante, on ecrit a (x) = S(x,r).n r

DEFINITION 2. Une trajectoire d'un systeme dynamique discret a

est une suite de points x1tx03...,x ,..•, telle que

xn+l V V s t

oil S(x 3r ) est la sphere de centre x et de rayon x>n .

A. Rubinov [3] a donne une definition similaire de la Definition 2.

2. Propositions

PROPOSITION 1. Pour chaque trajectoire {x } , wejv nous avons

i: i>n}c S(xn3rn)

pour ohaque n = 1323... .
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Demonstration. En effet, si xg G Sfx^r^ , x? e Sfx^r^ , alors

^ x Jj

En general , s i xfe e SCx^r^ , xfe+;z e S(a;fe,rfe; 3 r^ > rfe , a lo r s

c'est-a-dire x, e S(xn3r1).
0 1 1

c'est-a-dire x, - ^^

Par consequent, tous les points x , n > 1 se trouvent sur la

sphere S(x.,r~). Si nous considerions x\,j

X\+2 G Sra:X+2^X+2
; • a l o r s

d(xX'x\+2} = y x + 1 ^ ^ x x + 3

etc, done, nous aurions A^ = [x. : £ > X} c S(x^3v^) y \ > 2 .
A 2- A A

CO

PROPOSITION 2. On a n l = {x ) ane seule valeur d'adherence
n=l n

de la trajectoire {x } 3 different des SISments x } n G jp.

Demonstration. Nous avons A C S(x .r ) qui entraine
A c 5fx ,r j , parce que la sph&re S(x ,v ) est un ensemble ferme.

ft it it fX ft
00

Puisque l'espace X est compact nous avons H A ^ <|> (toute suite
n=i "

infinie dans un espace compact a au moins un valeur d1adherence [J]).

Si un element de la suite {x } , soit le x. , etait une valeur
Yl A

d1adherence, il faudrait Ve > 0, 3nn > \ tel que V« ̂  n , dfx ,i ) < e.
U U 7i A

Mais A^ c S(x ,r^) , done, pour e < r nous aboutissons a une

absurdite.

Si nous avions deux valeurs d1adherence X- ̂  x. , alors il existera

t > 0 tel que B(xQ,z)
 n B(x',z) = 0.
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Done, il existera une sous-suite {a; } •*• x , des lors, apres
nk °

c e r t a i n i n d i c e m , x G B(x ,z) , Vfc > m , avec r -*• 0 (puisque r ->• 0).
O ?Z* O O IS ^

Par consequent, il existe un voisinage B(x ,r ) c B(x >z) , ce qui
n\ \ °

e n t r a i n e Sfx , r J C B(x ,e).
X nX °

Mais A = {x. : i > n.} c S(x ,r ) (Proposition 1) , a lo rs la
A A A

boule B(x',e) contient, seulement, au plus un noitibre fini des elements de

la suite {x }. D

REMARQUES. (a) Le point x est une valeur d1 adherence pour tous

A = {x. : i > n} sur les spheres S(x ,r ) , n = 1,2,...
ft 1* Yl Tt

(3) Le point initial x. peut croire comme "centre" de la trajectoire,

parce que tous les elements x , n s 2 , se trouvent sur la sphere

(y) Si par le meme point x~ on considere, successivement, les suites

{r } j n - i , i = 1,2,.. . se construisent des trajectoires sur les

spheres S(x1,r.) , i = 1,2,... avec le meme "centre". 0

Dans le cas particulier a : X ->• 2 3 a (x) = S(x3v) , la trajectoire

{xn} se fait xn+1 <= S(xn3v) , n = 0,1,2,... .

Nous avons d(x ,xo) < max{d(x 3x1) jd(x^,x0)} = r

dfx ,xJ = max{d(x ,xj,d(xo,x)} = v

car dfx , i J = dfx^tXj = r et dfx ,xo) < dfx.,xJ = r, et, en general,
O 1 1 Z O Z co

les ^ldments de la trajectoire {x } , avec un indice pair, se trouvent

dans la boule ouverte Bfx ,r) , e'est-a-dire xov 6 Bfx ,r) , k = 1,2,...

O cK O

tandis que, avec un indice impair, sur la sphere Sfx ,r) , e'est-a-dire

X2k+1 £ S(xo>
r) 3 k = 0,1,2,... .
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Puisque les deux ensembles B(x ,r) et S(x ,r) sont ferities de

l'espace compact X , les suites tepfc} et {x ,+J} ont des valeurs

d'adherence (au moins une) dans ces ensembles, respectivement.

Par consequent, la trajectoire initial {x } a au moins deux valeurs

d'adherence. En outre, puisque d(x^,x-) < max{d(x^,xcl) ,d(xo,xj} = r,

car d(x^,xj = d(xn,xj = r, s'entraine x_G B(x.,r) et, en general,

1 Z a o o 1
X2k+1 e Sfi^rJ , k = 1,2,... . Nous avons, aussi, d(x^,x^) =

= max{d(xn,X-),d(x-,x.)} = r , car d(x~,X-) < d(x.,x ) = r et, en general,

X2k € s(xrr) , k = 1,2,... .

On trouve, d'une maniere similaire, que a;,, e B(x^,r) , k = 2,3,...,,

e t X2k+Ie S(x2>r) > k = 2'3'--- •

Par consequent, nous avons

X2k+1 G s(x
o>

r) n BCXjr) , x2ke B(xQ,r) n S(x2,r) k = 1,2,...

tandis que

B(xQ,r) = B(x2,r) = ... = B(x2X,r) = ...

B(x2,r) = B(x3,r) = ... = B(x2x+1,v)

et B(x ,r) n B(x ,r) = 0.

Puisque B(x ,r) (boule fermee) = B(x ,r) et B(x ,r) C B(x ,r),

B(x^,r) C B(x ,r) , nous observons que, en ce cas, la trajectoire {x }

se trouve dans la boule ferme'e B(x ,r) , avec xo, G B(x ,r),x

O 6K O

Si nous avons r. > r. > .. . > r (nombre fini), on peur definir la

trajectoire {x } comme il suit

e t
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On voit, done, qu'apres l'indice m la trajectoire {x } se

comporte comme une trajectoire de a systeme dynamique (comme si-dessus).
m

3. Magistraux Ensembles

L'espace compact X , eVidemment, il s'Scrira

X = u B (y / ) , r = const., J(r ) indices finis
CT w m 7i n n

i.e. pour r = const., soit m = 1,2,... ,k , alors

X = B2(yrrx) U ... UBk(yk,rx) , B. n B. = 0, if j .

D&s lors, si la trajectoire commence par r. > r, 7 > ... >T > . . .-yO,
A A*pj n

\ - 1, e'est-a-dire x 7 S S(x ,r ) , n = \,\+l,... nous voyons que, si

xx e l . f ^ ^ J , J e {iJ2,...Jk}J alors

B(xx,rx) =BJyj.,rx) qui entraine SCx^r^J C I f ^ r ^ .

Or, la trajectoire reste (Proposition 2) dans la boule B. de la
0

r.-separation de X, ou il appartient le premier e'le'ment x. , X^l.

Par consequent, chaque trajectoire x , apres un nombre fini n ,

s'enferme dans une boule fermee de X , de rayon aussi petit que nous le

voulons car r ->• 0.
n

En outre, si nous conside'rions la r -separation de l'espace compact
X

X, X = B1(y1,rx) U... U B ^ J ^ I - J J , alors si x e B^y^r^, n o us aurions

Par consequent, l'ensemble M = S(y~,r.) U ... U S(y,,r.) C ^
2?̂  J. \ K A

est l'ensemble qui contient toutes les trajectoires de a systeme dynamiqae

qui ont un indice plus grand que \ + 1.
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Dans le cas de la a systeme dynamique, puisque l'espace X est

compact il y a une r-separation X = Bjy^r) U ... U B,(y,,r).

Alors, si la trajectoire commence par certain voisinage

x G B .(y .,r) on a B(x ,r) = B .(y .,r) . Egalement, le x 7 appartient a
0 3 3 ® 3 3 *

une autre boule qui a une distance v par la boule B .(y .,r) et, par
3 0

consequent, est coincidente avec la boule B(x~av).

On observe, done, en ce cas, que chaque trajectoire de a systeme

dynamique balance entre les deux boules de la r-separation de X qui ont

une distance entre eux r et ils sont contenus dans la boule fermee

B(x }r) , oil x est le point initial.

Comme pour tous x & B .(y .,v) , S(x,r) = S(y.,r)3 l'ensemble
3 0 3

M = S(y ,v) U... U S(y.,r) contient toutes les trajectoires de a

systeme dynamique, moins peut e"tre les points initiaux.

Note. On considere P (X) la collection des tous les ensembles

a
compacts de l'espace X muni de la distance de Hausdorff, [11 •

On dit qu'un point x G X est Poisson stable si pour chaque e > 0

il existe une trajectoire {x } C X telle que x ? = x, lim d(x ,x) S e.[4]

On denote tous les points qui sont Poisson stable par n et le plus

petit ensemble ferme' de X qui contient les points limites des toutes les

trajectoires du syst&me dynamique a : X -*• P (X) se denote par M .

On sait que [4] s'il est une application continue telle que

d(a(x), a(y)) id(x}y), Vx,y G X

alors, on a II = M
a a

On observe que (§2) dans le systeme dynamique a (§1, Definition 1)

nous n'avons pas de points Poisson stable, e'est-a-dire II = 0 .
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214 Thomas Kiventidis

Par consequent, si on avait

P(S(X,TK), S(y,Tx)) * d(x,y), Vx,y G X

K £ \, K,X = 1,2,..., alors il n'existerait pas de points limites,

c'est-a-dire M = 0 qui est absurde (§2, Proposition 2).

Mais, dans le cas particulier a (§2) puisque x e B(x ,x) ,
T iK O

(x le point initial) , on peut avoir lim d(x0 ,x ) s e, Ve > 0,

c'est-a-dire, en gdndral, U / 0.

Done, en ce cas, on peut avoir p(S(x,-z), S(y,i)) S d(x,y), Vx,y G X.
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