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Un demi-groupe d'applications d'un ensemble est dit 
sépara teur si, pour tout tr iple d 'éléments x, y, z de l 'ensemble, 
avec x ^ y , il existe une application a du demi-groupe telle 
que x.a = z et y a / z . Un tel demi-groupe d'applications est 
évidemment transitif. Tout demi-groupe isomorphe à un demi-
groupe séparateur d'applications est dit un demi-groupe 
sépara teur . 

Comme l'a montré Tully ([4], [5]), les demi-groupes 
1) 

transit ifs et sépara teurs peuvent être ca rac té r i sé s à l 'aide de 
cer ta ines congruences à droi te . Après avoir rappelé le p remie r 
résul tat , nous retrouvons le deuxième au moyen de certaines 
congruences à droite appelées sépara t r ices à droite dont l 'étude 
fait l 'objet de la deuxième part ie de cet a r t ic le . Nous montrons 
en part icul ier que les congruences à droite sépara t r ices sont 
des équivalences principales à droite associées à certains com
plexes appelés sépara teurs à droite, définis au moyen de cer taines 
conditions constructives, ce qui nous permet de donner une autre 
carac tér i sa t ion des demi-groupes sépa ra teu r s . Pour te rminer 
nous étudions les demi-groupes qui sont produits sous-di rec ts 
de demi-groupes sépara teurs . 

1. Demi-groupes transit ifs et demi-groupes sépa ra t eu r s . 
Un demi-groupe D d'applications d'un ensemble E est dit 
transitif si, pour tout couple x , y £ E , il existe a£ D tel que 
xa = y . Tout demi-groupe isomorphe à un demi-groupe transitif 
d'applications est dit transitif (à droi te) . Tully [4] a donné une 
carac tér i sa t ion des demi-groupes transitifs au moyen de cer taines 
congruences à droite de la manière suivante: 

Tully emploie l 'expression strongly disjunctive. 

Canad. Math. Bull. vol. 9, no. 5, 1966 

611 

https://doi.org/10.4153/CMB-1966-074-3 Published online by Cambridge University Press

https://doi.org/10.4153/CMB-1966-074-3


R a p p e l o n s d f a b o r d qu 'une c o n g r u e n c e à d r o i t e R d 'un 
d e m i - g r o u p e D e s t une r e l a t i o n d ' é q u i v a l e n c e de D t e l l e que 
a = b (R) e n t r a î n e ax = bx (R) pour tout x £ D . Si H e s t un 
c o m p l e x e ( p a r t i e non vide) de D , la r e l a t i o n R:H déf inie p a r 
a = b (R:H) 4=$ ha = hb (R) pour tout h £ H e s t a u s s i une con
g r u e n c e à d r o i t e et R:H = H R:h . 

h£H 

Une c o n g r u e n c e à d r o i t e R e s t d i te m o d u l a i r e s ' i l e x i s t e 
e £ D t e l que ex = x (R) p o u r tout x £ D . L ' é l é m e n t e e s t dit 
un é l é m e n t uni té à gauche m o d u l o R . Dans ce c a s , on a 
R:D <_ R et R:D e s t la p lus g r a n d e c o n g r u e n c e con tenue dans 
R , une c o n g r u e n c e é tan t une c o n g r u e n c e à d r o i t e et à g a u c h e . 

Une c o n g r u e n c e à d r o i t e R e s t d i te ne t t e à d r o i t e , s i 
chaque c l a s s e de R e s t ne t t e à d r o i t e ([2], [3]), c ' e s t - à - d i r e 
s i pou r tout couple a , b £ D , i l e x i s t e x £ D te l que ax = b (R) . 

Un d e m i - g r o u p e D d ' a p p l i c a t i o n s de l ' e n s e m b l e E e s t 
d i t s é p a r a t e u r si pour tout t r i p l e x , y , z £ E , avec x f y , i l 
e x i s t e as D t e l que XÛ- = z , y a i- z . Un t e l d e m i - g r o u p e e s t 
é v i d e m m e n t t r a n s i t i f . Le d e m i - g r o u p e de tou te s les a p p l i c a t i o n s 
d ' un e n s e m b l e e s t s é p a r a t e u r , de m ê m e que tout d e m i - g r o u p e 
t r a n s i t i f d ' a p p l i c a t i o n s i n j e c t i v e s . 

Un d e m i - g r o u p e D e s t d i t s é p a r a t e u r ( a d r o i t e ) s ' i l e s t 
i s o m o r p h e à un d e m i - g r o u p e s é p a r a t e u r d ' a p p l i c a t i o n s d ' un 
e n s e m b l e . 

Une c o n g r u e n c e à d r o i t e R d 'un d e m i - g r o u p e D e s t d i te 
s é p a r a t r i c e (à d r o i t e ) s i p o u r tout t r i p l e a , b , c £ D , a v e c 
a f b (R) , i l e x i s t e x £ D t e l que ax E C (R) , bx f c (R) . 

Nous r a p p e l o n s deux r é s u l t a t s de Tul ly : [4] et [5] . 

P R O P O S I T I O N 1. Un d e m i - g r o u p e D e s t t r a n s i t i f s i et 
s e u l e m e n t s ' i l e x i s t e une c o n g r u e n c e à d r o i t e R de D ayan t 
l e s p r o p r i é t é s s u i v a n t e s : 

(1) R e s t m o d u l a i r e . 

(2) R e s t ne t t e à d r o i t e . 

(3) R:D e s t l ' é g a l i t é . 

P R O P O S I T I O N 2 . Un d e m i - g r o u p e D e s t s é p a r a t e u r si 
e t s e u l e m e n t s ' i l e x i s t e une c o n g r u e n c e à d r o i t e R de D 
m o d u l a i r e e t s é p a r a t r i c e t e l l e que R:D so i t l ' é g a l i t é . 
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2. Congruences à droite sépa ra t r i ces . Nous venons de 
voir que les congruences à droite sépara t r i ces interviennent 
dans la carac té r i sa t ion interne des demi-groupes s épa ra t eu r s . 
C'est pourquoi nous allons étudier quelques propr ié tés de ces 
congruences. 

Remarquons d'abord qu'une congruence à droite sépara t r i ce 
est nette à droi te . L ' inverse est faux. Par exemple, si D est 
un demi-groupe de plus d'un élément vérifiant ab = b pour tout 
a, b £ D , l 'égalité est une congruence nette à droite, mais non 
sépa ra t r i ce . Une congruence à droite sépara t r i ce n 'es t pas 
nécessa i rement modula i re . Par exemple, si D est un demi-
groupe simple à droite, simplifiable à droite et sans éléments 
idempotents, l 'égali té est une congruence sépara t r ice , mais non 
modula i re . 

Nous allons montrer maintenant que toute congruence a 
droite sépara t r ice est une équivalence principale à droi te . 
Auparavant, nous allons rappeler quelques résul ta ts de Dubreil 
([2], [3]). 

Si H et K sont deux complexes du demi-groupe D , 
l 'ensemble H. "K = {x |x e D , Kx< H} est dit le quotient à 
droite de H par K . On définit de façon symétrique le quotient 
a gauche H' .K . L'équivalence principale à droite associée au 
complexe H , notée R , es t définie par 

a = b (R„)£=$• H. ' a = H. *b ri 

on montre que c 'es t une congruence à droi te . Le résidu à 
droite de H , noté W , est l 'ensemble W = { a j a s D , H. * a = è} . 

H H 
Si W i <)> , a lors W est une classe de R . Le complexe H 

H H H 
est dit fort si H. ' aO H. " b i $ entraîne H. * a = H. * b . On 
montre que, si H est fort, H* . a D H* . b ^ cj> entraîne aussi 
H*.a = H \ b . 

PROPOSITION 3. Si R est une congruence à droite 
atr ic 

H de R . 

sépara t r ice du demi-groupe D , a lors R = R pour toute c lasse 
H 

Preuve . On sait ([2], [3]) que R £ R . Montrons que 
ri R r r l R • S o i t a = b (RTT) > c ' e s t - à -d i r e H. *a = H. *b , et ri ri 
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s u p p o s o n s que a ? b (R) . Si h e H , i l e x i s t e , p u i s q u e R e s t 
s é p a r a t r i c e à d r o i t e , un é l é m e n t x t e l que 

ax = h (R) , bx f h (R) . 

D 'où x e H . ' a e t x j S H . ' b , ce qui e s t c o n t r a d i c t o i r e . 

Un c o m p l e x e H e s t di t m é t a - f o r t à d r o i t e s i 

<(> f H. * a £ H. *b e n t r a î n e H. * a = H. ' b . 

Tout c o m p l e x e f o r t e s t é v i d e m m e n t m é t a - f o r t à d r o i t e . 

PROPOSITION 4. Soit H un c o m p l e x e m e t a - f o r t à d r o i t e 
du d e m i - g r o u p e D . 

(1) Tou te c l a s s e A m o d u l o R , d i s t i n c t e du r é s i d u W , 
H ri 

e s t de la f o r m e 

A = H" . (H. * a) pour tout a e A . 

(2) Tout c o m p l e x e A de la f o r m e 

A = H" . (H. "a) avec a t W 
H 

e s t une c l a s s e m o d u l o R , d i s t i n c t e de W . 
H ri 

P r e u v e . (1) On a a e H ' . (H. ' a) . Si b e A , a l o r s 
H. ' a = H. *b et H* . (H. ' a) = H* . (H. ' b ) . Donc b e H* . (H. ' a ) 
et A < H' . (H. * a) . Soit r e H ' . (H. * a) . On a r ( H . ' a) < H 
et donc, cj> f H. " a <_ H. * r . C o m m e H e s t m é t a - f o r t à d r o i t e , 
H. * a = H. " r et r e A . P a r c o n s é q u e n t A = H" . (H. " a) . 

(2) P a r h y p o t h è s e , la c l a s s e modu lo R con tenan t a e s t 
ri 

d i s t i n c t e du r é s i d u W . Donc ce t t e c l a s s e es t , d ' a p r è s (1), de 
H 

la f o r m e H* . (H. * a) e t le c o m p l e x e A e s t une c l a s s e m o d u l o 
R H -

P R O P O S I T I O N 5 . Si R e s t une c o n g r u e n c e à d r o i t e 
s é p a r a t r i c e du d e m i - g r o u p e D , toute c l a s s e H m o d u l o R e s t 
un c o m p l e x e m é t a - f o r t à d r o i t e . Un c o m p l e x e A de D e s t une 
c l a s s e m o d u l o R si e t s e u l e m e n t si A = H* . (H. * a) . 

P r e u v e . Soit <j> j- H. ' a £ H. ' b et s u p p o s o n s que 
H. * a i H. * b . A l o r s a î b (R ) . D ' a p r è s la p r o p o s i t i o n 3, 

ri 

R = R H . Donc a f b (R) . Soit h e H . C o m m e R e s t 

s é p a r a t r i c e , i l e x i s t e x t e l que 
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ax = h (R) , bx f h (R) . 

D'où x e H. * a et x / H . *b , ce qui est en contradiction avec 

H. *a< H. 'b . 

La seconde partie de la proposition découle de la première 

partie, des propositions 3 et 4 et du fait que toute classe H de 

R est nette à droite. 

PROPOSITION 6. Un complexe H est meta-fort à 

droite si et seulement si les relations 

H. 'a i $ , H. 'b i cj> , H' . (H. ' a) fl H' . (H. 'b) i § entraînent 

H. 'a = H. *b . 

Preuve. La condition est nécessaire. D'après la pro

position 4, H". (H. "a) et H". (H.'b) sont des classes modulo 

R . Comme ces deux classes ont une intersection non vide, 
rï 

elles sont donc identiques. D'autre part, a e H* . (H. ' a) et 

b e H# . (H. ' b) . Donc a = b (R ) et ' H. " a = H. ' b . 
rï 

La condition est suffisante. Soit § i H. *a < H. "b . De 

b (H. ' b) < H suit b (H. ' a) < H . Par conséquent 

b e H". (H. 'a)f| H \ (H . *b) et H. 'a = H . ' b . 

Un complexe H du demi-groupe D est dit séparateur à 
droite s'il a les propriétés suivantes: 

(a) H est net à droite et méta-fort à droite. 

(b) H* . (H. ' a) est net à droite pour tout a £ D . 

(c) La relation (H" . (H. " c)). ' a < (H'. (H. * c)). ' b 
entraîne H. * a = H. "b . 

PROPOSITION 7. (1) Toute classe H d'une congruence 
à droite séparatrice R est un complexe séparateur à droite et 
l'on a R = R . 

ri 

(2) Si H est un complexe séparateur à droite du demi-
groupe D , l'équivalence principale à droite R est une con-

H 
gruence à droite séparatrice. 

Preuve. (1) C'est une conséquence des propositions 3 et 
5 et du fait que toute classe d'une congruence à droite séparatrice 
est un complexe net à droite. 
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(2) Soient a, b, c e D et a f b (R ) . Si C e s t la c l a s s e 
H 

m o d u l o R con tenan t c , C e s t , d ' a p r è s la p r o p o s i t i o n 4, de 
H 

la f o r m e C = H* . (H. " c) . C o m m e H e s t s é p a r a t e u r à d r o i t e , 
C e s t ne t à d r o i t e . D ' a u t r e p a r t , C. * a ^ C. * b ; en effet, si 
C. * a < C. ' b , a l o r s H. ' a = H. "b et a = b (R ) c o n t r e l ' hypo-

ri 
t h è s e . P a r conséquen t , i l e x i s t e x £ D te l que ax e C et 
b x ^ C , c ' e s t - à - d i r e ax E C ( R „ ) et bx f c (R ) . Donc R 

ri ri ri 
e s t une c o n g r u e n c e à d r o i t e s é p a r a t r i c e . 

C O R O L L A I R E . Si H e s t un c o m p l e x e s é p a r a t e u r à d ro i te , 
a l o r s H" . (H. * a) e s t un c o m p l e x e m é t a - f o r t à d r o i t e p o u r tout 
a e D . 

P r e u v e . E n effet, H ' . ( H . * a) e s t une c l a s s e m o d u l o R 
ri 

d ' a p r è s la p r o p o s i t i o n 4 . C o m m e R e s t s é p a r a t r i c e , c e t t e 
ri 

c l a s s e e s t un c o m p l e x e m é t a - f o r t à d r o i t e d ' a p r è s la p r o p o s i t i o n 
5 . 

R a p p e l o n s qu 'un s o u s - d e m i - g r o u p e S d 'un d e m i - g r o u p e 
D e s t d i t u n i t a i r e à gauche ([2], [3]) s i la r e l a t i o n s x £ S avec 
s e S e n t r a î n e x e S . 

P R O P O S I T I O N S . (1) Si R e s t une c o n g r u e n c e à d r o i t e 
s é p a r a t r i c e e t m o d u l a i r e du d e m i - g r o u p e D , i l e x i s t e un s o u s -
d e m i - g r o u p e S de D s é p a r a t e u r à d r o i t e e t u n i t a i r e à g a u c h e 
t e l que R = R . 

»b 
(2) Si S e s t un s o u s - d e m i - g r o u p e de D s é p a r a t e u r à 

d r o i t e et u n i t a i r e à gauche , l ' é q u i v a l e n c e p r i n c i p a l e à d r o i t e 
R e s t s é p a r a t r i c e et m o d u l a i r e . 

P r e u v e . (1) Soit e un é l é m e n t un i t é à gauche m o d u l o R 
et so i t S la c l a s s e m o d u l o R con tenan t e . D ' a p r è s la p r o 
p o s i t i o n 7, S e s t s é p a r a t e u r à d r o i t e et R = R . P o u r tout 

o 
s £ S , on a e n s (R) e t donc x = ex E s x (R) pou r tout x e D . 
P a r conséquen t , S e s t un s o u s - d e m i - g r o u p e u n i t a i r e à g a u c h e . 

(2) R e s t s é p a r a t r i c e à d r o i t e d ' a p r è s la p r o p o s i t i o n 7 . 

M o n t r o n s q u ' e l l e e s t m o d u l a i r e . Soient s e S et a £ D . C o m m e 
S e s t s é p a r a t e u r à d r o i t e , on a S. * sa 4 $ • Si x £ S. * sa , a l o r s 
s a x £ S et donc ax £ S pu i sque S e s t u n i t a i r e à g a u c h e . P a r 
c o n s é q u e n t <f> ^ S. " sa <_ S. " a , ce qui e n t r a î n e S. ' s a = S. * a , 
c a r S e s t m é t a - f o r t à d r o i t e . Donc sa = a (R ) et R e s t 
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m o d u l a i r e . 

PROPOSITION 9. P o u r qu 'un d e m i - g r o u p e D so i t 
s é p a r a t e u r , i l faut e t i l suffit qu ' i l ex i s t e un s o u s - d e m i - g r o u p e 
S de D s é p a r a t e u r à d r o i t e et u n i t a i r e à gauche , t e l que la 
r e l a t i o n S. ' xa = S, "xb pour tout x z D e n t r a î n e a = b . 

P r e u v e . La condi t ion e s t n é c e s s a i r e . D ' a p r è s la p r o 
p o s i t i o n 2, i l ex i s t e une c o n g r u e n c e à d r o i t e R de D , m o d u 
l a i r e et s é p a r a t r i c e , t e l le que R : D so i t l ' é g a l i t é . Donc, 
d ' a p r è s la p r o p o s i t i o n 8, i l e x i s t e un s o u s - d e m i - g r o u p e S 
s é p a r a t e u r à d r o i t e et u n i t a i r e à gauche te l que R = R . Si 

S. "xa = S. * xb pour tout x £ D , a l o r s xa = xb (R = R) , c ' e s t -
o 

à - d i r e a = b (R : D) . Donc a = b . 

La condi t ion e s t su f f i s an t e . D ' a p r è s la p r o p o s i t i o n 8, R 

e s t une c o n g r u e n c e à d r o i t e s é p a r a t r i c e et m o d u l a i r e . Si 
a = b (R : D) , on a xa = xb (R ) pour tout x £ D , c ' e s t - à - d i r e 

o o 

S. ' x a = S. ' xb . Donc a = b et R : D e s t l ' é g a l i t é , ce qui 

e n t r a î n e que D e s t s é p a r a t e u r , d ' a p r è s la p r o p o s i t i o n 2. 

C O R O L L A I R E . Si S e s t un s o u s - d e m i - g r o u p e de D 
s é p a r a t e u r à d r o i t e et u n i t a i r e à gauche , le d e m i - g r o u p e - quot ien t 
D / R : D e s t s é p a r a t e u r . 

3. D e m i - g r o u p e s e m i - s é p a r a t e u r s . Un d e m i - g r o u p e D 
e s t d i t s e m i - s é p a r a t e u r (à d ro i t e ) s ' i l e s t i s o m o r p h e à un p r o 
dui t s o u s - d i r e c t de d e m i - g r o u p e s s é p a r a t e u r s . P o u r ce la , i l 
faut et i l suffit qu ' i l ex i s t e une f ami l l e de c o n g r u e n c e s R. de D 

î 
dont l ' i n t e r s e c t i o n e s t l ' éga l i t é et t e l l e s que les d e m i - g r o u p e s -
quo t ien t s D / R . so ien t s é p a r a t e u r s . 

PROPOSITION 10. Si R e s t une cong ruence à d r o i t e 
s é p a r a t r i c e du d e m i - g r o u p e D , a l o r s R : a e s t une c o n g r u e n c e 
à d r o i t e s é p a r a t r i c e et m o d u l a i r e . 

P r e u v e . Soient x, y, z s D et x ? y (R : a) , c ' e s t - à -
d i r e ax f ay (R) . C o m m e R es t s é p a r a t r i c e , i l e x i s t e t z D 
te l que 

axt = az (R) , ayt f az (R) . 

D 'où xt = z (R : a) et yt f z (R : a) , ce qui m o n t r e que R : a 
e s t s é p a r a t r i c e . 
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La so lu t ion c de ac = a (R) nous donne un é l é m e n t un i té m o d u l o 

R : a . 

PROPOSITION 1 1 . L ' i n t e r s e c t i o n T de t ou t e s l e s con
g r u e n c e s à d r o i t e s é p a r a t r i c e s et m o d u l a i r e s R. du d e m i - g r o u p e 

D e s t une c o n g r u e n c e de D et D / T e s t un d e m i - g r o u p e s e m i -
s é p a r a t e u r . 

P r e u v e . D ' a p r è s la p r o p o s i t i o n p r é c é d e n t e R. : a e s t 

une c o n g r u e n c e à d r o i t e s é p a r a t r i c e e t m o d u l a i r e . D ' a u t r e 
p a r t , R : D = i L R : a e s t une c o n g r u e n c e et le d e m i - g r o u p e -

i a e D î 

quot ien t D / R . : D e s t s é p a r a t e u r d ' a p r è s le c o r o l l a i r e de la 

p r o p o s i t i o n 2 . La p r o p o s i t i o n décou l e a l o r s du fa i t que T = H R. 

= D R. : D . 
î 

C O R O L L A I R E . Un d e m i - g r o u p e D e s t s e m i - s é p a r a t e u r 
si et s e u l e m e n t s i l ' i n t e r s e c t i o n de tou tes l e s c o n g r u e n c e s à 
d r o i t e s é p a r a t r i c e s et m o d u l a i r e s de D e s t l ' é g a l i t é . 

R e m a r q u o n s qu 'un d e m i - g r o u p e commuta t i f e s t s e m i -
s é p a r a t e u r si et s e u l e m e n t s ' i l e s t i s o m o r p h e à un p r o d u i t s o u s -
d i r e c t de g r o u p e s . P a r e x e m p l e , le d e m i - g r o u p e addit if d e s 
e n t i e r s pos i t i f s e s t s e m i - s é p a r a t e u r . 

P R O P O S I T I O N 12 . P o u r qu 'un d e m i - g r o u p e D so i t s e m i -
s é p a r a t e u r , i l faut et i l suffit que p o u r tout couple a, b e D , 
a i b , i l e x i s t e un s o u s - d e m i - g r o u p e s é p a r a t e u r à d r o i t e et 
u n i t a i r e à gauche S de D t e l que S. ' a i S. " b . 

P r e u v e . La condi t ion e s t n é c e s s a i r e . D ' a p r è s le c o r o l l 
a i r e de la p r o p o s i t i o n p r é c é d e n t e , i l e x i s t e une c o n g r u e n c e à 
d r o i t e s é p a r a t r i c e e t m o d u l a i r e R de D t e l l e que a f b (R) . 
D ' a p r è s la p r o p o s i t i o n 8, i l e x i s t e un s o u s - d e m i - g r o u p e s é p 
a r a t e u r à d r o i t e et u n i t a i r e à gauche S te l que R = R . De 

o 
a f b (R = R ) su i t a l o r s S. ' a i S. ' b . 

La cond i t ion e s t su f f i s an t e . D ' a p r è s la p r o p o s i t i o n 8, 
R e s t une c o n g r u e n c e à d r o i t e s é p a r a t r i c e et m o d u l a i r e . C o m m e 

S. a i S . ' b , on a a f b (R ) . P a r conséquen t , l ' i n t e r s e c t i o n 

de tou tes l e s c o n g r u e n c e s à d r o i t e s é p a r a t r i c e s et m o d u l a i r e s de 
D e s t l ' é g a l i t é e t D e s t s e m i - s é p a r a t e u r . 
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