SUR UN THEOREME DE M. MATSUSHIMA
KENTARO YANO

§0. Dans une Note parue dans ce Journal, M. Matsushima [1] a démontré le

TuéorEME. Dans un espace compact de Kdéhler-Einstein dont la courbure
est positive, un vecteur analytique contrevariant u peut sécrire d'une et dune
seule maniére sous la forme w=v+ Fw on v et w sont tous les deux les vecteurs

de Killing et F le tenseur définissant la structure complexe de 'espace.

Dans cette Note on va donner deux démonstrations de ce théoréme en
utilisant la condition nécessaire et suffisante pour qu'un vecteur soit analytique

contrevariant. La premiére est donnée dans §3 et la deuxiéme dans §4.

§1. Considérons un espace V de Riemann compact et orientable de # di-
mensions dont la métrique ds* = gji(&)dds’ est définie positive. On désigne
par d lopérateur qui opére a un tenseur symétrique gauche # @ i,i,, .., de
degré p et donne un tenseur symétrique gauche de degré p+1, du: Vittii,...i,

=Viythiiyr.iv— + + « =V, ui,. .ii et par o lopérateur qui donne un tenseur

symétrique gauche de degré p—1, ou : —g’jianiil,_l.‘.il, F; étant l'opérateur de
h\

(e Il est
ji

la dérivée covariante par rapport aux symboles de Christoffel {
bien connu que ddu =0 et dou = 0.

On désigne par 4 lopérateur dd-+ds. Pour un vecteur z, on a
du: =LV un— Ki'w;), Ki' étant le tenseur de Ricci. On peut facilement
vérifier que 4du = ddu et 4ou = 6du.

On définit le produit global de deux tenseurs symétriques gauches

Qiyipy...iy € iy ....;, de méme degré p par (g, b)= j}rj ai},,-l,_,“,,',b"l”"’"""i‘
. 1
Vadi' A ... A di, g étant le déterminant formé avec gj;.
Il est bien connu que (du, v)=(n, dv), (Ju, v) = (u, dv) et (du, u)

= (du, du)+ (6u, du). La derniere équation démontre un théoréme célebre:

Pour qu’un tenseur symétrique gauche soit harmonique, il faut et il suffit que
dau = 0.
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Exactement de la méme maniére que la précédente, on désigne par D
I'opérateur qui opére & un tenseur symétrique # :@ #i,i,,...;, de degré p et donne
un tenseur symétrique de degré p + 1, Du : Vistiyip...i. + Vi, Wiiyer.iy + « - .
+ Vi, Wi, ...i,i, €t par & l'opérateur qui donne un tenseur symétrique de degré
p-1,0u: —g'r Wiiy,,...;» Si I'on pose [J=6D — Dj, on a, pour un vecteur u,
u o — (gj"VjV,'uh-%—Kikui).

Si l'on définit le produit global de deux tenseurs symétriques ai,i,.,...i, €t
biyiy-,...i, par la méme formule que la précédente, on trouve (Du, v) = (u, ov),
(0u, v) = (u, Dv) et (Ju, u) = (Du, Du) — (6u, 6u). Un vecteur de Killing =
est caractérisé par Du=0 (et du=0) et par conséquent satisfait a (Ju=0.
La derniére équation démontre le

TutorEME. Pour quw'un vecteur u soit un vecteur de Killing, il faut et il
suffit que [u=0 et du=0.

§2. Considérons un espace compact de Kihler et désignons par F le
tenseur qui définit la structure complexe de I'espace. Alorson a FiF/= — A}',
Fji= —Fij et V;Fip=0.

Un tenseur u;; est dit pur s’il satisfait 4 "Ou=0 : } (ASA% + FFY ) uep = 0
et hybride s’il satisfait 4 Ou =0: i (AfA? - FfF,"’)ucb =(0. De méme un tenseur

u" est dit pur sl satisfait 2 *Ou=0: ; (A A"+ FPEM us = 0 et hybride s’il

satisfait & Ou =0 : % (A2AL - FPF)w*=0. 11 est facil de voir que les opéra-
teurs O et *O satisfont aux O+*0=A4, 0+ 0=0, O0+-*0=*0-0=0, *O-*O
=70, A étant I'opérateur identique.

Or un vecteur #; est dit analytique covariant si sa dérivée covariante F;u;
est pure, c'est-a-dire, si I'on a *OFu=0: %-(A§A?+I*‘fF,-b_) Peus=0. Entre les
opérateurs 4 et *OF appliqués a un vecteur covariant, on a les relations 2 4u
= —0*0Fu et (du, u) = (*OVu, *OFu), qui démontrent le

TuéorEME. Pour qu'un vecteur soit analytique covariant, il faut et il suffit

que du =0, c’est-a-dire, que le vecteur soit harmonique.

Un vecteur #" est dit analytique contrevariant, si sa dérivée covariante

; (APA" + FPF)Pou®=0. Entre

les operateurs (] et *OF appliqués 4 un vecteur contrevariant, on a les relations

200u= —0"0OFu et ((CJu, u) = ("OFu, *OFu), qui démontrent le

Fiu" est pure, c’est-a-dire, si 'on a *OFu=0:
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TuéorEME. Pour qu'un vecteur u soit analytique contrevariant, il faut et il
suffit que Tlu=0. (Voir K. Yano [3]).

§8. Considérons un espace de Kihler-Einstein. Un tel espace est caracté-

risé par l'équation K;" = EAf, k étant une constante. L’opérateur 4 appliqué a

un vecteur » prend la forme du: — (g'F;Pius— kuy) et [J appliqué 2a un
vecteur # la forme TJu : — (gF;Fiu" + ku") et par conséquent on a [lu= Ju
—2ku, d'ot

TuEOREME. Pour qu'un vecteur dans un espace compact de Kihler-Einstein

soit analytique contrevariant, il faut et il suffit que du = 2ku.

D'apres Bochner [4], si 2> 0, il n'existe pas un vecteur analytique covari-
ant et si 2 <0, il n'existe pas un vecteur analytique contrevariant. Si k=0,
un vecteur analytique covariant ou contrevariant est parallele.

Supposons donc que %> 0 et prenons un vecteur analytique contrevariant
u, alors on a Ju=2ku, d'ott ddou =2kddu, ce qui montre que «'=ddu est un

vecteur analytique contrevariant. Or le vecteur v=u— L w’ satisfait a4 A»

2k
=2kv, il est donc aussi un vecteur analytique contrevariant. Or Jv=du
1 ] 1 1 .
_— 3 = b\ - N - A _ A - - A = 0. , N
5% ow U= 4 o0dou = du 55 041 =0u—6u=0. Donc, le vecteur v, satis

faisant &8 dv=2kv et dv =0, est un vecteur de Killing. Donc, on a démontré
que #=v+ '2-115 w' ou v est un vecteur de Killing et 2’ un vecteur analytique
contrevariant.

11 est facil de voir que si w' est un vecteur analytique contrevariant, alors
Fuw' : F"w'" Test aussi. D’autre part, %' étant un vecteur gradient, on a 6(Fuw')

=P Fwi= F/'Fjwi =0, d'oy, le vecteur w= — A;)»lk- Fuw' est un vecteur de Killing.

4

1 , 1 , N
Le vecteur - w' étant de la forme w=Fw, on a u=v+ Fuw ol v et w

o 2k
sont tous les deux les vecteurs de Killing.

Si le vecteur analytique contrevariant z admet deux telles décompositions
wu=uv+Fuw et u=uv:+ Fuw, on en tire (v, —v:) + Flw;—w:) =0, dott, v;~vs
étant un vecteur de Killing, 67 (w; — w:) =0, qui montre que F(uw;— ), étant
gradient et ayant la codifférentielle nulle, est nul, d’ou 7 = w- et par conséquent

v = s, ce qui démontre le théoreme de M. Matsushima.

§4. Soit « un vecteur analytique contrevariant: Ju=2ku et u= I+ da+ b

la décomposition de de Rham-Kodaira [2] de #, I étant un vecteur harmonique.
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On a du=4h+da+ 6b) =2k(h+da+6b), dou —2kh+ d(da— 2ka)
+ 0(4b —2kb) =0, par conséquent, si k=0, on a h=0, 4da=2kda, 45b =2 Fkob.
Donc da et 0b sont tous les deux vecteurs analytiques contrevariants. Si 'on
pose da=w', 0b=wv, on a év=0, 6( — Fw') =0, donc v et — Fw'=w sont tous
les deux les vecteurs de Killing et on a # = v+ Fw. L’unicité de cette décompo-

sition se démontre de la méme maniére que la précédente.
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