
SUR UN THEOREME DE M. MATSUSHIMA

KENTARO YANO

§ 0. Dans une Note parue dans ce Journal, M. Matsushima [1] a demontre le

Dans un espace compact de KάhlerΈinstein dont la courbure

est positive, un υecteur analytique contrevariant u pent sέcrire d'une et d'une

seule maniere sous la forme u-v + Fw ou v et w sont tons les deux les vecteurs

de Killing et F le tenseur dέfinissant la structure compΐexe de Γespace.

Dans cette Note on va donner deux demonstrations de ce theoreme en

utilisant la condition necessaire et suffisante pour qu'un vecteur soit analytique

contrevariant. La premiere est donnee dans §3 et la deuxieme dans §4.

§ 1. Considerons un espace V de Riemann compact et orientable de n di-

mensions dont la metrique ds2 = gji(ς)dςJdςι est definie positive. On designe

par d Poperateur qui opere a un tenseur symetrique gauche u ' m^i^^ ..ιx de

degre p et donne un tenseur symetrique gauche de degre p + l, du' ^itaι>iΓ.ι...iι

-Vipuav.x...iL~ . . . -Vlluil)...ij et par δ Γoperateur qui donne un tenseur

symetrique gauche de degre p-1, δu : - gjIFjtiav-l...il, Fj etant Γoperateur de

la derivee covariante par rapport aux symboles de Christoffel | ?. | II est

bien connu que ddu = 0 et δδu = 0.

On designe par Δ Γoperateur δd-hdδ. Pour un vecteur w, on a

Δu : - (g*'P'jVtuh- KhιUi), Kh etant le tenseur de Ricci. On peut facilement

verifier que Δdu = dάu et Δδu = δΔu.

On definit le produit global de deux tenseurs symetriques gauches

aiviv^...ix et bivlχrX...^ de meme degre p par (a, b) = -^-J^ aiviv_,...i,btpil'-v"lχ

yjgdξ1 A . . . Λ dςn, g etant le determinant forme avec gji.

II est bien connu que (du, v) = (u, δv), (δu, v) = iu, dv) et (Δu, u)

-idu, dίc)Jr(δu, δti). La derniere equation demontre un theoreme celebre:

Pour qu'un tenseur symetrique gauche soit harmonique, il faut et il suffit que

Δu --- 0.
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Exactement de la meme maniere que la precedente, on designe par D

Γoperateur qui opere a un tenseur symetrique n : «ιί//p-ι...r1 de degre p et donne

un tenseur symetrique de degre p 4- 1, Du : ViUiviv_x...iM + PilJunp-,...iι -f . . .

-\ Viιιiiίjv_ι...iti, et par δ Γoperateur qui donne un tenseur symetrique de degre

p-l> δu : -g*tVjUiiv^...ir Si Γon pose Z\ = δD~ Dδ, on a, pour un vecteur w,

Π u : - (£y/F, Vi uh 4- ϋG V ) .

Si Γon definit le produit global de deux tenseurs symetriques aiviιt.ι..Λί et

biviv-χ...n P a r *a meme formule que la precedente, on trouve (Du, v) = («, δv),

(δu, v) = («, Dz;) ^ (Π«, «) = (Duy Du) - (ί«, d«). Un vecteur de Killing u

est caracterise par Du = 0 (et δu = 0) et par consequent satisfait a Π« = 0.

La derniere equation demontre le

TH^OREME. Pour qu'un vecteur u soit un vecteur de Killing, il faut et il

suffit que Π u = 0 et δu = 0.

§ 2. Considerons un espace compact de Kahler et designons par F le

tenseur qui definit la structure complexe de Γespace. Alors on a F/F/1 = - Λj,

Fji= -Fij et FjFih^O.

U n t e n s e u r UJ e s t d i t p u r s ' i l s a t i s f a i t & * O u = 0 : ^ { A j A i + F j c b

et hybride s'il satisfait k Ou = 0: -~ {AjΛi - FfFftucb = 0. De meme un tenseur

uih est dit pur s'il satisfait a *Ow = 0 : ^ (i4ίi4ί + Λ*F β

A )^ β = 0 et hy bride s'il

satisfait a Ou = 0 : ~- (A*Aί - Fί*Fβ

A) Wδα = 0. II est facil de voir que les opera-

teurs O et *O satisfont aux O + *O = A, O O = 0, O *O =̂  *O 0 = 0, *O *O

= :Ό, A etant Γoperateur identique.

Or un vecteur «, est dit analytique covariant si sa derivee covariante PjUi

est pure, c'est-a-dire, si Γon a *OΓw = 0: ^-(i4yA? + F/Fi6)rc«* = 0. Entre les

operateurs J et *OV appliques h un vecteur covariant, on a les relations 2Δu

= - δ*OFw et ( JK, iί) = (*OΓw, *OΓ«), qui demontrent le

TH^OREME. Powr ^w'ww vecteur soit analytique covariant, il faut et il suffit

que Δu = 0, c9est-ά-dire, que le vecteur soit harmonique.

Un vecteur uh est dit analytique contrevariant, si sa derivee covariante

Vjuh est pure, c'est-a-dire, si Γon a *OFu = 0 : * (ΛfA2 + FibFa

h)VbUa = 0. Entre

les operateurs Q et ϊSOΓ appliques a un vecteur contrevariant, on a les relations

2G«= -tOVu et (D«, «) = C'ΌFw, "ΌF«), qui demontrent le
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THEOREME. Pour qu'un υecteur u soit analytique contrevariant, il faut ct il

suffit que 0 = 0. ( Voir K. Yano [3]).

§ 3. Considerons un espace de K&hler-Einstein. Un tel espace est caracte-

rise par Γequation Kih = kAi, k etant une constante. L'operateur Δ applique a

un vecteur u prend la forme άu : - (gJifjPiUh- kwt) et • applique a un

vecteur u la forme Zlu : - (gjίFjΓiuh + kuι) et par consequent on a Cu- Δu

-2ku, d'oύ

THEΌREME. Pour qu'un υecteur dans un espace compact de Kάhler-Einstein

soit analytique contrevariant > il faut et il suffit que Δu~2ku.

D'apr&s Bochner [4], si k > 0, il n'existe pas un vecteur analytique covaπ-

ant et si k < 0, il n'existe pas un vecteur analytique contrevariant. Si k = 0,

un vecteur analytique covariant ou contrevariant est parallele.

Supposons done que k > 0 et prenons un vecteur analytique contrevariant

u, alors on a Δu = 2ku, d'oii Δdou = 2kdδu, ce qui montre que ιv' = dou est un

vecteur analytique contrevariant. Or le vecteur υ = u- ^.tv' satisfait a Δv

-2kυ, il est done aussi un vecteur analytique contrevariant. Or dv-du

- -<yrδιv' = δu - yr dddu - δu - ^ , δΔu = δu - ou = 0. Done, le vecteur υ, satis-

faisant & Δυ = 2kυ et δv = 0, est un vecteur de Killing. Done, on a demontre

que u-υ+ 9,- to' ou # est un vecteur de Killing et iv1 un vecteur analytique

contrevariant.

II est facil de voir que si w1 est un vecteur analytique contrevariant, alors

Fw' : Fihιvμ Test aussi. D'autre part, ιvf etant un vecteur gradient, on a d(Fιv')

= VjF3ιw'i = FJιFjiv'i = 0, d'oύ, le vecteur iv = - -?>,- Fί^' est un vecteur de Killing.

Le vecteur ψ.iv' etant de la forme y^w'-Fw, on a u-v+Fw oύ ^ et zr

sont tous les deux les vecteurs de Killing.

Si le vecteur analytique contrevariant u admet deux telles decompositions

u~ Vι + Fid et u-υ iΛ- Fw?.t on en tire (vι - υ«) + FUvι - tϋo) = 0, d'oύ, v\ — υ ι

etant un vecteur de Killing, δFdVi - ιv2) = 0, qui montre que F(ztΊ-ιr2), etant

gradient et ayant la codifferentielle nulle, est nul, d'oύ u\ = af2 et par consequent

Vι = f2, ce qui demontre le theoreme de M. Matsushima.

§4. Soit w un vecteur analytique contrevariant: Δu=^2kuetu = h-\-daJr δb

la decomposition de de Rham-Kodaira [2] de u, h etant un vecteur harmonique.
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O n a Ju = J(h + da + δb) =2k(h + da + δb)> d ' o ύ - 2kh -f d(Δa - 2ka)

+ δ(Δb-2kb) = 0, par consequent, si &= 0̂, on a fr = 0, Δda = 2kday Δδb = 2kδb.

Done cfo et <5£ sont tous les deux vecteurs analytiques contrevariants. Si Γon

pose da = w\ δb-υy on a δv-0, δ( ~Fw')=0, done v et -Fw^-tv sont tous

les deux les vecteurs de Killing e t o n a w = y-| Fw. L'unicite de cette decompo-

sition se demontre de la meme maniere que la precedente.
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