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SUR L’APPROXIMATION POLYNOMIALE SUR
TOUT L’AXE REEL

G. FREUD, A. GIROUX ET Q. I. RAHMAN

1. Introduction. Soit Q(x) une fonction positive paire continfiment dif-
férentiable pour — 0 < x < oo telle que xQ’ (x) soit croissante pour x > 0 et
que Q' (x) — o lorsque x — 0. Désignons par Q, 'unique racine positive de
I'équation xQ’(x) = n. L’approximation polynomiale des fonctions continues
relativement au poids e~9® a été étudiée par de nombreux mathématiciens. Le
résultat suivant est une conséquence d'un théoréme de I'un des auteurs (voir
Freud (1]): si F(x) est une fonction réelle continue pour — o0 < x < 00 qui
satisfait une condition de Lipschitz d’'ordre a oit 0 < a < 1, 1l existe une suite
de polynémes {P,(x)} ot deg P, < n telle que

1) [Fl) = Pu(®)| = K(Qu/n)*, |¢| £4Q, n 21

ot K est une constante positive ne dépendant que de F. Le but du présent travail
est d’essayer de caractériser les fonctions pour lesquelles une relation du type
(1) est valable.

Notations. Soit {k,} une suite croissante et non bornée de nombres positifs
telle que la suite {&,/n} décroisse vers 0 et que l'on ait

Posons I, = [—k,, k,]. Si f(x) est une fonction réelle continue pour — 0 < x
< 00, soient
[Ifll. = max {|f(x)]: x € L.},
w,(f,8) = max {|f(x + k) — f(x)|: x € L, || = 6},6 > 0.
(Ces notations différent des notations usuelles.) On désignera par Ci, Cs, . . .
des constantes positives absolues ou ne dépendant que de la suite {&,} ou de la

fonction f; p,(x), m,(x), ... désigneront des polyndmes de degré < #; enfin,
a € (0, 1). Introduisons alors les définitions suivantes:

1

Définition 1. La fonction f satisfait une condition de Lipschitz évanescente
d'ordre a (f € slip a: shrinking Lipschitz condition of order o) lorsque

B)  wu(f,8) < Cio* si 6= k,/n, n=l.

Définition 2. Nous dirons que f € Q, s'il existe une suite de polyndmes {p,}
telle que

(4) ”f - pn”n é C2(k"/n)°‘, n ; 1.
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2. L’approximation des fonctions continues. Nous aurons l'occasion
d’utiliser le résultat auxiliaire suivant:

LEMME. St F € Cor et T, est un polyndme trigonométrique d’ ordre < n, on a
G) NN = n@lTw — FIl + 2(F, 1/n))

o || || est la norme de Cs et w le module de continuité usuel. De méme, si

GeC(Cl—1,1],ona
6) [pa @) = n(@llpn — Gll + 20(G, 1/n)) (1 — x*)712, [x| <1
ou cette fois || || désigne la norme de C[—1, 1].

Démonstration. L'inégalité (6) découle de I'inégalité (5) en posant F(§) =
G(cos 0), T,(8) = p,(cosf) et en remarquant que w(F, 1/n) < (G, 1/a).
Pour démontrer (5), posons 7,/ (¢) = ||T./|| et observons d’abord que 'on a
(M) £T70) 2 (ITY]|/2 st |6 — ¢ =1/2n.

En effet, en écrivant que =7, (0) > ||T/||/2si¢ = 0 < pretque =71,/ (¢1) =
[|1T1|/2, on aura

(2}
HTW(1/2 = £[TW () — T/ (e1)] = ¥f T3 (u)du
@
d’ou, en vertu de 'inégalité de Bernstein,

TJ11/2 = n | T (01 — @)

ce qui démontre la relation (7). Appliquant (7) on a

T2 <+ | 70 @) = =ITule + 1/20) — Tulo — 1/20)]
o—1/2n
< |Tule + 1/20) — Flo + 1/2n)| + |Ta(e — 1/2n)
— Fle — 1/2n)| + |F(e + 1/2n) — F(e — 1/2n)|
< 2||T, — F|| + «(F, 1/n)

ce qui compléte la démonstration du lemme.
Nous revenons maintenant au probléme principal.

THEOREME 1. St f € slip «, alors f € Q.. De plus, on peut toujours choisir les
polynomes p, dans (4) de telle sorte que

®) Il = Cs(ka/n)=", n 2 1.

Démonsiration. L'entier n étant fixé, soit

T+kp/n
fulwt) = kl,, f F()at.
Alors
£ (%) = (/R (fl& + ka/n) — f(x))
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de telle sorte que, supposant f € slip «, on a
If = falls = Crlka/n)* (| f'lln & Cilka/m)1

Dans l'intervalle [—1, 1], la fonction g,(x) = f,(k,x) satisfait la relation
g, ()| = Cin(ky/n)=~

En vertu du théoréme de Jackson, il existe un polyndme p,,» tel que
6(5) — pua (k)] < CiCalka/m), [5] S 1.

Ainsi
[fo = Puslln S CiCi(ky/n)e

d’ou
If = bl = C1(1 + Co) (ky/n)* = Ca(kn/n)*

et f € Q.. Désignons maintenant par m, le polyndme qui approche le mieux la
fonction f sur I,,. Puisque la suite {k,/n} est supposée décroissante, on a

Hf - 7rn“n é Hf - 7rn||2n é C2(k2n/2n>a é C2(kn/n)a-
De plus, en rapprochant l'inégalité du milieu avec le lemme, on obtient

[ lln S Cs(@/kn) ((ken/20) + won(f, Raa/2n))
< Colkan/2n) £ Ca(ky/n)

(nous utilisons I'hypothése (2) faite sur la suite {&,}) ce qui démontre (8) et
termine la démonstration.

Abordons ensuite le probléme réciproque.
THEOREME 2. S7f € Q,, 0on a
) @, (f,0) S Ci(0*+ A(n,f)8) st 6 S kym, n=1

ot A (n, f) est une constante positive dépendant de n et de f.

Démonstration. L'entier n étant fixé et 6 < k,/n, soient (en vertu de (2))
n < m < Csntel que 2k, < k, et N = 2%m tel que Cy < Né/ky < C1o. On a

l[pmllm = [ fllm + om = flln = B(n, f)

de telle sorte que I'inégalité de Bernstein entraine
(10) |pa' @) = CuB(n, fym/kpn < CuiCsB(n, f)n/ky = A(n, f), |x| < k.

D’autre part, pour tout entier » = 0, on tire de (4) que

”Pz"‘*“lm - pZ"mem é ||P2"+lm -—-f|I2vm + ||P2"m —fl |2”m é 202(k2vm/2ym)u

et appliquant encore une fois l'inégalité de Bernstein:

(11) |P2”+1m,(x) — pora/ )] £ Clz(kz”m/Qym)a_l, lx] £ 2k,
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Donc, si x| < (3/2)k,, 'application simultanée des inégalités (2), (10) et (11)
donne

IA

@IS T o @) = vl @) + I @)

I\

u—1
Ca Z_% (kz”m/Qym)a—l + 4 (”vf)

IIA

Cus(by/N)*" + A(n, f).

Finalement, si |x| < k, et |k| < §, le théoréme des accroissements finis nous
donne

[flc +h) — f)| = [flx +h) — px(x + B)| + [flx) — pv(x)]
+ (o' )] [A|
et, compte tenu des inégalités précédentes,
[flx 4+ k) — f(x)| = 2Co(ky/N)* + {Crs(ky/N)*=t + A(n, f)}8
< G + A(n, f)9)
ce qui achéve la démonstration du théoréme 2.
COROLLAIRE. St f € Q. alors f € Lip a sur tout intervalle compact [a, b].

Ceci résulte directement de l'inégalité (9) ou l'on fixe n de telle sorte que
I, 2 [a,b].

Remarque. 11 n’est pas vrai que f € Q. entraine nécessairement f € slip a. En
voici un exemple.
Considérant la partie imaginaire de

© 2k—1
1 2 N =g — B
—z (1 —2)log(l —2) = ,;2 k(k — 1)’
nous obtenons
(12) g@6) = —2sinflog2|sinf| =sing — Y T
= k(E—1)

Ainsi g(6) peut étre approchée (par les sommes partielles de (12)) par un poly-
ndéme d’ordre n avec une erreur d’ordre O(n~!). En vertu du théoréme de
Zygmund,

(13) Q(g, 8) = supims=s (gt + k) + gt — k) — 2g(t)| = Crd.

Puisque g est différentiable au voisinage de § = & =/3 et que g(£7/3) = 0,
la fonction

_Je®), |t = 7/3
GO = {o, il = =/3
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satisfait (en vertu de (13)) pour tout { e (— 00, + 00 ) et pour tout 2 > 0
(14) |GE+h) + Gt — k) — 2G@#)| £ Cish.

Soient alors %1, 72, ... une suite d’entiers choisis par récurrence tels que
ny = 1 et que 7, soit le plus petit entier > #, tel que k,,,, — k,, > % 7. Posons

0

v(®) = 2, G((ka,/m) 7t — Ka,)).

v=1

A cause de (14) on a pour tous £, k tels que (! — h, t + k) C I,
ly(t+h) — vt —h) — 2y(t)| < 2Cis5(ka/n)*"h

de telle sorte que la fonction
Ya(t) = v (kut)

satisfait la relation
sup |va(t + k) + vat — k) — 2v,(t)| < 2C15(ka/m), t] = 1.
0<h<l/n

En vertu de la version du théoréme de Zygmund pour les polyndmes algébri-
ques (voir Freud [2]), il existe une suite de polynémes {p,(k,t)} tels que

['Yn(t) - Pn(knt)l = |7(knt) - Pn(knt)l é C16C15(kn/n)av [tl § 11
c'est-a-dire que v € Q,. Mais, par construction,
¥ (k) — v (Rn, — /1) = g(0) — g((kn,/7,)*)
~ 2a(ky,/n,) log (n./k,,) > (k,,/n.)

de telle sorte que v ¢ slip . Remarquons que y (¢) est une fonction uniformé-
ment bornée.

On a toutefois le résultat suivant:

THEOREME 3. Soit w, le polyndéme de meilleur approximation de la fonction con-
tinue f sur Uintervalle I,. St

(15) lim |[f — 7l = 0

et s1
(16) ||m/|l. £ Crlky/n)*Y, n 21

alors f € slip a.

Démonstration. Cette démonstration s’inspire d'un raisonnement de Sunouchi
(voir Sunouchi [3]). Désignons par my (I, F) le polynéme de meilleure approxi-
mation d’une fonction continue F sur un intervalle I et posons ¢, = || f — ||,
En vertu du théoréme de Jackson, 'inégalité (16) implique (utilisant (2)) que

Ilrn(I2n) 7r2n) - 7an]|2n é CIB(kn/n)a'
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Par suite,

CIS(kn/n)a 2 ”Wn(Ian 7('2,,) _f“2ﬂ - “f - 7'-27!]]% = €n T €2

ou encore (en vertu de (2))

Cis(kn/n)" + €22

Cis((kn/n)* + (kon/2n)" + ... 4 (ka™/2"n)%) + em+?,
Cro(ln/n)" + emtl,.

En utilisant la relation (15), nous obtenons donc

(17) & = Coo(kpy/n)s, n = 1.

€n

A 1IA - TIA

Si maintenant |x| < k,, |k| < § < k,/n et si 'entier N est choisi de telle sorte
que Cy < Né/ky < Cio, nous obtenons, en vertu de (16) et de (17), que

f@+h) = fE)] = [fle+ ) — av(x + B)| + [fx) — mx(x)]
+ o' )| [k

IIA

2 Coo(ky/N)* + Cra(ky/N)*15
= Cpé®
ce qui montre que f € slip a et termine la démonstration.

Remarque. 11 est aisé de voir que 'hypothése (15) est nécessaire. Si par
exemple f est identiquement nulle dans [k, k,+1] (n = 1) sauf pour deux pics
triangulaires de hauteur 1, f étant positive sur le premier et négative sur le
second, en vertu du théoréme de de la Vallée Poussin, on aura m, = 0 et donc
¢, = 1. L'hypothése (16) est donc satisfaite bien que f ¢ slip @ (puisque la
base des triangles peut étre choisie arbitrairement petite).

3. L’approximation des fonctions différentiables. Considérons main-
tenant une fonction f possédant une ri®™¢ dérivée continue f”(r = 1). On a
alors le théoréme suivant:

THEOREME 4. S'1l existe une suite de polyndmes {p,} telle que || f — P, =
O((k,/n)?), il existe une suite de polyndmes {P,,,} telle que ||f — Ppyil|n =
O((k,/n)**"). Réciproquement, s'il existe une suite de polynomes {p,} telle que
|f — Palln = O((kn/n)*t7), 1l existe une suite de polyndmes {P.,} telle que
[[f7 = Pallu = O((ka/n)%).

Démonstration. Supposant en effet que
[[fP — palln = Coz(ky/n)s (n 2 1),
le théoréme de Jackson entraine 'existence d’un polyndéme =, tel que
1fD = Spp1 = molln S Caa(kn/n)*H
(ot s'y1 = pn). En répétant ce raisonnement, il vient
[|f = Prirlln £ Coalkn/n)*t" (n 2 1)
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ce qui démontre la premiére assertion. Pour démontrer la seconde, posons m =
2n + r et remarquons que

(18) @) = pn(®) + 2y (brrtin(®) = potn()), x € In.
Puisque l'on a

[|P2k+lm - p2kmll2km é CZB(k2km/2km)a+rv

I'inégalité de Bernstein montre que

peit1, " (%) — potn " ()| £ Cos(kokn/2°m)" si [x| < (1/q@)katn
de telle sorte qu’en vertu de (2):

ZO [po+1, 7 (x) — pat,” (@) < Cao :;0 (kon/2'm)* < Car(kn/m)"

pourvu que |x| = (1/¢)k,. On peut donc dériver la série (18) terme a terme: on
en déduit que f existe et que

1 = b @)]n = Cor(ln/n)
ce qui compléte la démonstration.

En terminant, remarquons que si dans I’énoncé du théoréme 3, I'on remplace
I'inégalité (16) par la relation

19) |lm|ln = Cos(ka/m)", m 21

un raisonnement analogue a celui employé dans la démonstration du théoréme
3 nous donnera 2 la place de (17) la relation

(20) & = Coo(ky/n)**’, n 21

et le théoréme 4 s’appliquera.
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