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SUR L'APPROXIMATION POLYNOMIALE SUR 
TOUT L'AXE REEL 

G. FREUD, A. GIROUX ET Q. I. RAHMAN 

1. Introduction. Soit Q(x) une fonction positive paire continûment dif­
ferentiate pour — oo < x < oo telle que xQ' (x) soit croissante pour x > 0 et 
que Q'(x) —» oo lorsque x —» co. Désignons par Qw l'unique racine positive de 
l'équation xQ'(x) = n. L'approximation polynomiale des fonctions continues 
relativement au poids e~Q(x) a été étudiée par de nombreux mathématiciens. Le 
résultat suivant est une conséquence d'un théorème de l'un des auteurs (voir 
Freud [1]): si F(x) est une fonction réelle continue pour — oo < x < oo qui 
satisfait une condition de Lipschitz d'ordre a où 0 < a < 1, il existe une suite 
de polynômes {Pn(x)\ où deg Pn ^ n telle que 

(1) \F{x) - Pn(x)\ ^ K(Qn/n)«, \x\ S 4&, n è 1 

où K est une constante positive ne dépendant que de F. Le but du présent travail 
est d'essayer de caractériser les fonctions pour lesquelles une relation du type 
(1) est valable. 

Notations. Soit {kn} une suite croissante et non bornée de nombres positifs 
telle que la suite {kn/n\ décroisse vers 0 et que l'on ait 

(2) q ^ k2n/kn ^Q où 1 < q ^ Q < 2, n è 1. 

Posons In = [ — knj kn]. Si/(x) est une fonction réelle continue pour — oo < x 
< oo, soient 

ll/Hn = max {|/(*)|: x G /„}, 

œn(f,ô) = max {|/(x + /*) - f(pc)\: x € J», \h\ ^5},<5 > 0. 

(Ces notations diffèrent des notations usuelles.) On désignera par Ci, C2, . . . 
des constantes positives absolues ou ne dépendant que de la suite {kn} ou de la 
fonction / ; pn(x), irn(x), . . . désigneront des polynômes de degré ^ n; enfin, 
a: G (0, 1). Introduisons alors les définitions suivantes: 

Définition 1. La fonction / satisfait une condition de Lipschitz évanescente 
d'ordre a (f £ slip a: shrinking Lipschitz condition of order a) lorsque 

(3) « , ( / ,«) ^ Ci*" si ô ^ kn/n, » è l . 

Définition 2. Nous dirons q u e / £ Qa s'il existe une suite de polynômes {pn\ 
telle que 

(4) \\f-pH\\n£ C2(kjn)", n e 1. 
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2. L'approximation des fonctions continues. Nous aurons l'occasion 
d'utiliser le résultat auxiliaire suivant: 

LEMME. Si F Ç C2TT et Tn est un polynôme trigonomêtrique d'ordre ^ », on a 

(5) II7VII Sn(±\\Tn- F\\+2œ(F,l/n)) 

où || || est la norme de Cir et œ le module de continuité usuel. De même, si 
G Ç C[ —1, 1], on a 

(6) \Pr!(x)\ ^ n(i\\pn - G|| + 2co(G, 1/»))(1 - * 2 )" 1 / 2 , \x\ < 1 

où cette fois || || désigne la norme de C[ — 1, 1]. 

Démonstration. L'inégalité (6) découle de l'inégalité (5) en posant F(6) = 
G(cos0), Tn(6) = pn(cosd) et en remarquant que co(7% l/n) ^ «(G, l/n). 
Pour démontrer (5), posons ± 7 7 (<p) = | | 77 | | et observons d'abord que l'on a 

(7) ± 7 7 ( 0 ) è II77H/2 si | 0 - ^ | ^ 1/2». 

En effet, en écrivant que ± 7 7 ( 0 ) > ||77||/2si<p ^ 0 < <£>i et que ±77(<pi) = 
| |77 | | /2 , on aura 

r<Pi 

H77II/2 = ±[77(*>) - 77(*i)] = =F rn" («)<** 

d'où, en vertu de l'inégalité de Bernstein, 

lir/H^^niir. ' iK^-v») 
ce qui démontre la relation (7). Appliquant (7) on a 

II7VH/2» g ± f Tn'(d)dd = ±[Tn(# + 1/2») - Tn(<p - l /2n)] 
•J <p-l/2n 

rg | j ; ( ^ + l /2n) - F(<p + 1/2»)| + |Tn(^ - 1/2») 

- F(*> - 1/2»)| + \F(# + 1/2») - F(<p - 1/2»)| 

^ 2 | | r n - F\\ +œ(F,l/n) 

ce qui complète la démonstration du lemme. 

Nous revenons maintenant au problème principal. 

THÉORÈME l.Sif(z slip a, alors f Ç Ça- 7)e £/ws, on peut toujours choisir les 
polynômes pn dans (4) de telle sorte que 

(8) \\pA\n 1k Cz(kJnY-\ » è 1. 

Démonstration. L'entier » étant fixé, soit 

fn(x) =fnJx fW-
Alors 

/«'(*) = («/**)(/(* + V») -/(*)) 
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de telle sorte que, supposant/ Ç slip a, on a 

11/ - /„ | In û CiiK/n)*, \W\\nû Cy{kJn)«-\ 

Dans l'intervalle [ —1, 1], la fonction gn(x) = fn(knx) satisfait la relation 

\gn'(x)\ ^ Cin{kjn)a. 

En vertu du théorème de Jackson, il existe un polynôme pn/2 tel que 

\gn(x) - pn/l(kn00)\ ^ CiCi(kn/n)«, \x\ ^ 1. 

Ainsi 

\\fn ~ PnM\n ^ CC^kJflY 

d'où 

| | / - pn/2\\n ^ d ( l + CA)(kJnY = C2(kn/n)« 

e t / Ç Qa. Désignons maintenant par Tn le polynôme qui approche le mieux la 
fonction/ sur I2n. Puisque la suite \kn/n} est supposée décroissante, on a 

| | / - 7rw||w ^ | | / - irn\\2n ^ C2(k2n/2nY ^ C2(kn/n)«. 

De plus, en rapprochant l'inégalité du milieu avec le lemme, on obtient 

llm/ll, £ Cb(2n/k2n)((k2n/2nY + œ2n(f, k2n/2n)) 

^ CQ(k2n/2n)«-i ^ Ci&Jn)*-1 

(nous utilisons l'hypothèse (2) faite sur la suite {kn}) ce qui démontre (8) et 
termine la démonstration. 

Abordons ensuite le problème réciproque. 

THÉORÈME 2. Si f Ç Qa, on a 

(9) «»(/, à) S C7(<5« + A(n,f)ô) si ô ^ jfen/w, » ^ 1 

0^ A(n,f) est une constante positive dépendant de n et de f. 

Démonstration. L'entier n étant fixé et ô < kn/n, soient (en vertu de (2)) 
n < m < C8n tel que 2kn < km et N = 2um tel que C9 ^ Nô/kN ^ C10. On a 

ÏÏPmïïm ^ H/IU+ ||Pm ~ / | U = ^ («, / ) 

de telle sorte que l'inégalité de Bernstein entraîne 

(10) \pm'(x)\ S CnB(n,f)m/kn è CnC8B(n,f)n/kn = A(n,f), \x\ S \km. 

D'autre part, pour tout entier v ^ 0, on tire de (4) que 

\\p^m-p^m\Wm^ | | #2H- l m - / | | 2 ' «+ | | ^ M - / | k J i i â2C2(*2 'm/2 F w) t t 

et appliquant encore une fois l'inégalité de Bernstein: 

(11) |/>2H-im'(*) - P*'m'(x)\ ^ C12(k2>j2vm)a-\ \x\ S i*2 'w. 
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Donc, si \x\ ^ (3/2)fen, l'application simultanée des inégalités (2), (10) et (11) 
donne 

- i 

—v 

v=0 

\PN'(X)\ ^ E iPi^m'b) -p2*m'{x)\ + \PJ(X)\ 

w - 1 

è C12 £ {k^J^my1 + A{nJ) 

^ Cn{kN/N)"-1 + A(n,f). 

Finalement, si |x| ^ kn et \h\ ^ ô, le théorème des accroissements finis nous 
donne 

| / (* + h) -f(x)\ è \f(x + h) - pN(x + h)\ + \f(x) - pN{x)\ 

+ Ifc/601 \h\ 
et, compte tenu des inégalités précédentes, 

\f{x + h) _ / ( x ) | ^ 2C2(kN/N)« + {Cu(kN/NY-i + A(n,f)}ô 

^ C7(fi" + 4(w,/)ô) 

ce qui achève la démonstration du théorème 2. 

COROLLAIRE. Si f G Qa, alors f G Lip a sur tout intervalle compact [a, b]. 

Ceci résulte directement de l'inégalité (9) où l'on fixe n de telle sorte que 

Remarque. Il n'est pas vrai q u e / G Qa entraîne nécessairement/ G slip a. En 
voici un exemple. 

Considérant la partie imaginaire de 

co 2 * - 1 

-z-\i - 2
2)iog(i - 2

2) = z - g J^ZTYY 

nous obtenons 

(12) g(6) = - 2 sin 0 log 2| sin 0| = sin 0 - f ) S1"%* ~ *}° . 

Ainsi g(6) peut être approchée (par les sommes partielles de (12)) par un poly­
nôme d'ordre n avec une erreur d'ordre 0(n~l). En vertu du théorème de 
Zygmund, 

(13) Q(g, B) = s u p U i ^ \g{t + h) + g(t - h) - 2g(0| ^ C14Ô. 

Puisque g est differentiate au voisinage de 6 = ± 7r/3 et que g(zb7r/3) = 0, 
la fonction 

/3 
/3 
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satisfait (en vertu de (13)) pour tout t e (— oo, + OD ) et pour tout h > 0 

(14) \G(t + h) + G{t - h) - 2G(t)\ ^ C15h. 

Soient alors ni, ni, . . . une suite d'entiers choisis par récurrence tels que 
ni = 1 et que »„+1 soit le plus petit entier > nv tel que knv+l — knv > § ir. Posons 

7(0 = E G({kjnry-\t - h,,)). 

A cause de (14) on a pour tous t, h tels que (t — A, t + A) C J2« 

|7(* + h) - y(t - A) - 27( /) | ^ 2Ci6(*»/»)tt-1* 

de telle sorte que la fonction 

7»(0 = T(*»0 

satisfait la relation 

sup |7n(* + A) + 7n(* - A) - 27„(*)| ^ 2Ci6(A»/»)a, |/| ^ 1. 
0 < 7 J < 1 / W 

En vertu de la version du théorème de Zygmund pour les polynômes algébri­
ques (voir Freud [2]), il existe une suite de polynômes {pn(kni)} tels que 

huit) - Pn(kj)\ = \7(kj) - Pn(knt)\ ^ ClflCi5 (*»/»)«, |*| ^ 1, 

c'est-à-dire que y G Qa- Mais, par construction, 

7 (*,.,) ~ y(K9 ~ K/">) = 2(0) ~ *((*»,/»>)") 
- 2 a ( ^ / w , ) log (np/knv) » (knp/n„) 

de telle sorte que 7 G slip a. Remarquons que 7 (/) est une fonction uniformé­
ment bornée. 

On a toutefois le résultat suivant: 

THÉORÈME 3. Soit wn le polynôme de meilleur approximation de la fonction con­
tinue f sur V intervalle In. Si 

(15) lira | | / - TT^IU = 0 
n->oo 

et si 

(16) \\irn'\\n £ C n f o / n ) - 1 , n £ 1 

alors f G slip a. 

Démonstration. Cette démonstration s'inspire d'un raisonnement de Sunouchi 
(voir Sunouchi [3]). Désignons par wN(I, F) le polynôme de meilleure approxi­
mation d'une fonction continue F sur un intervalle I et posons en = \\f — irn\\n. 
En vertu du théorème de Jackson, l'inégalité (16) implique (utilisant (2)) que 

| k n C 2 » , 7T2n) — ir2„||2» S C18(kn/n)a. 
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Par suite, 

C1S(kn/n)a ^ ||lTn(/2n, *"2n) ~ / | 12» ~ | | / ~ ir2„||2» ^ €n — 62n 

ou encore (en vertu de (2)) 

en ^ C\%(kn/n)a + e2n 

^ Ci8((*»/»)" + (k2n/2n)a + ... + (k2
mn/2mn)a) + tf*\ 

^ CiMn)" + €2m+1n. 

En utilisant la relation (15), nous obtenons donc 

(17) en ^ C20 (*»/»)", » è l . 

Si maintenant |x| ^ én, \h\ ^ 8 < kn/n et si l'entier N est choisi de telle sorte 
que C9 ^ Nô/kN ^ C10, nous obtenons, en vertu de (16) et de (17), que 

| / (* + h) - f(x)\ ^ \f(pc + h) - irN{x + h)\ + \f(x) - TN(X)\ 

+ WN
,(y)\ \h\ 

^ 2 C2o(kN/N)« + C 1 7 (W^) a - 1 ô 

^ C21ô« 

ce qui montre q u e / G slip a et termine la démonstration. 

Remarque. Il est aisé de voir que l'hypothèse (15) est nécessaire. Si par 
exemple/ est identiquement nulle dans [kn, kn+i] (w ^ 1) sauf pour deux pics 
triangulaires de hauteur 1, / étant positive sur le premier et négative sur le 
second, en vertu du théorème de de la Vallée Poussin, on aura irn = 0 et donc 
en = 1. L'hypothèse (16) est donc satisfaite bien que / (? slip a (puisque la 
base des triangles peut être choisie arbitrairement petite). 

3. L'approximation des fonctions diflférentiables. Considérons main­
tenant une fonction/ possédant une rième dérivée continue f{r)(r ^ 1). On a 
alors le théorème suivant: 

THÉORÈME 4. S'il existe une suite de polynômes {pn} telle que | | / ( r ) — pn\\n = 
0((kn/n)a), il existe une suite de polynômes {Pn+r} telle que \\f — P n + r | | n = 
0((kn/n)a+T). Réciproquement, s'il existe une suite de polynômes {pn} telle que 
I I / - Pn\\n = 0((kn/n)a+r), il existe une suite de polynômes {P2n} telle que 
Wf™ - Pu\\» = 0{{kJnY). 

Démonstration. Supposant en effet que 

H/0 - Pn\\n ^ C„ (*,/»)« (n è 1), 

le théorème de Jackson entraîne l'existence d'un polynôme irn tel que 

H/e-» - sn+1 - T.H, è C23(kJnY+l 

(où s'n+i = pn). En répétant ce raisonnement, il vient 

| | / - P . + r | | , ^ Cu{kJnY+* ( n ^ l ) 
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ce qui démontre la première assertion. Pour démontrer la seconde, posons m = 
2n + r et remarquons que 

oo 

(18) f(x) = pm(x) + £ (p*+im(x) - Pt«m{x)), x 6 lm. 
A;=0 

Puisque l'on a 

\\P^Xm - P*m\\*m ^ Cn(k*m/2?m)"+r, 

l'inégalité de Bernstein montre que 

\p2^Jr\x) - P2«m
(r\x)\ ^ Cu(k#J2*m)a si |x| ^ (l/q)k2*n 

de telle sorte qu'en vertu de (2): 

k=0 k=0 

pourvu que |x| ^ (l/q)km. On peut donc dériver la série (18) terme à terme: on 
en déduit que/ ( r ) existe et que 

||/™-£m<r)(*)l|.^C„(fc,/»)« 
ce qui complète la démonstration. 

En terminant, remarquons que si dans l'énoncé du théorème 3, l'on remplace 
l'inégalité (16) par la relation 

(19) | k / | | n £ C2S(kn/n)"+r-\ n ^ 1 

un raisonnement analogue à celui employé dans la démonstration du théorème 
3 nous donnera à la place de (17) la relation 

(20) en ^ C29(kn/n)«+r, n ^ 1 

et le théorème 4 s'appliquera. 
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