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Resume. Si (ft, % /*, T) est un espace dynamique probabilise et si
l'ensemble des points w pour lesquels la suite

converge pour tout polynome reel P, est de mesure 1.
Pour demontrer ce resultat on utilise la notion de disjonction de systemes

dynamiques et le fait que la disjonction est une propriete preservee par les extensions
isometriques.

Abstract. If (ft, % /A, T) is a measure preserving system and if / e L'(/x) then, for
almost all w, for every real polynomial P, the sequence

~ Y {exp[iP(n)] -fiT-to)} converges.

To prove this result we use the concept of disjointness of dynamical systems and
the fact that disjointness is preserved by isometric extensions.

Introduction
Soit (ft, % /A) un espace probabilise muni d'une transformation T preservant la
mesure /*. Le theoreme ergodique de Wiener-Wintner [7] affirme que, pour toute
fonction / integrable sur (ft, % fi), il existe ft/ dans la tribu ^ tel que: /u.(ft,-) = 1
et pour tout <o e ft,, pour tout a reel, la suite

est convergente.
La nouveaute de cet enonce par rapport au theoreme ergodique de Birkhoff reside

dans le fait que l'ensemble ft/ peut etre choisi independamment du reel a.
Nous nous proposons de demontrer le resultat suivant.
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THEOREME 1. Pour toute fonction f integrable sur (fl, "#, /x), il existe Cl'f dans la tribu
% tel que:

et pour tout w e f t } , pour tout k entierpositif, pour tous ax,a2,.... ,ak reels, la suite

( ^ Y {cxp[2m(nai + n2a2+- • • + nkak)]-f(T"lo)}) (1)

est convergente.

On obtiendra egalement des resultats sur la limite de la suite (1). En particulier,
si le systeme dynamique (fl, <£, /x, T) est faiblement melangeant et si / e L\n), il
existe flj de mesure 1 tel que: si wed} et si un des a, est irrationnel, alors

lim — I1{exp[27T/(Ma1 + «2a2+- • • +nkak)] • f(T"o})} = 0.
J V + ° c N

Presentation de la demonstration
Le theoreme ergodique de Wiener-Wintner peut se demontrer de facon rapide en
utilisant la theorie des systemes dynamiques disjoints, developpee par Furstenberg
dans [3] (les definitions seront rappelees dans I.I). Cette demonstration est presentee
dans [5]. Elle est basee sur le fait qu'un systeme dynamique ergodique quelconque
et un systeme dynamique ergodique a spectre discret sont disjoints des qu'ils n'ont
aucune valeur propre en commun. Cette idee et la lecture de [2] et [3] conduisent
naturellement a une generalisation du theoreme de Wiener-Wintner. Dans [2] et
[4], Furstenberg construit des systemes a spectre discret generalise pour faire
apparattre des expressions de la forme

— X exp[2iV(Ma, + n2a2+- • - + nkak)]

et pour demontrer le theoreme d'equirepartition de H. Weyl. Dans [3], Furstenberg
donne les arguments permettant de demontrer que 'la disjonction est preservee par
extension isometrique'. On en deduira qu'un systeme dynamique ergodique quelcon-
que et un systeme dynamique ergodique a spectre discret generalise sont disjoints
des qu'ils n'ont aucune valeur propre en commun.

Tout cela est precise dans la suite de cette note.
Dans la premiere partie, on rappelle la definition de la disjonction, la definition

des extensions isometriques et on demontre que la disjonction est preservee par
extensions isometriques (Theoreme 3).

Dans la seconde partie, on demontre le Theoreme 1. Cette demonstration se
decompose en deux parties:
—le Theoreme 3 permet d'etudier la convergence presque sure de (1) pour tous les

/c-uplets (a, , a 2 , . . . , ak) sauf pour une famille denombrable de valeurs de ak;
ceci conduit a l'enonce du Theoreme 4.

—il faut ensuite etudier la convergence presque sure de (1) pour tous les fc-uplets
(a,, a2, •.., ak) ou ak est fixe (voir la remarque du § 2.2 et la Proposition 2).
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Remarque. Dans toute la suite, on appellera systeme dynamique un triplet (fl, /A, T)
ou fl est un espace compact metrisable muni de sa tribu borelienne, fi est une
probabilite reguliere sur fl et T est une transformation continue de ft, preservant
la mesure /A. Grace a des theoremes de representation on sait que cette hypothese
topologique n'est pas reellement restrictive pour les resultats qui nous interessent
(cf. [4], chapitre 5).

1. Un theoreme de disjonction

1.1. Systemes dynamiques disjoints

Definition 1. Soient if = {D.,n, T) et 5 '̂ = (ft', fi', T) deux systemes dynamiques.
On appelle couplage des systemes if et if' toute mesure reguliere sur le produit
fix ft' qui se projette sur, respectivement, /x et /t' et qui est invariante par la
transformation T x 7". On dit que les systemes if et if' sont disjoints si la mesure
produit n®fj,' est le seul couplage des deux systemes.

Rappelons qu'un point w du systeme if = (ft, /A, T) est dit generique dans if si,
pour toute fonction continue / sur ft, on a:

= f fdfi.

On sait que si le systeme if est ergodique, presque tout point de ft est generique
dans if; ceci est une consequence immediate du theoreme ergodique de Birkhoff et
de la separabilite de l'espace des fonctions continues sur ft, muni de la topologie
de la convergence uniforme.

Nous aurons besoin par la suite du resultat suivant, dont la demonstration ne
presente pas de difficulte.

THEOREME 2. ([3], Theoreme 1.6.) Soient if et if' deux systemes dynamiques disjoints.
Si a) est un point generique dans if et w' un point generique dans if' alors le couple
(w, to') est generique dans le systeme produit if*, if'.

1.2. Extensions isometriques
On reprend la definition des extensions isometriques donnee par Thouvenot dans
[6], en imposant en plus la continuite des transformations.

Definition 2. Soit if\ = (ftr, /u.,, T,) un systeme dynamique. Soient H un groupe
compact metrisable et K un sous-groupe ferme de H. Notons m l'image, sur le
quotient H/ K, de la probabilite de Haar de H. Soit <p une application continue de
ft dans H. Le systeme 5̂ -, = (ft,, ju,-,, T2) defini par ft2 = fl, x H/K, Ju,2 = /i,®m et
T2(to,,h- K) = (Tlto,,(<p(tol) • h) • K), sera appele une extension isometrique du
systeme ifx.

1.3. La disjonction est conservee par extension isometrique
Ce titre est precise par 1'enonce suivant:

THEOREME 3. Soient if et if\ deux systemes dynamiques ergodiques. Soit if2 une
extension isometrique de if,. Si if et ifx sont disjoints et si le systeme produit ify.if2

est ergodique, alors if et if2 sont disjoints.
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La preuve de ce theoreme est essentiellement contenue dans celle du theoreme 1.4
de [3]. La seule nuance est que, dans le cas d'une extension isometrique sous la
forme ici definie, l'action de H sur il2 ne commute pas necessairement avec la
transformation T2.

Preuve du Theoreme 3
On note y=(£l,n, T) et on reprend les notations de la Definition 2. Soit v un
couplage des systemes Sf et if2. Si ^ est une fonction mesurable, bornee et positive
sur H, on definit une mesure v^ sur le produit fi x fl2 par

I /(to, to,, h • K) dvy(o), o)x,h- K)

/ ( to, o>,, h'h • K) • ¥ ( * ' ) dv(<a, to,, h • K) dh',

pour toute fonction / continue sur Oxfl2. (ou dh' designe la mesure de Haar
normalised de H). On va construire une suite (vv r) de 'regularisees' de v qui seront
absolument continues par rapport a la mesure produit fj.®n2, Tx T2-invariantes
et qui convergeront vers v. Notons A la projection de v sur fixQ,. La probabilite
A est un couplage de 5̂  et ifx et, ces deux systemes etant supposes disjoints, on a
A =/X®/A,. La probabilite vx (i.e. v^ avec ^ = 1 ) est egale aA®m=ln®/i |®m =
fi®/ju2. De plus il est immediat que, pour toute fonction \P mesurable et bornee,
la mesure vv est absolument continue par rapport a vx.

Supposons que ^ est invariante sous les automorphismes interieurs de H, c'est-a-
dire que, pour tous h et h' dans H, W(h h' h'{) = V(h'); montrons qu'alors la mesure
Vy est Tx T2-invariante.

f°(Tx T2) dv^

= /(Tto, T,to,, (p((o,)h'hK) • V(h') dh' dv{a), wx, hK)

= f{T(o,Tiai1,<p(o>i)hh"K)-V(h")dh"dv(a>,o>l,hK).

(On a effectue le changement de variable h"=h~' h' h). Du fait que v est Tx
T2-invariante, on deduit alors que

On a:

- v, est Tx T2-ergodique (par hypothese)
- vy est T x T2-invariante.
On en deduit que la mesure »v est proportionnelle a la probabilite v,.
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Soit d une distance bi-invariante sur le groupe H; notons e l'element neutre de
H. Posons, pour tout h dans H,

Posons

• Vn-

Chaque fonction ^ n est mesurable, bornee, positive et invariante sous les automor-
phismes interieurs de H. De plus chaque mesure v^n est une probability. D'apres
ce qui precede, on a done vVn = v,.

Du fait que le support de ^ n est inclus dans la boule centree en e et de rayon
1/n, on deduit que la suite {vyn) converge etroitement vers v. On peut conclure que
v est egale a la mesure produit P, , et le Theoreme 3 est demontre.

2. Un theoreme ergodique du type Wiener- Wintner
L'etude qui precede va nous permettre de demontrer le resultat suivant:

THEOREME 4. Soit if = (ft, fj,, T) un systeme dynamique ergodique. Soient
ax,a2,... ,ak des nombres reels. On suppose qu'il existe un indice I entre 1 et k tel que:
(a) at est irrationnel et a/+1, al+2,..., ak sont rationnels.
(b) aucune puissance non nulle de exp (H-TTV. a() n'est une valeur propre de if.
On a alors: pour tout point a> generique dans if, pour toute fonction f continue sur ft,

I N - I

N^ + x N n=0

2.1. Preuve du Theoreme 4
Nous examinons en premier lieu le cas ou 1 = k. Rappelons une construction de
Furstenberg ([4], chapitre 3). On pose a = klak.On considere le systeme dynamique
ifk = ((R/Z)\ mk, Sk), ou mk est la mesure de Lebesgue et Sk est la transformation
definie par

Sk(x,,x2,...,xk) = (xt + a,x2 + xl,x3 + x2,...,xk+xk^l).

Le nombre a etant suppose irrationnel, on sait que ifk est ergodique et meme
uniquement ergodique, autrement dit que tout point de (U/Z)k est generique
dans ifk.

Posons

• + akx
k,

P0(x) = a.

Chaque P, est un polynome de degre j et

SZ(P,(0), P , (0 ) , . . . , Pk(0)) = ( P , ( I I ) , P2(n),..., Pk(n)).
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On considere la fonction g continue sur (R/Z)\ definie par

g(x,, x2,..., xk) = exp 2iirxk.

On a alors

g(SZ(P,(0), P2(0),.. . , Pfc(0))) = exp [2iV(fia, + n2a2+ • • • + n*afc)].

Le systeme ¥k est construit a partir du systeme trivial par une succession finie
d'extensions isometriques. Grace au Theoreme 3, on peut affirmer que Sf et Sfk

seront disjoints des que leur produit sera ergodique. Ces deux systemes etant
ergodiques, il suffit, pour que leur produit soit ergodique, qu'ils n'aient aucune
valeur propre en commun (autre que 1). Or les valeurs propres du systeme Sfk sont
celles de la rotation x^x + a sur R/Z; ce sont les exp (2iirpa) avec peZ. Sous les
hypotheses du Theoreme 4, les systemes if et Sfk sont done disjoints.

Soit a* un point generique dans y et Xo un point quelconque dans (R/Z)\ Grace
au Theoreme 2, on peut affirmer que, pour toute fonction F continue sur (U/Z)k x fi,
on a

Km ^ Y F(Sn
kX0, T"o.)= | F(X,a>') dmk(X) dM(o)').

Soit / une fonction continue sur ft et g la fonction precedemment definie sur
(U/Z)k. En appliquant la formule precedente a la fonction F = g®f et au point
^o = (Pi(O)> P2(0), • • •, Pk(0)), on obtient exactement le resultat annonce:

J J V - l

lim — X {exp[2iV(Ma, + M2a2 + - • - + nkak)] •f(Tna>)} = 0.

Le resultat general, dans le cas ou / e [ l , k[, se deduit du resultat precedent.
Supposons en effet a,+ ], al+2,... ,ak rationnels. Si q est un denominateur com-

mun a ces k — l nombres rationnels, la suite

exp[2i7r(a/+|M'+1 + a / + 2 « ' + 2 +- • - + akn
k)]

est periodique et de periode q.
On peut alors ecrire

J N - l

I [ 2 ( + 2 + nkak)] • f(T"<o)

" d I {exp[2Mna
TV

liir(pl+>al+] + - • -+pkak)]

Or, grace au resultat precedemment demontre on peut affirmer que si / est une
fonction continue sur ft et si w est un point generique dans if, alors

lim — X

Ceci acheve la demonstration du Theoreme 4.

https://doi.org/10.1017/S014338570000571X Published online by Cambridge University Press

https://doi.org/10.1017/S014338570000571X


Un theoreme de disjonction de systemes dynamiques 519

2.2. Remarque
Pour demontrer le Theoreme 1, nous aurons besoin du resultat plus faible suivant.

PROPOSITION 1. Soient (il, /u., T) un systeme dynamique et a , , a2,..., ak des nombres
reels; alors, pour toute fonction f integrable sur (il, /x) et pour fx-presque tout a>, la
suite (1) est convergente.

On pourrait justifier cette proposition en invoquant un theoreme ergodique recent
du a J. Bourgain [1] et concernant la convergence presque sure d'expressions de la
forme

1 N - l

ou les Tj sont des transformations qui commutent et preservent la mesure, ou les
Pj sont des polynomes a coefficients entiers et ou F est une fonction de carre
integrable.

Mais nous pouvons demontrer cette proposition sans utiliser ce theoreme difficile.
En fait, on va raisonner par recurrence et la proposition 'a l'ordre k' sera une
consequence du Theoreme 1 'a l'ordre k — V.

2.3. Preuve du Theoreme 1
Commencons par remarquer qu'il suffit, pour demontrer le Theoreme 1, de prouver
le resultat pour tout entier naturel k fixe (il n'y aura ensuite qu'a considerer une
reunion denombrable d'ensembles negligeables). Raisonnons par recurrence sur k.
Pour fc = 0, c'est le theoreme ergodique de Birkhoff. Soit ke N*. Supposons que:
pour tout systeme dynamique (O, /x, T), pour toute fonction/integrable sur (il, /x),
pour /A-presque tout w, pour tous /3, , /32,. •., pk-i reels, la suite

~ I {exP[2i7r(fi/31 + n2i82+--- + n*-1/3ik_1)]-/(r"w)}

est convergente. Nous allons deduire de cette hypothese la proposition suivante.

PROPOSITION 2. Soient (fi, /J,, T) un systeme dynamique et a un nombre reel; alors,
pour toute fonction f integrable sur (il, / t ) , pour fi-presque tout w, pour tous
a | , a2, • • •, ak _ i reels, la suite

I

est convergente.

Fixons le systeme (il, /x, T) et le reel a. Considerons le systeme ifk = ((U/Z)k, mk, Sk)
defini dans la preuve du Theoreme 4. On a

Sk (x,, x2,..., xk) = (x, + a, x2 + x , , . . . , xk + xk_,),

et, pour tout entier n>0, la derniere composante de S £ ( x , , x 2 , . . . ,xk) est

xk + cl
nxk.t + c2

nxk.2+- • • + ck
n~

[
x> + cU;
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cette derniere composante s'ecrit done sous la forme {nk/kl)a+p(n) ou p est un
polynome de degre fc-1.

Appliquons l'hypothese de recurrence au systeme produit ifk xif. On a:

pour toute fonction F integrable sur (R/Z)k xfl,
pour mk<2)ti-presque tout (X, w) dans (U/Z)k xft,
pour tous Pi,p2,...,pk-i reels,
la suite

1 N ' (2)
— I {exp[2i7r(np, + - • • + nk-'pk.l)]- F(S"kX, T"a>)}

est convergente.

Soi t /une fonction integrable sur (ft, /*). Si X = (xx,x2,... ,xk)e(U/l)k et weft,
posons

De (2), on deduit que: il existe X dans (U/Z)k tel que,

pour /u,-presque tout a>,
pour tous pl,p2,...,pk_l reels,
la suite

1 N~I a)
— I {exp[2Mn^, + - • • + nk-'pk.l)]- F(S"kX,T"u>)}
N n=0

est convergente.

Fixons un tel point X = (xt,x2,... ,xk). On a

F(S"kX, Tna>) = exp[2iTr{nka + k\p(n))] • f(T"a>).

D e ( 3 ) , o n d e d u i t q u e : p o u r / x - p r e s q u e t o u t w, p o u r t o u t p o l y n o m e q d e d e g r e k-l,
la s u i t e

-J- Y {exp [2iV(nka+ 9(n))] -/(T^)}

est convergente. La Proposition 2 est ainsi demontree.
Etablissons a present le Theoreme 1 (a l'ordre k). Soient Sf = (ft, /x, T) un systeme

dynamique ergodique et / une fonction continue sur ft. Notons ft' l'ensemble des
points generiques dans Ŝ ; l'ergodicite de ce systeme assure que /x(O') = 1. Pour
tout a reel, notons ft;, l'ensemble des points w de ft tels que, pour tous
a,, a2, • • •, ak _, reels, la suite

- J : Y {exp[2Mna, + - • • +nk~l(*,_, +nka)] • f(T"w)}
N ii=o

est convergente. La Proposition 2 affirme que /u.(ft,',) = 1.
Notons D l'ensemble des nombres reels a qui sont rationnels ou tels qu'une

puissance non nulle de exp[27n'a] soit une valeur propre de if. L'ensemble D est
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denombrable. Le Theoreme 4 permet d'affirmer que, pour tout a n'appartenant pas
a D , o n a O ' c f t ^ . Posons

On a fi(fl") = 1 et, pour tout a> dans Cl", pour tous a,, a2, • • • ,ak reels, la suite (1)
est convergente. Le Theoreme 1 (a l'ordre k) est done demontre quand/est continue
et quand le systeme dynamique est ergodique.

Le resultat s'etend par densite a toutes les fonctions / integrables; en effet, si

M(f)= sup • + nkak)]-f(T"w)}

l'inegalite maximale de Hopf assure que, pour tout A > 0,

cette inegalite maximale uniforme en les a}, entraine que l'ensemble des fonctions
/ verifiant la conclusion du Theoreme 1 est ferme dans L\/x).

Pour achever la demonstration il ne reste plus qu'a oter l'hypothese d'ergodicite
du systeme dynamique. Ceci se fait par le procede usuel de disintegration d'une
probabilite invariante en barycentre de probabilites ergodiques. En effet cette for-
mule de disintegration permet d'affirmer que: si une partie mesurable O" de il
verifie /j,(fl") = 1 pour toute probabilite n qui est 7-invariante et ergodique, alors
on a |t(fl") = 1 pour toute probabilite fi qui est T-invariante.

La preuve du Theoreme 1 (a l'ordre k) est terminee. Ceci acheve le raisonnement
par recurrence et la demonstration du Theoreme 1.
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