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Un anneau commutatif associé a un design
symeétrique
A. Grari

Résumé. Dans plusieurs articles, A. R. Prince développe une représentation d’un plan projectif fini par
un anneau commutatif unitaire dont les propriétés algébriques dépendent de la structure géométrique
du plan. Dans un autre article, il étend cette représentation aux designs symétriques. Cependant
D.-S. Yin fait remarquer que la multiplication définie dans ce cas ne peut étre associative que si le
design est un plan projectif. Dans cet article on menera une étude de cette représentation dans le cas des
designs symétriques. On y montrera comment on peut faire associer un anneau commutatif unitaire
a tout design symétrique; on y précisera certaines de ses propriétés, en particulier, celles qui relévent
de son invariance. On caractérisera aussi les géométries projectives finies de dimension supérieure
moyennant cette représentation.

Préliminaires

Soit v, k, A trois entiers naturels non nuls. Un design symétrique de parametres
(v, k, \) (voir [2]), est la donnée de deux ensembles non vides, dont 'un est dit formé
de points et Pautre est dit formé de blocs, et d’une relation d’incidence vérifiant les
axiomes suivants, énoncés ici en abusant du langage géométrique :

e Lensemble des points (resp. blocs) contient exactement v points (resp. blocs).

¢ Chaque point (resp. bloc) appartient a(resp. contient) exactement k blocs (resp.
points).

e Par deux points distincts (resp. deux blocs distincts) passent (resp. se coupent en)
exactement A blocs (points).

Dans cet article, D représente un design symétrique de parametres (v, k, A),n = k— A
lordre de D, X = {ay,az,...,a,} (resp. Y = {l,h,...,1,}) Pensemble des points
(resp. des blocs) de D, A la matrice d’incidence de D tel que pour tout couple (i, j) €
[1,v]?, a;j = lsia; € lj eta;j = 0 sinon, et ‘A représente la matrice transposée de
A.Onposep = (k—1)(k—\),B=p'A,

p
P
tA 1 tA
A1: . et Blz P
11 1 L ’1’

Enfin, S dénote le Z-module libre sur X U {w}, ot w est un symbole n’appartenant
pas a X, et pour toute partie P de X, onnote P = ), x.
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1 Définition de la multiplication

On définit dans S une multiplication en posant : w? = w, et pour tout point a de X,
wa = aw = aeta’ = (k— 1)(k — \a, et en posant pour tout couple (a, b) de points
distincts de X :

ab=A1—-NX+ k-0 +L,+---+5) — Mk — 1) (k- \)w,

oul;,l,,...,li sontles A blocs passant par a et b, et en étendant ensuite par bilinéa-
rité, ces produits aux éléments de S.

Lemme 1.1 Pour tout point a de D et pour tout couple (I, m) de blocs distincts de D
ona:
al=(k—1)(k—XN[Aa+1—Ak—1)(k—Nw] siael,
al = Ak =N [X+(k—1)a—k(k—1)(k—Nw] siagl,
aX = (k—1)(k — N)[ka+ X — k(k — 1)(k — Mw],
P = (k—1)(k—N[(k+MI]— Mk(k —1)(k— Nw],
Im= Mk —1)(k— N [m+1— (k+ X (K — Nw] + Ak — \)*X,
IX =k(k—1)(k—XN[X+1—k(k—1)(k—Awl],
X? = (k—1)(k = N[(k+v)X — kv(k — 1)(k — Mw].

Preuve Soit a un point et / un bloc du design contenant a. On a:

al=a+ > M= NX+ (k=D +ly o+ 1) — Ak — Dk — V)],
x€l—{a}

ott by, I,, . .., Iy, dénotent les X blocs passant par a et x.
Puisque chaque bloc contient k points et par deux points distincts passent exacte-
ment A blocs alors :

S by tlg oAl =G(k-DI+A=1) > ]

x€l—{a} Ley,—{l}

=k=N+A\-1> I

liey,

ou Y, est 'ensemble des blocs passant par a.
De plus, ZlieYa =ka+ ANX —a) = (k— Na+ )X, donc:

S byl e+l = (k= N+ (A= Dk —Na+ (A= DAX,
x€l—{a}
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d’our:
al=(k—1k—=XNa+k—-—DAX1-=X)X+k-1)(k—-NI

+ (k=D = 1Dk —Na+ (k— 1)\ — DAX — Ak — 1)*(k — \)’w,

ouencore: al = (k—1)(k— A)[Aa+1— A(k—1)(k— Mw]. Par des calculs analogues
on vérifie les deuxieme et troisiéme relations du lemme, et les autres s’en déduisent
alors de celles-ci. |

En utilisant le lemme précédant on montre par des calculs élémentaires le lemme
suivant.

Lemme 1.2 Pour tout triplet (a, b, c) de points distincts deux a deux de D on a :

(1)  a(bc) = (ab)e = Mk — 1)(k — M) [X — k(k — 1)(k — Mw] s’il w’existe aucun bloc
contenant a la fois a, b, et c.

(ii)

a(bc) = (ab)c = (k—1)(k=M)[A(1—p)X—=Ak—1)(k—p)w+(k—1)(L; + L, +- - -+1; )]

oily, li,, ..., 1 sontles blocs, lorsqu’ils existent, contenant a la fois a, b et c.

(iii)
alab) = a®b = (k—1)(k—=\)[A1=N)X+(k—1) (i, +L,+- - +1,) = A(k—1) (k= \)’w]

oili, by, ...l sontles X\ blocs passant par a et b.

Le lemme précédent montre que S muni de I'addition usuelle et de la multiplica-
tion définie ci-dessus est un anneau commutatif unitaire.
Dans la suite on posera :

ex =AX —k(k—1)(k—MNw] et eg=-AX+(k—-1DI+Ak—-1)k—-Nw

pour tout bloc I de D. On vérifie que cette famille posséde les propriétés suivantes.

Lemme 1.3 Pour tout point a de D et pour tout couple (I,m) de blocs distincts de D
ona:

elz = (k—1)*(k—N?e, ek = (k—1)*(k— \eyx,
ee, =0, eex=0, aeg=((k—1)(k—Neg

sia€lag=0siadl etaex = (k—1)(k— Nex.
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2 Représentation pleinement fidele de I’anneau S

Considérons I'application Z-linéaire v: S — Z"! tels que y(w) = (1,1,...,1), et
pour tout point a; de D :

y(ai) = (@))i1<j<v),
Ofla? =k-Dk—-Nsij=v+lou(j<veta €l;) eta’} = 0 sinon. On a alors
Y(X) = (xi<j<vrr oUxp = vk — 1)(k — A)setx; = (k— 1)(k — MNksij < v, et
pour tout bloc; de D :

y() = (ﬁ;)lgjgvﬂ ol B} =k—-1k—-Nksij=v+louj=i
et B;- = (k — 1)(k — A\) A sinon.
Soit maintenant a et b deux points distincts de D et soit I; , I;,, . .., [;, les A blocs

passant par a et b. Posons

v(ab) = (ch<j<vr1 et () +yy) +-- -+ vy = [dii<j<v-

Onadj = ksij=v+1louj € {iji...,in} etd; = Xsinon ; et puisque
y(ab) = M1 =Ny (X) + (k= 1) (vl +y(Iy) +- - - +5(1y)) = Ak—1) (k= X)*y(w),
alors :

i1 = M1=N) (k=1 (k=N v+(k—1)* (k=M k= A(k—1)(k—\)* = ((k—l)(k—)\)) ?
et pour tout j < v,
¢; = M1 = Mk — (k= Nk+ (k= D?(k = VA = 1) + k] = Mk — 1)(k — A)?
= (k= Dk=N)’
sije it iy ... ix} et
;=M1 - XNk—1Dk—Nk+ (k- DXk—= AN = AXk—1)(k—=N?=0

sinon. Cela montre que y(ab) = 7(a)y(b), de plus, il est clair que v(a?) = ~v(a)?,
donc v est un homomorphisme d’anneaux. D’autre part B;, qu'est la matrice de ~y
relativement a la base X U {w} de S et a la base canonique de Z**! est réguliere car
det(B;) = p"det(A;) = p”det(C) ou C est la matrice obtenue a I'aide de A; en
retranchant de sa derniére ligne le quotient de la somme des autres lignes par k, et
det(C) = (1 — %) det(A) # 0 (voir [2]). Par conséquent, 7y est une représentation
pleinement fidele de anneau S.
Dans la suite on posera A = (S).

Définition 2.1 Un sous-ensemble T de cardinal v+1 de S est dit distingué s’il vérifie
les deux conditions suivantes:

(a) Pour toutx € T, x*> = (k — 1)%(k — \)*x.
(b) Pour tout couple (x, y) d’éléments distincts de T, xy = 0.
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Lemme 2.2 Le sous-ensemble E = {ex, e, ey, ..., e} deS est lunique sous-ensem-
ble distingué de S.

Preuve Le lemme 1.3 montre que E est un sous-ensemble distingué de S. D’autre
part, si T est un sous-ensemble distingué de S, alors les conditions de la définition
précédente montrent que toutes les composantes de chaque élément de v(T) sont
nulles sauf une et une seule et celle-ci est égale a(k — 1)?(k — \)?, cela prouve 'unicité
de E. ]

Lemme 2.3 Soit E 'unique sous-ensemble distingué de S. Siv # 2k + letv # k+1
alors il existe exactement v éléments r de S vérifiant chacun les conditions suivantes:
i) card(E N Ann(r)) =v—k
(ii) Pourtoutx € E, x ¢ Ann(r) = rx = (k — 1)(k — A\)x.
De plus Pensemble de ces v éléments est exactement U'ensemble X des points de D.

Preuve Il suffit de faire la démonstration pour ’anneau A.

Les conditions (i) et (ii) du lemme montrent que chaque élément de E est de type
P10 (Cest-a-dire que toutes ces composantes sont nulles sauf exactement k + 1
d’entre elles, et celles-ci sont égale a p ou p = (k — 1)(k — A)). Le reste de la preuve
découle du lemme suivant. ]

Lemme 2.4 Siv # 2k + 1etv # k+ 1 alors les seuls vecteurs de A de type p*t10" %
(o0t p = (k — 1)(k — X)) sont les v premiers vecteurs lignes de la matrice B;.

Preuve Soit y un vecteur de type p**10" % de A il existe x;,x2, . . ., x,41 € Z tel que
y =x1U1 + U, + - + %, Uy o0 Uy, Uy, ..., Uy dénotent les vecteurs lignes
de la matrice B;y. x,4; est évidemment un multiple de p, donc si y* = % y alors y*

est un vecteur de type 1¥10"~% du sous-module du Z-module 7Z**' engendré par les
vecteurs lignes de la matrice A;. Notons z* 'élément de 7Z"*! tel que y* = z*A, et

posons y* = (y1,¥2,..., Yv+1) et 2" = (21,22, ..., 2,+1). Onaalors y,41 = Zi:ﬂ z
et ()’1,}’2, cee 7)/1/) == (217227 . aZv)tA + (ZV+17Z1/+17 e 7zv+1)- )

yy+1 est non nul. En effet, supposons le contraire et posons ¢ = > ._| z;.. Ona
alorsz,.; = —cet
(2.1) ri+cya+c,...,yp+0)=(z21,22,...,2)A.

D’autre part, on vérifie que pour tout (u4;);<i<y, (W;)1<i<, appartenant a Z*! tel que
(w;) = (u;)'A,ona:

(2.2) IZ:EW,‘ = ki U;
i=1 i=1

=V 1

(2.3) wf:(k—/\)zv:uiz+/\(

1 i=1 i

v

2
Mi) .

i 0
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En utilisant (2.1), (2.2), et (2.3), on obtient

(2.4) k+1=(k—v)c,
(2.5) (k=X 2 =@—=Nc+(k+1)2c+1)
i=1
et en utilisant (2.4) et (2.5) et la relationv = 1 + @ (voir [2]) on obtient

(k—\) ;zi(zi +1) = (c+ Dk+ 1)71.

k—X—1
K —
Notez que ¢ # —1; sinon v = 2k + 1, ce qui est impossible, donc ¢+ 1 < 0. Or
(k — )\)Zlez,-(z,- + 1) > 0, donc on doit avoir A + 1 > k;donck = A + 1 et par
suite v = k + 1 ; ce qui contredit les hypotheses.
Enfin, puisque y,4; = 1, alors z,4; = 1 — cd’ou

(2.6) (z1,22,--,z)A=(n+c—Ly+c—1,....y,+c—1).

Les relations (2.2) et (2.6) entrainent kc = k — v+ v¢, doncc = 1 d’our :

(2.7) (21,22, -, 20) A= V1, V25 -+, V)

Des relations (2.3) et (2.7) on obtient (k — \) sz z} =k — X donc sz =1
Par conséquent 3j € [1,v] tel z; = louz; = —1etVi # jz = 0, or pour tout

i € [Lvl;yi > 0doncz; = 1. Cela montre alors que y* (resp. y) est I'un des v
premiers vecteurs lignes de la matrice A; (resp. By). ]

Théoreme 2.5 Deux anneaux associés a deux designs symétriques dont les parametres
de chacun vérifient la condition v # 2k + 1 sont isomorphes si et seulement si ces deux
designs sont isomorphes.

Preuve Deux designs symétriques n’ayant pas le méme nombre de points sont asso-
ciés & deux anneaux non isomorphes puisqu’ils sont de rang différent en tant que
Z-modules.

Soit maintenant S 'anneau associé a un design symétrique de parametres (v, k, A)
tel que v # 2k+ 1. On peut supposer que v # k+1 car il n’existe (2 un isomorphisme
prés) quun seul design symétrique de parametres (k + 1,k,k — 1). Le lemme 2.2
montre que la base X U {w} du Z-module S peut étre identifiée parmi les bases
de S, mais une fois cette base identifiée, les blocs du design peuvent étre déterminés
movyennant les formules ex = A[X — k(k — 1)(k — Nw] eteg = —AX + (k— 1) +
Ak — 1)(k — Mw, ou {ex} U {e;, I € Y} est 'unique sous-ensemble distingué de
S. Par conséquent si deux designs symétriques de parametres vérifiant v # 2k + 1
sont associés a des anneaux isomorphes alors ces deux designs sont isomorphes. La
réciproque est évidente. [ ]

Remarque 2.6 La preuve du théoreme précédent ne s’applique pas aux designs
symétriques de Hadamard, c’est-a-dire dont les parametres vérifient v = 2k + 1. Des
exemples de tels designs sont donnés dans article [2].

https://doi.org/10.4153/CMB-2013-029-9 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.4153/CMB-2013-029-9

78 A. Grari

3 Algebre commutative unitaire associée a un design symétrique

Soit K un corps commutatif de caractéristique p ; et Sk le K-espace vectoriel de base
X U {w}. On définit dans Sk une multiplication de la maniére suivante : Pour tout

couple (a,b) de points distincts de S on pose : W = w, wa = aw = a, a> =
(k—1)(k—Naetab = 1—-N)X+(k— 1)L, +5,+-+1,) = AMk—1)(k—\)*w ou
i Ly, ..., 1;, sontles A blocs passant par a et b, et en étendant ensuite par bilinéarité

ces produits aux éléments de Sk. Sk est évidement une algebre commutative unitaire.

Théoreme 3.1

(i)  Sip nedivise pas (k — 1)(k — X) alors Sk est une K-algébre semi-simple.

(ii)  Si p divise (k — \) et p ne divise pas (k — 1) alors Sk est une K-algebre locale dont
Pidéal maximal est engendré en tant que sous-espace vectoriel de Sk par la famille
formée des points de D.

Preuve (i) Soit E = {ex,en,en,...,e,} lunique sous-ensemble distingué de S.
Le lemme 1.3 montre que la famille formée de I’élément éx = p%ex et des éléments

é; = p—lzeli, (i € [1,v]) est une famille d’idempotents orthogonaux deux a deux. De

plus, éx + sz é1; = w, donc Sk est une algebre semi-simple.
(ii) On remarque que pour tout élément x de I'idéal de Sk engendré par la famille
des éléments de X ona (w + x)? = w. [ |

4 Une caractérisation des géométries projectives finies

Soit D un design symétrique de parametres (v, k, A). Supposons que D est une géomé-
trie projective finie ; alors il existe un entier g qui soit une puissance d’'un nombre
premier et un entier m > 2telsquev = 1+q+¢q*+---+q" etk = v — g™ et
A = k—qg" 1. Soient alors a et b deux points distincts de D et soient I;,, I;,, . . ., ;, les
Ablocs passant paraetb. Onadans S: a*> = g™ \aet ij i, = (A=q" ") X+q" ",
ou [ est la droite de D joignant a a b ; donc ab = A" '(l — \q"w). Cela montre
que si D est une géométrie projective construite a partir du corps GF(q) alors il est
possible d’utiliser les relations ab = | — qw, a*> = qa, w?* = w, wa = aw = a pour
définir une multiplication dans le module ZX“{“} et obtenir un anneau commutatif
unitaire. S en est alors un sous-anneau.

Réciproquement, étant donné un design symétrique G de parametres (v, k, \) tel
que \ divise k — 1. Si dans le module libre R = 7X{<} on définit une multiplication
en utilisant les formules ab = | — qw, a*> = qa, W? = w,wa = aw = aol g = %;
obtiendra-t-on un anneau?

Supposons que R est un anneau ; et considérons trois points a, b, et ¢ de G qui
soient distincts deux adeux et non alignés.

Sily,h,... I (resp. (my, my, ..., m)) représentent les droites de D passant par
a (resp. par c) et rencontrant la droite (bc) (resp. (ab)) alors; de (ab)c = a(bc);
on déduit Y .1k —ga —sqw = S m; —qc — qtw; dous =t = q+ L.
Par conséquent chaque droite de G contient exactement Z:i points; donc, d’apres
le théoreme de Dembowski—-Wagner [2, Théoréme 1-7] on conclut que G est une
géométrie projective. D’oti le théoreme.
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Théoréme 4.1 Soient G un design symétrique de parametres (v, k, A) tel que \ divise
k — 1 et A une matrice d’incidence de G. Avec q = k;/\l; les deux propositions suivantes

sont équivalentes.

(i) G est une géométrie projective.
(i) La multiplication définie dans 7X°1“} a Paide des formules a> = qa et ab = 1—qu,
oir | est la droite joignant a a b, est associative.
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