FIBRES HOLOMORPHES SUR
UN TORE COMPLEXE

YOZO MATSUSHIMA

1. Introduction

Le probleme de classifier les fibrés vectoriels holomorphes sur une variété
complexe M a été résolu récemment dans les deux cas suivants: 1) M est la
sphére de Riemann (Grothendieck [4]), 2) M est une courbe elliptique (Atiyah
[2]). Mais si la dimension complexe de M est > 1, nous ne connaissons
presque rien de ce probléme, sauf le cas ou la dimension complexe de fibre est
égale a 1.

Nous nous proposons ici d’étudier quelques propriétés des fibrés vectoriels
holomorphes sur un tore complexe qui possédent une connexion holomorphe.
Nos résultats nous conduirons a la classification de tels fibrés dans le cas ou
la dimension complexe de fibre est égale a 2 (Théoréme 4): II y a une corre-
spondance biunivoque bien déterminée entre les classes de tels fibrés
indécomposables et la variété T'" x P"7, ott T'" désigne la variété de Picard
de la base (la base étant un tore complexe de dimension complexe z) et ou
P"™! désigne l'espace projectif complexe de dimension complexe n— 1. Notons
ici que la condition qu'un fibré vectoriel holomorphe posséde une connexion
holomorphe est équivalente, 1) si la base est de dimension complexe 1, a la
condition que ce fibré se définit par une représentation du groupe fondamental
de la base et, 2) si la base est une variété kaehlerienne compacte et si la
dimension de fibré est égale a 1, a la condition que sa classe de Chern est
nulle.

Notre méthode est essentiellement différente de celle de Atiyah [2]. Ily a
de difficultés d'étendre la méthode de Atiyah dans le cas ou la base est un
tore complexe de dimension complexe >1. La base de notre étude est le

théoréme 1 qui dit: Un fibré principal holomorphe sur un tore complexe pos-
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séde une connexion holomorphe si et seulement s'il est homogéne. Ici on dit
qu’un fibré principal holomorphe est homogene si son groupe d’automorphismes
(qui est de Lie complexe d’aprés Morimoto [7]) est transitif sur les fibres.
Ce théoreme sera utilisé pour traiter les questions relatives a la décomposition
en facteurs indécomposables (Théoréme 2, Corollaire) et a la réduction du
groupe structural (Théoréme 3). Comme un corollaire du théoréme 3 nous
verrons que les fibrés vectoriels holomorphes sur un tore complexe admettant
une connexion holomorphe sont topologiquement triviaux. Le théoréme 4 cité
au-dessus résulte du théoréme 3.

Nous notons que Murakami [8] a obtenu, par une méthode trés voisine
de la nitre, des résultats intéressants sur les fibrés holomorphes sur un tore
complexe, de groupe structural abélien, qui possédent une connexion holomorphe.

Jai tiré profit de plusieurs discussions avec A. Morimoto sur les questions
traitées ici, je tiens a ’en remercier.

2. Notations. Rappel des résultats.

A. Fibrés holomorphes et connexions holomorphes. Soit P(M, U, n) un
fibré principal holomorphe de base M, de groupe structural U et de projection
7. Soit I une connexion différentiable sur le fibré P(M, U, =).” Désignons
par T l'espace tangent de P au point x. Soit Q. le sous-espace horizontal de
T. défini par la connexion I Soit w la forme de connexion de I On dit
que la connexion I est de type (1, 0) (resp. holomorphe) si la forme v est de
type (1, 0) (resp. holomorphe) par rapport a la structure complexe de P. Soit
Ir le tenseur sur P définissant la structure complexe de P. On voit alors que
la connexion I" est de type (1, 0) si et seulement si 'on a Ir*Q: C @, pour
tout ¥ P. Chaqu’'une des conditions suivantes est nécessaire et suffisante
pour qu'une connexion I" de type (1, 0) soit holomorphe:

1) Pour tout champ de vecteurs holomorphe X défini dans un ouvert de

P la composante horizontale X de X relative a2 I" est holomerphe.

I* Pour la notion de connexion dans un fibré nous suivons Nomizu [9]. Pour la
théorie générale de la connexion holomorphe, voir également Atiyah [1]. Dans tout ce
qui suit les variétés considérées seront supposées vérifiant le second axiome de dénom-
brabilité. Pour un groupe de Lie G, ceci signifie que le nombre des composantes connexes
de G est dénombrable.
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2) Pour tout champ de vecteurs holomorphe X défini dans un ouvert de
M le relevement X* de X relatif a /° est holomorphe.”

Un homomorphisme d'un fibré holomorphe P'(M, U, =') dans un fibré
holomorphe P(ﬂf: U, n) est défini par une application holomorphe « de 7’ dans
P et par un homomorphisme holomorphe a de U’ dans U tels que ='(x")
=x(al(x)), alx'+a') =alx') *a(a') pour tout ¥ Pet a'c U

Soit maintenant P'(M, U’', =') un fibré holomorphe et soit « un homo-
morphisme holomorphe de U' dans un groupe de Lie complexe U. Soit P(},
U, n) le fibré principal holomorphe associé & P'(M, U’, ') par 'homorphisme
a ; P est l'espace quotient de P’ x U par la relation d’équivalence, (¥, b)~
(¥'a, ala)'*b) (WEP, beU, @ €U'). On voit quun fibré holomorphe
P(M, U, n) est associé a P (M, U', »’) par un homomorphisme holomorphe
de U’ dans U si et seulement §'il existe un homomorphisme de P'(A, U', =)
dans P(M, U, =).

Soit « un homomorphisme d'un fibré holomorphe P'(M, U7, =') dans un
fibré holomorphe P(M, U, =) et soit 7 un connexion différentiable sur #.
Alors « et I'" définissent une connexion a7’ sur P ([9], p36). On vérifie
sans difficulté que si I est holomorphe, a* I Uest aussi. Par suite si le fibré
holomorphe P(M, U’, =') posséde wune connexion holomorphe, tout /[fibré

holomorphe associé a P'(M, U, =') en posséde une.

Notations. Dans tout ce qui suit nous utiliserons les notations suivantes.
C*: Le groupe multiplicatif des nombres complexes =0, C: Le corps des

nombres complexes, R: Le corps des nombres réels.

Remargue. Pour un fibré principal holomorphe P(M, C*, n) sur une variété
k#hlérienne compacte M, de groupe structural C* les trois conditions suivantes
sont équivalentes. 1) P posséde une connexion holomorphe, 2) la classe de
Chern de P est nulle, 3) P est topologiquement trivial. Par suite les classes
d’équivalence de fibrés sur M, de groupe structural C*, qui contiennent des
fibrés possédant une connexion holomorphe constituent la variété de Picard de
M (cf. Kodaira and Spencer [6]).

? Les notions de la composante horizontale et du relévement d’un champ de vecteurs
ont été définies dans [9] seulement pour les champs de vecteurs réels. On étend ces
notions pour les champs de vecteurs complexes par linéarité.
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B. Automorphismes d’'un fibré holomorphe. Soit P(M, U, =) un fibré
holomorphe. Un automorphisme f de P(M. U, =) est un automorphisme de la
variété complexe P tel que f(x-a) = f(x)+a pour tout x& P et a€ U. Soit
F(P) le groupe d’automorphismes de P(M, U, »). Si la base M est compacte,
F(P) se munit d'une structure d'un groupe de Lie complexe telle que l'application
canonique de F(P) x P dans P définie par (f, x) - f(x) soit holomorphe.”
L’algébre de Lie {(P) de F(P) s’identifie avec I'algébre de tous les champs de
vecteurs holomorphes X sur P tels que R.+ X = X pour tout ¢ U, ot R, désigne
la différentielle de la translation 4 droite R, de P par a& U (Morimoto [71).
La structure complexe de l'algeébre f(P) est définie en posant y—1 X = Ir* X
pour tout X & {(P), ot Ir désigne le tenseur définissant la structure complexe
de P. Soit A(M) le groupe d’automorphismes de la variété complexe et
compacte M. A(M) se munit d’'une structure d'un groupe de Lie complexe et
I'algebre de Lie a(M) de A(M) s’identifie avec l'algébre de tous les champs de
vecteurs holomorphes sur M. Il existe un homomorphisme holomorphe = de
F(P) dans A(P) tel que (znf)(n(x)) = =(f(x)) pour tout x & P. Soit «'
I’'homomorphisme induit de {(P) dans a(M). Alors pour tout X & {(P), n'(X)
est égal & la projection sur M du champ de vecteurs Xe{(P). (Remarquons
que tout champ de vecteurs X dans f(P) est projetable sur M, car R+ X = X
pour tout e U.)

Considérons maintenant le cas U = GL(m, C). Soit E le fibré vectoriel
holomorphe de fibre C™ associé au fibré holomorphe P(M, GL(m, C), ). Pour
tout #€ M désignons par E, la fibre de E au-dessus de #. Un automorphisme
J du fibré vectoriel E est un automorphisme de la variété complexe E satisfaisant
aux conditions suivantes.

a) Il existe un automorphisme f de la base M (qui sera appelé la projection
de 1) tel que f(E,) = Ejw) pour tout z& M.

b) La restriction de f a la fibre E. est une application linéaire de E. sur
E7 ., pour tout uE M.

Soit F(E) le groupe d’automorphismes de E. Nous allons montrer que I'on
peut identifier F(E) avec F(P). L’espace E est le quotient de P x C™ par la
relation d’équivalence (x, 2)~(x+a, @'+ 2) (x€ P, 2€C™, aeGL(m, C)). Soit

%) Le groupe F(P) satisfait au second axiome de dénombrabilité,
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o la projection canonique de Px C™ sur E. Soit f€ F(P). f étant un automor-
phisme du fibré P, on peut définir une application /" de E sur lui-méme par
folx, ) = of(x), &) (xE P, € C™). On vérifie facilement que f' est un
automorphisme du fibré vectoriel £ et que la projection de f' est égale a la
projection f de /. De plus, I'application §: F(P)- F(E) définie par 6(f) = /'
est un isomorphisme du groupe F(P) dans le groupe F(E). Soit, réciproquement,
/' un automorphisme du fibré vectoriel £. Pour tout x& P fixé, il existe y& P
tel que f"(o(x, £)) = o(y, &) pour tout £&C™ Posons f(x) =y. On voit alors
que f est un automorphisme de P(M, GL(m, C), =) et que 0(f) =s'. Par

conséquent # est un isomorphisme de F(P) sur F(E).

C. Tores complexes. Nous désignons dans tout ce qui suit par 7" un
tore complexe de dimension complexe n. On identifie 7" avec un sous-groupe
du groupe d’automorphismes A(T”) de la variété complexe 7"  On sait que
T" coincide avec la composante connexe de I'élément neutre de A(T").

Soit T" = A/II, o A est un espace vectoriel complexe de dimension com-
plexe » et ou I est un sous-groupe discret de A de rang 2n. On peut
considérer A comme un espace vectoriel réel de dimension réel 2» que l'on
désigne par A,. La structure complexe de A est définie par un automorphisme
J de Ao tel que J*= — I, ou I désigne I'automorphisme identique de A,.  Soit
maintenant H(T”", Z) (resp. Hi(T", R)) le groupe d’homologie de dimension
1 & coefficients entiers (resp. a coefficients réels). Il existe un isomorphisme
canonique ¢ de IT sur Hi(T” Z). ¢ est défini comme suit: soit a€ IT et soit
C. une courbe joignant 0 et @, 0 étant l'origine de A.,. Soit C¢ la courbe
fermée de T projection de Co.  Alors ¢(a) est la classe d’homologie de T
contenant le cycle Ci.. Les espaces vectoriels Ao, et H(T", R) sont engendrés
sur R respectivement par II et par H,(T", Z). On peut donc prolonger ¢ a

un isomorphisme ¢ de l'espace vectoriel A, sur l'espace vectoriel H\(T”, R).

Soit maintenant » une l-forme holomorphe sur 7" et soit L. (c) =j w pour
tout ce Hi(T", R). Soit L,=L!,>¢. L, est alors une forme linéaire Csur Ao
a valeurs complexes. Nous allons montrer que L. est une forme linéaire sur
A, c'est-a-dire que 'on a L,(Jx) = V-1 L,(x) pour tout x&€ As. Soit z1, . . ., 2n
un systeme de coordonnées complexes de A. Soit 2 l'espace vectoriel complexe

de dimension complexe 7 de toutes les l-formes holomorphes sur 77" Il existe
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une base wy, ..., w, de 2 telle que p*cwr =dzi(k =1, ..., n), ou p designe
la projection canonique de A sur T”. Il suffit alors de montrer que L., (Jx)

=vy-1 L,.(x) pour tout x& A, et pour k=1, ...,n  Soit (a4, ..., @) un

systeme de générateurs de 1. Alors (ay, . . . , @) est une base de Ao,. Alors
a; 2n

L,.(a) =§ = so dzr = zi(a;). Soit x € A, et soit x = D 7i*ai, i€ R. On
ela; i=1

a alors L, (x) = ::}2_.: 7:iL.(a;)) = j}i 7i*zilai) = zx(x).  Par suite, L., (Jx) = 2:(Jx)
V=1 zx(x) =¥ =1 L,(%). On a ainsi démontré que L., est une forme linéaire
sur A. Il est clair que L, = 0 si et seulement si v = 0. Il en suit que l'ap-
plication w- L., définit un isomorphisme de 2 sur le dual A* de A.

3. Fibrés homogtnes et connexions holomorphes

Nous utiliserons dans tout ce qui suit les notations suivantes. P(M, U, n)
désigne un fibré principal holomorphe de base M compacte, de groupe structural
U et de projection =.  Fy(P) (resp. AJ«(M)) désigne le plus grand groupe
connexe d’automorphismes du fibré holomorphe P(M, U, =) (resp. de la variété
complexe M). Si M=T" on a AM)=T"(cf. 2. C).

3.1. Un fibré P(M, U, ) est dit homogéne, si Fo( P) est transitif sur les
fibres; pour toute couple des points (u;, %) de M, il existe un f &€ Fy(P) tel
que f(7 (1)) = n"(uz). Dire que le fibré P(M, U, =) est homogéne revient a
dire que l'image =+ Fy(P) de Fo(P) dans Ao(P) est transitive sur M. La
variété M doit étre donc homogéne complexe. Le but de ce paragraphe est
la démonstration du théoréme suivant.

TuéoreME 1. Un fibré principal holomorphe sur un tore complexe est

homogeéne si et seulement s'il posséde une connexion holomorphe.
3.2. Démontrons d’abord la proposition suivante (cf. [7]).

ProposiTION 3.1. Supposons que le fibré P(M, U, n) ait une connexion
holomorphe et que le groupe Ao M) soit transitif sur M. Alors le fibré
P(M, U, =) est homogeéne.

Désignons par a(M) l'algebre de Lie des champs de vecteurs holomorphes
sur M. a(M) est l'algebre de Lie de Ao(M)., Soit X&€ a(M) et soit X* le
relevement de X relatif 4 la connexion holomorphe I" sur P.  Alors le champ
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de vecteurs X est holomorphe (cf. 1. A) et Ri* X* = X* pour tout aeU. Par
suite X™ appartient a l'algebre de Lie j(P) de Fy(P) (cf. 1.A) et on a »'+ X*
=X Ilen résulfe que 'homomorphisme n: Fo( P) > A,( P) est surjectif. Puisque
I'on a supposé que Ay (P) est transitif sur M, Fy(P) est transitif sur les fibres.
Le fibré P(M, U, =) est donc homogéne.

Supposons maintenant que le fibré P(M, U, =) soit homogeéne. Choisissons
un point %, € P et soit u = 7(%). Soit B le sous-groupe de Fy(P) constitué
par les éléments f& Fy(P) tels que f(x))En (uy). Il est chair que B est fermé
dans Fy(P). On va montrer que B est un sous-groupe complexe de Fy(P).
Soit, en effet, b la sous-algébre de {(P) correspondant 2 B. Un champ de
vecteurs X € {(P) appartient a b si et seulement si X est tangent au fibre
7 up). Puisque 7~'(uo) est une sous-variété complexe de P, si X est tangent
a n Nuy), Ir+ X l'est aussi. On a ainsi Ir+b C b et ceci montre que b est une
sous-algébre complexe de f(P) et par suite B est un sous-groupe complexe de
Fy(P).

Soit maintenant b&B. Puisque b(%)Ex () il existe un et un seul
élément @(b) de U tel que b(xo) = xo°@(b). On vérifie facilement que l'ap-
plication & de B dans le groupe structural U est un homomorphisme holomorphe
de B dans U (cf. Wang [10]).

D’autre part, Fy(P) étant transitif sur les fibres, on peut identifier la base
M avec l'espace homogene complexe Fo(P)/B par la correspondance f(mod B)
>7(f) (#). Considérons le fibré principal holomorphe Fo(P) (M, B, p), b
désignant la projection canonique de Fy(P) sur M = Fil P)/B.  Soit & I'ap-
plication holomorphe de Fy(P) dans P définie par @(f) = f(%). On voit alors
que l'application @: Fo(P) » P et 'homomorphisme a: B — U définissent un
homomorphisme du fibré Fo(P) (M, B, ) dans le fibré P(M, U, =). Le fibré
P(M, U, n) est donc associé au fibré Fo(P) (M, B, p) par 'homomorphisme
holomorphe & de B dans U.

Supposons maintenant que la base M soit un tore complexe 7”. On va
montrer que B est un sous-groupe invariant de Fy(P). En effet, un élément s
de F,(P) appartient a B si et seulement si (7f) (%)) = u,. Puisque T" = A.(T")
est simplement transitif sur 7" et que nf& A(T”), cette condition est
équivalente a la condition =/ =1. Par suite B est égal au noyau de I'nomo-

morphisme =: Fo(P) - Al(T") = T" et B est donc un sous-groupe invariant de
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Fo(P). Remarquons que l'on a n+F(P)=T". En effet, =+ F,(P) est contenu
dans T” et transitif sur T”. 1l en résulte immédiatement que =+ Fo(P) = T".
Soit maintenant G le radical de Fy(P). G est, par définition, le plus grand
sous-groupe invariant, résoluble et connexe de Fy(P). G est un sous-groupe
complexe de Fo(P). Puisque T est abélien, I'image dans 7" d'un sous-groupe
semi-simple connexe de F,(P) se réduit a I'élément neutre. Il résulte de 1a et
du théoréme de Levi dans la théorie des algébres de Lie que 'on a #(G) =T".
Soit B=GNB. Alors B est un sous-groupe invariant, fermé et complexe de
G et on a G/B=Fy(P)/B=T" Soit j 'application identique de G dans Fo(P).
Alors l'application holomorphe « = &°j de G dans P et 'homomorphisme
holomorphe a« =&°j de B dans U définit un homomorphisme du fibré principal
holomorphe G(T”, B, p) dans le fibré P(T”, U, r). Par suite le fibré homogéne
P(T" U, =) est associé au fibre G(T", B, p). Nous donnons ici la définition
suivante. Soit G un groupe de Lie complexe, résoluble et connexe et soit B
un sous-groupe invariant, fermé et complexe de G tel que le groupe quotient
G/B soit isomorphe 2 un tore complexe T". Soit « un homomorphisme
holomorphe de B dans un groupe de Lie complexe U. Soit P(T, U, n) le fibré
socié au fibré G(T", B, p) (p étant la projection canonique de G sur G/B=T")
par 'homomorphisme « de B dans U. Le fibré ainsi défini sera appelé de type

résoluble.
Il résulte de cette définition et de ce que nous avons déja démontré la

proposition suivante.

ProrosiTiON 3.2.  Tout fibré homogéne sur un tore complexe est de tvpe

résoluble.

Soit maintenant G un groupe de Lie complexe et connexe et soit B un
sous-groupe invariant, fermé et complexe de G. Soit M = G/B et soit p la
projection canonique de G sur M. Nous allons montrer que le fibré principal
holomorphe G(M, B, p) posséde une connexion holomorphe. Nous identifions
l'algébre de Lie 4 de G avec l'espace tangent de G a I'élément neutre de G.
Soit b V'idéal de 9 correspondant au sous-groupe invariant B de G. Puisque B
est un sous-groupe complexe, b est un sous-espace complexe de §. Soit m un
sous-espace complexe de § tel que §=m+Db, mMNb=(0). Soit gEG et soit Vg

le sous-espace de tous les vecteurs verticaux de 'espace tangent 7, au point g
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(Un vecteur X & Ty est dit vertical si la projection p'+X est nulle). On a
alors Vg=Lg*b, ou Ly désigne la translation & gauche par g. On va montrer
que Vg= Rg*b, Ry désignant la translation a droite par g. En effet, on a R;+b
=Rg+Lg"Lgi b=Lg+ad g '+b. Puisque b est un idéal de 4, on a ad g '*b=5b
et par suite Rg*b=Lg b=V, Posons Qz=Rg-m. On a alors Ty = R.3=0Q,
+ V, (somme directe) et Qgn = RyQ¢. Le champ de sous-espaces ¢- ¢q définit
alors une connexion /” sur le fibré G(M, B, p). 1l est facile de voir que I est
une connexion holomorphe. Le fibré G(M, B, p) posséde ainsi une connexion
holomorphe. Comme nous l'avons déja dit au 2. A, tout fibré associé a un
fibré admettant une connexion holomorphe posséde lui-méme une connexion

holomorphe. Il en résulte la proposition suivante.

Prorosition 3.3.  Tout fibré sur T" de tvpe résoluble posséde une connexion

holomorphe.

Le théoréme 1 résulte immédiatemen des propositions 3.1, 3.2 et 3.3.

3.3. Soit P(M, U, =) un fibré holomorphe. Soit .7 le revétement universel
de M et soit IT le groupe fondamental de M. Nous dirons que le fibré
P(M, U, =) se définit par une représentation du groupe fondamental /7 de M
s'il est associée au fibré principal holomorphe A(M, 71, p) par un homo-
morphisme de /T dans U. Atiyah [1] a montré que P(M, U, =) est défini par
une représentation du groupe fondamental de A si et seulement si P47, U, =)
posséde une connexion holomorphe intégrable (Une connexion est dite intégrable
si sa forme de courbure est nulle).

Soit maintenant P(T", U, =) un fibré homogeéne sur un tore complexe 7.
On voit facilement que la condition suivante est nécessaire et suffisante pour
que P(T7", U, =) soit définie par une représentation du groupe fondamental de
T": Sous les notations introduites au 3.2, il existe un sous-groupe abélien,
connexe et complexe A de Fu(P) tel que ANB soit discret et que Fy( P) = A+B.

En particulier si Fy( P) est lui-méme abélien, le fibré homogene P(T", 1J, =)
est défini par une représentation du groupe fondamental. La proposition

suivante est due a Murakami [8].

ProposiTiON 3.4. Soit P(T”, U, =) un fibré homogéne sur T". Sile groupe

structural U est égal & C* ou égale a C, le groupe F.\P) est abéliecn et par
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suite dans ces deux cas P\T", U, n) est défini par une représentation du groupe
fondamental de T".

Nous démontrons maintenant deux propositions qui seront utilisées au 5.
La proposition suivante est connue dans le cas ot T est une variété abélienne.

ProrosiTiON 3.6. Seit P(T", C* n) un fibré possédant wune connexion
holomorphe.  Alors il est défini par une représentation unitaire du groupe
fondamental de T".

Soit T" = A/II, ou A est 'espace vectoriel complexe de dimension complexe
n et ot 71 est un sous-groupe discret de rang 2n. II est isomorphe au groupe
fondamsntal de T".  Soit I' le groupe multiplicatif des représentations du
groupe I7 dans C*. Soit Iy le sous-groupe de I' des représentations unitaires
de 77 dans C*. Soit r le sous-groupe de I' de tous les éléments € [ tels que
u(a) = exp L(a) pour tout g€ 7, oit L est une forme linéaire sur A. On sait
que l'on a I'=1I, xr (Weil [11], §4). En vue de la proposition 3.4, pour
démontrer la proposition 3.5, il suffit de montrer que le fibré qui est défini par
une représentation dans y est trivial. Soit donc z&ry. 1l existe alors une
forme linéaire L sur A telle que x(a) = exp L(a) pour tout a€Il. Soit ¢
I’isomorphisme canonique de 7 sur Hi\(T" Z) (cf. 2.C). Il existe une I-forme

holomorphe w sur T" telle que L(a) =S » pour tout a€ JIT. Soit p la

(@)
projection canonique de A sur T" et soit f(x) = S:p* ‘w, x€ A. On a alors
flx+a)=f(x)+L(a) pour tout x = A et acII. Soit #(x) = exp f(x). Alors
O est une fonction holomorphe sur A telle que @(x) =0 pour tout xEA et que
O x+a) = 0(x) ula) pour tout x A et acs 1. Soit P(T", C* =) le fibré
défini par la représentation p de I7. L’espace P est le quotient de A x C" par
la relation d’équivalence (x, ¢)~(x+a, ula) ™ g) (x€ A, ¢&C*, a=II). Soit
o la projection canonique de A x C* sur P. On peut définir une application
holomorphe ¥ de P sur T" x C* par ¥(p(x, ¢)) = (p(x), @(x)+0) (xE A, sEC*).
L’application ¥ est biunivoque et elle définit un isomorphisme du fibré P(7T",

-

C* =) sur le fibré trivial. La proposition 3.5 est donc démontrée.

ProposiTION 3.6.  Soit P(T", C* =) un fibré possédant une connexion
holomorphe et soit E le fibré vectoriel de fibre C associé & P(T”, C* n). Sile

fibré vectoriel E posséde une section holomorphe non nulie, E est trivial.
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D’aprés la proposition 3.5, E est le fibré de fibre C associé au fibré
A(T?", 11, p) par une représentation unitaire « de /T dans C*. E est l'espace.-
quotient de A x C par la relation d’équivalence (x, 2) ~ (x+ a, ala)™'+¢)
(x€ A, 2€C,ae 1I). Une section holomorphe s 0 de E détermine une
fonction holomorphe f sur A, f=£ 0, telle que f(x) = a(a)*f(x + a) pour tout
xEA et ac7l. On a alors |f(x)|=1f(x+a)]. 1l en résulte que / est bornée
et par suite f est constante: f(x) =, /o 0. On a alors f; = a(a)*f, pour
tout aE IT et par suite a =1. Il en résulte immédiatement que le fibré E est

trivial.

4. Décomposition en facteurs indécomposables

4.1. Soit P(M, GL(m, C), ) le fibré principal holomorphe de groupe
structural GL(m, C) et soit E le fibré vectoriel holomorphe de fibre C™ associé
a P(M, GL(m, C), ). Nous dirons que le fibré vectoriel E posséde une
connexion holomorphe (resp. E est homogeéne) si P(M, GL(m, C), =) en posséde
une (resp. P(M, GL(m, C), =) est homogéne).

Dans ce paragraphe nous démontrons le théoréme suivant.

THrEOREME 2. Soit E un fibré vectoriel holomorphe sur une variété compacte
et connexe M et soit E=E® ... & Ey une décomposition de E en facteurs

indécomposables. Alors E est homogéne si et seulement si chaque facteur l'est.
Il résulte des théorémes 1 et 2 le corollaire suivant.

CoroLLAIRE. Soit E un fibré vectoriel holomorphe sur un tore complexe
et soit E=FE ® ... ® Er une décomposition de E en facteurs indécomposables.
Alors E posséde une connexion holomorphe si et seulement si chaque facteur en

posséde une.
4.2. Rappelons d’abord la proposition suivante due & Atiyah [3].

ProposiTiON 4.1. Soient E=E,® ... ®E; et E=E® ... ®E deux
décompositions de E en facteurs indécomposables. On a alors k=1 et il existe

une permutation o de (1, ..., k) telle que E;=E5, pour i=1,2, ...,k

Remarque. Sous les notations dans la proposition 4.1, il est clair qu'il
existe un automorphisme g de E (cf. 2. B) tel que 1) g* E; = E3;, pour = 1,
. ..,k 2) laprojection de g sur la base est 'automorphisme identique de la base.
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LEMME 4.1. Soit E un fibré vectoriel sur M de fibre C™ et soit Ei un
sous-fibré vectoriel de E. Soit f un automorphisme de E. Alors f(E\) est aussi

un sous-fibré wvectoriel de E.

D’aprés la définition d'un sous-fibré vectoriel de E, il existe un atlas
{¢;, Uitie: de E et un sous-espace complexe F; de C™ tels que 1) les fonctions
de changement s;;(4, j& I) satisfont a la condition s;(#)«FiC Fi pour tout
ucsUNUj, 2) E= iléllf,fi(Uz X Fp).

Soit f la projection de f (cf. 2. B). Définissons les applications ¢{: f(U))
x C™ - =z Hf(U:)) (z étant la projection de E sur la base) comme suit:
e Flu), 2) =fl¢iu, 2)) (ueU;, 2eC™). 1l est facile de voir que {¢}, F(U:) bier
est un atlas de E. Les fonctions de changement de cet atlas, s!,: F(I:) NF(Uj)
- GL(m, C), sont telles que s},(/(u)) = s;;(z) pour tout u€ U;NU;. Par suite
on a s,(»)FiCF; pour tout v&/(U) NF(U;). De plus, on a f(E) Z/Ul‘f:(f(lji)
* F). f(E;) est donc un sous-fibré de E. -

Le iemme suivant est facile a démontrer.

LEMME 4.2. Soient E; et E. deux sous-fibrés vectoriels de E et soit f un
automorphisme de E. Alors

a) si E\=Es, on a f(E)=fE),

b) si E=E®E, on a E=fIE)DNE),

¢) si E est indécomposable, f(E\) I'est aussi.

LemME 4.3.  Soit 0 un homomorphisme d'un groupe de Lie connexe C dans
un groupe fini H. Alors 8 est Uapplication constante de G sur U'élément neutre
de H.

Soit, en effet, » 'ordre de H et soit N le noyau de 'homomorphisme 6.
On a alors g"& N pour tout g€G. Soit x(¢) (— o <#< + ) un sous-groupe
a un paramétre de G. On a x(f) = x(¢/n)” pour tout ¢ et par suite N contient

tout sous-groupe a un parameétre de G. Puisque G est connexe, ceci implique
N=G.

Démonstration du théoréme 2.  Soit E un fibré vectoriel holomorphe sur
M compacte et connexe, de fibre C” et soit P(M, GL(m, C), =) le fibré
principal associé 4 E. Nous identifions, comie au 2. B, le groupe d’'automor-

phismes de P(M, GL(m, C), =) avec celui de E. Soit E=FE® ... @E,‘u@Ef@
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P EL® ... ®E® ... ®E, une décomposition de E en facteurs
indécomposables.  Supposons que E}:’;Ef(i =1,...,r; L1=1...,n) et
que E,’ FENix k).  Soit P} le fibré principal associé a E;.  Soit maintenant
Fy(P) la compoéante connexe de l'élément neutre du groupe F(P) = F(E) et
soit fEFy(P). On a alors E=f(E}) ® ... ®f(Er.) et chaque sous-fibré f(E})
est indécomposable. De plus, f(E)) =f(E}) et f(EY) = f(Ef) (i = k). Dapres

la proposition 4.1, il existe une permutation ¢r de (1, ... ,7) telle que f(E}:)
EYG=1,...,r; j=1,...,m). 1l est facile de voir que /- os est un
homomorphisme de Fy,(P) dans le groupe de permutations de (1, ....7).

Il résulte du lemme 4.3 que or=1 pour tout f€ F(P). On a donc montré que
f(E});’E} pour tout f& Fyo(P). Daprés la remarque a la proposition 4.1, il
existe un automorphisme g de E tel que g'f(E}'-) = E;(i =12, ...,7, j=1,

., ;) et que la projection de g sur la base M soit 'automorphisme identique
de M. Soit fi; la restriction de g+f au sous-fibré E.  Alors fij est un
automorphisme du fibré E} et la projection de fi; sur M est égal a celle de f.
Soit F(P%) le groupe d’automorphismes du fibré P', Il résulte de ce que nous
avons montré et du 2. B que =+ F(P5) D+ F(P). Supposons maintenant que
le fibré vectoriel E est homogeéne. Alors =« Fo( P) est transitif sur M et par
suite 7+ F' (P}) est aussi transitif sur M. Puisque l'on a supposé que M set
connexe, rr‘Fo(Pj‘) est transitif sur M. Les fibrés vectoriels EF sont donc

homogeénes. La réciproque est triviale et le théoréme 2 est donc démontré.

5. Réduction du groupe structural

Dans ce paragraphe et dans le paragraphe qui suit nous utiliserons les

notations suivantes. T désigne un tore complexe de dimension complexe 7.

H(T" wm): Lensemble des fibrés principaux holomorphes sur T" de groupe
structural GL(m, C).

H(T" m): Lensemble des classes déquivalence de fibrés dans H(T", m).

E(T", m): L'ensemble des fibrés principaux holomorphes sur T" de groupe
structural GL(m, C) qui sont indécomposables et qui possédent une connexion

holomorphe.

41 On a utilisé ici le fait suivant: Si un groupe de Lie G opére transitivement sur
une variété connexe M et si G et M satisfont au second axiome de dénombrabilité, alors
la composante connexe de 1’4lément neutre de G est aussi transitive sur M.
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E(T", m): Le sous-ensemble de H(T", m) des classes qui contiennent des
fibrés dans E(T", m).
N(m, C): Le sous-groupe de GL(m, C) des malrices de la forme
1
1 *
0

1

Soit N'(T”", m) 'ensemble.des fibrés principaux holomorphes sur T” de groupe
structural N(m, C) admettant une connexion holomorphe. L’application
identique j de N(m, C) dans GL(m, C) induit une application j de N'(T", m)
dans H(T", m). Tout fibré dans j+ N'(T", m) posseéde une connexion holomorphe.

N(T”, m): L'ensemble des fibrés dans j* N'(T", m) qui sont indécomposables ;
N(T”, m) = E(T", m)N\j* N(T", m).

N(T", m): Le sous-ensemble de H(T" m) des classes qui contiennent des
fibrés dans N(T", m).

On a H(T*, m)DE(T", m)DN(T", m).

5.1. Le but de ce paragraphe est la démonstration du théoréme suivant.

TutoriME 3. L'application de E(T” 1) x N(T", m) dans H(T", m) définie

par (5, 7)) > £y donne une application biunivoque de E(T", 1) x N(T", m) sur
E(T" m).

CorOLLAIRE. Tout fibré principal PAT”, GL(m, C), n) qui posséde une

connexion holomorphe est topologiquement trivial.

En effet, en vue du corollaire du théoréme 2, on peut supposer que
P(T", GL(m, C), =) est indécomposable. D’apres le théoreme 3 il existe
un P.e E(T" 1) et un P. € N(T", m) tels que P=P,®P. 1l est clair que
tout fibré dans N(T”", m) est topologiquement trivial, car le groupe N(m, C)
est homéomorphe a 'espace numérique de certaine dimension. D’autre part,
le fibré P, de groupe structural C* posséde une connexion holomorphe et par
suite sa classe de Chern est nulle (cf. Atiyah [1]). Alors P, est topologiquement
trivial (cf. Hirzebruch [4], p.64). Les fibrés P, et P; sont donc topologiquement

triviaux et par suite P l'est aussi.
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5.2. Etablissons d’abord quelques lemmes qui sont nécessaires pour la

démonstration du théoréme 3.

LemME 5.1.  Soit B un groupe de Lie complexe et résoluble tel que le groupe
quotient B/By soit un groupe abélien, oit By, désigne la composante connexe de
U'élément neutre de B. Soit « une représentation linéaire holomorphe de B
dans un espace vectoriel complexe F telle que, pour tout g€ B, a(g) n'ait gu'une

valeur propre. Alors on peut trouver une suite de sous-espaces complexes de F
FlCcm .. CFm—lCFm: F

telle que la dimension complexe de Fy soit égale a k (k=1,2, ... ,m) et telle
que alg) Fr. CFi. pour tout gEB et k=1,2, . .. ,m.

Nous démontrons le lemme par récurrence sur la dimension (complexe)
de F. Si la dimension de F est égale a 1, le lemme est trivial. Supposons
donc que le lemme soit démontré pour toute représentation linéaire holomorphe
de B, vérifiant la condition énoncée dans le lemme, dans un espace vectoriel
complexe de dimension plus petite que »2. Soit F un espace vectoriel complexe
de dimension m et soit « une représentation linéaire holomorphe de B dans #
telle que, pour tout g€ B, a(g) n’ait qu'une valeur propre. Soit b l'algebre
de Lie de B et soit «' la représentation linéaire de b induite par la représenta-
tion « de B. Une forme linéaire p sur b sera dite le poids de la représentation
a' s'il existe un élément £ =% 0 dans F tel que «'(X) 4§ = p(X)+$ pour tout
Xebo., Il résulte d’'un théoréeme de Lie et de 'hypothése sur la représentation
« qu'il existe un et un seul poids p de la représentation «'. Soit F'"” le sous-
espace de F de tous les éléments ¢ = F tels que a’/(X) % = o(X)+£ pour tout
Xeb. Alors F'Vx(0). Soit 2 F" et soit £%0. Soit g&B. Alors a'(X)
(a(@) 2 =al@ alg ) a(X)ralg) £=plad g7+ X) (alg)+$). Ceci montre
que la forme linéaire o' sur b définie par p'(X) = p(ad g"’-X) est un poids de la
représentation «'. Puisque «' n’a qu'un poids p, on a o' = p et par suite
(X)) (alg) ) = o(X) (alg)+$). Ceci montre que F" est stable par B.
Supposons d’abord que la dimension de F'" soit plus petite que m.  Les
représentations de B dans les espaces vectoriels F'" et F/F‘" induites par «
satisfont 2 la condition enoncée dans le lemme. L’hypothése de récurrence
établie alors le lemme. Supposons donc que F''' = F. On a alors a'(X)+2

=p(X)+Z pour tout Xeb et ;& F. Tout alg), g€ B, s'écrit alors alg)
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= A(g)I, ot AMg)eC* et I désigne I'automorphisme identique de F. Soit f et
g des éléments de B. Puisque l'on a supposé que B/B, est abélien, on a
frg f lvgte B, Posons i/ g /gD =i On a alors alf}-alg)
=1+a(g) a(f). Par I'hypothése a(f) n’a qu'une valeur propre et soit x la
valeur propre de a(f). Ul existe alors un £ F, £x0, tel que al(f) & = p*¢&.
Alors a(f) (a(g) &) =R alg) {alf}E) =R p-{alg) *&). Ceci montre que 1+ p
est aussi une valeur propre de a(f). On a donc p# = A+pu et par suite 4 = 1,
car ¢ % 0. Il résulte de 1a et de ce que nous avons déja montré que l'on a
a(f)+alg)=al(g)+ al(f) pour tout f, g&B. Donc le groupe a(B) est abélien.
Il est alors clair qu'il existe une suite de sous-espaces L C FoC ... CFn=F

vérifiant les conditions réquises. Le lemme est ainsi établi.

LEMME 5.2. Soit £ un fibré vectoriel holomorphe sur T" de fibre C pos-
sédant une connexion holomorphe et soit F un fibré wvectoriel holomorphe sur
T" de fibre C™ tel que le groupe structural de F se réduise au sous-groupe
N(m, C) de GL(m, C). Si le fibré vectoriel ER F a une section holomorphe
non nulle, on a E= 1, I désignant le fibré vectoriel trivial de fibre C.

Nous démontrons le lemme par récurrence sur la dimension m de la fibre
de F. Sim=1,0ona F=1, car le groupe N(m, C) se réduit & I'élément neutre
de GL(m, C). Le lemme résulte alors de la proposition 3.6. Supposons donc
que le lemme soit démontré dans le cas ol la dimension de la fibre de F est
plus petite que m.  Soit F un fibré vectoriel vérifiant les conditions énoncées
dans le lemme. Puisque le groupe structural de F se réduit a N(m, C) il
existe une suite exacte des fibrés vectoriels 0» F,» F-1-0. Ici le groupe
structural de F; se réduit & N(m ~1, C). On a alors la suite exacte 0> ER F,
TEQFTE-O.

Par I'hypothése du lemme, le fibré vectoriel £ F a une section holomorphe
sx0. Alors Bcs est une section holomorphe de £ Si fes=0, ona E=1
d’aprés la proposition 3.6. Supposons donc Res=0. QOuna alors s(x)E«(ERQF)
pour tout € T".  Alors s définit une section holomorphe non nulle de E® F..

Par I'hypotheése de récurrence on a E=1 Le lemme est donc établi.

LemME 5.3. Soient E; el E, des fibrés vectoriels holomorphes sur T" de
fibre C possédant une connexion holomorphe. Sovient Fi es F: des fibrés vectoriels

holomorphes sur T” de fibre C™ tels que le groupe structural se réduise au sous-
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groupe N\m, C) de GL(m, C). Si E,&F =FE,%F, on a E,\=FE; et Fi=F..

Il résulte de B, Fi=F & Fa que FITER& Fy, ol E =ET& Ey, E} désigant
le dual de E\. Puisque le groupe structural de F; se réduit a N(m, C), le fibré
F, posséde une section holomorphe non nulle. Il résulte de L= E & F> et du
lemme 5.4 que E=1 Alors E\=E; et Fi=F..

Démonstration du théoréme 3. Soient € E(T" 1) et n& N(T?, m).
Montrons d’abord que £ &y & E(T* m). Soit E (resp. F) le fibré vectoriel
associé a un fibré principal dans la classe s(resp. dans la classe 7). D’apres
la définition de N(T", m), F est indécomposable et par suite E& F l'est aussi.
Les fibrés £ et F possédent une connexion holomorphe et par suite ils sont
homogenes. Il est facile de voir que le fibré E® F est aussi homogéne. Le
fibré E® F posséde donc une connexion holomorphe. Il résulte de ce que nous
avons montré que ¢ &y & E(T?, m). Nous allons montrer maintenant que
I'application de E(T” 1) x N(T” m) dans E(T? ) donnée par (£, 7) » <& 7
est surjectif. Soit donc ¢ & E(T* m) et soit P(T", GL(m, C), =) un fibré
principal dans la classe ¢. Alors le fibré P posséde une connexion holomorphe
et est indécomposable. Soit G le radical du groupe F,(P) et soit x,& P (pour
ce qui suit, cf. 3.2).  Soit B le sous-groupe de G des éléments bEG tels que
b(x) €7 (), ol uo=7r(%). On sait que 'homomorphisme =: Fo(P) > A(T™)
= T" induit ’homomorphisme (que I'on désigne encore par =) de G sur T" et
que B coincide avec le noyau de ce homomorphisme. On a par suite G/B = T".
Le fibré P est associé au fibré principal holomorphe G(T", B, p) (p étant la
projection canonique de G sur T" = G/B) par un homomorphisme holomorphe
a de B dans GL(m, C). L’homomorphisme a est défini comme suit: pour
tout b € B, a(b) est un élément de GL(m, C) tel que b(x) = xo*a(d). Soit
maintenant E le fibré vectoriel de fibre C™ associé a P. Identifions, comme
au 2. B, le groupe F(P) avec le groupe d’automorphismes F(E) de E. Le sous-
groupe G de F(P) peut étre considéré comme un sous-groupe de F(E). B est
alors le sous-groupe de G des éléments b € G tels que ses projections sur la
base T" soient 'automorphisme identique de la variété T”. Nous allons démontrer
que a(b) n'a qu’'une valeur propré pour tout b& B. L’espace E est le quotient de
P x C™ par la relation d’équivalence (x, )~ (x+a, a '+2) (€ P, 2€C", a

€GL(m, C)). Soit p la projection canonique de P x C* sur E. Soit Ey, la
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fibre de F au-dessus de #,= =(x). Désignons par %, l'isomorphisme de C" sur
E., donné par %,+Z = p(xo, 5). Soit maintenant b€ B. On a alors b+ Ey,C Ey,.
Puisque b est un automorphisme de E, & induit un automorphisme B(5) de
I'espace vectoriel E,,. On a donc b(% %) = 3(b) (%+£) pour tout £e& C™
D’autre part, 8(%o* %) = b+ p(x, &) = o(b(xy), §) = ol a(d), £) = plxo, a(b)+2)
=%y (@(b)+ &) (cf. 2.B). Par suite on a a(d) =%, "'+ 3(b) + %, pour tout bE B.
Or, le fibré vectoriel E étant indécomposable, 'automorphisme £3(&) de I'espace
vectoriel Ey, n’a qu'une valeur propre (Atiyah [1], p. 201, Prop. 16). = Par suite
alb) n'a qu'une valeur propre. Soit maintenant B, la composante connexe de
I'élément neutre de B. Alors le groupe G/B, est un revétement de G/B=T"
et donc G/B, est abélien. Par suite B/B, est abélien. D’aprés le lemme 5.1

il existe un élément c GL(m, C) tel que

22(5)

coalb)eet =
0 .
u(b) |

pour tout b B. Soit «' la représentation de B telle que a'(b) = cea(b)+c™"
pour tout b€ B et soit P'(T", GL(m, C), =) le fibré associé a G(T", B, p) par

la représentation «’. On a alors P=P’. On peut donc supposer, sans géner

la généralité, que ¢ =TI et donc que

n(b)
a(b) =
0 .
n(b)
b-,(b) est un homomorphisme holomorphe 2 de B dans C*. Soit ¢ I’homo-

morphisme holomorphe de B dans GL(m, C) défini par ¢(d) = i(b) "ea(b). On
a alors e(b) e N(m, C) pour tout b&B et a = u &e. Puisque ¢(b)e N(m, C)
pour tout & € B, on peut considérer ¢ comme un homomorphisme holomorphe
¢’ de B dans Nim, C). Soit j 'application identique de N(m, C) dans GL(m, C).
On a alors e=j°¢. Soit P, (resp. P) le fibré principal de groupe structural
GL(m, C) (resp. N(m, C)) associé 2 G(T", B, p) par 'homomorphismes e(resp. ¢').
Alors P. est associé a P} par lapplication identique j de N(m, C) dans

GL(m, C). Dautre part, d’'aprés la proposition 3.3, le fibré P; posséde une-
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connexion holomorphe. Soit maintenant P, le fibré principal de groupe structural
C* associé a G(T", B, p) par 'homomorphisme .. D’aprés la proposition 3.3,
P possede une connexion holomorphe. Puisque @ = & e, ona P P& P
Le fibré P étant/indécomposable, le fibré P, l'est aussi. Il résulte de ce que
nous avons montré que P, € E(T" 1) et P& N(T" m). Soient ¢ et 7 les
classes contenant les fibrés P, et P. respectivement. Alors ¢ E(T" 1),
peN(T” m) et I =2y Nous avons donc démontré que l'application de
E(T", 1)XN(T" m) dans E(T" m) donnée par (£, ) > ¢ X 7 est surjective.
Le fait que cette application est biunivoque résulte immédiatement du lemme

5.3. Le théoréeme 3 est ainsi démontré.

6. Le cas m=2

Nous étudions ici le cas ol le groupe structural est GL(2, C). Nous

utiliserons les notations introduites au 5.
6.1. Démontrons d’abord le théoréme suivant.

TuéorEME 4. Tout fibré principal holomorphe sur un tore complexe, de
groupe structural GL(2,C) qui posséde une connexion holomorphe se définit par

une représentation du groupe fondamental de T" dans GL(2,C).

En effet, le groupe N(2, C) est isomorphe au groupe C. Alors le théoréeme

4 est une conséquence immédiate des théoréme 2 et 3 et de la proposition 3.4.

TutorEME 5. Il existe une correspondance biunivoque bien déterminée
entre E(T", 2) et la variété T'" x P*7', ou T'" désigne la variété de Picard de T" et
0t P""! désigne Uespace projectif complexe de dimension complexe n ~ 1

D’aprés le théoréeme 3 on a E(T7 2)=E(T" 1) x N(T", 2) et E(T" 1)
est bien la variété de Picard de T". Il nous reste donc a montrer qu’il y a

une correspondance biunivoque entre N(T”, 2) et P""'. Cette démonstration

sera donnée au 6.2.

6.2. Puisque N(2, C)=C, tout fibré dans N T" 2) est défini par une

représentation ¢ du groupe fondamental /7 de T" de la forme

1 ¢'la)

(1) é(a) =(0 )

)- ael]l

(cf. la proposition 3.4 et la définition de N(T", m))
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Soit T” = A/II, A étant l'espace vectoriel complexe de dimension »n et IT
étant un sous-groupe discret de rang 2» qui est identifié avec le groupe
fondamental de T". Soit ¢ une représentation de I de la forme (1). Alors
¢’ est une représentation additive de /T dans C: ¢'(a + b) = ¢'(a) + ¢'(b),
a, be1l. Nous appelons une représentation de la forme (1) une représentation
unipotente de I et la representation additive ¢’ le représentation additive de

IT associée a ¢.

LemME 6.1. Si le fibré défini par une représentation unipotente ¢ de IT

est décomposable, il est trivial.

Soit E le fibré vectoriel défini par la représentation unipotente ¢ et sup-
posons que E soit décomposable: E = E, ® E,, E; étant des fibrés de fibre C.
Puisque ¢ est unipotente, on a det(E) = I, I désignant le fibré vectoriel trivial
de fibre C (pour la notion de déterminant d'un fibré, voir Hirzebruch [41).
D’autre part, on a det(E® E;) = E, ® E.. Par suite, on a Ei ® E; = I et donc
E.=E;, EY désignant le dual de E.. D’autre part ¢ étant unipotente, le fibré
E posséde une section holomorphe s 0. Soient p; et p» les projections
canoniques de E = E @ E: sur E, et sur E, respectivement. Alors pi°s est une
section holomorphe de E; et il n’est pas possible que p1°s=p,°s=0, car s%0.
Donc un des E;, soit E;, posséde une section holomorphe non nulle. Alors
d’apres la proposition 3.6, E;=1.  On a alors F:=I"=1T et par suite E=I®I
E est donc trivial.

Nous désignons dans tout ce qui suit par E; le fibré vectoriel défini par
la représentation unipotente ¢ de II. Le lemme suivant est facile 2 démontrer.

LEMME 6.2. Soit ¢ et ¢ des représentations unipotentes de 1I.  Pour que
E,=E, il faut et il suffit qu'il existe une application holomorphe f de A dans
GL(2, C) telle que f(x+a) = ¢( — a) * f(x) - ¢(a) pour tout xE A et acII.

L’espace vectoriel complexe A peut étre considéré comme un espace
vectoriel réel que 'on désigne par A,. Désignons par A;° I'espace vectoriel
complexe des formes linéaires a valeurs complexes sur 4,. On peut considérer
le dual A* de A comme un sous-espace complexe de A;°. Soit maintenant ¢’
une représentation additive de /7 dans C. Puisque A, est engendré sur R par
II, ¢' se prolonge a2 une forme linéaire a valeurs 'complexes sur A,. Récipro-

quement, la restriction a /7 d'une forme linéaire & valeurs complexes sur A,
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est une représentation additive de 7. La correspondance ainsi définie entre
I'ensemble des représentations additives de IT et A, est biunivoque, car A, est
engendré par 77. On identifie donc une représentation additive de IT avec un

élément de A;".

LEMME 6.3. Soit ¢ une représentation unipotente de II. Pour que le fibré
E, soit décomposable, il faut et il suffit que ¢' € A*, ois ¢' désigne la représentation

additive de II associée a ¢.

Supposons d’abord que E; soit décomposable. E; est alors trivial d’apres
le lemme 6.1. Il existe alors une application holomorphe f de A dans GL(Z, C)
telle que f(x+a) = f(x)+¢(a) pour tout e IT et x& A (cf. Lemme 6.2).
Remplacant f(x) par f(0)™'+f(x) au besoin, on peut supposer que f(0) = I
Posons

u(x) vix)
/(x) = <zu(x) 2(x) )

Par un calcul facile on déduit de I'équation f(x+a) = /(%) * ¢(a) les équations
suivantes : #(x + @) = #(x), w(x + a) = w(x), v(x + a) = ¢'(a) ulx) + v(x),
2(x+a) =¢'(a)w(x) +z(x) pour tout a1l et x& A. Puisque = et w sont des
fonctions holomorphes, on en déduit que #z et w sont constantes. De plus,
puisque f(0) =17, on a #(0) =1, w(0) =0. Onadoncu=1etw=0  Alors
la derniére équation se réduit a z(x +a) =z(x). Par un raisonnement analogue
on voit que z=1. La troisieme équation se réduit donc a v(x +'_a) =¢'(a) + v(x).
Alors la différentielle dv est invariante par les translations par les éléments
de 1. 1l existe alors une l-forme holomorphe w sur T” telle que p™*w =dv, p
désignant la projection canonique de A sur T". Soit L. la forme linéaire sur
A définie par o (voir 2.C).  Alors L.(a) = j: b0 =j: dv = ¢'(a) pour tout
ac 1T et par suite '€ A*. Soit, réciproquement, ¢'€ A*. Toute forme linéaire
sur A est de la forme L., » étant une l-forme holomorphe sur T" (voir, 2. C).

ra

Il existe donc une l-forme holomorphe w sur T telle que ¢'(a) =3 ?" v pour
0

~X

tout e I1. Soit v(x) = sop*-w. On a alors v(x +a) = ¢'(a) + v(x) pour tout
xeA et aeIl. Soit

1 v(x)>.

fx)= (0 ;
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Alors f(x) est une application holomorphe de A dans GL(2,C) et on a f(x+ a)
=f(x)*¢la) pour tout x€ A et a& II. 1l résulte du lemme 6.2 que E; est

trivial. Le lemme 6.3 est ainsi démontré.

LEMME 6.4. Soient ¢ et ¢ des représentations unipotentes de IT telles que
E, et E, soient indécomposables. Pour que Es=E, il faut et il suffit qu’il existe
un nombre complexe c = 0 tel que c+¢' =¢' (mod A*), ok ¢' et ¢' désignent les

représentations additives associées a ¢ et ¢ respectivement.

Supposons d’abord que E;=FE,. D’aprés le lemme 6.2 il existe alors une
application holomorphe f de A dans GL(2, C) telle que f(x+a)=¢( —a)-fx)
*¢(a) pour tout & A et a=1I. Soit

u(x) v(x)
ﬂx):(zu(x) z(x))'

Par un calcul facile, on déduit de I'équation f(x +a) = ¢(—a)+fx) - ¢(a) les

équations suivantes.

a) ulx+a)=ulx) —¢'(a) wx),

b) wlx +a) =wx),

¢) z(x+a) =z(x) + ¢'(a)  w(x),

d) v(x+a) =0v(x) +¢'(a) * ulx) —¢'(a)¢'(a) ~w(x) —¢'(a)z2(x).

Il résulte de b) que w = const., w=wo. Supposons que wo>0. Posons #'(x)

= — ul)o *u(x). On a alors #'(x+a)=u'(x) +¢'(a). L’existence d’une telle

fonction holomorphe #' implique que E, est décomposable (cf. la démonstration
du lemme 6.3). Cette contradiction montre que w, = 0. Il résulte alors des
équations a) et b) que les fonctions #x et z sont constantes. Soit » = u et
z=2z. Alors det 7(x) = uy*2,%0, par suite #,%0 et zox0. L’équation d) s’écrit
v(x+a)=0v(x) 4+ u¢'(a) —z°¢'(a). Le différentielle dv est invariante par
les translations par les éléments de I7 et par suite il existe une Il-forme
holomorphe o sur T” telle que dv = p*w. On a alors L.(a) = uy*¢'(a) — 20°¢'(a)
pour tout a € IT (cf. la démonstration du lemme 6.3). Soit ¢ = uy/z0. Alors
e~ @i =1, L.EA"

Supposons, réciproquement, qu’il existe un nombre complexe ¢ % 0 tel que
c+¢' —¢'€ A", 1l existe alors une fonction ‘holomorphe v sur A telle que
v(x+a) =v(%) +c¢'(a) — ¢'(a) pour tout xE A et g€ II. Soit
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N

c v(x)>.

f(x):(o ;

Alors f est une application holomorphe de A dans GL(2,C) et ona f(x + a)
=¢(—~a)flx)pla) pour tout x& A et acJl. Alors Es~E, par le lemme 6.2.
Le lemme 6.1 est donc établi.

Nous allons maintenant démontrer qu'il y a une correspondance biunivoque
entre N(T" 2) et P*7'. Soit V 'ensemble des fibrés vectoriels indécomposables
de la forme E;. Comme nous 'avons déji montré, toute classe dans N(T", 2)
peut étre représentée par un fibré dans V. Réciproquement toute classe de
fibrés représentée par un fibré dans [V appartient 2 N(T?% 2). Si Es€N, on
a ¢'¢€ A", car E, est indécomposable. Soit maintenant L = A /A*. L est un
espace vectoriel complexe de dimension . Soit ¢ I'application de N sur L - {0}
définie par 6(E.) =ql¢'), g désignant la projection canonique de A;  sur L
(L’application @ est surjectif, car pour toute représentation additive ¢' de /7
dans C, il existe une représentation unipotente de ¢ telle que la représentation
additive associée soit égale 4 ¢' donnée). D’aprés le lemme 6.4, on a E, T E.

si et seulement si §(E,) et §(E,) sont collinéaires. L'application ¢ définit donc

n-1

une application biunivoque de N(7T”, 2) sur P Le théoreme 5 est ainsi

démontré.
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