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1. Introduction

Le probleme de classifier les fibres vectoriels holomorphes sur une variete

complexe M a ete resolu recemment dans les deux cas suivants: 1) M est la

sphere de Riemann (Grothendieck [4]), 2) M est une courbe elliptique (Atiyah

[2]). Mais si la dimension complexe de M est > 1, nous ne connaissons

presque rien de ce probleme, sauf le cas oύ la dimension complexe de fibre est

egale a 1.

Nous nous proposons ici d'etudier quelques proprietes des fibres vectoriels

holomorphes sur un tore complexe qui possedent une connexion holomorphe.

Nos resultats nous conduirons a la classification de tels fibres dans le cas oύ

la dimension complexe de fibre est egale a 2 (Theoreme 4) : II y a une corre-

spondance biunivoque bien determinee entre les classes de tels fibres

indecomposables et la variete T'n >< P1'1, oύ TfH designe la variete de Picard

de la base (la base etant un tore complexe de dimension complexe n) et oύ

P71'1 designe Γespace projectif complexe de dimension complexe n — 1. Notons

ici que la condition qu'un fibre vectoriel holomorphe possede une connexion

holomorphe est equivalente, 1) si la base est de dimension complexe 1, a la

condition que ce fibre se definit par une representation du groupe fundamental

de la base et, 2) si la base est une variete kaehlerienne compacte et si la

dimension de fibre est egale a 1, a la condition que sa classe de Chern est

nulle.

Notre methode est essentiellement differente de celle de Atiyah [2]. II y a

de difficultes d'etendre la methode de Atiyah dans le cas oύ la base est un

tore complexe de dimension complexe > 1. La base de notre etude est le

theoreme 1 qui dit: Un fibre principal holomorphe sur un tore complexe pos-
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sede une connexion holomorphe si et seulement s'il est homogene. Ici on dit

qu'un fibre principal holomorphe est homogene si son groupe d'automorphismes

(qui est de Lie complexe d'apres Morimoto [7]) est transitif sur Ies fibres.

Ce theoreme sera utilise pour traiter Ies questions relatives a la decomposition

en facteurs indecomposables (Theoreme 2, Corollaire) et a la reduction du

groupe structural (Theoreme 3). Comme un corollaire du theoreme 3 nous

verrons que Ies fibres vectoriels holomorphes sur un tore complexe admettant

une connexion holomorphe sont topologiquement triviaux. Le theoreme 4 cite

au-dessus resulte du theoreme 3.

Nous notons que Murakami [8] a obtenu, par une methode tres voisine

de la nδtre, des resultats interessants sur Ies fibres holomorphes sur un tore

complexe, de groupe structural abelien, qui possedent une connexion holomorphe.

J'ai tire profit de plusieurs discussions avec A. Morimoto sur Ies questions

traitees ici, je tiens h Yen remercier.

2. Notations. Rappel des resultats.

A. Fibres holomorphes et connexions holomorphes. Soit P(M, £/, π) un

fibre principal holomorphe de base M, de groupe structural U et de projection

7r. Soit Γ une connexion differentiable sur le fibre P(M, Uy π).i} Designons

par Tx Γespace tangent de P au point x. Soit Qx le sous-espace horizontal de

Tx defini par la connexion Γ. Soit ω la forme de connexion de Γ. On dit

que la connexion Γ est de type (1, 0) (resp. holomorphe) si la forme ω est de

type (1, 0) (resp. holomorphe) par rapport a la structure complexe de P. Soit

IP le tenseur sur P definissant la structure complexe de P. On voit alors que

la connexion Γ est de type (1, 0) si et seulement si Ton a Ip QxCQx pour

tout x G P. Chaqu'une des conditions suivantes est necessaire et suffisante

pour qu'une connexion Γ de type (1, 0) soit holomorphe:

1) Pour tout champ de vecteurs holomorphe X defini dans un ouvert de

P la composante horizontale hX de X relative a Γ est holomorphe.

l ! Pour la notion de connexion dans un fibre nous suivons Nomίzu [9]. Pour la
theorie gόnerale de la connexion holomorphe, voir egalement Atiyah [1]. Dans tout ce
qui suit Ies varietes considerees seront supposees verifiant le second axiome de denom-
brabilite. Pour un groupe de Lie G, ceci signifie que le nombre des composantes connexes
de G est denombrable.
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2) Pour tout champ de vecteurs holomorphe X defini dans un ouvert de

M le relevement X" de X relatif a 7' est holomorphe."

Un homomorphisme d'un fibre holomorphe P'iM, U\ π') dans un fibre

holomorphe PiM, U, π) est defini par une application hoίomorphe a de Pr dans

P et par un homomorphisme holomorphe a de U1 dans U tels que τz'(x')

= *(#(#')), £x(x' a')=a(x') #(a') pour tout xf&Pet a'GU'.

Soίt maintenant P'iM, £Λ πf) un fibre holomorphe et soit a un homo-

morphisme holomorphe de U1 dans un groupe de Lie complexe U. Soit P(M,

U, 7r) le fibre principal holomorphe associe a P'iM, U', π) par Γhomorphisme

a Pes t Γespace quotient de Pf x U par la relation d'equivalence, ix\ b)~~

(x'a', a(a')~ι-b) (x'&P', b£:U, a'&U'). On voit qu'un fibre holomorphe

P(M, (7, π) est associe a P'iM, U\ π1) par un homomorphisme holomorphe

de Uf dans U si et seulement s'il existe un homomorphisme de P'iM, U\ ;?')

dans KM, U, π).

Soit a un homomorphisme d'un fibre holomorphe P'iM, U\ ~') dans un

fibre holomorphe PiM, U, π) et soit F un connexion differentiable sur P.

Alors a et F definissent une connexion a F sur P ([9], p36). On veriίie

sans difficulte que si F est holomorphe, a F Test aussi. Par suite si le fibre

hoίomorphe PiM, U\ πf) possέde une connexion holomorphe, tout fibre

holo?norphe associe a PiM, U', r.') en possede une.

Notations. Dans tout ce qui suit nous utiliserons les notations suivantes.

C*: Le groupe multiplicatif des nombres complexes ^ 0, C : Le corps des

nombres complexes, R: Le corps des nombres reels.

Remarque. Pour un fibre principal holomorphe PiM, C*, n) sur une variete

kahlerienne compacte Λf, de groupe structural C* les trois conditions suivantes

sont equivalentes. 1) P possede une connexion holomorphe, 2) la classe de

Chern de P est nulle, 3) P est topologiquement trivial. Par suite les classes

d'equivalence de fibres sur M, de groupe structural C*, qui contiennent des

fibres possedant une connexion holomorphe constituent la variete de Picard de

M (cf. Kodaira and Spencer [6]).

2) Les notions de la composante horizontale et du relevement d'un champ de vecteurs
out ete definies dans [9] seulement pour les champs de vecteurs reels. On etend ces
notions pour les champs de vecteurs complexes par linearite.

https://doi.org/10.1017/S0027763000005729 Published online by Cambridge University Press

https://doi.org/10.1017/S0027763000005729


4 YOZO MATSUSHIMA

B. Automorphismes d'un fibre holomorphe. Soit P(M, U, π) un fibre

holomorphe. Un automorphisme / de PiM, U, re) est un automorphisme de la

variete complexe P tel que fix* a) = fix) a pour tout Λ G P e t f l G ί / . Soit

F(P) le groupe d'automorphismes de PiM> U, π). Si la base M est compacte,

FiP) se munit d'une structure d'un groupe de Lie complexe telle que Γapplication

canonique de FiP) x P dans P definie par (/, x) -^ fix) soit holomorphe.3)

L'algebre de Lie f(P) de FiP) s'identifie avec Γalgebre de tous les champs de

vecteurs holomorphes X sur P tels que Rf

a X= X pour tout oG £7, oύ i?ά designe

la differentielle de la translation a droite Ra de P par a&U (Morimoto [7]).

La structure complexe de Γalgebre f(P) est definie en posant V-l X-h X

pour tout J G f ( P ) , oύ /p designe le tenseur definissant la structure complexe

de P. Soit A(M) le groupe d'automorphismes de la variete complexe et

compacte M. AiM) se munit d'une structure d'un groupe de Lie complexe et

l'algebre de Lie aiM) de AiM) s'identifie avec l'algebre de tous les champs de

vecteurs holomorphes sur M. II existe un homomorphisme holomorphe rr de

FiP) dans AiP) tel que iπf) (πix)) = πifix)) pour tout x G P. Soit π'

Γhomomorphisme induit de t(P) dans aiM). Alors pour tout I S t(P), 7r'(X)

est egal k la projection sur M du champ de vecteurs X&\iP). (Remarquons

que tout champ de vecteurs X dans f(P) est projetable sur M, car Rα X = X

pour tout αE:CL)

Considerons maintenant le cas U = GLim, C). Soit is le fibre vectoriel

holomorphe de fibre Cm associe au fibre holomorphe P(M, GLim, C), π). Pour

tout UELM designons par Eu la fibre de E au-dessus de u. Un automorphisme

/ du fibre vectoriel E est un automorphisme de la variete complexe E satisfaisant

aux conditions suivantes.

a) II existe un automorphisme / de la base M (qui sera appele la projection

de/) tel que fiEu) =E/{U) pour tout UELM.

b) La restriction de / a la fibre Eu est une application lineaire de Eu sur

£/<«) pour tout UELM.

Soit FiE) le groupe d'automorphismes de E. Nous allons montrer que Γon

peut identifier FiE) avec FiP). L'espace E est le quotient de P x Cm par la

relation d'equivalence ix, ς)~~ix α, α'^ξ) (*GP, ςGC w , α^GLitn, O). Soit

Le groupe F(P) satisfait au second axiome de denombrabilite,
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p la projection canonique de PxCm sur E. Soit/eF(P). / etant un automor-

phisme du fibre P, on peut definir une application /' de E sur lui-meme par

f(p(x, ς)) = pifix), ς) ( * e P , ς G C m ) . On verifie facilement que /' est un

automorphisme du fibre vectoriel E et que la projection de /' est egale a la

projection / de/. De plus, Γapplication θ: F(P)-+F(E) definie par θ(f) = / '

est un isomorphisme du groupe F(P) dans le groupe FiE). Soit, reciproquement,

/' un automorphisme du fibre vectoriel E. Pour tout J E P fixe, il existe y&P

tel que f(p(x} ϊ)) = p(y, ζ) pour tout ? ε C w Posons fix) = y. On voit alors

que / est un automorphisme de P(M, GLim, C), rr) et que θif) = / ' . Par

consequent θ est un isomorphisme de F(P) sur FiE).

C. Tores complexes. Nous designons dans tout ce qui suit par Tn un

tore complexe de dimension complexe n. On identifie Tn avec un sous-groupe

du groupe d'automorphismes AiTn) de la variete complexe Tn. On sait que

Tn coincide avec la composante connexe de Γelement neutre de A(Tn).

Soit Tn = A/Π, oύ A est un espace vectoriel complexe de dimension com-

plexe w et ou // est un sous-groupe discret de A de rang 2n. On peut

considerer A comme un espace vectoriel reel de dimension reel 2n que Γon

designe par Ao. La structure complexe de A est definie par un automorphisme

J de Λo tel que J2 = - /, oύ / designe Γautomorphisme identique de Ao. Soit

maintenant HΛTn, Z) (resp. HιiTn, R)) le groupe d'homologie de dimension

1 a coefficients entiers (resp. a coefficients reels). II existe un isomorphisme

canonique ψ de Π sur H\iTn, Z). φ est defini comme suit: soit aEiTT et soit

Ca une courbe joignant 0 et a, 0 etant Γorigine de Ao. Soit C« la courbe

fermee de Tn projection de Ca. Alors ψia) est la classe d'homologie de Tn

contenant le cycle CL Les espaces vectoriels Ao et HιiTf\ R) sont engendres

sur R respectivement par II et par HΛTn

f Z). On peut done prolonger <f a

un isomorphisme ψ de Γespace vectoriel Ao sur Γespace vectoriel HxiT
n, R).

Soit maintenant ω une 1-forme holomorphe sur Tn et soit L'(O(c) = f ω pour

tout c&HιiTn, R). Soit Lt0 = Ll>0(f. Lω est alors une forme lineaire sur Ao

a valeurs complexes. Nous allons montrer que L(υ est une forme lineaire sur

A, e'est-a-dire que Γon a LJJx) = V-l Aw(^) pour tout ΛTG Ao. Soit 21, . . . , zn

un systeme de coordonnees complexes de A. Soit Ω Γespace vectoriel complexe

de dimension complexe n de toutes les 1-formes holomorphes sur Tn. II exists
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une base ωh . . . , ωn de Ω telle que p' * ωk - dziΛk ~ I, . . . ,n), oύ p designe

la projection canonique de A sur Tn. II suffit alors de montrer que LiO1.(Jx)

- V —ϊ LWJXx) pour tout Λ:G Ao et pour & = 1, . . . , n. Soit (c/i, . . . , a2n) un

systeme de generateurs de 77. Alors (#i, . . . >a>n) est une base de Λo. Alors

Lωk(ai) = ωjfe = I <fe = 2jfe(α, ). Soit # G J40, et soit # = Σ n Λ, , r G i?. On
2n 2n

a alors Z,«,,c(#) = Σ fiLwk(aι) = Σ r/ 2*(e/) = 2*(jf). Par suite, Lωk(Jx) = JZ*(/#)

V - l 2Λ(ΛΓ) =V —1 LiOk(x). On a ainsi demontre que £„> est une forme lineaire

sur Λ. II est clair que L,υ = 0 si et seulement si ω - 0. II en suit que Tap-

plication ω -+ Lιu dέfinit un isomorphisme de Ω sur le dual A* de A.

3. Fibres homogenes et connexions holomorphes

Nous utiliserons dans tout ce qui suit les notations suivantes. P(M, U, π)

designe un fibre principal holomorphe de base M compacte, de groupe structural

U et de projection π. FQ(P) (resp. Ao(Λf)) designe le plus grand groupe

connexe d'automorphismes du fibre holomorphe P{M, U, π) (resp. de la variete

complexe M). Si M = T\ on a A*{M) = Γn(cf. 2. C).

3.1. Un fibre P(M, U, π) est dit homogέne, si Fo(P) est transitif sur les

fibres; pour toute couple des points iuu u2) de M, il existe un / e f t ( P ) tel

que f(π~ι(uy)) =τr"1(w2). Dire que le fibre P(M, Z7, 7τ) est homogene revient a

dire que Γimage τr F0(P) de FoiP) dans Ao(P) est transitive sur M. La

variete M doit etre done homogene complexe. Le but de ce paragraphe est

la demonstration du theoreme suivant.

TH^OREME 1. Un fibrέ principal holomorphe sur un tore complexe est

homogέne si et seulement s'il possέde une connexion holomorphe.

3.2. Demontrons d'abord la proposition suivante (cf. [7]).

PROPOSITION 3.1. Supposons que le fibre P(M, Z7, π) ait une connexion

holomorphe et que le groupe A0(M) soit transitif sur M. Alors le fibre

P(M, U, π) est homogέne.

Designons par a{M) Γalgebre de Lie des champs de vecteurs holomorphes

sur M a(M) est Γalgebre de Lie de A0(M).t Soit ZGα(M) et soit X* le

relevement de X relatif a la connexion holomorphe Γ sur R Alors le champ
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de vecteurs X* est holomorphe ίcf. LA) et #d X* = X* pour tout a&U. Par

suite X* appartient a Γalgebre de Lie f(P) de F0(P) (cf. LA) et on a πf X*

= X II en resulte que Γhomomorphisme π: FQ(P) -* Λ0(P) est surjectif. Puisque

Γon a suppose que A0(P) est transitif sur M, FQ(P) est transitif sur les fibres.

Le fibre P(M, Ut π) est done homogene.

Supposons main tenant que le fibre P(M, (J, π) soit homogene. Choisissons

un point xQ e P et soit &0 = π(x0). Soit # le sous-groupe de FQ(P) constitue

par les elements f^F^P) tels que f(xo)Gπ~1(uo). II est chair que B est ferme

dans Fo(P). On va montrer que Z? est un sous-groupe complexe de Fo(P).

Soit, en effet, b la sous-algebre de f(P) correspondant a 5. Un champ de

vecteurs l G f ( P ) appartient & b si et seulement si X est tangent au fibre

π~\th). Puisque π^iuo) est une sous-variete complexe de P, si X est tangent

a π~1(uo), Ip X Test aussi. On a ainsi /p b C b et ceci montre que b est une

sous-algebre complexe de f(P) et par suite 5 est un sous-groupe complexe de

Fo(P).

Soit maintenant Z?eS. Puisque MΛ^GTΓHWO) il existe un et un seul

element aib) de U tel que b(xo) = #o•<*(£). On verifie facilement que Γap-

plication a de B dans le groupe structural U est un hornomorphisme holomorphe

de 5 dans U (cf. Wang [10]).

D'autre part, F0(P) etant transitif sur les fibres, on peut identifier la base

M avec Γespace homogene complexe FoiP)/B par la correspondance /(mod B)

-*π(f) (MO). Considerons le fibre principal holomorphe Fo(P) (M, 5, J), 3

designant la projection canonique de FQ(P) sur M = FQ(P)/B. Soit c? Γap-

plication holomorphe de Fo(P) dans P definie par a(f) =/(x0). On voit alors

que Γapplication a: F0(P) -> P et Γhomomorphisme a : B-> U definissent un

homomorphisme du fibre F0(P) (M, B, p) dans le fibre P{M, U, π). Le fibre

P{M, Ut π) est done associe au fibre Fo(P) (M, B, p) par Γhomomorphisme

holomorphe a de S dans £/.

Supposons maintenant que la base M soit un tore complexe Tn. On va

montrer que B est un sous-groupe invariant de FQ(P). En effet, un element/

de Fo(P) appartient a B si et seulement si (πf) (w3) = M0. Puisque T n = Λo(Tn)

est simplement transitif sur Tn et que 7r/G Ao(Tn), cette condition est

equivalente a la condition π/=l. Par suite B est egal au noyau de Γhomo-

morphisme 7r: Fo(P) -> i40(Γn) = Tn et B est done un sous-groupe invariant de
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Fo(P). Remarquons que Γon a ττ Fo(P) = Γn. En effet, τr F0(P) est contenu

dans Tn et transitif sur Tn. II en resulte immediatement que τr F0(P) = Γn.

Soit maintenant G le radical de Fa(P). G est, par definition, le plus grand

sous-groupe invariant, resoluble et connexe de Fo(P). G est un sous-groupe

complexe de FQ(P). Puisque Tn est abelien, Γimage dans Tn d'un sous-groupe

semi-simple connexe de F0(P) se reduit a Γelement neutre. II resulte de la et

du theoreme de Levi dans la theorie des algebres de Lie que Γon a π(G) = Tn.

Soit B^GίΛB. Alors B est un sous-groupe invariant, ferme et complexe de

G et on a GIB = FQ(P)/B - Tn. Soit j Implication identique de G dans Fo(P).

Alors Γapplication holomorphe a ~ a° j de G dans P et Γhomomorphisme

holomorphe a=a°j de i? dans £7 definit un homomorphisme du fibre principal

hoiomorphe G(Tn, B, p) dans le fibre P{T\ U, r). Par suite le fibre homogene

P(Tn, U, π) est associe au fibre G{T\ Bf p). Nous donnons ici la definition

suivante. Soit G un groupe de Lie complexe, resoluble et connexe et soit B

un sous-groupe invariant, ferme et complexe de G tel que le groupe quotient

GIB soit isomorphe a un tore complexe Tn. Soit a un homomorphisme

holomorphe de B dans un groupe de Lie complexe U. Soit P(T, U, π) le fibre

socie au fibre G(Tn, Byp) (p etant la projection canonique de G sur G/B = Tn)

par Γhomomorphisme a de B dans U. Le fibre ainsi defini sera appele de type

rέsoluble.

II resulte de cette definition et de ce que nous avons dej& demontre la

proposition suivante.

PROPOSITION 3.2. Tout fibre homogέne sur un tore complexe est de type

rέsoluble.

Soit maintenant G un groupe de Lie complexe et connexe et soit B un

sous-groupe invariant, ferme et complexe de G. Soit M = GIB et soit p la

projection canonique de G sur M. Nous allons montrer que le fibre principal

holomorphe G(M, B, p) possede une connexion holomorphe. Nous identifions

Γalgebre de Lie 0 de G avec Γespace tangent de G a Γelement neutre de G.

Soit b Γideal de 9 correspondant au sous-groupe invariant B de G. Puisque B

est un sous-groupe complexe, b est un sous-espace complexe de 9. Soit m un

sous-espace complexe de Q tel que β = m+b, m#Πb= (0). Soit g&G et soit Vg

le sous-espace de tous les vecteurs verticaux de Γespace tangent Tg au point g
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(Un vecteur X&Tg est dit vertical si la projection p' X est nulle). On a

alors Vg — Lg b, oύ Lg designe la translation a gauche par g. On va montrer

que Vg — Rg

Λh, Rg designant la translation a droite par g. En effet, on a Rg b

= Rg Lg' Lg-i b — Lg ad g~ι b. Puisque b est un ideal de 0, on a ad g~ι b = b

et par suite Rg b = L g b = F#. Posons Qg~Rg° m. On a alors T# = #A. Q - Q^

-f Vg (somme directe) et © ^ = RhQg Le champ de sous-espaces g-+Qf> definit

alors une connexion Γ sur le fibre G(M, B, p). II est facile de voir que Γ est

une connexion holomorphe. Le fibre G{M, B, p) possede ainsi une connexion

holomorphe. Comme nous Γavons deja dit au 2. A, tout fibre associe a un

fibre admettant une connexion holomorphe possede lui-meme une connexion

holomorphe. II en resulte la proposition suivante.

PROPOSITION 3. 3. Tout fibre sur Tn de type resoluble possέde une connexion

holomorphe.

Le theoreme 1 resulte immediatemen des propositions 3.1, 3.2 et 3.3.

3.3. Soit P(M, U, π) un fibre holomorphe. Soit M\e revetement universel

de M et soit 77 le groupe fundamental de M. Nous dirons que le fibre

P(M, U, TT) se definit par une representation du groupe fondamental 77 de M

s'il est associee au fibre principal holomorphe M(M, Π, p) par un homo-

morphisme de 77 dans U. Atiyah [1] a montre que PiM, U, -) est defini par

une representation du groupe fondamentai de M si et seulement si P( M, U, r:)

possede une connexion holomorphe integrable (Une connexion est dite integrable

si sa forme de courbure est nulle).

Soit maintenant P(Tn, U, TΓ) un fibre homogene sur un tore complexe Tn.

On voit facilement que la condition suivante est necessaίre et suffisante pour

que P(Tn> U, π) soit definie par une representation du groupe fondamental de

Tn: Sous les notations introduces au 3.2, il existe un sous-groupe abeiien,

connexe et complexe A de FQ(P) tel que AΓ\B soit discret et que FVP) = A B.

En particulier si F0(P) est lui-meme abeiien, le fibre homogene P(Tn, U, r;)

est defini par une representation du groupe fondamental. La proposition

suivante est due a Murakami [8].

PROPOSITION 3.4. Soit P{Tn, U, ~) un fibre homogέne sur Tn. Si le groupe.

structural U est έgal a C* ou έgale a C, le groupe FΛP) est abeiien et par
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suite dans ces deux cas P( Tn, U, π) est dέfini par une representation du groupe

fundamental de Tn.

Nous demontrons maintenant deux propositions qui seront utilisees au 5.

La proposition suivante est connue dans le cas oύ Tn est une variete abelienne.

PROPOSITION 3.6. Soit P{Tn, C*, π) un fibrέ possέdant une connexion

holomorphe. Alors il est dέfini par une representation unitaire du groupe

jondamentάl de Tn.

Soit Tn = A/77, oύ A est Γespace vectoriel complexe de dimension complexe

n et oh 77 est un sous-groupe discret de rang 2n. Tί est isomorphe au groupe

fundamental de Tn. Soit Γ le groupe multiplicatif des representations du

groupe 77 dans C*. Soit Γo le sous-groupe de Γ des representations unitaires

de 77 dans C*. Soit γ le sous-groupe de Γ de tous les elements μ £ Γ tels que

μ(a) = exp L(a) pour tout #£77, oύ L est une forme lineaire sur A. On sait

que Γon a Γ = 7 o x r (Weil [11], §4). En vue de la proposition 3.4, pour

demontrer la proposition 3.5, il suffit de montrer que le fibre qui est defini par

une representation dans γ est trivial. Soit done μ e γ. II existe alors une

forme lineaire L sur Λ telle que μ(a) = exp L(a) pour tout a&Π. Soit φ

Γisomorphisme canonique de 77 sur Hi(Tn, Z) (cf. 2. C). II existe une 1-forme

holomorphe ω sur Tn telle que Ha) =1 ω pour tout α E 77. Soit p la

projection canonique de A sur Tn et soit fix) = ί* ω, « £ A On a alors
Jo

fix + a) =/(*) + L(Λ) pour tout x S Λ e t β £ / 7 . Soit Φ(χ) = exp /(*) . Alors

Φ est une fonction holomorphe sur A telle que Φ(x)*0 pour tout xE:A et que

(̂ΛΓ4-α) = ΦU) Aί(tf) pour tout x e Λ et a e 77. Soit P(Tn, C*, TΓ) le fibre

defini par la representation μ de 77, L'espace P est le quotient de A x C* par

la relation d'equivalence (x, a)*-(x-3ra, μ{a)~ι a) (x&A, a&C*, a&II). Soit

P la projection canonique de A x C* sur P. On peut definir une application

holomorphe ψ de P sur TnxC* par r(p(ie, J ) ) = (p(x), Φ{x)-o) {XELA, C G C * ) .

L'appYication Ψ est biunivoque et d ie άeήnit un isomorphisme du fibre P{Tn,

Cή\ n) sur le fibre trivial. La proposition 3.5 est done demontree.

PROPOSITION 3.6. Soit P(Tn, C*, r.) un fibre possέdαnt une connexion

holomorphe et soit E le fibrέ vectoriel de fibre C αssociέ ά P(Tn, C*, TΓ). Si le

fibrέ vectoriel E possέde une section holomorphe non nulle, E est trivial.
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D'apres la proposition 3.5, E est le fibre de fibre C associe au fibre

A(Tn

y Ή, p) par une representation unitaire a de Π dans C r . E est Γespace

quotient de A x C par la relation d'equivalence (x% ς ) ~ U + β , a(a)'1 ~)

(x&A, ς G C, aEiΠ). Une section holomorphe s * 0 άe E determine une

fonction holomorphe / sur A, fΦ 0, telle que fix) = a (a) f(x + a) pour tout

x& A et flE ZΓ. On a alors \f(x) I = I/U + a) ]. II en resulte que / est bornee

et par suite / est constante: fix) = f0, f0 =^0. On a alors f0 = a (a) f0 pour

tout #£77 et par suite a = 1. II en resulte immediatement que le fibre E est

trivial.

4. Decomposition en facteurs indecomposables

4.1. Soit P(Af, GL(my C), 7r) le fibre principal holomorphe de groupe

structural GL{m, C) et soit E le fibre vectoriel holomorphe de fibre Cm associe

a P(M, GL(m, C), 7r). Nous dirons que le fibre vectoriel E possede une

connexion holomorphe (resp. E est homogeneϊ si P(M, GL{m, C),τz) en possede

une (resp. P(My GL(my C), zr) est homogene).

Dans ce paragraphe nous demontrons le theoreme suivant.

THEOREME 2. Soit E un fibre vectoriel holomorphe sur une υariete compacte

et connexe M et soit E = Ex® . . . @ Ek une decomposition de E en facteurs

indecomposables. Alors E est homogene si et seulement si chaque facteur Vest.

II resulte des theoremes 1 et 2 le corollaire suivant.

COROLLAIRE. Soit E un fibrέ vectoriel holomorphe sur un tore complexe

et soit E = Eι ® . . . © Ek une decomposition de E en facteurs indecomposables.

Alors E possέde une connexion holomorphe si et seulement si chaque facteur en

possede une.

4.2. Rappelons d'abord la proposition suivante due & Atiyah [3].

PROPOSITION 4.1. Soient E = £Ί ® . . . ® Ek et E = E[® . . . ® Ei deux

decompositions de E en facteurs indέcomposables. On a alors k~let il existe

une permutation a de (1, . . . , k) telle que Ei^Evvi) pour / = 1,2, . . . , k.

Remarque. Sous les notations dans la proposition 4.1, il est clair qu'il

existe un automorphisme g de E (cf. 2. B) tel que 1) g* Ei = EΊu) pour i = 1,

. . . , ky 2) la projection de #sur la base est Γautomorphisme identique de la base.
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LEMME 4.1. Sσit E un fibre vectorieϊ stir M de fibre Cm et soit Eι un

sous-fibre vectoriel de E. Soit f un automorphisme de E. Alors /(£Ί) est aussi

un sous-fibre vectoriel de E.

D'apres la definition d'un sous-fibre vectoriel de E, il existe un atlas

{<fi, Ui)i<Bi dε E et un sous-espace complexe Fι de Cm tels que 1) les fonctions

de changement Sijii, j e /) satisfont a la condition Sij(u) Fx C Fι pour tout

ueUJrΠUj, 2) £ = U f i ( K x Λ ) .

Soit / la projection de / (cf. 2. B). Definissons les applications ψ\\ /(£//)

x Cm -* π'Hf(Ui)) (,τ etant la projection de is sur la base) comme suit:

?;(/(«), ί) =Λ<fHu, ς)) (weϋi, cGC m ) . II est facile de voir que {#, / ( K ) } i e /

est un atlas de E. Les fonctions de changement de cet atlas, s[j: /(£/,) Γ\f(Uj)

-+GL(?7ί, O, sont telles que s^ (/lw)) = 5/y(w) pour tout uE:UΊΓ\Uj. Par suite

on a sόlίO FiCFi pour tout v<Ξf(Ui)Γ\f(Uj). De plus, on a / ( £ ) = \J(f't(AUi)

xFi). /(Fi) est done un sous-fibre de E.

Le lemme suivant est facile a demontrer.

LEMME 4.2. Soient E\ et E2 deux sous-fibres vectoriels de E et soit f un

automorphisme de E. Alors

a) si EL = E*9 on a

b) si £ = F i θ F 2 , O

c) si -Ei ^sί indecomposable, /(£Ί) Z'̂ sί aussi.

LEMME 4.3. SozY ^ z/w homomorphisme d'un groupe de Lie connexe C dans

un groupe fini H. Alors θ est ΐapplication co?zstante de G sur ΐelement neutre

de H.

Soit, en effet, n Γordre de H et soit Λr le noyau de Γhomomo rphisme 0.

On a alors g'Έiλ7 pour tout g&G. Soit x(t) ( - <*> <t< -h oo) un sous-groupe

a un parametre de G. On a x(t) =x{t/n)n pour tout t et par suite N contient

tout sous-groupe a un parametre de G. Puisque G est connexe, ceci implique

iV — G.

Demonstration du thέorέme 2. Soit E un fibre vectoriel holomorphe sur

M compacte et connexe, de fibre Cm et soit P(M, GL(m, C), ~) le fibre

principal associe a E. Nous identifions, comme au 2. B, le groupe d'automor-

phismes de P(M, GL(m, C), π) avec celui de E. Soit E=E\@ . . . ®E\ί®Σ!i&
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. . . Θ Eli2® . . . ® E\® . . . © Enr une decomposition de E en facteurs

indecomposables. Supposons que E)^E\(i = 1, . . . , r ; j , I = 1, . . . , m) et

que is} iEftt # &). Soit P} le fibre principal associe a E). Soit maintenant

Fo(P) la composante connexe de Γelement neutre du groupe F(P) = F(E) et

soit /GFo(P). On a alors E = f(E\)φ . . . ®/(Enr) et chaque sous-fibre /(£/)

est indecomposable. De plus, /(£/)=/(£}) et f(E)) *f(EΪ) (i * k). D'apres

la proposition 4.1, il existe une permutation σ/ de (1, . . . , r) telle que f(Ej)

= Eyi] (i = 1, . . . , r j = 1, . . . , ?ί, ). II est facile de voir que /-» <;/ est un

homomorphisme de F0(P) dans le groupe de permutations de (1, . . . , r).

II resulte du lemme 4.3 que o/=l pour tout /GF 0 (P). On a done montre que

f(E)) = E) pour tout /(ΞFo(P). D'apres la remarque a la proposition 4.1, il

existe un automorphisme g de E tel que g f(Ej) = -Eyύ' = 1,2, . . . , r, j - 1,

. . . , «/) et que la projection de ^ sur la base M soit Γautomorphisme identique

de M. Soit /, y la restriction de g f au sous-fibre E). Alors /,>• est un

automorphisme du fibre E) et la projection de fa sur M est egal a celle de /.

Soit F(Pj) le groupe d'automorphismes du fibre P). II resulte de ce que nous

avons montre et du 2. B que π F(P)) Dπ*F(P). Supposons maintenant que

le fibre vectoriel E est homogene. Alors 7z*Fo(P) est transitif sur M et par

suite π F{Pj) est aussi transitif sur M. Puisque Γon a suppose que M set

connexe, π FoiPj) est transitif sur M.A) Les fibres vectoriels E) sont done

homogenes. La reciproque est triviale et le theoreme 2 est done demontre.

5. Reduction du groupe structural

Dans ce paragraphe et dans le paragraphe qui suit nous utiliserons les

notations suivantes. Tn designe un tore complexe de dimension complexe n.

H(T'\ m): Lensemble des fibres principaux holomorphes sur Tn de groupe

structural GL{m, C).

H(Tn

y m) : Lensemble des classes dequivalence de fibres dans H{Tn, m).

E{Tn, m) : Vensemble des fibres principaux holomorphes sur Tn de groupe

structural GL(m, C) qui sont indecomposables et qui possέdent une connexion

holomorphe.

4} On a utilise ici le fait suivant: Si un groupe de Lie G opere transitivement sur
une variete connexe M et si G et M satisfont au second axiome de denombrabilite, alors
la composante connexe de Γelement neutre de G est aussi transitive sur M.
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E(Tn

y m): Le sous-ensemble de H(Tn

t m) des classes qui contiennent des

fibres dans E(Tn, m).

N(m, C): Le sous-groupe de GL(m, C) des matrices de la forme

1
1

0

Soit N'{T", m) Γensemble.des fibres principaux holomorphes sur Tn de groupe

structural N(mf C) admettant une connexion holomorphe. L'application

identique j de N(m, C) dans GL{m, C) induit une application j de N'(Tn, m)

dans H(Tn, m). Tout fibre dans j N'{Tn> m) possede une connexion holomorphe.

NK Tn, m): Lensemble des fibres dansj N'i Tn

t m) qui sont indecomposables

N{r\ m)=E(Tn, m)Γλj-N'{Tn, m).

N(Tn

f m): Le sous-ensemble de H(Tn

i m) des classes qui contiennent des

fibres dans N(Tn

y m).

On a H(T>», m)Z)E(Tn

y m)DΛΓ(Γ", m).

5.1. Le but de ce paragraphe est la demonstration du theoreme suivant.

TH^OREME 3. Lapplication de E(T"y l)χΛΓ(T«, m) dans H(T», m) dέfinie

par (ς, τ?)-»ς8>τ? donne une application biunivoque de E(Tn

f l)xN(Tn

i m) sur

», m).

COROLLAIRE. Tout fibre principal P(Tn, GL{m, C), π) qui possede une

connexion holomorphe est topologiquement trivial.

En effet, en vue du corollaire du theoreme 2, on peut supposer que

P(Tn, GLim, C), π) est indecomposable. D'apres le theoreme 3 il existe

un P i e £ ( Γ \ 1) et un fieMf, m) tels que P=Pj®P 2 . II est clair que

tout fibre dans N(Tn, m) est topologiquement trivial, car le groupe Mm, C)

est homeomorphe a Γespace numerique de certaine dimension. D'autre part,

le fibre Pi de groupe structural C* possede une connexion holomorphe et par

suite sa classe de Chern est nulle (cf. Atiyah El]). Alors Pi est topologiquement

trivial (cf. Hirzebruch [4], p. 64). Les fibres P\ et P2 sont done topologiquement

triviaux et par suite P Test aussi.
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5.2. Etablissons d'abord quelques lemmes qui sont necessaires pour la

demonstration du theoreme 3.

LEMME δ. 1. Soit B un groupe de Lie complexe et rέsoluble tel que le groupe

quotient B/BQ soit un groupe abέlien, oil Bo designe la composante connexe de

Velement neutre de B. Soit a une representation lineaire holomorphe de B

dans un espace vectoriel complexe F telle que, pour tout g&B, aig) nait quune

υaleur propre. Λlors on petit trouver une suite de sous-espaces complexes de F

telle que la dimension complexe de Fk soit έgale a k {k = 1, 2, . . . , m) et telle

que a(g) ftCft pour tout gE:B et k = 1, 2, . . . , m.

Nous demontrons le lemme par recurrence sur la dimension (complexe)

de F. Si la dimension de F est egale a 1, le lemme est trivial. Supposons

done que le lemme soit demontre pour toute representation lineaire holomorphe

de By verifϊant la condition enoncee dans le lemme, dans un espace vectoriel

complexe de dimension plus petite que m, Soit F un espace vectoriel complexe

de dimension m et soit a une representation lineaire holomorphe de B dans F

telle que, pour tout g& B, a(g) n'ait qu'une valeur propre. Soit b Γalgebre

de Lie de B et soit a' la representation lineaire de b induite par la representa-

tion a de B. Une forme lineaire p sur b sera dite le poids de la representation

a1 s'il existe un element ξ ^ 0 dans F tel que a'(X) ζ = p(X) ς pour tout

l e b . II resulte d'un theoreme de Lie et de Γhypothese sur la representation

a qu'il existe un et un seul poids p de la representation a1. Soit F(1) le sous-

espace de F de tous les elements ς G F tels que a'{X) ς = p{X) ς pour tout

JYeb. Alors F α ) ^ ( 0 ) . Soit ί e F ι l ) et soit ί # 0 . Soit g&B. Alors a'(X)

(oc(g) :) = a(g)-a(g~1) a'(X) a(g) ς = pUά g~ι X) (a(g) ~ ). Ceci montre

que la forme lineaire p' sur b definie par p'iX) - p(ad g~ι X) est un poids de la

representation a'. Puisque «' n'a qu'un poids p, on a p' = p et par suite

a'(X) (a(g) ς) = p(X) (a(g) ς). Ceci montre que F ί l ) est stable par B.

Supposons d'abord que la dimension de F ! 1 ) soit plus petite que m. Les

representations de B dans les espaces vectoriels FΛ) et F/F{V> induites par a

satisfont a la condition enoncee dans le lemme. L'hypothese de recurrence

etablie alors le lemme. Supposons done que F ι = F. On a alors a'(X) ς

ς pour tout XE:b et | e F. Tout a{g), g & Bo, s'ecrit alors a(g)

https://doi.org/10.1017/S0027763000005729 Published online by Cambridge University Press

https://doi.org/10.1017/S0027763000005729


16 YOZO MATSUSHIMA

~λ(g) I, oύ Hg)E:C* et 7 designe Γautomorphisme identique άe F. Soit / et

g des elements de B. Puisque Γon a suppose que BfBo est abelien, on a

f'g-f^ g^&Bo. Posons λif^g-f'^g"1) - A. On a aiors α(/) α(g)

= λ Λ(^) α ( A Par Γhypothese #(/) n'a qu'une valeur propre et soit /* la

valeur propre de <χ(f). II existe aiors un 5 ε F, | % 0, tel que a(f) ξ = μ ξ.

Alors αί/) (ec(g) ξ) = λ*a(g) («(f)i) =λ μ (<x(g) •$). Ceci montre que Λ * μ

est aussi une valeur propre de <*(/). On a done μ - λ μ et par suite Λ = 1,

car μ * 0. II resulte de 1& et de ce que nous avons dejέL montre que Γon a

«(/)•<*(#) -«(g) a(f) pour tout/, ^ e δ . Done le groupe oc{B) est abelien.

II est alors clair qu'il existe une suite de sous-espaces Fi C F2 C . . . C Fm = F

verifiant les conditions requises. Le lemme est aiπsi etabli.

LEMME 5.2. Soit E un fibrέ vectoriel holomorphe sur Tn de fibre C pos-

sέdant une connexion holomorphe et soit F un fibrέ vectoriel holomorphe sur

Tn de fibre Cm tel que le groupe structural de F se rέduise au sous-groupe

N(m, C) de GL(m, C). Si le fibrέ vectoriel E<8> F a une section holomorphe

non nulle, on a E~ 1, I dέsignant le fibrέ vectoriel trivial de fibre C.

Nous demontrons le lemme par recurrence sur la dimension m de la fibre

de F. Si m = 1, on a F = Jf car le groupe N(m, C) se reduit a Γelement neutre

de GLim, C). Le lemme resulte alors de la proposition 3.6. Supposons done

que le lemme soit demontre dans le cas ou la dimension de la fibre de F est

plus petite que m. Soit F un fibre vectoriel verifiant les conditions enoncees

dans le lemme. Puisque le groupe structural de F se reduit a N(m, C) il

existe une suite exacte des fibres vectoriels 0-»Fi->F-»/-»0. Ici le groupe

structural de FL se reduit a M m - 1 , C). On a alors la suite exacte 0

Par Γhypothese du lemme, le ίibre vectotiel £ ® F a tine section holomorphe

Aiors β°s est une section hoίomorphe de E. Si β°s % 0, on a E = /

d'apres la proposition 3.6. Suppcsonsdone β°s = G. On a alors

pour tout #GT n . Alors s definit une section holomorphe non nulle de

Par Γhypothese de recurrence on a E-L Le lemme est done etabli.

LEMME 5.3. Soient Ei et E% des fibrέs vectoriels holomorphes sur Tn de

fibre C possέdαnt une connexion holomorphe. Soient Fi es F» des fibres vecίorivls

holomorphes sur Tn de fibre Cm tels Que le groupe structural se rέduise au sous-
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groupe N{m, C) de GLim, C). Si Ei&Fi=E2&F2 on a Ei = E> et F^F2.

II resulte de Ei&Fi^E2<&F2 que Fi = £ & F2, oύ £ = £ ΐ & £ 2 , F t desigant

le dual de Ei. Puisque le groupe structural de Fi se reduit a N{nι, C), le fibre

Fi possede une section holomorphe non nulle. II resulte de Fi^E&F* et du

lemme 5.4 que E^L Alors Eι = E2 et Fi~F 2 .

Dέmonstraiion du thέorέme 3. Soient ξ G E(T», 1) et -η&N(T», m).

Montrons d'abord que ξ g) η G E(Tn

f m). Soit F (resp. F) le fibre vectoriel

associe a un fibre principal dans la classe ς(resp. dans la classe η). D'apres

la definition de N(Tn, m), F est indecomposable et par suite £ ® F Test aussi.

Les fibres E et F possedent une connexion holomorphe et par suite ils sont

homogenes. II est facile de voir que le fibre E 8) F est aussi homogene. Le

fibre ES)F possede done une connexion holomorphe. II resulte de ce que nous

avons montre que ς $) -q G E( Tn, m). Nous allons montrer maintenant que

Γapplication de E(Tn, l)χN(Tn, m) dans E(T»t m) donnee par (?, η) -> ξ ® y

est surjectif. Soit done Ce£(Γ», m) et soit PίTn, GLi?)i, C), π) un fibre

principal dans la classe C. Alors le fibre P possede une connexion holomorphe

et est indecomposable. Soit G le radical du groupe F0(P) et soit xύE:P (pour

ce qui suit, cf. 3.2). Soit B le sous-groupe de G des elements bE:G tels que

b(xQ)E:7:~1(tίo)y oύ uo = π(xQ). On sait que Γhomomorphisme π: Fo(P) ->A0(Tn)

= Tn induit Γhomomorphisme (que Γon designe encore par π) de G sur Tn et

que B coincide avec le noyau de ce homomorphisme. On a par suite GIB = T7'.

Le fibre P est associe au fibre principal holomorphe G(Tn, B} p) (p etant la

projection canonique de G sur Tn = G/B) par un homomorphisme holomorphe

a de 5 dans GL(m, C). L'homomorphisme a est defini comme suit: pour

tout bE:B, a(b) est un element de GL(m, C) tel que b(xo) = ΛΓo α (^). Soit

maintenant E le fibre vectoriel de fibre Cm associe a P. Identifions, comme

au 2. B, le groupe FiP) avec le groupe d'automorphismes FiE) de F. Le sous-

groupe G de FiP) peut etre considere comme un sous-groupe de FiE). B est

alors le sous-groupe de G des elements b ELG tels que ses projections sur la

base Tn soient Γautomorphisme identique de la variete Tn. Nous allons demontrer

que aib) n'a qu'une valeur propre pour tout b&B. L'espace E est le quotient de

PxCm par la relation d'equivalence U, ς) -~(x a, a"1-*) ix&Pt ί ε C " a

E:GLim, C)). Soit μ la projection canonique de P x O sur E. Soit £Mtf la
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fibre de E au-dessus de m = rΛx^). Designons par xΌ Γisomorphisme de Cm sur

Eu0 donne par Xo ς = β(xo, ς). Soit maintenant bEiB. On a alors b EH0CEU0'

Puisque b est un automorphisme de E, b induit un automorphisme β(b) de

Γespace vectoriel £Mo. On a done b(xo ~) = β(b) (xo ξ) pour tout ? e C " ! .

D'autre part, b(xo ξ) =b p(xύ, ς) = p(M#o), ?) = pUo α(δ), f) = p(#

= 3c0•(«(//)•?) (cf. 2. B). Par suite on a «(£) =#if 1 # 0(£) #o pour tout

Or, le fibre vectoriel is etant indecomposable, Γautomorphisme β(b) de Γespace

vectoriel El(0 n'a qu'une valeur propre (Atiyah [1], p. 201, Prop. 16). Par suite

a{b) n'a qu'une valeur propre. Soit maintenant BQ la composante connexe de

Γelement neutre de B. Alors le groupe G/BQ est un revetement de GIB = Tn

et done G/BQ est abelien. Par suite B/Bo est abelien. D^apres le lemme δ. l

il existe un element cGGL(mt C) tel que

( /ι(b)

c a(b) c ι =

/Λb) J

pour tout b&B. Soit Λ' la representation de 5 telle que αr'(^) = c a(b) c~ι

pour tout ^eJB et soit P'(Tn, GL(mf C), r) le fibre associe a G(T\ B, p) par

la representation a1. On a alors P=P*. On peut done supposer, sans gener

la generalite, que c = 7 et done que

b-*μ(b) est un homomorphisme holomorphe /« de B dans C". Soit ε Γhomo-

morphisme holomorphe de B dans GZ,(m, C) defini par ε(b) = /db)~1 a{b). On

a alors ε(b) G ΛΓ(w, C) pour tout b&B et a = μ ge. Puisque ε(£)eJV(m, C)

pour tout b& By on peut considerer e comme un homomorphisme holomorphe

e' de B dans iVvwi, C). Soit j Γapplication identique de N(tn, C) dans GL{nι, C).

On a alors e = y°ε'. Soit P2 (resp. Po) le fibre principal de groupe structural

GL{m, C) (resp. Mm, O ) associe a G(Tn,B,p) par Γhomomorphismes ε(resp. ε').

Alors P2 est associe a P'2 par Γapplication identique j de A7(m, C) dans

GLim, C). D'autre part, d'apres la proposition 3.3, le fibre Pf

2 possede une
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connexion holomorphe. Soit maintenant Pi le fibre principal de groupe structural

CA asspcie a GiTn, B, p) par Γhomomorphisme μ. D'apres la proposition 3.3,

Pi possede une connexion holomorphe. Puisque a = μ & e, on a P = Pi (χ> P2.

Le fibre P etant indecomposable, le fibre P2 Test aussi. II resulte de ce que

nous avons montre que PxEiE(Tn, 1) et P2GN(Tn, m). Soient ς et ^ les

classes contenant les fibres Pi et P2 respectivement. Alors ξ e E( T'\ l),

y&N(Tn, m) et ^ = ξ '8) r>. Nous avons done demontre que Γapplication de

E(T«, l )xΛ r (Γ, m) dans J5( ΓΛ, m) donnee par (f, 7?) -> f ® ^ est surjective.

Le fait que cette application est biunivoque resulte immediatement du lemme

5.3. Le theoreme 3 est ainsi demontre.

6. Le cas m = 2

Nous etudions ici le cas oύ le groupe structural est GL(2y C). Nous

utiliserons les notations introduites au 5.

6.1. Demontrons d'abord le theoreme suivant.

THEOREME 4. Tout fibre principal holomorphe sur nn tore complexe, de

groupe structural GL{2,C) qui possede une connexion holomorphe se definit par

une representation du groupe fondamental de Tn dans GL(2,C).

En effet, le groupe ΛΓ(2, C) est isomorphe au groupe C. Alors le theoreme

4 est une consequence immediate des theoreme 2 et 3 et de la proposition 3.4.

THEOREME 5. 11 existe une correspondance biunivoque bien deter mine e

entre E( Tn, 2) et la varietέ Vn x Pn~\ ou T'n designe la variέte de Picard de Tn et

ou P'7"1 designe Vespace projectif complexe de dimensioyx complexe n — 1

D'apres le theoreme 3 on a E( T», 2) =E(T»y l) x Λr( T\ 2) et E(T>\ 1)

est bien la variete de Picard de Tn. II nous reste done a montrer qu'il y a

une correspondance biunivoque entre N(Tn, 2) et Pn~\ Cette demonstration

sera donnee au 6.2.

6.2. Puisque N{2, C) = Cy tout fibre dans iVlT", 2) est defini par une

representation ψ du groupe fondamental 71 de Tn de la forme

(1)

(cf. la proposition 3.4 et la definition de N
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Soit Tn - A/IT, A etant Γespace vectoriel complexe de dimension n et 77

etant un sous-groupe discret de rang 2n qui est identifie avec le groupe

fondamental de Tn. Soit φ une representation de 77 de la forme (1). Alots

φ' est une representation additive de 77 dans C: φ'(a-\-b) = φ((a) -f φ'(b),

a, bξiΠ. Nous appelons une representation de la forme (1) une representation

unipotente de 77 et la representation additive φ1 le representation additive de

77 associee a φ.

LEMME 6.1. Si le fibre dέfini par une reprέsentation unipotente φ de IT

est decomposable, il est trivial

Soit E le fibre vectoriel defini par la representation unipotente φ et sup-

posons que E soit decomposable: E = £Ί ® E2, Ei etant des fibres de fibre C.

Puisque φ est unipotente, on a det(is) = 7, 7 designant le fibre vectoriel trivial

de fibre C (pour la notion de determinant d'un fibre, voir Hirzebruch [4]).

D'autre part, on a det(£ΊΘ£2) = £Ί ® E2. Par suite, on a £Ί <g) £2 = / et done

2s2 = £ *, Ei designant le dual de Eu D'autre part φ etant unipotente, le fibre

E possede une section holomorphe 5 ^ 0. Soient pi et pi les projections

canoniques de E-Eχ®E% sur £Ί et sur E2 respectivement. Alors pi°s est une

section holomorphe de Ei et il n'est pas possible que pi ° s = p% ° s = 0, car s =V- 0.

Done un des Eu soit Eu possede une section holomorphe non nulle. Alors

d'apres la proposition 3.6, £Ί = 7. On a alors E i = 7* = / et par suite E= 7®7.

is est done trivial.

Nous designons dans tout ce qui suit par E? le fibre vectoriel defini par

la representation unipotente φ de 77. Le lemme suivant est facile & demontrer.

LEMME 6.2. Soit φ et ψ des representations unipotentes de IT. Pour que

Eφ^Eφ il faut et il suffit quit existe une application holomorphe f de A dans

GL(2, C) telle que fix + a) = φ{- a) •/(*) -φ(a) pour tout x^A et a&Π.

L'espace vectoriel complexe A peut etre considere comme un espace

vectoriel reel que Γon designe par Ao. Designons par Atc l'espace vectoriel

complexe des formes lineaires a valeurs complexes sur Ao. On peut considerer

le dual A* de A comme un sous-espace complexe de Atc. Soit maintenant φ'

une representation additive de 77 dans C. Puisque Ao est engendre sur R par

77, ψ' se prolonge a une forme lineaire a valeurs complexes sur A*. Recipro-

quement, la restriction a 77 d'une form^ lineaire a valeurs complexes sur Ao
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est une representation additive de Π. La correspondance ainsi definie entre

Γensemble des representations additives de 77 et Atc est biunivoque, car Λo est

engendre par 77. On identifie done une representation additive de 77 avec un

element de At'.

LEMME 6.3. Soit φ tine representation unipotente de Π. Pour que le fibrέ

E$ soit decomposable, il faut et il suffit que ψ'GΛ*, ou φ' dέsigne la representation

additive de 77 associee a φ.

Supposons d'abord que Eφ soit decomposable. E$ est alors trivial d'apres

le lemme 6.1. II existe alors une application holomorphe / de A dans GL(2, C)

telle que fix-ha) = fix) φia) pour tout a^TT et x 6Ξ A (cf. Lemme 6.2).

Remplacant fix) par /(0)~1 #/U) au besoin, on peut supposer que /(0) = / .

Posons

\ιvix) zix) Γ

Par un calcul facile on deduit de Γequation fix+a) - fix) φia) les equations

suivantes : uix -h a) ~ uix), tvix -h a) = ivix), vix -h a) = ψ'(tf) *̂(Λ;) + t>(#),

2(#+tf) = 0 ' ( Λ ) Z-6'(ΛΓ)+z(^) pour tout aEiΊI et %eA. Puisque w et to sont des

functions holomorphes, on en deduit que u et tv sont constantes. De plus,

puisque /(0) = / , o n a w(0) = 1, u (O) =0. On a done M Ξ 1 et w Ξ 0. Alors

la derniere equation se reduit a zix-ha) =zix). Par un raisonnement analogue

on voit que z = l. La troisieme equation se reduit done a vix -h a) — φ'ia) -h vix).

Alors la differentielle dv est invariante par les translations par les elements

de 77. II existe alors une 1-forme holomorphe ω sur Tn telle que p^*ω-dv, p

designant la projection canonique de A sur Tn. Soit L,o la forme lineaire sur

A definie par ω (voir 2. C). Alors L,via) = \ p*ω = i dv = 0'(«) pour tout
** 0 *̂  0

aξΞΠ et par suite 0'eA*. Soit, reciproquement, φ'ZΞA*. Toute forme lineaire

sur A est de la forme Ltϋ> ω etant une 1-forme holomorphe sur Tn (voir, 2. C).

II existe done une 1-forme holomorphe ω sur Tn telle que 0r(α) =1 ^ ' o; pour

tout aE:Π. Soit V(Λ ) = \ p* ω. On a alors ^(x + a) = 0'(α) +ί;U) pour tout

et aEiΠ. Soit

I (Λ )

https://doi.org/10.1017/S0027763000005729 Published online by Cambridge University Press

https://doi.org/10.1017/S0027763000005729


22 YOZO MATSUSHIMA

Alors fix) est une application holomorphe de A dans GL(2, C) et on a f(x + a)

= f(x) </*(a) pour tout xE:A et α e / / . II resulte du lemme 6.2 que £« est

trivial. Le lemme 6.3 est ainsi demontre.

LEMME 6.4. Soient φ et ψ des representations unipotentes de Π telles que

E<> et E* soient indέcomposables. Pour que Eά = E* il faut et il suffit quil existe

un nombre complexe c =* 0 tel que c φ' = ψf (mod A*), ou φ' et ψf designent les

representations additives associέes a φ et ψ respectivement.

Supposons d'abord que E# = E*. D'apres le lemme 6.2 il existe alors une

application holomorphe / de A dans GL(2, C) telle que f(x+a) = ψ( -a) f(x)

'φ(a) pour tout xeA et aEilT. Soit

\tυ(x) z(x))

Par un calcul facile, on deduit de Γequation f(x + a) - ψ{ - a) f{χ) φ(a) les

equations suivantes.

a) u(x + a) = u(x) -ψ'(a) tv(x),

b) zv(x-\-a) = w(x),

c) z(x+a) =«(*) + φ'(a) w(x),

d) v(x-ha) = υ(x)+φf(a) u(x) -φ'(a) ψf(a) w(x) -ψ'ia) z(x).

II resulte de b) que to = const, zv = wo. Supposons que ΊVO^O. Posons uf(x)

= u(x). On a alors u'(x+ a) = u'{x) + φ'(a). ^existence d'une telle
WQ

fonction holomorphe u' implique que E* est decomposable (cf. la demonstration

du lemme 6.3). Cette contradiction montre que wQ = 0. II resulte alors des

equations a) et b) que les fonctions u et z sont constantes. Soit u = uo et

z = 2o. Alors det /(.r) = wo Zô F 0, par suite u»*Q et zo* 0. L'equation d) s'ecrit

v{χ + a) = f (ΛΓ) -f wo ^'(Λ) - zo 0'(Λ). Le differentielle do est invariante par

les translations par les elements de Π et par suite il existe une 1-forme

holomorphe ω sur Tn telle que dv =p*ω. On a alors Lfϋ(«) = «o </>'(«) - Zo ψ'(a)

pour tout ύiG/7 (cf. la demonstration du lemme 6.3). Soit c = 2/0/20. Alors

Zo

Supposons, reciproquement, qu'il existe un nombre complexe c *? 0 tel que

c ψ' - ψ1 G A'i:. II existe alors une fonction 'holomorphe v sur A telle que

v(x + a) = v(^) + r-0'(fl) ~0'(β) pour tout AΓGA et «E/7. Soit
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Alors / est une application holomorphe de A dans GL(2, C) et on a /(# 4- α)

= ψ{ - a) fix) ψ(a) pour tout .tGA et «£//. Alors E^E* par le lemme 6.2.

Le lemme 6.4 est done etabli.

Nous allons maintenant demontrer qu'il y a une correspondance biunivoque

entre N{T>\ 2) et Pn~\ Soit N Γensemble des fibres vectoriels indecomposables

de la forme E<>. Comme nous Γavons dejΊ montre, toute classe dans N(Tn, 2)

peut etre representee par un fibre dans N. Reciproquement toute classe de

fibres representee par un fibre dans N appartient a N(Tn, 2). Si E^N, on

a ψ'$A"\ car EΛ est indecomposable. Soίt maintenant L-A*c/A'r~. L est un

espace vectoriel complexe de dimension #.%Soit β Γapplication de N sur L - {0}

definie par 0(E?) = qiφ'), q designant la projection canonique de At" sur L

(L'application θ est surjectif, car pour toute representation additive <ρf de //

dans C, il existe une representation unipotente de ψ telle que la representation

additive associee soit egale a <// donnee). D'apres le lemme 6.4, on a E.^E^

si et seulement si θ(EfJ et 0(£.$,) sont collineaires. L'application β definit done

une application biunivoque de Λr( Tn

} 2) sur Pn'\ Le theoreme 5 est ainsi

demontre.

BlBLIOGRAPHIE

[ 1 ] M. F. Atiyah, Complex analytic connections in fibre bundles, Trans. Amer. Math.

Soc, vol. 85(1957), pp. 181-207.

[ 2 ] M. F. Atiyah, Vector bundles over an elliptic curve, Proc. London Math. Soc, vol.

7(1957), pp. 414-452

[ 3 ] M. F. Atiyah, On the Krull-Schmidt theorem with application to sheaves, Bull.

Soc. Math, de France, Tome 84(1956), pp. 307-317.

[ 4 ] A. Grothendieck, Sur la classification des fibres holomorphes sur la sphere de

Riemann, Amer. Jour. Math., vol. 79(1957), pp. 121-138.

[ 5 ] F. Hirzebruch, Neue topologische Methoden in der algebraischen Geometrie, Erg.

der Math., Springer (1956).

[ 6 ] K. Kodaira and D. Spencer, Groups of complex line bundles over compact Kahler

varieties, Proc. Nat. Acad. Sci., vol. 39(1953), pp. 868-872.

[ 7 ] A. Morimoto, Sur le groupe d'automorphismes d'un espace fibre principal analytique

complexe, Nagoya Math. J. vol. 13(1958), pp. 157-168.

[ 8 ] S. Murakami, a paraitre.

[ 9 ] K. Nomizu, Lie groups and differential geometry, Publication of Math. Soc. of

Japan, 2 (lι)5n).

https://doi.org/10.1017/S0027763000005729 Published online by Cambridge University Press

https://doi.org/10.1017/S0027763000005729


24 YOZO MATSUSHIMA

[10] H. C. Wang, On invariant connections over a principal fibre bundle, Nagoya Math.

J. vol. 13(1958), pp. 1-19.

[11] A. Weil, On Picard varieties, Amer. Journ. Math., vol. 74(1952), pp. 865-894.

Institut de Mathematiques,

Uniυersitέ de Nagoya

https://doi.org/10.1017/S0027763000005729 Published online by Cambridge University Press

https://doi.org/10.1017/S0027763000005729



