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Abstract. Let X be an open subset of C* and (f4, .- ., fp) : X — CP be a holomorphic mapping.
We prove that if (°,0,\%) € T* x CP does not belong to the characteristic variety of the Dx [\]-
module Dx [\]f*, then there exists a conic neighborhood V' x T of (22, A°) such the function
(AL A) = [P |fp] Pw israpidly decreasing in [Im | for A € T with Re A bounded,
for any (n, n)-formw of class C*° with compact support in V.

Thefollowing partial converseof thisresultisalso established: if s — ff:s pisof classC*inC?

foral (n, n)-formsp of class C*>° with compact supportin X, thendfiA---Adfy(z) # O,Vz € X.
M athematics Subject Classifications (1991): 32C30, 32S.

Key words: singularités, intégrales-fibres.

0. Introduction

Dans notre article précédent [B-M 93], nous avons étudié |’asymptotique des
intégrales-fibres pour une application (f, g): R**2 — R2. En fait, comme nous
I’expliquions dans I'introduction, les analogues complexes des résultats obtenus
ne posent que des problemes d’ écriture. Nous avons montré que, sous |’ hypothese
df Adg = 0= fg = 0dansC"*?, lesintégrales-fibres

/ @ pour @€ \M"C(CMF2),
f=s,9=t

ont des transformées de Mellin

df df dg dg
o) = [ IFPIP o S A AN,

appartenant & une classe précise de fonctions méromorphes sur C2. L’ hypothése
df Adg = 0= fg = 0 peut étre remplacée par df A dg # 0 quitte a faire des
éclatements dans la base du morphisme.

L e phénomeéne nouveau par rapport au cas d'une fonction f:C"*1 — C est
le fait qu'il peut exister un ensemble fini de directions rationnelles, c’est-a-dire
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aX + by = 0 avec (a,b) € N?\{0}, telles que I’on n’'ait pas décroissance rapide
dans I'imaginaire autour de ces directions. De fagon précise, quand (Re A, Rep)
reste dans un compact, on n'a pas décroissance rapide de |, en (Im X, Im ).
Le but du présent article est d’ explorer ce phénomene dansla situation générale
d'une application (f1, ..., fp): C*—CP holomorphe sous la seule condition df1 A
- A df, # 0. Notre résultat principal est le Théoreme 2.4 qui assure, sous une
hypothése géométrique (en fait microlocale), qu’ au voisinage d’ un point 20 € C*
et d’ une direction \° € €?\ {0}, on aeffectivement décroissance rapide de

[ AP g P pour we ACE(Cn),
cr

uniformément dans un voisinage conique de X°.

Nous montrons aussi que I’ ensemble des mauvaises directions en ce sens est
fini sur chague ouvert relativement compact de C™, pour (f1, . . ., f,) donnée. Nous
prouvons des réciproques — sous certaines hypotheses— de nos criteres de déecrois-
sance rapide et terminons par |’ application de ces résultats au cas d’ une fonction
méromorphe.

1. Notations et exemples

Pour un ouvert X de C™ et une application holomorphe non constante

f=1. )X -=>0C

on pose

Fi=fi...fp F;:=F/f;, j=1...,p.
On désigne par

w(f) =w*
::adh{(x,g,)\)ET*XXC”F( )#0, {= Z)‘defj }
j

lavariété caractéristique du D x [A\]<module Dx [A] f* et par
W(f)=w
= adh{(x,g) ET*X | F(z)#0, INe te que¢ = ZAdef] )}
J
:adhm(W#), ou m:T*X xC —-T*X,

la variété caractéristique du D x <module Dy £, cf. [B-B-M-M].
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REMARQUE 1.1. D’ aprés le lemme des petits chemins, (z°, £9, \°) appartient &
W# s, et seulement si, il existe une courbe holomorphe (v, \) dans X x C? définie

auvoisinagede 0 € C, telle que y(0) = 22, A(0) = X%, F o y(t) # O pour O # ¢
petit et Y (¢) (df;/f;)(v(t)) — €° quand ¢ — 0.

Nous introduisons aussi le revétement universel X de X\{F = 0} et, pour
A € P, les sous-ensembles

GAi={(s,8) € C* x X | f*... f2(&) = s},
G* .= adh{(s,z) € C* x X |3z tel que (s, %) € G*}.

Pour A € @7, G* est un ensemble analytique.
Le conormal de G* seradésigné par

é,\((c XX)

:adh{(s,x;a,f)ET*((CxX)|F(x)7é0, ML I;\P(i):s,
JpeCtelqueo = @p% et ¢= pZA]df] }
J
Lorsque A € C? est distinct de O, nous considérons encore
WA= {(z,6) € T°X | (z,£,)) € W7},

W3 = {(z,£) € W*| F(z) = 0},

WA::adh{(g:,g)eT*mF();éo ¢ = ijff }

7N = {x e X | (z,0) € W},

Z* ={zxeX|(z,0) € W}
REMARQUE 1.2. De ces définitions, il découle directement quesi 20 ¢ Z*° alors
il existe un voisinage V de z° et un voisinage A de \° tel quez ¢ Z*, Vz € V et
VA € A.
EXEMPLE 1.3. Quandp = 1,0na

ez e f(2° #0 e df(z® =
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Eneffet, s (20,0, \) appartient aW#, alorssoit f (x°) # Oet, par suitedf (2°) =
0, soit f(2%) = O et df («°) = 0; dans ce cas, la Remarque 1.1 donne y: C — X
avec (d(fovy)/fovy)(t) — Oet fory(t) - Oquandt — 0. En écrivant f oy(t) =
ct? + O(t**+1), ol c et p sont distincts de 0, on voit que p(dt/t) — 0. Ainsi le cas
f(x®) = 0 ne se présente pas. Laréciprogue est évidente.

EXEMPLE 1.4. Soit X = C? et f donnéepar fi(x) = 23 + 23, fo(x) = 23 + 3.
Alors

Z 40 M+X=0 ou 3\ +2\=0.

REMARQUE 1.5. Pour A donné non nul, les inclusions suivantes découlent
immeédiatement des définitions

wrcwr e Z)czh
L’ égalite n’a paslieu en général, comme le montre I’ exempl e suivant.

EXEMPLE 1.6. Soit X laboule unité de C? et f donnée par f1(z) = z1, f2(z) =
1+ z12,. Alors

WD @ a- 2 &=L,

14 z122’ 142172
WO = {(0, 25 ¢1,0)},
7D = (0,0}, 2@V = {(0,22)}.
LEMME 1.7. Pour 2° € X tel que F(z°) # 0, ona
e 2" &% e Z2V.

Preuve. Si 20 appartient & Z*°, on peut utiliser la Remarque 1.1. Comme
(df;/f;) o~ estborméVj car F(20) # 0, 0ona

ZAOde =Y (A eN(t) J;’;J )+ > N(t) =L oy(t) = 0.

Donc z° appartient 2 ZX°.
Laréciprogue provient de la Remarque 1.5. |

PROPOSITION 1.8. Soient z € X et A € C’\{0} tels que T X N W # ().
S fau(z) = = fr(z) = 06t frya(z)... fo(z) # 0, alors

p
Jay,...,a; € N* telsque Za]‘)\j =0.
1
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Preuve. D’ apréslaRemarque 1.1, si (x, &) appartient aTW*, il existe une courbe
holomorphet — (y(¢), A(t)) telle que

d(fj°v)

PP 2 (670), 10

At) =X et DN
On peut écrire
fion(t) = ¢t + O+, =0,

avececy...cp #0,a1...ap #0€tagy1=---=a, =0.D'0l
k dt .
D Aj(taj +0(1) = (6,4(0)), ¢ =0,
1

Donc (1/t)%5\;(t)a; estborng, i.e, ¥\ a; = 0. O
REMARQUE 1.9. Sousles mémes hypothésesquandp = 2etk = 1,0na
x€Z* =\ =0.
Etant donné V' ouvert C X, laprojection
7.V x (C" x CP\{(0,0)}) = V x (C"\{0})

ne passe pas aux quotientspar |’ action de C* , maissarestrictional’ x (C*\{0}) x
CP y passe. Nous noterons

[r2): V x P((C"\{0}) x C) — V x P" %,
(,[€:A]) = (=, [€]),

I”application ainsi obtenue.
Cette construction se généralise a

[wg]: V x P((C"\{0}) xT') = V x Pt
ouTI estunconedeC’.

2. Opérateur de Kashiwara microlocal

PROPOSITION 2.1. Les conditions suivantes pour z° € X et \° € ¢?\{0} sont
équivalentes

(i) 2° ¢ 2*;
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(i) £ € C et (29,6, \0) € WH=¢ £0;

(i) pour i = 1,...,p, legermeen (z°, \°) de \; F est entier sur Iidéal engendré
par Z?Zl)\ijakfj, k=1,...,n;

(iv) il existe un voisinage V' de z°, un voisinage coniqueT” de \ et C' > Otelsque
|IMF ()] < C||Z§:1)\ij(m) dfj(z)|, i=1,...,p, z € VA eT.

REMARQUE 2.2. Lacondition (iii) s explicite comme suit: il existe un voisinage
V de z°, un voisinage conique T de )\, des entiers m; > 0 et ap; € O(V x C"),
pouri =1,...,p, homogenesde degré k en ladeuxieme variable tels que

(NF ()™ + zl:ak,z ( Z )\ F df] )) ()\Z_F(x))mi*k =0,
k=1

VreV, VAel.

Preuve de la Proposition (2.1).

(i) <> (ii): Elle provient de z° ¢ Z*° (20,0, \0) ¢ W,

(i) = (iii): D’aprésla Remarque 1.2, s z° ¢ Z*°, il existe un voisinage V de
z0 et un voisinage coniqueI’ de \° telsquez ¢ Z*,Vz € V x T, donc

(,6,\) e W#,  (2,A) eV xT =¢#0.
Par suite, la projection 75 passe aux quotients
[T PW#NV x C* xT) = P(V x C").

Comme [r}] est propreet finie, lesfonctions A1 F, ..., A, F sur W#NV x C* x T
satisfont une relation de dépendance intégrale sur O(V x C*). La condition (iii)
en découle.

(iii) = (iv): D’apres (iii) explicite dans la Remarque 2.2 la fonction \; F' est
bornée par

1/k
constzsge‘akz( Y A Fj(z)dfj(z ))‘ .
Ceci donne (iv), d apres I’ homogénéité des ay, ;.
(iv) = (ii): Sl z n"annule pas F', alors (iv) entraine

df]

)\.
| l| J f]

‘ i=1...,p, z€V,\el.

Par densité de { F(z) # 0} dans X, on en déduit

Xl <CllE]l, s (z,6,)) eW*, zeV, XeT,
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etdoncé #0s (20,6,)0) € W#car \° # 0. 0

COROLLAIRE23. Z* = ),VA # 0 & my: W# — W propre.

Preuve. Prenonsun compact K x Z de . Puisque Z* est vide quel que soit ),
on peut recouvrir K x CP par un nombre fini de V' x I' satisfaisant la majoration
(iv). Donc

I\l gC‘ZAj% , Vre K\{F =0}, VAe.
J

Pour (z,&) € (K\{F = 0}) x E et (z,£,\) € W¥ ona¥);(df;/f;)(z) € E et
donc ||A|| est borné; par densité, ceci est encore vrai pour € K. La réciproque
découle de I'implication: = € Z*=(x,0,t\) € W# Vvt € C. O

THEOREME 2.4. S 20 ¢ Z*°, il existe un voisinage conique V x T de (z°, A°)

tel que, pour toute (n, n)-forme ¢ de classe C'*° a support compact dansV/,

A [ 1R gy P

est a décroissance rapide en [Im |, pour A € T' avec Re\ borné 1. Par suite, les
transformées de Mellin complexes desintégral es-fibres sont a decroissancerapide
dans ce domaine.

Preuve. Nous généralisons la construction de M. Kashiwara [K] d’'un bon
opérateur annulant f*. Si (iii) de la Proposition 2.1 est satisfaite, on en déduit
les relations de dépendance intégrale de la Remarque 2.2. Lafonction o;

(33,6, >‘Z) = A;nl + Z ak,i(Iaf)A:’ni_ka
k=1

sannule sur la variété caractéristique W# du Dx [A]-module Dx [A]f*, puisque,
quand

d
f Z >‘J ff] Z >‘ df]
J
ona

Ji(ﬂf,f,)\i)
:AQ"i+§i:ak,Z( > NF () dfj(2)) AR R ()7
k=1

1 |dem avec fAT AL
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= F(x)*mi (()\ZF(ZE))mZ —+ zl: Qi (:1:, Z >\ij($) df] (ZE))
k=1

X (AiF(m))mi_k> .

D’ apres le théoreme des zéros, il existe un opérateur différentiel P;(x, 0, \;)
dont le symbole principal est une puissance de o; tel que P;(z, 9,, \;) f* = 0. Cet
opérateur se decompose de la fagon suivante

M;
Pi(, 05, 0) = N4> by, 0p) N TF =0 AN 2 Qy(w, 05, ).
k=1
Nous avons donc construit des opérateurs difféerentiels (Q; a coefficients holomor-
phes de degré < M; en X telsque

Qi(x, D, Ni) f = MM fA,
Puisque

J1P 1P

est borné quand Re )\ est borné, une classiqueintégration par parties montre comme
dans [B-M 87, Prop. 10] la décroissance rapide de I'intégrale en Im \, pour autant
que A restedansle coneT'. |

PROPOSITION 2.5. Les conditions suivantes pour z° € X et \° € ?\{0}
sont équivalentes

(i) 2° ¢ 2,
(i) Vs° £ 0, (s°,2%ds,0) ¢ TC*:XO(C x X);
(iii) Le gelrme en 2° de F est entier sur I'ideal engendré par X_j \)F;dy f;,
=1,...,n;
(iv) il existeun voisinage V de z° et C' > O tels que

p

> AIFj(z) df;(z)

i=1

|F(z)| < C , zeV.

Preuve. Elle est identique a celle de la Proposition 2.1, sauf pour (i) < (ii).

(i) = (ii): Supposonsque s° # O esttel que (s°, 2% ds, 0) € Ty, (C x X).Ona
donc dessuitess” — etz — 20 tellesque F(z¥) # 0, f°(z¥) = s¥, p*/s” —
let p"$A(df;/f;) (") = 0.1 s’ensuitques”Ej.)\g-’o(dfj/fj)(g:”) — Oetdonc
2;A2(df;/f;) (") — O puisque s® # 0. Ainsi 2° € Z*".
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(i) = (i): Soit =g € 72 d apres le lemme des petits chemins, il existe une
courbe holomorphe v dans X définie au voisinage de 0 € C telle que

10 =% P°)#£0 s t#0, §}£%7 ®) = 0.

Posons ¢; = f; oy, I'inégalité de Cauchy—Schwarz

Wﬁ()

i Y @I,

S| <

i

entraine

/
S 0% o,
~ " p;

Pour t voisinde0, onay;(t) ~ c¢;t% avecc; # Oeta; € N. Larelation précédente
donne

15,0 0
- Z Aja; — 0 etdonc Z Aja; = 0.
J J

En prenant s = fA(v(0)) = c1...c, # 0, on obtient (s% 2% ds,0) €

T* o(C x X) en choisissant p = <1/s° dansla définition. O

GX°

COROLLAIRE 2.6. S 2° ¢ Z*°, il existe un voisinage V de z° tel que, pour
toute (n, n)-forme ¢ de classe C'*° a support compact dansV/,

A [ 172 g P

est a décroissancerapide en [Im \| quand A € CA° et Re\ est borné.
Preuve. Elle est identique a celle du Théoréme 2.4 avec A = \°. |

3. Lesmauvaisesdirections

THEOREME 3.1. Soit U un ouvert relativement compact de X . Alorsil existe un
ensemblefini A C W tel que, VA € CP\{0},

Wo NT*U # 0= [] (aads+ -+ apAp) =0.
acA
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Preuve. Soit 71 X — X une désingularisation de {F = O} et F = F o .
Comme 7 est un isomorphisme en dehorsde { F' = 0}, on a, pour A # 0

T*w{(az,fwus«éo - zxdff }

]fy
{(M)IF —yoa Ui }
-V,

En prenant | adhérence, on obtient 7*7 x 1 (W#) C W# et donc T*7(Wy) C
W3 En conséquence, il suffit de démontrer le résultat localement dans X

Dans ce cas (apres suppression des tildes), on sait que f alocalement |’ expres-
sion suivante

fi(z) = 2% hy(z)

avecal,...,a? €N et hy,...,h,inversibles.

fo(x) = 2 hy(2)
Par suite

Z)\ df] ):ZAJ'<Z zd z+%( ))
j

-y (Zagx]) de: ZA

Soit (29,£%) € Wy N T*U. Le lemme des petits chemins fournit une courbe
holomorphet — (xz(t), A(t)) dans X x C? telle que

), D Aj(t) dfﬂ ) = (2%,¢% e At) > A#0 quand ¢— 0.

Pour aumoinsunk € [1, n], onaura||dzy /zk(t)|| — oo; puisque X A; (t)(dh;/
hj)(x(t)) tend vers $A;(dh;/h;)(z°), ceci implique E”,lakkj = 0 car les
covecteurs dzy/z1, . .., dz, /z, sont independants. Dans notre cas, |’ensemble
A={(a},...,a) |k € [1,n]} convient. |
COROLLAIRE 3.2. Faisons en plus I’ hypothese suivante

dfiA---ANdfp,=0= f1--- f, =0. (H)
Alors, VA € CP\{0},

Z2NU #0= [](aad+ - +ap)y) =0.
acA
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Preuve. Vé&rifions que (H) entraine I’ inclusion suivante
Z* C {F =0}.

Soitz? € X tel que F'(z°) # 0.D’ aprés(H), lesdifférentielles (df1/ f1), - - -, (df,/
f») sont indépendantesen z°, et donc £, (df;/ f;)(z°) # 0. Par suite 1° & Z*.
Le Théoreme 3.1 s applique. O

4. Reéciprogue partielledu Théoreme 2.4

THEOREME 4.1. Soient X un ouvert de C" et f: X — CP une application
holomorphe telle que Vi € A" 7" 7 C°(X), s — [;_;p est de classe C*°.
Alorsdfi A--- Adfy(z) #0,Vz € X.

Preuve. (1) Casp = 1. Quand f n'aque des singularités isolées, le résultat est
demontré dans [B 84, Cor. 1] et [B 86, Thm. 3].

En général, on commence par stratifier e lieu singulier de f. Soit 20 un point
d’ une strate de dimension maximale % de cet ensemble. On a0 < k < n. En 29,
il existe un covecteur £° non caractéristique, i.e., (29, £°) ¢ W, puisque la variété
caractéristique du Dx[A]-module Dx [A]f* ne contient toute la fibre de I’ espace
cotangent gu’ en les pointsdes strates de dimension O du lieu singulier. Le théoreme
derestriction non caractéristique de [B-M 89] s applique: si H désignel’ hyperplan
d' équation (£9, z <20 = 0, latransformée de Mellin de

/ ol
fla=s

n'a, comme M( [ F=s ©), que des poles simples aux entiers négatifs. Ce procédé de
section non caractéristique peut étre itéré n <k fois et on obtient un sous-espace
vectoriel H; dedimensionn <k tel que

M (/Mkssomk)

n’ aque des pdles simples aux entiers négatifs. Comme z° est une singularité isolée
de f|u,, le corollaire cité plus haut donne d( |z, ) (z°) # 0 et donc df (z°) # O.

(2) Casp = 2etdfi(z°) # 0. PosonsY = { fi(z) = f1(«°)}; par hypothése,
Y estlissepréesdes®. Puisque, s — [;_, ¢|y estC™ pour p € A" PP 00 (X),
on a, par restriction aY’, que sy — fm{fzzsz} ply est C>. Comme p|y parcourt
I’ensemble des formes de type (n <2, n <2) sur Y, on peut appliquer le cas (1).
On en déduit df2|y (x°) # O, ¢ est-a-dire dfy A dfa(z°) # 0.

(3) Casp = 2. Soit g € X; sans restreindre la généralité, on peut supposer
que dans un voisinage U de z°, on a df1(z) = 0= f1(x) = O.
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Si df1 Adfa(z) = 0, le point (2) exclut dfi(xz) # 0. Donc dfi(xz) = O €,
par suite, fi(xz) = 0. D’ou I'implication dfy A dfz(z) = 0=f1(z) = 0. Le
Nullstellensatz donne un entier N tel que

APV ABRCR(U) = dfs Adfi Adfa Adfa A A 2" 202(U).

Prenonsw € A" C°(U) et écrivons

R = [ 1P = [ 1226

= /|f1|2’\172Ndf1/\df1/\dfz/\dfz/\w=: G,(A\1 &N).

Par hypothese, lafonction G, n"a que des poles simples aux entiers négatifs; donc
F, n"aquedespdlessimplesaux entiers < N. Puisqu'’ elle ne saurait avoir de poles
aux entiers > 0, on peut appliquer le cas (1). Il s ensuit que df1(z%) # 0. Grace a
(2), on en déeduit df; A dfo(20) # 0.

(4) Lecasp quelconque sedémontredelamémemaniéerepar récurrencesur p. O

COROLLAIRE 4.2. Soit 2° € X tel que F(2°) # 0. Sil existe un voisinage
V de z° tel que, pour toute p € A" PP CX(V):

i 8 Ay
IERE AN S X

est a décroissancerapideenImX et € (%Z)”, pour Re \ borng, alors z° n’ ap-

partient & aucun des Z* correspondants.
Preuve. |l suffit de se rappeler que, pour une distribution 7' a suport compact
dans (C\{0})?, ona

T € C* < M(T) adécroissance rapide dans|’imaginaire. O

Toujours sous I’ hypothése F(z%) # 0, nous avons une version microlocale du
Corollaire 4.2 qui n’ est autre que la réciproque du Théoreme 2.4.

THEOREME 4.3. Soient z° € X tel que F(2%) # O et \° € ¢\{0}. Sil existe
un voisinage V de z° et un voisinage conique I" de \° tels que, pour toute w €
AV CE(V):

/f/\Jrlf/\flw

est & décroissancerapideenm\, pour A € I' et € (3Z)P, alors 20 ¢ 7"
Preuve. Au voisinage de z°, on peut considérer la fonction holomorphe

A0 A0
g:fll...fpp.
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La décroissancerapidede [ g™ g™, pour T € C et m € %Z, est équivalente a
larégularite O desintégrales-fibres de g et donc dg(z°) # 0. Or

dg _ yodf1 0dfy
=\ R

QUESTION 4.4. Le résultat préecédent est-il encore vrai sous | hypothese de
décroissance rapide pour les formes du type

dn di A df

A N 5T,

seulement.

EXEMPLE 4.5. Quand p = 2, f1(z°) = O et f(2°) # 0, laRemarque 1.9 donne
I'implication: 2° € Z* = X\ = (0, \»). Deplus

i€ 200 = dfy(a®) = 0= [ |2
pas a décroissance rapide. Ceci conforte une réciprogue du Corollaire 2.6.

5. Casd'unefonction méromorphe
Dans ce paragraphe, on utilise les notations suivantes
flzfv f2:g, >‘l:1a >‘2:<:>13

G =GV ={(s,2) eCx X | f(z) ©sg(x) =0},

T5(C x X)
— adh{(s,z;0,€) € T*(C x X) | f(z) ©sg(z) =0 et
o=&rg(z)ds, ¢ =r7(df(z)<=sdg(z))},
PCXxX 5 C  (s,2) s,
W(p) = {(s,210,€) € T*(C x X) | £ = 0},
Wo(p) = {(s,7;0,§) € W(p) | s =0},

W F([G]) = front d’onde du courant d’intégration sur G (sans la section nulle).
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THEOREME 5.1. Les implications suivantes
b>
Y

asbhh=>d=c
ont lieu entre les propriétés ci-dessous
@ z4=D =,
(b1) TH(C x X) N W (p) € Wo(p) U T¢, x(C x X);
(b2) WE([G]) N W (p) € Wo(p);
© Zﬁoe A"THPTECR (@ x X), lafonction s = [, ¢ st de classe
(d) Vw € A" C2(X), lafonction A — [ |f/g|*w est & décroissance rapide
enlmA.
Preuve.

a < by: Découlede (i) < (ii) delaProposition 2.5.

ba = b1: Provient del’inclusion T (C x X) C WF([G]) UT{,  (C x X).
b1 = d.C'est le Corollaire 2.6.

d = c: Immédiat par transformation de Mellin.

REMARQUE 5.2. L'implication b, = ¢ est un cas particulier de

WE(Y)NW({p)=0=s— © et C™,
Ynp=1(s)
pour toute p € A""1"1C®(C x X) et Y ensemble analytique C C x X. Une
réciproque, pour Y a singularité isolée, de ce résultat donnerait |’ équivalence des
5 propriétés du Théoreme 5.1, dans ce cas.
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