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SIMILARITÉ ENTRE CERTAINS QUOTIENTS DE A+ 

ET DES QUOTIENTS D'ALGÈBRES UNIFORMES 

KONIN KOUA 

RÉSUMÉ. Let A(D) be the usual disc algebra, and let A+ be the subalgebra of A(D) 
consisting in those / € A(D) which have an absolutely convergent series of Taylor 
coefficients. Set m\ = {/ € A(D) | f(\) = 0} , m = mi n A+, let G be the function 

z i - > e x p ( ^ V / i = Gmi andK = A+ n h. 

We show that the quotient algebras m\jl\ and m/IT are similar in the sense of 
J. Esterle. 

1. Introduction. Soient A(D) l'algèbre du disque unité usuelle, A+ la sous-algèbre 
de A(D) formée des fonctions/ ayant une série de Taylor absolument convergente. A+ est 
une algèbre de Banach pour la norme ||/|| i = E£t0 \f(n)\, où les f(n) sont les coefficients 
de Fourier de / G A+. On note respectivement fAii, (et CM) l'idéal fermé de A(D) (de A+) 
formé des fonctions nulles en z = 1. 

Soit Ao l'ensemble des fonctions/ définies et continues sur le demi-plan droit fermé, 
analytiques dans le demi-plan droit ouvert et tendant vers zéro à l'infini. Ao est une 
algèbre de Banach commutative, uniforme et separable pour la norme ||/||oo = 
SuPRez>o \f(z)\ J ^ ^o» et A0 est isométriquement isomorphe à 9A\. Soit / l'idéal fermé 
de A0 de la forme / = £~zAo- On désigne par V l'algèbre de VolterraL^O, 1) des (classes 
de) fonctions à valeurs complexes absolument intégrables sur [0,1 ]. Selon le point de vue 
choisi, on peut identifier V soit à un sous-espace de L^R"1") en posant/|[i)+00[ = 0 pour 
tout/ G V, soit àL l(R + ) / J où L1 (R +) est l'algèbre de Banach des (classes de) fonctions 
à valeurs complexes, Lebesgue intégrables sur R+ et J l'idéal fermé de L^R"1") formé 
des fonctions nulles presque partout sur [0,1], 

Deux algèbres de Banach commutatives sont dites similaires s'il existe une algèbre de 
Banach commutative 2) qui possède un idéal principal dense et deux homomorphismes 
injectifs continus ip de Œ) dans A et t/> de T> dans B tels que ip((D) est un idéal de A 
dense dans A et \j) (2)) un idéal de B dense dans B. A et B étant similaires, on dira qu'un 
homomorphisme continu 6 de A dans B est un s-homomorphisme si le diagramme: 

© ±+ B 

v [ / 9 est commutatif ([2], p. 116 et 123). 
A 
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Soit G la fonction intérieure définie sur D\ { 1} par G(z) = exp^^y). G $ A(D), 
mais G est continue sur D\ { 1} (et bornée par 1). Posons I\ — GïM\, alors I\ est un 
idéal fermé de A(D) strictement contenu dans 9A\. On pose K = A+ H I\. C'est un idéal 
de A+ contenu dans 9À. 

On montre dans cet article que M / K et M\/1\ sont similaires (théorème 5). On en 
déduit alors que fW/ K et V sont similaires puisque V et A0/ 7 le sont ([5] théorème III-8), 
que Ao/1 est isométriquement isomorphe à M\/1\ et que la similarité est une relation 
transitive ([2] proposition 7-5). 

La structure des idéaux fermés de A+ reste très mal connue. Les idéaux I tels que 
h(l) = { z G D | f(z) = 0 V/ G 7} est réduit à un point z0 du cercle ont été caractérisés 
par Kahane [4]. Ces idéaux sont de la forme JH A+ où J est un idéal fermé de A{D) défini 
de manière analogue à 1\. Des modifications évidentes de la démonstration du théorème 5 
(cf. remarque 7) montrent que dans ce cas les algèbres quotients fA^/7 et fWî^/7 où 
#4, et fWi,Zo sont les analogues de M et fWl, sont similaires. 

Bennett et Gilbert [1] ont montré plus généralement que si /z(7) = S est dénombrable 
il existe un idéal fermé J de A(D) tel que / = A+ H 7. L'étude des éventuelles similarités 
entre 9^/1 et fWi^/7 (où fWu = {/ 6 A(D) | / = 0 sur S} et f&£ = A+ H fWu) sera 
abordée dans un travail ultérieur. 

Je remercie J. Esterle pour sa constante disponsibilitéet ses fructueux conseils pendant 
la réalisation de ce travail. 

2. Un résultat de similarité. Soit a\z) = e x p ( ^ ) , t G R. Pour tout t > 0, a1 est 
une fonction holomorphe et bornée dans D = { z £ C | | z | < l } , continue sur D\ { 1} 
et de module 1 en z pour \z\ = 1, z ^ 1. 

Soit (/> l'application qui à tout/ G L*(R +) associe <j> (f) définie par: 

<t>(f)(z) = S+00f{t)a\z)dt s i z G D \ { l } 
10 si z = 1 

On a la proposition suivante: 

PROPOSITION 1. <j> est un homomorphisme d'algèbre de LX(R+) dans *M\. 

PREUVE. Pour tout z G D\ { 1}, on a 

( 1 + 7 \ r+oo 7+i 

Yzrz ) z °et <$> (0(z) = y0 / « * ' ^ A 
= jfo fity-'^dt 

donc (f)(f)(z) = X ( / ) ( Y ^ ) , OÙ X est la transformée de Laplace. Donc l'intégrale a un 
sens pour tout z G D\ { 1} et <j> if) est analytique dans D et continue sur D\ { 1}. On a 
évidemment (j>{f * g) = (/>(/")• <t>(g),f,g G L^R*). Puisque £(/")( yz|) tend vers zéro 
quand z —* 1 ,(f>(f) est continue sur Z), et la proposition est démontrée. 
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Posons, pour/ G M\, Rez > 0, p(f)(z) = / ( ^ f ) . Alors p(f) G A0 et p est un 
isomorphisme isométrique de !M\ sur Ao. L'isomorphisme réciproque p~l est donné pour 
F G Ao par la formule: 

l 0 si z = 1 

On a alors <j> = p~l oLçXL — po<^>. 
Pour tou t / G L1(iH+) tel que So°° t\f(t)\ dt < +oo, il est facile de voir que 

1 ' application g définie sur le produit cartésien /?* x (D\ { 1} ) par g(t, z) = f(t)a\z) vérifie 
toutes les conditions de dérivation d'une intégrale dépendant d'un paramètre. On a donc: 

r+oo dg 

^ ) ( z ) = / o ~i{uz)dt 

2 
•fo°°tf(tW(.z)dt. 

(z-D2 

Par suite \{z~\)2<j>(f)'{z)\ <2^°°t\f{t)\ < +00 (*). Ceci montre que <j>(f) est derivable 
sur D\ { 1} et que (z - l)2</> if)' G H°°. 

Soit maintenant u l'application t —> e~!, t > 0. On note M2 pour M*2. On a le résultat 
suivant: 

PROPOSITION 2. Soitf e L'(R+). Si J^00 t\f(t)\ dt < +00 alors ^{u2 *f) e M et 

U(u2 */)iii < ( i + ^ ) 11/11, + i^srt 1/(01 * (**>. 

PREUVE. Comme Z,(W)(JC) = ^ pour Rex > 0, on a: 

_ * — z 

Donc </> (w)(z) = ^ , z G Ô\ { 1}. Par suite 

<j>{u2*f){z)=(Hu2) -<t>if))(z) 

= (-]-~ï(f)(zl{feL\R+)). 

Il s'ensuit que <\> (u2 *f)'(z) = *fV (f)(z) + ^ ^ (/T(z)- Donc si J0
+o° r|/(/)| A < +oo, 

on a c/> (w2 * / ) ' G H°° D C(D\ { 1} ). On sait d'après un résultat classique que s i / G A(D), 
/ ' G //°° alors/ G A+. Plus précisément, si/(z) = Y%Lç)anf on a pour r < 1 d'après 
Kahane ([3], p. 56) 

Ëk"K < M + 
n=0 Tiiy^* 

1/2 

< l/(0)| + ^ | | / ' | | c 
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d'où 11/11, = l i n w i E ^ o k K < 1/(0) + Tgll/'lloo. Donc s i / G L»(R+) vérifie 
j£°° f|/(f)| dt < +oo, on a 

U(u2*f)'\\oo < H(f)\\oo+j sup | ( z - \f<f>(f)\z)\ 

1 f+°° 
< H </)lloo + 2 JQ 'l/Wl dt ( d ' a P r è s l'inégalité (*)) 

2 

<ll/lli + fjfV(')|<fr 
On obtient que </> (M2 * / ) G A+ Pi fMi = fAf et on a 

||<M"2 */)||i < \Hu2 */)(0)| + - ^ 11/111 + ^ = yo *|/(r)| A. 

Par suite || <£ (M2 * / ) | | i < ( | + ^ ) ||/|| i + ^ g J0
+o° f |/(f)| * , d'où la proposition. 

Soit 0\ la surjection canonique de fWi sur 9A\j l\. Comme M C M\QiK — MCM\, 
on peut identifier fW/£ à 0i(#O. Pour/ G L1^"1") tel que J0

+o° f|/(f)| A < +oo, on a 
01 (</>(M2 */)) G fW/ £ d'après la proposition 2. 

Soit V l'algèbre de Volterra munie du produit de convolution 

(f*g)(x) = f*f{x-t)g(t)dt, 

0 < x < l , / , g G V. On identifie isométriquement V à un sous-espace de L l(R+) en 
posant/| [i,+oo] = 0 pour tout/ G V. On a alors/ * g —/ * g = 0 pp sur [0,1] pour/, g G 
V. Notons r l'application restriction/ —»/|[o,i] de sorte que r est un homomorphisme 
surjectif de L^R*) sur V. 

Posons / = e~zAo. Alors / = p(I\) et il existe un isomorphisme isométrique p de 
fWi//i sur Ao// tel que le diagramme suivant (où 0 est la surjection canonique de A0 

sur Ao/1) soit commutatif : 

Ao —> Ao// 

On a alors po01o(/?"1 = 0.On déduit de la proposition 2 le corollaire suivant. 

COROLLAIRE 3. Soient8 = 0\ o cj)\v et v = w2|[o,i]- Posons k = \ + ^ - . A/ors 
6 o r = 0i o </> ef £ est un homomorphisme continu de V dans 9A.\ /I\. De plus 6 (v * V) C 
af / f f t f \\S(v *f)\\M/K<k\\f\U pourtoutf 6 V. 

PREUVE. Soit/ e L'(R.+)- Alors/ - Hf) = 0 sur [0,1], donc £(/" - rifj) € / (voir 
par exemple [6] lemme 4-4). Ainsi 

<j>(f)-(4>o r)(f) = (p-lo L)(f) -(p-loLor)(f) 

= p-\L(f) - (L o r)(f)) G p-\l) = h 
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<-(\ + 

Par suite (Bxo<t>)(f) = (Qx o<f> or)(f\ (f G Ll(R+)). Donc<5 or = 0X o<j>. Soient/,^ G V. 
On a 

* t f ^ ) = (*or)(f*g) = (« io^)( f*g) 

= ( « i o ^ ) ( f ) ' ( « i o ^ ) 

et 5 est un homomorphisme qui est évidemment continu. 
S i / G V, on a 

fi(v * / ) = S (riu2 * / ) ) = (0i o </>)(M
2 * / ) 

= ^i (</> (M2 */)) G fW/ K d'après la proposition 2. 

Comme \\6(v *f)\\<M/K = | |(0i°^)(w2*/)| |^ /A: < ||(/>(w2*/)||i, on a d'après l'inégalité 
(**) 

ll*<v «'/)««/* < (\ * ^ ) l l / ï l . + ̂ j /„' <lrt<)l <* 

ce qui montre bien que 

P(v*~/)lk/K<*ll/Ul 
pour tout/ G V, d'où le corollaire. 

Soit fx = (j)(u) l'application z ^ ^ , z G D . Alors les polynômes en /x sans terme 
constant sont denses dans 9iï\ et dans fW et on a [fi4!Mi]~ = 9A\ et [//4fAf ]~ = fW. 

Posons Di = 0i(/z4)(fWi / /i). Alors D\ est un idéal dense de 9A\ /1\ et de même que 
dans ([5] proposition III-4), on voit que D\ est une algèbre de Banach pour la norme 
||0i(/J4)Hk = IMIafi//,»*1^ f^i//ietque6li(/x5)Di est dense dans (Di, || • | |D l). 

LEMME4. Di C M/K et l'injection canonique (Du \\ • |U) —• (fW/ A', || • H^/*) 
est continue. 

PREUVE. Posons (3(z) = (Ô^ÂT)* (Rez > 0), de sorte que /? = //(M2) et posons 
© = 9(/3)(AQ/ I). Alors d'après ([5] proposition III-4) 2) est une algèbre de Banach 
pour la norme ||0(/?)w||!D = ||HU0//>

 w £ A0/L Soit L = 6 o L\v. D'après ([5] 
proposition III-6) il existe un homomorphisme injectif continu <p : (CD, || • || #) —•• V tel 
que Lo ip = Id/^. 

On a p(Di) C CD. Donc / = 6 o <p o (p |D] ) est un homomorphisme bien défini de D\ 
dans fWl / 1 \ . Comme Z(v) = 0 (/3 ), on a 

(Zo^)(<9(/î2)-w) = 6l(/32)-w 

= Z(v)-((Zo^)(0(/?).vv)) 

= Z(v*y>(0(/?)-w)). 
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Donc (f (# ((3 2) • w) = v*<p (0 (f3 ) • w) pour tout w G A0/ / car Z est injectif ([5] remar
que II-4). 

Soit m G fM1//i.Onap(6>(/x4)-Wl) = (9(/32)p(wi). Donc 

i(0i(/i4)m) = (ë oipo p\Dl)(6i(n4) • MI) 

= « (? (0 ( / ? ) 2 p( l l l ) ) ) 

= « ( v * ^ ( 0 ( / 3 ) p ( i « i ) ) ) . 

D'après le corollaire 3, i(6\(fi4) • wi) G fW/ Â  et 

||i(0i(/*4) • UX)\\MIK < *lk[ô(i8)P("i)]||i < *IMI l|0GS)p(«i)||<D 

<* | |^ | | | |p (« i i ) | |=*lk | | | |« i i | | 

= * | M | | | 0 ( M 4 H | D , . 

Ainsi /(Z)i) C fW/ ^ et i est continu. Montrons pour conclure que i = Id/),. On a p o 
0i o (/> = p o6\o(p~l o L) — 6 o L. Donc p o £ = 0 o £ | v : = Z . Par suite £ = p~l o L. 
D'où / = 5 o (̂  o p|z), = p - 1 o ( Z o ^ ) o p|D ] = p - 1 o Id^ op|Dl = Id/),. Ceci achève 
la preuve du Lemme. On a alors le théorème suivant. 

THÉORÈME 5. Les algèbres quotients 94 j K et 94\ /1\ sont similaires et Vinjection 
naturelle j : 94 j K —• 94\j l\ est un s-homomorphisme. 

PREUVE. OnaDi D 0i(p4)(#f / K) = Qx(p*94) qui est dense dans 94/ K puisque 
pA94 est dense dans 94. Donc Di est dense dans 94 / K. Comme D\ possède un idéal 
principal dense et est dense dans 94\ j l\ le théorème résulte immédiatement du lemme 4. 

REMARQUE 6. Comme Ao/ / est isomorphe à 94\ j h et comme la similarité est une 
relation transitive ([2] proposition 7-5), il résulte du théorème 5 que les algèbres 94 j K, 
94\ j I\ et V sont similaires entre elles puisque A0/ / est similaire à V ([5] théorème III-8). 

En fait le double diagramme commutatif suivant (où /, i\ et j sont les injections canon
iques) fait apparaître directement les similarités entre 94j K, 94\j l\ et l'algèbre de 
Volterra V: 

V - i - 9Axlh ^ - 94jK 

V°P \ î M f i 
Dx 

En effet, comme p{Dx) = 0 (/?)©, o n a ( ^ o p)(Dx) = <p(0(P)<D) = v * <p(£>). 
Donc (v? o p)(D\) est un idéal dense de V puisque (f((D) est un idéal de V dense dans 
V ([5] preuve du théorème III-8). Le double diagramme fait donc bien apparaître, grâce 
à D\, les trois relations de similarité. Notons également que 8 : V —> 94\ j l\ est un s-
homomorphisme. 

REMARQUE 7. Kahane a montré [4] que si / est un idéal fermé de A+ tel que h(I) — 
{zo} avec |zo| = 1, alors / = JC\ A+ où J = GttZo • 94\^ pour un certain t > 0, avec 
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^i,zo = {/ € MP | /(zo) = 0} et Gt^iz) = e x p ( f ^ ) . Il est clair que la démonstration 
du théorème 5, qui correspond au cas zo = t = 1, s'étend trivialement au cas général. 

Si /*(/) = {zo}> |zo| < 1» alors il est immédiat que / = {/ E A+ | f(zo) = • • • = 
f{k\zo) = 0} pour un certain £ > 1 et A + / / est évidemment isomorphe à A(D)/J où 
7 est l'idéal défini de manière analogue dans A(Z)). On a donc toujours similarité entre 
^M-ZQI I et 94\^l J pour un cetain idéal fermé 7 de A(Z)) si h(J) est un singleton { zo} et 
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