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Majoration de sommes trigonométriques modulopn
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Abstract. We give a generic estimation of trigonometric sums defined over closed sub-schemes
with semi-stable reduction of the standard affine scheme modulopn (n > 2). We use Greenberg
realisation to reduce to trigonometric sums defined over smooths sub-schemes of a finite product of
Witt vectors over the finite field ofp elements. Using the cohomological interpretation of this sums
over a finite field, the sum is directly related to the Fourier–Deligne transformation of the dual pairs
of Witt vectors. We deduce the estimation from the properties of the Fourier–Deligne transformation
on simple perverse sheaves and pure sheaves.
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Introduction

A chaque schéma affineX, de type fini, purement de dimension relativem > 0
sur l’anneau des vecteurs de WittWn(k) où k est un corps fini de caractéritique
p et f = (f1, . . . , fr) des fonctions surX qui définissent une immersion fermé
sur l’espace affineArWn(k) et ψn,k : Wn(k) → Q∗` un caractère additif fidèle sur
Wn(k) où ` est un nombre premier quelconque différent dep, si k′ ⊃ k est une
extension finie dek etψn,k′ le caractère deWn(k

′) induit parψn,k, pour toutr-uple
(a′1, . . . , a

′
r ) ∈ (Wn(k

′))r , on peut former la somme trigonométrique:

S(a′1, . . . , a
′
r ) =

∑
x∈X(Wn(k′))

ψn,k′

 r∑
j=1

a′j fj (x)

 ,
où (a′1, . . . , a

′
r ) ∈ (Wn(k

′))r .
Dans cet article, on donne une estimation générique de ses sommes trigono-

métriques dans le cas oùX està réduction semi-stablesurWn(k) pourn > 2 (cf.
Théorème 2.2): il existe un polynôme non nulF(y1,0, . . . , y1,n−1, . . . , yr,0, . . . ,

yr,n−1) ∈ k[y1,0, . . . , y1,n−1, . . . , yr,0, . . . , yr,n−1] (nr variables) et un entierχ
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312 MOUSSA SÄIBI

dépendant que deX et def tels que:|S(a′1, . . . , a′r )| 6 χq ′mn/2 pour toute valeur
absolue archimédienne| | deQ`, dès que(a′1, . . . , a

′
r ) ∈ (Wn(k

′))r satisfait

F(a′1,0, . . . , a
′
1,n−1, . . . , a

′
r,0, . . . , a

′
r,n−1) 6= 0

(a′i = (a′1,0, . . . , a′1,n−1) ∈ Wn(k
′), q ′ = card(k′)).

Pour cela, on utilise la réalisation de Greenberg pour se ramener à des sommes
trigonométriques définies sur desk-sous-schémaslissesd’un produit fini (Wn,k)

r

de schémas en groupes unipotents des vecteurs de Witt sur le corps finik. Grâce
à l’interprétation cohomologique des sommes trigonométriques sur un corps fini,
la somme est directement reliée à la transformation de Fourier–Deligne pour la
paire duale unipotente admissible((Wn,k)

r, (Wn,k)
r , λ∗(Ln)) ([6] 1.5.4.2). On dé-

duit l’estimation, des propriétées de la transformation de Fourier–Deligne sur les
groupes unipotents [6].

0. Notations-rappels

Dans tout ce qui suit, on fixe un nombre premierp, un corps parfaitk de carac-
téristiquep et une clôture algébriquek de k. Si q est une puissance dep, on
désignera parFq l’unique sous corps àq éléments dek. De plus on fixe un nombre
premier` différent dep et une clôture algébriqueQ` du corpsQ` des nombres
`-adiques.

On fixe aussi un caractère fidèle,ψ :Qp/Zp ↪→ Q∗`. On noteraψn:
p−nZ/Z ↪→ Q∗` le caractère additif fidèle restriction deψ àp−nZ/Z ↪→ Qp/Zp =
lim−→p−nZ/Z.
n

Si X est un schéma de type fini surk, nous dironsQ`-faisceaux surX pour
Q`-faisceaux constructibles. Nous noteronsDb

c (X,Q`) la catégorie dérivée des
faisceaux`-adiques ([2] (1.1.2) et (1.1.3) sik est fini ou algébriquement clos,
[3] (6.3) si k est parfait). La catégorie abélienne artinienne et noethérienne des
Q`-faisceaux pervers surX sera notée Perv(X,Q`).

Pourn ∈ N∗, on noteWn,k le schéma affine en anneaux des vecteurs de Witt de
longueurn surk.

Pourr ∈ N∗, on considére la paire duale admissible((Wn,k)
r , (Wn,k)

r, λ∗(Ln))

[6](1.5.4.2) oùλ∗(Ln) est la bi-extension universelle de(Wn,k)
r × k(Wn,k)

r par
Qp/Zp donnée par:Ln est le torseur de Lang surWn,k etλ est lek-morphisme:

(Wn,k)
r × k(Wn,k)

r → Wn,k, ((xi), (yi))→
r∑
i=1

xi . yi .

On rappele que la transformation de Fourier–Deligne [6](2.2.2) pour((Wn,k)
r,

(Wn,k)
r , λ∗(Ln)) est le foncteur:

F(Wn,k)r ,!:D
b
c ((Wn,k)

r ,Q`)→ Db
c ((Wn,k)

r ,Q`),

comp4225.tex; 8/04/1999; 9:54; p.2

https://doi.org/10.1023/A:1000877727301 Published online by Cambridge University Press

https://doi.org/10.1023/A:1000877727301


MAJORATION DE SOMMES TRIGONOḾETRIQUES MODULOpn 313

F(Wn,k)
r ,!(K) = Rpr′!(pr

∗K ⊗ λ∗(Ln)ψ)[nr],

oùpr: (Wn,k)
r×k(Wn,k)

r → (Wn,k)
r etpr ′: (Wn,k)

r×k(Wn,k)
r → (Wn,k)

r sont les
projections canoniques etλ∗(Ln)ψ est leQ`-faisceau lisse de rang 1 sur(Wn,k)

r ×
k(Wn,k)

r obtenu en tordant leQp/Zp-torseurλ∗(Ln) par le caractéreψ .
On a le résultat suivant:

THÉORÈME 0.1 ([5], [6]). (1)Le foncteurF(Wn,k)
r ,! induit une équivalence de

catégories abéliennes de Perv((Wn,k)
r,Q`) sur Perv((Wn,k)

r,Q`), et transforme
lesQ`-faisceaux pervers simples sur(Wn,k)

r enQ`-faisceaux pervers simples sur
(Wn,k)

r .
(2) SiK est un objet deDb

c ((Wn,k)
r ,Q`) pur de poidsm, alorsF(Wn,k)r ,!(K) est

un objet deDb
c ((Wn,k)

r ,Q`) pur de poidsm+ nr.
Preuve.(1) C’est le Corollaire (3.2.2) de [6].
(2) Même preuve que le Théorème (2.2.1) de [5] car le morphisme d’oubli

des supports Rpr′!(pr
∗K ⊗ λ∗(Ln)ψ)[nr] → Rpr′∗(pr∗K ⊗ λ∗(Ln)ψ)[nr] est un

isomorphisme ([6] Théorème 3.2.0) et le foncteurF(Wn,k)
r ,! commute à la dualité

de Verdier ([6] Corollaire 3.2.1). 2

1. Réalisation de Greenberg([1, 4])
1.1. SoientX un k-schéma etn un entier strictement positif. Le préfaisceauU →
Wn(OX(U)) est un faisceau d’anneaux, qu’on noteraWn(OX). L’espace annelé
(X,Wn(OX)) sera aussi notéWnX.

On a0(X,Wn(OX)) = Mork-sch(X,Wn,k) avec la structure d’algèbre induite
par celle deWn,k . Pour tout pointx ∈ X, on a un isomorphisme canonique d’an-
neaux locaux:Wn(OX)x → Wn(OX,x) car le foncteurWn commute aux limites
inductives filtrantes.

Si A est unek-algèbre,WnSpec(A) s’identifie canoniquement au schéma
Spec(Wn(A)). On voit alors queWnX est unWn(k)-schéma.

DÉFINITION 1.2. SoitX unWn(k)-schéma.

Considérons le foncteur Grn(X) suivant:

Grn(X): (k-schémas) → (ensembles),

Z 7→ HomWn(k)(WnZ, X) = X(WnZ).

On appelle réalisation de Greenberg deX, un k-schémaX qui représente le fonc-
teur Grn(X),X(WnZ) = X(Z) pour toutk-schémaZ.

Une réalisation de Greenberg deX sur k est donc unk-schémaX muni d’un
Wn(k)-morphismeλX:WnX→ X vérifiant la propriété universelle suivante:
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Pour toutk-schémaY et toutWn(k)-morphismeg:WnY → X, il existe un
uniquek-morphismẽg: Y→ X tel que l’on ait le diagramme commutatif:

X

��
��
�

g
3 kQQQQQ

λX

WnY
Wn(g̃)

- WnX.

En d’autre terme, l’applicatioñg 7→ λX ◦ Wn(g̃) définit une bijection entre
X(Y) etX(WnY). En particulier les points rationnels deX à valeur dans l’anneau
Wn(k) sont réalisés comme des points rationnels à valeur dans le corpsk du
k-schémaX.

Remarque et Exemple1.3. (1) Par définition la réalisation de Greenberg deX

est unique à unique isomorphisme près si elle existe .
(2) SiX = ArWn(k) alorsX = (Wn,k)

r et le morphismeλX est donné sur les
anneaux de fonctions régulières par:

Wn(k)[T1, . . . , Tr ] → Mork-sch((Wn,k)
r,Wn,k)

Ti 7→ πi

oùπi est lai-ème projection de(Wn,k)
r surWn,k .

THÉORÈME 1.4 ([4] [1]).

(i) SoitX unWn(k)-schéma localement de type fini.
AlorsX admet une réalisation de GreenbergX qui est unk-schéma localement
de type fini.

(ii) La réalisation de Greenberg transforme les immersions ouvertes (resp. fer-
mées) entreWn(k)-schémas localement de type fini en immersions ouvertes
(resp. fermées).

(iii) Elle respecte les produits fibrés.
(iv) SoientX et Y deuxWn(k)-schémas de types fini etf :X → Y un Wn(k)-

morphisme lisse (resp. étale). Alors lek-morphismef : X→ Y est lisse (resp.
étale).

Preuve.La propriété (iii) se voit directement sur le foncteur Grn(X). Montrons
la propriété (ii).

Si i:Y → X est une immersion fermée définie par un idéalI ⊂ OX et siX
admet une réalisation de Greenberg(X, λX), on définit un idéalI deOX de la ma-
nière suivante: sif est une section locale deI , on poseλ∗X(f ) = (f0, . . . , fn−1) ∈
Wn(OX) où f0, . . . , fn−1 sont des sections locales deOX et I est l’idéal deOX

engendré par lesf0, . . . , fn−1 quandf parcourt les sections locales deI . Alors,
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si i: Y → X l’immersion fermée défini parI ⊂ OX, il est clair queλX(WnY) ⊂
Y ⊂ X et que(Y, λX|WnY) est une réalisation de Greenberg deY .

Si j :U → X est une immersion ouverte,λ−1
X (U) ⊂ WnX est un ouvert et

commeX etWnX ont même espace sous-jacent,λ−1
X (U) définit une immersion

ouvertej : U → X. Alors, il est clair que(U, λX|WnU) est une réalisation de
Greenberg deU .

Maintenant, pour montrer la propriété (i), on se ramène aisément au cas affine
(compte-tenu de (ii)).

Si X = Spec(Wn(k)[T1, . . . , Tr ]) on a vu en 1.3 (2) que sa réalisation de
Greenberg est donné parX = Speck[T10, . . . , T1n−1, . . . , Tr0, . . . , Trn−1] et par
λ∗X(Ti) = (Ti0, . . . , Tin−1) ∈ Wn(H

0(X,OX)). Si Y ⊂ X est un sous-schéma
fermé défini par des équations composantef1 = · · · = fs = 0 (f1, . . . , fs ∈
Wn(k)[T1, . . . , Tr ]), il résulte de (ii) que sa réalisation de Greenberg existe et est
donnée par le sous-schéma ferméY ⊂ X défini par les équationsf10 = · · · =
f1n−1 = · · · = fs0 = · · · = fsn1 = 0, où on a poséλ∗X(fj) = (fj0, . . . , fjn−1) ∈
Wn(H

0(X,OX))(j = 1, . . . , s), et parλY = λX|WnY.
(iv) On utilise le critère des prolongements infinitésimaux. SoientA un anneau

artinien, I un idéal de carré nulI 2 = 0, et Spec(A) → Y un morphisme de
schémas.

Pour montrer que lek-morphismef : X → Y est lisse (resp. étale) on doit
montrer que l’application naturelle MorY(Spec(A), (X)→MorY (Spec(A/I), (X)
est surjective (resp. bijective). Or on a un carré commutatif évident

MorY(Spec(A),X) - MorY(Spec(A/I),X)

MorY (Spec(Wn(A)),X)

∫
?

- MorY (Spec(Wn(A/I)),X)

∫
?

etWn(A) est un anneau artinien etWn(A/I) = Wn(A)/I
′ où I ′ =′′ Wn(I)

′′ est un
idéal de carré nul. D’où la conclusion. 2

Remarque1.5. SiX est unWn(k)-schéma en groupes localement de type fini, il
en est de même pourX et la bijection de 1.2. est un isomorphisme de groupes.

DÉFINITION 1.6. SoitX unWn(k)-schémas localement de type fini.

Soit x un point deX. On dit queX est à réduction semi-stable enx s’il existe un
k-schémaU , des entiersr et s avec 16 s 6 r et desk-morphismes étales

U

+��
��
�

α

QQQQQ
β

s
X SpecWn(k)[T1, . . . , Tr ]/(T1 · T2 · · · Ts − p)

tel quex ∈ α(U).
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On dit queX est à réduction semi-stable s’il l’est enx pour tout pointx deX.

THÉORÈME 1.7.Supposonsn > 2. Alors, pour toutWn(k)-schémaX localement
de type fini à réduction semi-stable,X est unk-schéma lisse.

Preuve. D’après 1.4 (iv), il suffit de montrer que, pour tout entiers (26 s 6 r),
la réalisation de Greenberg de SpecWn(k)[T1, . . . , Tr ]/(T1 ·T2 · · · Ts−p) est lisse.

La réalisation de Greenberg deX = SpecWn(k)[T1, . . . , Tr ]/(T1 ·T2 · · · Ts−p)
est obtenue comme suit: Pour tout 06 i 6 n − 1, on définit les polynômesPi =
Pi(T10, . . . , Tjk , . . . Tsi ) 1 6 j 6 s,0 6 k 6 i par la relation(T10, . . . , T1n−1) ·
(T20, . . . , T2n−1) · · · (Ts0, . . . , Tsn−1) = (P0, P1, . . . , Pn−1) (produit de vecteurs de
Witt). On aP0 = T10, . . . , Ts0.

Or l’équation de vecteurs de Witt(P0, P1, . . . , Pn−1) = (0,1, . . . ,0) est équi-
valente àP0 = P1 − 1 = P2 = · · · = Pn−1 = 0. Donc la réalisation de Greenberg
deX est donné par:

X = Speck[T10, . . . , T1n−1, . . . , Tr0, . . . , Trn−1]/(P0, P1 − 1, P2, . . . , Pn−1).

Pour montrer queX est lisse, nous allons utiliser le critère Jacobien, pour cela nous
ordonnons les variables comme suit:

T10, T11, . . . , T1n−1; . . . ;Ts0, Ts1, . . . , Tsn−1; . . . ;Tr0, Tr1, . . . , Trn−1.

Nous allons montrer par récurrence surs que pour chaquei = 1, . . . , n−1 le poly-
nômePi s’écritPi = 6s

j=1Tji (T10 . . . Tj−10.Tj+10 . . . Ts0)
pi+ termes independants

des variablesT1i , T2i , . . . , Tsi .
Pours = 1, c’est trivial.
Supposons que le résultat est vrai pours − 1.
Considérons le produit(T10, . . . , T1n−1).(T20, . . . , T2n−1) . . . (Ts0, . . . , Tsn−1)= (P0, . . . , Pn−1). Ce dernier peut s’écrire(R0, . . . , Rn−1).(Ts0, . . . , Tsn−1) =

(P0, . . . , Pn−1) où les polynômesRi (0 6 i 6 n − 1) vérifient la propriété ci-
dessus par hypothèse de récurrence. En utilisant les composantes fantômes8i , les
polynômesPk pour 06 k 6 i sont alors donnés par la relation:8i(R0, . . . , Ri).

8i(Ts0, . . . , Tsi ) = 8i(P0, . . . , Pi), d’où

[(R0)
pi + p(R1)

pi−1 + · · · + piRi][(Ts0)pi + p(Ts1)pi−1 + · · · + piTsi ]
= [(P0)

pi + p(P1)
pi−1 + · · · + piPi].

En tenant compte du fait que lesPk et Rk (k 6 i − 1) ne dépendent pas des
variablesT1i , T2i , . . . , Tsi et que le polynômeRi vérifie l’hypothèse de récurrence,
en divisant parpi et ensuite en réduisant modulop, on voit que le polynômePi
satisfait la propriété demandée.

De cette propriété dePi , on déduit:

∂Pi/∂Tjk =
{
(T10 . . . T̂j0 . . . Ts0)

pi pour 16 j 6 s et k = i
0 pour 16 j 6 r et k > i + 1,
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où le chapeau signifie que la variable est omise.
De ces considérations, on en déduit que la matrice jacobienne

(∂Pi/∂Tjk )(06i6n−1,16j6r,16k6n−1)

est de rang maximaln si et seulement si au plus une des variablesT10, T20, . . . , Ts0
est nulle. Or, sis > 2 et si parmi less variablesT10, T20, . . . , Ts0 deux au moins
sont nulles, on aP1 = 0 carP1 = 6s

j=1Tj1(T10 . . . Tj0 . . . Ts0)
p, ce qui contredit la

relationP1 = 1. D’où le théorème. 2
2. Sommes trigonométriques

On suppose quek est un corps fini àq éléments.

2.1. SoitX un schéma affine, de type fini,à réduction semi-stablepurement de
dimension relativem > 0 sur Spec(Wn(k))(n > 2), et soitf = (f1, . . . , fr):X→
ArWn(k) des fonctions surX qui définissent une immersion fermé vers l’espace affine
ArWn(k).

Soitψn,k:Wn(k)→ Q∗` le caractère additif surWn(k) induit parψn définie par

Wn(k)
Wn(tr)−−−−−→ Wn(Fp) = p−nZ/Z ψn−→ Q∗` où tr: k → Fp est la trace dek. Pour

chaquer-uple(a1, . . . , ar) ∈ (Wn(k))
r , on peut former la somme trigonométrique:

S(a1, . . . , ar) =
∑

x∈X(Wn(k))
ψn,k

 r∑
j=1

ajfj (x)

 .
Plus généralement, sik′ ⊃ k est une extension finie etψn,k′ le caractère deWn(k

′)
induit parψn, pour toutr-uple(a′1, . . . , a

′
r ) ∈ (Wn(k

′))r , on peut former la somme
trigonométrique:

S(a′1, . . . , a
′
r ) =

∑
x∈X(Wn(k′))

ψn,k′

 r∑
j=1

a′j fj (x)

 .
On a alors le résultat suivant:

THÉORÈME 2.2. Pour tout Wn(k)-morphismef :X → ArWn(k) comme ci-
dessus, il existe un polynôme non nulF(y1,0, . . . , y1,n−1, . . . , yr,0, . . . , yr,n−1) ∈
k[y1,0, . . . , y1,n−1, . . . , yr,0, . . . , yr,n−1] (nr variables) et un entier χ dépen-
dant que deX et def tels que:|S(a′1, . . . , a′r )| 6 χq

′mn/2, pour toute valeur
absolue archimédienne| | de Q`, dès que(a′1, . . . , a

′
r ) ∈ (Wn(k

′))r satisfait
F(a′1,0, . . . , a

′
1,n−1, . . . , a

′
r,0, . . . , a

′
r,n−1) 6= 0 (a′i = (a′1,0, . . . , a

′
1,n−1) ∈ Wn(k

′)
etq ′ = card(k′)).
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2.3. Pour montrer ce théorème, on va utiliser la même méthode que celle de[5].
Pour cela, on va se ramener à une situation où tout est défini surk.

Soit X la réalisation de Greenberg deX, d’après 1.4 (i) et 1.7,X est un schéma
de type fini,lisse (n > 2), purement de dimension relativemn > 0 surk. Soit
f̃ = (f̃1, . . . , f̃r ): X→ (Wn,k)

r les fonctions surX déduite de celles def , d’après
1.4 (ii) f est une immersion fermé.

D’après 1.2, la somme trigonométriqueS(a′1, . . . , a
′
r ) surX peut s’interpréter

comme une somme trigonométrique surX:

S(a′1, . . . , a
′
r ) =

∑
x∈X(k′)

ψn,k′

 r∑
j=1

a′j f̃j (x)

 .
ConsidéronsK = f̃∗Q`[mn] ∈ obDb((Wn,k)

r ,Q`). C’est unQ`-faisceau pervers
et pur de poidsmn. SoitL = F(Wn,k)

r,! (K) le transformé de Fourier–Deligne deK
associée à la paire duale canonique((Wn,k)

r, (Wn,k)
r, λ∗(Ln)).

D’après ce qui précède et la formule des traces de Grothendieck, on a:

tL(a
′
1, . . . , a

′
r ) = (−1)nr+mnS(a′1, . . . , a

′
r ),

où tL est la trace duQ`-faisceau perversL.
Comme dans [5], on déduit le Théorème 2.2 d’un énoncé cohomologique.

THÉORÈME 2.4.Il existe un ouvert denseU de (Wn,k)
r tel que le complexe

F(Wn,k)
r
,!(K)|U soit concentré en degré−nr et H−nr(F(Wn,k)

r
,!(K))|U soit unQ`-

faisceau lisse pur de poidsmn.
Preuve.D’aprés (0.1),F(Wn,k)

r
,!(K) est unQ`-faisceau pervers et pur de poids

mn + nr. On déduit alors le résultat en prenant pourU l’ouvert de lissité de
F(Wn,k)

r
,!(K). 2

Preuve du Théorème2.2. Il suffit de prendre pourF un polynôme non nul qui
s’annule sur(Wn,k)

r − U .
Poura′ = (a′1, . . . , a′r ) ∈ (Wn(k

′))r satisfaisantF(a′10
, . . . , a′1n−1

, . . . , a′r0, . . . ,
a′rn−1

) 6= 0 et donca′ ∈ U(k′) on a:

tF(Wn,k )r ,!(K)(a
′
1, . . . , a

′
r ) = tr(Frob∗, (F(Wn,k)

r
,!(K))a′)

= (−1)nr tr(Frob∗, (H−nr(F(Wn,k)
r
,!(K))a′)

d’où

|tF(Wn,k )r ,!(K)(a′1, . . . , a′r )| 6 χq ′mn/2
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où χ = dimQ`(H
−nr(F(Wn,k)

r
,!(K))a′ est indépendant dea′ ∈ U car

H−nr(F(Wn,k)r ,!(K)) est unQ`-faisceau lisse surU . 2
Bibliographie

1. Bosch, S., Lütkebohmert, W. and Raynaud, M.:Néron Models, Ergeb. Math. Grenzgeb. (3) 21,
Springer, Berlin, 1990.

2. Deligne, P.: La conjecture de Weil II,Publ. Math. IHES52 (1981).
3. Ekedahl, T.:On the Adic Formalism, The Grothendieck Festschrift, Volume II, Progr. Math.

Birkhäuser, Basel, 1990.
4. Greenberg, M.: Schemata over local rings,Ann. of Math. 73 (1961), 624–628.
5. Katz, N. M. and Laumon, G.: Transformation de Fourier et majoration des sommes exponen-

tielles,Publ. Math. IHES62 (1985), 361–418.
6. Saïbi, M.: Transformation de Fourier–Deligne sur les groupes unipotents,Ann. Inst. Fourier,

Grenoble46(5) (1996), 1205–1242.

comp4225.tex; 8/04/1999; 9:54; p.9

https://doi.org/10.1023/A:1000877727301 Published online by Cambridge University Press

https://doi.org/10.1023/A:1000877727301

