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i. INTRODUCTION DU PROBLEME

a) Le depouillement statistique d'une classe de tarif heterogene
permet d'observer les frequences relatives qi des contrats qui
pendant une periode de reference ont ete frappes de (i — i) sinis-
tres.

On a:
o ^ jj < i i = i, 2, . . ., m

et 2 qi = i ( I . I )

Ces frequences determinent dans l'espace Rm un vecteur a m
composantes, que nous notons:

Q[qi, ?a, • • •, qm)

b) Une base de decomposition est constituee par un eventail fini
de n classes homogenes. Chaque classe homogene Cu est definie par
une variable aleatoire, dont la loi de probability P(Xfc) depend du
parametre X*. Theoriquement ce parametre peut ^tre tout a fait
general (un triplet reel p.e.); pour les applications pratiques traitees
au paragraphe 4, il suffit pourtant de considerer Xfc comme un
nombre reel.

Si ftii'hjc) represente la probabilite a priori d'avoir exactement

(i — 1) sinistres dans la classe Cu, nous pouvons noter P(k)c) par:

On a:
0 < pi^k) < 1 i = 1,2, . . .,m

et

(1.2)
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224 DETERMINATION DE LA FONCTION DE STRUCTURE

Nous supposons que les vecteurs
dependants.

jt) sont lineairement in-

c) Resoudre l'heterogeneite d'une classe de tarif consiste tout
d'abord a choisir une base de decomposition, a representation
analytique connue, et puis a decomposer la classe de tarif par
l'eventail des classes homogenes C# de cette base.

Mathematiquement le probleme a resoudre consiste a verifier s'il
existe des nombres:

k = i, 2, . . ., n (1.3)afc

tel que Ton ait:

et Q=

a.ic represente en fait la probabilite a priori qu'un risque quelconque
appartient a. la classe homogene Cj.. Les nombres a^ definissent une
variable aleatoire A (variable heterogeneite), caracterisant l'hete-
rogeneite de la classe de tarif consideree.

Nous avons par consequent:

Prob (A = Afc) = a*: k = 1, 2, . . ., n

Les n couples (X&, a^) peuvent etre consideres comme une ap-
proximation de la fonction de structure:

#(A) = Prob (A < X) (1.6)

de la classe de tarif. Cette fonction est representee graphiquement
ci-dessous.

Fig. 1

https://doi.org/10.1017/S0515036100006073 Published online by Cambridge University Press

https://doi.org/10.1017/S0515036100006073


DETERMINATION DE LA FONCTION DE STRUCTURE 225

d) Verifier si une base de decomposition donnee convient ou ne
convient pas, consiste a resoudre effectivement le systeme lineaire
(1.5) de m equations en n inconnus a^ et a. constater que la solution
obtenue:

1) ou bien est telle que les contraintes (1.3) et (1.4) sont satis-
faites. Le probleme possede une solution et la base de decomposition
choisie est adequate;

2) ou bien la solution est telle que ces contraintes ne sont pas
verifiees. Le probleme n'a pas de solution et la base de decomposi-
tion choisie n'est pas adequate. Dans ce cas on pourrait modifier la
base initialement choisie et recommencer la verification.

L'experience montre pourtant, qu'il est pratiquement impossible
de construire ,,au hasard" une base de decomposition adequate ou
de detecter la non-existence d'une telle base, si celle-ci comporte
plus de 3 classes homogenes.

L'objet de la communication au ioeme Colloque d'A.S.T.I.N.
est de montrer qu'un algorithme simple permet de construire
progressivement, a partir d'une base de decomposition initiale et
non adequate, des bases de plus en plus adequates en maniere telle
d'obtenir finalement une base adequate (si une telle base existe).

L'approche geometrique du probleme, developpe au paragraphe
2, facilitera la recherche d'un tel algorithme.

Remarque

Contrairement a l'hypothese admise, que Ton a un nombre fini de
classes homogenes, certains actuaires Bichsel [1], Coppini [2], Dela-
porte [3], et d'autres ont envisage de representer la fonction de
structure H{\) par une fonction continue Gamma de fagon a pou-
voir profiter des facilites de calcul.

Cette hypothese implique l'admission d'un nombre infini de sous-
classes homogenes, alors que l'effectif meme de la classe de tarif est
fini. D'autre part pour passer au calcul effectif on est oblige de
remplacer la fonction de structure continue par une fonction en
escalier.

Cette note montrera que l'hypothese de la continuite de la
fonction de structure n'est pas une condition necessaire.
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226 DETERMINATION DE LA FONCTION DE STRUCTURE

2. INTERPRETATION GEOMETRIQUE

a) Les n vecteurs P(\jc) de la base de decomposition engendrent
dans l'espace Rm un cone polyhedrique convexe.

Designons par u(x, i, . . ., i) le vecteur unitaire de l'espace Rm

et par Jj(o, o, . . ., i, . . ., o), i variant de i a m, les m vecteurs
unitaires du »-edre de reference.

On a d'apres (1.2):

(2.1)

Par consequent les n vecteurs -P(Xfc) induisent dans le simplexe,
forme par l'intersection de l'hyperplan eie2 . . . em et l'orthant
positif de l'espace Rm, un ensemble convexe jj) sous-tendu par les
vecteurs:

), P(X2), . . . . P(X*), . . . , P(XB)

Fig. 2

b) Le vecteur Q representatif de la classe de tarif donnee ap-
partient au meme simplexe, car on a d'apres (1.1):

uQ= = 1 2.2
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c) La base de decomposition donnee est adequate si et seulement
si le vecteur Q est situe a l'interieur ou sur le bord de l'ensemble
convexe j j .

Notre objectif est de prouver que nous pouvons resoudre prati-
quement le probleme de la decomposition d'une classe de tarif, si
nous disposons d'un algorithme permettant de construire autour du
vecteur Q donnee un ensemble convexe j j , sous-tendu par des
vecteurs P{~ku).

3. ALGORITHME DE RESOLUTION

(Nous supposons connu la theorie elementaire de la program-
mation lineaire. On pourra se referer aux livres classiques - de
Gale [8] et de Simonnard [9].

L'algorithme que nous proposons comporte deux stades:
Siade 1: verifier si une base de decomposition donnee est adequate.

Cette verification comporte la resolution d'un programme line-
aire. Si la base est adequate le probleme est resolu; sinon on passe au
stade 2.
Stade 2: ameliorer la base de decomposition non adequate, obtenue
au stade precedent, par l'introduction d'une classe homogene sup-
plementaire.

Cette amelioration, si elle est possible, s'obtient par post-optima-
tion du programma lineaire resolu au stade 1. Apres cette operation
on retourne au stade 1.

3.1. Stade 1: Verification d'une base de decomposition.

a) Franckx [7] a montre que le probleme suivant:

Chercher des nombres K^ ^ 0, tel que Ton ait:

Q= i oikP{\k) (3.1)

peut se transformer en un programme lineaire.

La demonstration s'obtient assez facilement. Posons a priori:

Y = (yi, y2, . . ., ym)
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228 DETERMINATION DE LA FONCTION DE STRUCTURE

et considerons le programme lineaire (I) suivant:

Q = £ «* P{kk) + Y

(I)
oci 5? o , 0C2 s> o, . . . , y.n ^ o

yi > o, y2 > o, . . ., ym > o

maximiser: z = 2 aj-

(3-2)

(3-3)

(34)

Le systeme lineaire (3.1) aura une solution non negative si et
uniquement si toutes les composantes de Y sont nulles. Dans ce cas
on a egalement:

m

2 Vk = 0
k = 1

et les valeurs des a*; donnent la solution non negative de (3.1). Mais
en multipliant la contrainte (3.2) par le vecteur unitaire u, on
trouve:

*.

Or, d'apres (2.2) on a:

et d'apres (2.1):

(3.5) devient finalement:

+uY (3-5)

uQ = 1

* = 1 (3-6)

Par consequent le minimum de 2 y^ correspond d'apres (3.6) au
maximum de: "~1

n

z = 2 a.ic
k - l

et on peut des lors introduire le probleme de la verification d'une
base de decomposition donnee sous la forme operationnelle (/).

b) La solution de programme lineaire (/) est donnee par la
methode du simplexe ou par une de ses variantes.
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Le tableau de depart sous forme canonique est le suivant:

ei e% em P(Xi) P(Xa) P(\n)

ei i o o /'i(Xi) pifa) • • • •

S2 O I O P&i) psfa) . . . .

. . -Bo

em O O . . . . I pm{Xl) pmfa) • • • •

Cj O O . . . . O I I I Z = O

La ligne marginale contient les coefficients Cj avec lesquels les
variables a et y apparaissent dans la fonction objective z. Les
vecteurs ei, h, ..., em constituent la baseinitialeBo du programme,
qui admet la solution initiale suivante:

yi = qx, y>2 = ?2) — , ym = qm

Ki = o , 0C2 = o, . . . . , a « = o

Pour cette solution la fonction objective z est egale a. o.

Geometriquement cela signifie que l'ensemble convexe Jp con-
struit initialement autour du vecteur Q ne contient que les vecteurs
e/c. La methode du simplexe consiste precisement a construire au
cours d'une iteration un nouvel ensemble convexe $ ' autour de Q ne
differant de S$ que par un seul vecteur et de maniere telle que:

1) Q reste a l'interieur de Jr>';
2) z a. augmente.

c) Si la solution du programme est telle que la fonction objective
z atteint effectivement sa valeur maximale i cela veut dire que Ton
est parvenu a construire autour du vecteur Q un ensemble convexe
ne contenant plus aucun vecteur e^ et constitue done uniquement
de vecteurs

On a trouve des lors une base de decomposition adequate, qui
contient comme on peut s'en rendre compte au maximum m lois
homogenes. Le ,,dosage" des lois se lit dans la derniere colonne du
tableau.

15
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230 DETERMINATION DE LA FONCTION DE STRUCTURE

3.2. Stade 2: Amelioration d'une base de decomposition non
adequate

a) Si la solution du programme lineaire (/) est telle que z n'atteint
pas sa valeur maximale 1, l'ensemble convexe^), construit autour de
Q, contient encore un certain nombre de vecteurs unitaires e~k du
m-edre de reference.

Nous supposons que jrj contient actuellement d'une part r

vecteurs

, •••>P(W j k e i , 2 , . . . , n

et d'autre part, en complement les (m — r) vecteurs ek:

etl, e~u_, ..., eim_r ikzi,2, . . . , m

A ce stade le tableau du simplexe se presente de la facon suivante:

«i «2 em P(Xi) P(Xa) P(kn)

P(kjr)

La base actuelle B du programme est constitute par les vecteurs:

P{xh),P(\h), .....P)W

de la base de decomposition donnee et par les vecteurs:

e i l t e i 2 , •••, e i m _ r

du w-edre de reference.

(L'ordre dans lequel ces vecteurs se presentent dans la base B
n'est pas necessairement comme indique dans le tableau; cet ordre
depend de la sequence d'iterations effectuees pour passer de la base
initiale Bo a la base actuelle B).
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cB represente un vecteur ligne dont les m composantes sont les
coefficients avec lesquels les variables de base apparaissent dans
l'expression (3.4) de la fonction objective z (c.a.d. 1 pour une
variable a et 0 pour une variable y).

Le tableau contient, comme indique, la matrice inverse B'1 de la
base actuelle B. Le vecteur —cB B1 est situe dans le tableau en-
dessous de B~l.

Ce programme admet la solution suivante:
y = y* y = y* y = y*

* * *

et on a:

z = z* < 1

Comme tous les coefficients de la ligne marginale sont negatifs ou
nuls, on ne peut plus augmenter la fonction objective z.

b) Dans ce cas il est impossible de construire une base adequate,
au moyen des n vecteurs P(X )̂ de la base de decomposition donnee.
II faut introduire une nouvelle classe homogene Cn+1 definie par sa
loi de probability P(XM + 1).

Verifier si la nouvelle base de decomposition formee par les
(« + 1) vecteurs:

est adequate, consiste a resoudre le nouveau programme lineaire (II)
suivant:

(II)

Q = S ^ P(X») + Y (3.7)

ai ^ o, a2 ^ o, . . ., a.n ^ 0, a.n+i ^ 0
(3.8)

yi > 0, y2 > 0, . . ., ym > o
n+ 1

maximiser: z = 2 a.j. (3.9)

On constate que ce nouveau programme s'obtient par addition
d'une variable are+i au programme primitif (/). Cette addition s'ac-
compagne de l'addition au tableau du simplexe d'une colonne
P(X»+i) et d'un coefficient cn+i = 1 dans la ligne marginale.
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232 DETERMINATION DE LA FONCTION DE STRUCTURE

Dans ce cas le programme maximal de base anterieur reste un
programme de base du programme modifie, mais ce programme
peut ne plus 6tre maximal.

Pour prendre une decision en ce qui concerne l'introduction du

vecteur P(Xm+i) dans la base de decomposition, il faut calculer:

Cette grandeur se calcule facilement, puisqu'on connait le vecteur
cB B'1 (methode de la matrice inverse).

1) Si rn+i < o, le programme primitif est aussi un programme
maximal du programme modifie (II) et l'introduction de P(XB+i)
n'augmentera pas la fonction objective z.

2) Si rn+i = o le vecteur P(Xw+i) fait deja partie de la base de
decomposition.

3) Si rn+i > 0 on augmente la fonction objective z en intro-
duisant P(Xn+i) dans la base de decomposition (et dans la base B

du programme)

Dans ce cas, comme on dispose de B1, l'algorithme de la matrice
inverse peut etre applique directement a partir du dernier tableau
maximal du probleme primitif (/), complete par une (n + i)eme
colonne. Cette colonne contiendra le vecteur B'1 P(Xw+i) et la
grandeur rn+i dans la ligne marginale.

3.3. Mise en route de l'algorithme

L'algorithme peut toujours etre mis en route. 11 suffit d'intro-
duire une seule classe homogene Ci, definie par sa loi de probabilite
P(Xi). On verifie qu'on a toujours:

n = 1 > o

car au depart, on a:

cB — (o, o, . . ., 0)

II suffit done, pour manier la methode, de garder uniquement en
memoire la matrice B'1 et le vecteur cB B'1, ainsi que la colonne
,.solution" evidemment.
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4. EXEMPLES NUMERIQUES

233

Exemple 1

Delaporte [3] a observe pour une classe de tarif automobile la
repartition des nombres probables de sinistres par vehicule en 1958.

Les colonnes (1) et (2) du tableau ci-dessous donnent les resultats
de l'enque'te.

Nombres de sinistres
observes

( 1 )

0

1

2

3
4
5
6
7
8
9

Nombre observe
de vehicules

( 2 )

774
375
1 2 0

4 0

15
5
2

h-
i

I

I

Q

(3)

0,580210

0,281109

0,089955
0,029985
0,011244
0,003748
0,001499
0,000750
0,000750
0,000750

2<xfc P(Xfc)
*

(4)

0,580210
0,281109

0,089955
0,029985
0,011244
0,003748
0,001275
0,000750
0,000750
0,000750

La decomposition de Q (colonne 3) par des lois binomiales
de composantes:

a donne les resultats suivants:

1 = 1, 2, . . . , 10

k

I

2

3
4
5
6
7
8
9

0,01

o,O5
0,06
0,24
0,25
0,70
0,71
o,93
o,94

a*

0,1438
0,08428
0,6784
0,02630

0,06382
0,001450

0,0004828
0,0009319
0,0003206

On peut verifier que: z = 0,9998.

La colonne (4) donne les composantes du vecteur S
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Exemple 2

Coppini [2] donne la distribution de 8.695 femmes d'apres le
nombre de cas de maladie en i960.

Nombre de cas

0

1

2

3
4
5
6

7
8

Donnees observ6es

5741
1890

662
253

94
38
1 2

4
1

Q

0,660265
0,217366
0,076136
0,029097
0,010811
0,004370
0,001380
0,000460

0,000115

2 at P(X*)
k

0,660265

0,217366
0,076136
0,029097

0,010811
0,004136
0,001380
0,000374
0,000115

La decomposition de Q par des lois binomiales P(X )̂ de compo-
santes:

* = 1 , 2 , . . . , 9

a donne les resultats suivants

k

I

2

3
4
5
6
7

Xfc

0,02
0,03

0,15
0,16

°.43
0,87
0,88

OCfc

0,3561
0,3749
0,08732

0,1592
0,02191

0,00002795
0,0002228

On a: z = 0,9997

Exemple j

La methode exposee reste d'application dans le cas ou la variable
observee est la hauteur du sinistre, qui donne le montant aleatoire
qui sera paye, lorsqu'un sinistre est survenu.

La composante qi du vecteur Q represente alors la frequence
relative des montants compris entre m% et wj+i. La composante
pi(kjc) du vecteur P(X;t) represente la probability a priori qu'un
montant soit compris entre m% et m%+\, si le risque appartient a la
classe homogene C^.
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Dropkin [6] donne la repartition de l'indemnite payee en 1961 aux
24613 assures, touches d'une incapacity de travail permanente.
Apres regroupement des donnees et un changement d'echelle, nous
retenons la distribution suivante.

Classes de frequence
de mi a nn+i (non compris)

0 — 2

2 — 3,5
3,5— 5
5 —12,5
12,5 — 20
20 —27,5

27.5 — 35
35 — 42,5
42,5 — 50
50 —57.5
57.5 — 65
65 — 72,5
72,5 — 82,5

82,5 — 95
95 — 17.5

Nombre observe

434
1106

1958
695 !
42O3

2635
1596
867
422

225

88
35
19
9
6

Q

0,02111511
0,05380948
0,09526126
0,3381823
0,2044857
0,1281989
0,07764912
0,042118157
0,02053128
0,01094677
0,004281405
0,001702832
0,0009243943
0,0004378710
0,0002919140

Nous decomposons Q par des lois Gamma P(Xfc). Notons par
F(m, Xfc) la fonction de repartion de la hauteur du sinistre dans la
classe Cjc. Nous avons:

F(m, Xjt) = probabilite que la hauteur du sinistre soit inferieur a m

m m2 mx ~x

et par consequent:

Piih) = ^ K + i , Xfc) —F{mt, \k)

Cette decomposition a donne le resultat suivant:

k

1

2

3
4
5
6
7

2

3
6
7
18

19
32

a*

0,00002350406
0,05489099
0,1109684
O,33428oo

o,i454o55
0,1771584
0,1004197
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k

8
9
10
11
12

13
14
15

33
47
48
63
64
81
82

IO5

<Xfc

0,03585424
0,006646244
0,02876527
0,002787897
0,001567089
0,0009361454
0,00002404650
0,0002725051

Comme z — 1, on a necessairement:

Q= 2 a

Nous remercions vivement W. van Gampelaere de l'aide qu'il
nous a apporte pour la programmation et les calculs numeriques.
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