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PROBLEMES D’INTERPOLATION DANS DES ESPACES
D’ULTRADISTRIBUTIONS DE TYPE ROUMIEU

ALEX MERIL

Introduction

Nous avons étudié en [12] des problemes d’interpolation dans des
espaces de fonctions holomorphes sur un céne ouvert convexe de sommet
Porigine dans C*, la croissance de ces fonctions étant contrélée a I’infini.
Nous nous intéressons maintenant & un espace plus petit en imposant en
outre un contréle de croissance & l'origine dans le cas ol le cone est
strict.

Comme il est classique (cf. [1], [2], [11], [12], [19]) afin de résoudre nos
problémes d’interpolation, il est nécessaire d’utiliser des résultats de L*-
Estimation et de résolution du d. Les théorémes usuels de Hérmander
([6], [8]) ne suffisent pas car les espaces “‘de type L*’ qu’on doit considérer
sont ici F.S* (ce sont des limites projectives avec fléches faiblement com-
pactes d’espaces L* usuels). Des théorémes de résolution du ¢ dans des
espaces du type F.S* existent depuis quelques années (cf. Kawai [9] et de
Roever [16]). Le théoréme de de Roever ([16] théoreme 7.3) qui nous
intéresse ici est de preuve manifestement incompléte. Récemment des
preuves complétes ont été fournies par Y. Saburi [17] et l'auteur [11].
Il nous parut intéressant de présenter les divers énoncés de résolution du
0 dans ce type d’espace. L’idée de leur démonstration est simple: Comme
ces espaces sont des limites projectives, on applique les résultats de L*-
Estimation et de résolution du ¢ de Hérmander ([6], [8]) 4 chaque terme
des limites projectives, on doit donc prouver qu'une limite projective de
suites exactes est encore exacte, ce qu'on fait en passant au dual et en
utilisant des résultats de Serre-Komatsu et de Hérmander.

Soient I” un cbéne ouvert convexe de sommet l'origine de C”, &/ une
fonction convexe positivement homogéne d’ordre un sur I' et M une
fonction convexe décroissante sur ]0, + oo[ telle que M(0) = oo et M(oo) =
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0. Le couple (I', «) détermine de maniére biunivoque un convexe fermé
ne contenant pas de droite réelle de C* qu’on note (I, &/). Nous étudions
I’espace des fonctions holomorphe sur I” contrdlées en exp (/(2)) a l'infini
et en Exp (M(k|z)) & Vorigine dans le cas ot I est strict. Cet espace de
fonctions holomorphes est isomorphe par la transformation de Fourier &
un espace de germes de fonctions holomorphes dans des voisinages spéciaux
de 2(I", &), ces fonctions holomorphes sont & croissance contrdlée a l'infini.
SiI'=R"+iC ou C est un cbébne ouvert convexe de R", les fonctions
précédentes ont pour valeur au bord des ultradistributions de type Roumieu
(cf. [16]).

Nous étudions dans ces espaces des systémes d’équation de convolution
comme en [1], [2], [3], [11], [12] et [19] afin d’étendre le principe fonda-
mental de Ehrenpreis-Palamodov & ces divers espaces dans le cas d’opér-
ateurs plus généraux que des opérateurs aux dérivées partielles. Signalons
que 'étude de systéeme d’E.D.P. dans ces espaces est faite dans [16].

Nous caractérisons les générateurs de ces espaces de fonctions holomor-
phes et étudions des problémes de prolongement de solution d’équations
de convolution.

Nous tenons a remercier le professeur C.A. Berenstein pour avoir
attiré notre attention sur ce probléme et pour les nombreux conseils qu’il
nous a prodigués. Nous remercions le professeur R. Gay pour son aide,
son encouragement et ses conseils nombreux et utiles.

§0. Rappels et définitions élémentaires

Soit U un ouvert de C*, #(U) désigne ’anneau des fonctions holomor-
phes dans U. Si P est un poids, sur U (i.e. une fonction continue a
valeurs réelles) alors #(U; P) désignera I’espace de Banach suivant:

HA(U; P) = {f e #(U): glelglf(Z)lexp(—P(z)) < 4 oo}

Dans toute la suite (et sauf mention explicite du contraire) un cone
I' sera toujours un cdéne ouvert convexe de C" de sommet l’origine, dif-
férent de C", et o/ sera une fonction convexe positivement homogéne de
degré un sur I, une telle fonction sera dite une fonction d’appui sur I'.
Si I' est un cbne, nous noterons prl’ la projection de I" sur la sphére
unité S*-! de C* = R** (i.e. prI" = I"'NS*™).

Le résultat suivant est bien connu

0.1 LemMmEe ([15]). A tout convexe fermé £, non compact de C" ne
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contenant aucune droite réelle, correspond un coéne I' de C™ et une fonction
d’appui o/ sur I’ de telle sorte que

Q=00,)=1{zeC" —Im{z& < A(2),Vzel}.

(avec (z,&) = z& + --- + 2,8,). Réciproquement, tout céne I' et toute
fonction d’appui sf sur I' déterminent par la formule précédente, un convexe
fermé non borné de C", ne contenant aucune droite réelle.

On dit, dans ce cas, que 2 et (I, o) sont en dualité.

Si I est un cone et IV un sous-cone de I', on dit que IV est un
sous-cOne relativement compact de I" et on note [V CC [ si pri’ CC
prI’. Une famille (I'});>, de sous-cones de [' sera dite une exhaustion
del'sil'yccl'y,cCl etsil =gl

Pour (I, o) donné, si (I',), est une exhaustion de I, les ensembles
suivants sont des voisinages “coniques” de (I, )

e = 9(10 0@ + L121).

Soit M une fonction continue, croissante sur R* telle que M(0) =0
et M(cc) = oo. Nous supposerons de plus que M est dérivable sur 10, + oo,
que M’ (fonction dérivée de M) est strictement croissante, que la fonction
x — xM’(x) croisse et tende vers l'infini avec x et aussi que les deux con-
ditions suivantes sont vérifiées.

(1) [0 4 < oo

x
il existe 7 > 1 et K > 0 tels que
(2) 2M(x) < M(zx) + K pour tout x > 0.

Sous ces conditions, on définit la fonction conjuguée M de M (cf.
[14])) par

M(y) = sup (M(x) — y%).

On sait (cf. [16]) que M est une fonction convexe décroissante que
M(o0) = 0, M(0) = co et que M s’obtient & partir de M par la formule

M(zx) = inf {M(y) + yx} .

ExeEMPLE. Si M(x) = x* avec 0 < a < 1 alors M(y) = cte y¥“«. Re-
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marquons que la condition (2) implique qu’il existe 7’ > 1/2 et K > 0 tels
que

(3) 2M(z'y) < M(y) + K pour tout y > 0.

Dans toute la suite M sera une fonction continue croissante vérifiant
toutes les propriétés précédentes et M sera sa fonction conjuguée.

Nous allons définir les espaces Exp,[[, «; M] et (A, £); M) qui
nous seront utiles pour la suite. Nous aurons

AT, s£); M) ~ Exp, [I", o¢; M) .

Les espaces #,((I", o/); M) sont des espaces de germes de fonctions
holomorphes au voisinage de 2(I", &) a croissance controlée a l’infini.
Nous prendrons a¢ = ¢ ou c¢. L’indice ¢ voulant dire qu’'on prend des e-
voisinages de £, l'indice ¢ sera pour des voisinages coniques.

0.2 DErINITION ([16]). Soient I' un cone de C*, s/ une fonction d’appui
sur I' et (I'y), une exhaustion de I'. Pour a« =c¢ ou c et z, fixé sur pr I,
les espaces suivants sont indépendants du point z, choisi sur prI ainsi
que de lexhaustion (I"}), de I:

Exp, [I', «; M] = lim %”<F’;, 42) + %zo + M(klzi))

k21

et
# T, 0); M) = lim 0,0, —11(2))]
k=1 k
avec I'" = I',, I'* = I', U{@/R)z, + I'}, &¥(2) = A(2) et
1
A¥2) = of (z — é73.%)
pour z e (1/k)z, + I" (on prolonge /¥ en une fonction convexe sur ),
2. = 9(T0, @ + ¢ 2])
et enfin Q,, = AU, #(2) + (1/k)|2)).
Les espaces Exp, [[', «, M ] (pour @ = ¢ ou ¢) sont du type F.N. On
munit # (2", «/); M) de sa topologie naturelle de limite inductive.

Remarquons que pour zel’, la fonction &— exp(i{z, &)) = e, (§) est
élément de 2, (2(I", «); M), de sorte que pour u € #(2(I, «); M) on peut
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définir la transformée de Fourier F(y) de u par F(u)(2) = {u,e.). 1l est
évident que F(u) est élément de Exp, [I", «; M] et on obtient le

0.3 TuforiME ([16]). La transformation de Fourier établit un iso-
morphisme topologique entre #. (NI, «/); M) et Exp, [, ; M ] pour a = ¢
ou c.

Nous nous intéressons par la suite uniquement au cas ol « = ¢, des

résultats analogues peuvent s’établir dans le cas e. Nous ne le ferons
pas.

0.4 DerFINITION ET THEOREME ([15], [16]). Soient I’ un cone de C*
et & une fonction d’appui sur I. Soient (I')). une exhaustion de I', on
note I'(k) = I',N{§ e C"||&| > 1/k}. On note Exp, (I', /) U'espace de Fréchet
nucléaire suivant

Exp. (I’ /) = lim o#(T'#), #2) — 3 12])

k=1

Et
# (AT, ) = lim ,yf(.r},c,c, — ‘EJ) .
%=1 k

La transformation de Fourier établit un isomorphisme topologique entre
AL, <)) et Exp, (I, ).

Remarques. On a Exp, (I, o; M) C Exp, (I', o), cela vient du fait que
M est borné sur [1, 4+ ool.

Si f e Exp, [, «; M] alors (5f/oz,) € Exp, [I, «; M] pour 1 <j < n:il
suffit par dualité de voir que ’espace #., (2, «Z); M) est un module sur
P’anneau des fonctions polynomiales en n variables, ce qui est évident
compte tenu du fait que la fonction x — xM'(x) tend vers l'infini en cro-
issant avec x.

Si fe#(I") est tel que pour m e N* fixé, on ait pour tout ¢ > 0, tout
ke N*, il existe une constante positive C(k, m,e) tel que

If(2)| < C(k, m, ¢) exp (| 2| + mM(k|z)) pour tout ze I,

alors f ¢ Exp, (I, 0; M ). En effet quitte & augmenter m, on peut supposer
que m = 2° et L’appartenance de f & Exp,(I", 0; M) provient du fait qu’il
existe ¢ > 1/2 et K > 0 tel que pour tout p on ait
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22M(z*y) < M(y) + (2* — DK.

§1. Fonctions moyenne-périodiques de #.(I'*; M)

Nous noterons I'* le cone dual de I" i.e. I™ = 2(",0). Remarquons
que la croissance de M et la condition (3) entraine que 1espace
Exp, (I",0; M) est une algébre. En effet, puisque M est croissante, quitte
a4 augmenter r dans l'inégalité (2), on peut supposer que 7z est un entier
pair >4 donc que 7’ intervenant dans 1’inégalité (3) est un entier >2.

Soient donc f et g deux éléments de Exp,(/,0; M) alors pour tout
p, il existe A, > 0 tel que pour tout ze ', on ait

f(2)| < A, exp (llzi + M(plZl))
p
et

l2(2)] < A, exp (-;—lzl + M(pl2))

Prenons 7/ entier >2, et pour k fixé posons p = k7’ alors pour ze
Iy, on a

f(2)8(2)] < B, exp (%IZI + M(k121)>

avec B, = A’ exp (K).

Puisque Exp, (I',0; M) est une algébre, #,(I'"*, M) est une algébre de
convolution, donc pour pe #(I*; M) et fe# (['*; M), on peut définir
Iélément pxf de #(['*; M).

Remarquons que pour & voisin de ['™*, 1'élément pxf de 5 (I'*, M) se
définit aussi par

pxf€) = (gt (f)) o o(f): z—f(z+ &) (cf. [11]).

On dit que la fonction fe s .(['*; M) est moyenne périodique s’il existe
neX(*; M)\{0} tel que uxf = 0.

L’étude des fonctions moyenne-périodiques de #,(I"*; M) se ramenant
a celle des idéaux fermés de Exp, [T, 0, M], pour examiner les idéaux, nous
aurons besoin de la notion de m-uplet de fonctions doucement décrois-
santes au sens de Berenstein-Taylor.

Soit o = (o, - - -, o), un l-uplet de fonctions de Exp, [, 0; M]. Pour

https://doi.org/10.1017/50027763000000799 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.1017/S0027763000000799

ESPACES D’ULTRADISTRIBUTIONS 135
e>0, a >0 et ke N*¥ on notera
S(o; k, e, @) = {z € I'y||p(2)| < ¢ exp (—M(k|z]) — a|z|)}

avec [p(2)[" = X5, o2
Regardons d’abord le cas d’un l-uplet p = (p,, - - -, p;) de fonctions de
Exp, [I',0; M] avec I quelconque si n =1et Il =n si n> 2

1.1 DerFiNITION. Soit p = (o, - -+, 0) un l-uplet de fonctions de
Expc[F,O;M]. Nous dirons que p est doucement décroissant s’il existe
une exhaustion (I'\), de I', un nombre réel positif A et quatre suites de
nombres réels positifs (e), (@), (Bi): et (K (ex > 0,Vk,a, | 0 et e, 1) tels
que l'ensemble S(o; k, &y, o) it toutes ses composantes connexes relativement
compactes, de plus si z et 2’ sont dans la méme composante connexe, on a

(4) M(k\z)) < M(k|Z') + K,
(5) lz| < Alz| + B,.

Lorsque la condition (5) est remplacée par la condition “les compos-
antes connexes de S(p; &, &, a;) sont de diamétres uniformément majorés”,
nous dirons que le /-uplet de fonctions p = (p,, - -, p,) est faiblement
doucement décroissant.

Pour un l-uplet p = (o, ---, p) de fonctions de Exp, [, 0; M] nous
noterons I(p) l'idéal engendré dans Exp,[[,0; M] et I(e) l'idéal local
engendré qui est fermé. Rappelons que I, (o) set ’ensemble des fonctions
f de Exp,.[I, 0; M] telles que pour tout ze I, il existe un ouvert U con-
tenant z et [ fonctions holomorphes dans U, g, ---, g, tels que

1A
fiv = ]; 8iljiy

1.2 ProposIitrioN. Sil=n=1, on a I,(o) = I(p).

Preuve. Soit fe Exp, [I', 0; M] telle que h = floe #(I"). Pour k fixé,
considérons p > k (p sera précisé dans la suite), Comme f e Exp, [[", 0; M],
il existe C, > 0 telle que pour z€ /', on ait

@) < G, exp (Mi(pI2) + Iz

done pour z sur la frontiere de S(p;p, ¢, @), on a
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1@ < S exp @MpI2) + (o + L)121)
p

p

Soit £ une composante connexe de S(p;p, ¢,, @,), par le principe du
maximum, on a pour £ € £

Ih@) < 22 sup exp (2M(pl) + (a, + - )I2])

P
d’ot

Ih@) < - exp (20(p18) + A(w, + L)1)

€

avec C, = C, exp 2K, + B,(a, + 1/p)).
Quitte & augmenter la constante ¢’ de (3), on peut prendre p = kr de
sorte que:

2M(p|&)) < M(k|&) + K

et
1 1
Ao+ ) <%
d’olt
1@ < 2 exp (HIRIED + - 2])
pour

€ € S(p;ps 5;09 ap) ﬂ[‘lc D S(P; k’ 5ky ak) -
Ce méme type d’inégalité étant évident sur I7,\S(p;k, e, @) on a donc

heExp, [, 0; M]. O

Nous voulons étendre le résultat précédent, toujours dans le cas dis-
cret lorsque n > 2. Pour cela il faut reprendre la preuve originelle de
[2] (voir aussi [18]), en utilisant la formule d’interpolation de Jacobi, ce
qui est toujours possible. Il faut aussi étudier la résolution du & pour
des courants & coefficients dans “.%, ; défini par

“Loa(I |1 pr ") = {f€ LopoeI)|VR € N*,

on a
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jrklf(z)l2 exp {(.M(Z) — %—]z[ — M(klzl)) di(z) < +oo}

olt A désigne la mesure de Lebesgue sur C*. Une telle résolution est
faite dans le théoréme 7.3 de [16] dont la preuve est quelque peu incom-
pléte. Des preuves complétes existent depuis voir [11] et [17].

Pour la commodité du lecteur, il nous est paru intéressant de rappeler
avec nos notations ces divers théorémes. Nous renvoyons aux auteurs
concernés pour les preuves.

Nous commenc¢ons par le théoréeme 7.3 de [16]. Soit £ un ouvert
pseudo-convexe de C* tel que 2 = ( ;5 Q, avec 2, = {ze 2]a(z) < k)} ou
¢ est une fonction plurisousharmonique dans 2. Soit @ = (&,), une suite
décroissante de fonctions plurisousharmoniques dans 2 telle que pour tout
k, tout p > k et tout me N*, il existe C(k, p, m) € R et une fonction ¢, ,
holomorphe dans £ telle que

Re ¢, (a) < —m{®(2) — D, (2)} + C(k, p, m) pour tout ze .
Notons pour j = 1,2
Ly 74 (Qn, 20, + 22 — J) log (1 + [2[))
espace des (p, g + j — 1)-formes a coefficients dans
Ly(2n, 20 + 22 — j) Log (1 + |2[9)

— {fe L@ [, 1@F exp (=20,

— 22 — j)Log (1 + [2P)di(2) < +oo}
(en suivant les notations de Hoérmander ([6], [8])) et
Lg7Q, @) = lim L/ (s, 20 + 22 —~ j) log (1 + [2[)
c’est un espace du type F.S*. On a alors le
1.3 TukorkME ([16]). Pourtout ge Ly (2, D) tel que g =0 (0 est
défini au sens des distributions), il existe fe L2, @) tel que of = g.

Notons D** le compactifié sphérique de C" obtenu par adjonction
d’une sphére S*! a l'infini:

Smt = (U.|Ue 8
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et D" = C" || S ! (union disjointe). La topologie de D*" est la suivante:
1) Un systéme fondamental de voisinages d’un point U, € S¥! est
constitué des ensembles de la forme (z + I') || (pr I"), ot ze C*, I" est un
cone de C™ tel que U, e(pr )., (i.e. Uepr D).
~ii) Un systéme fondamental de voisinages d’un point x € C* est formé
des boules ouvertes contenant x. ’
De sorte que D** est homéomorphe & la boule unité fermée de C».
Soit K, un convexe compact de C" contenant l'origine, et soit o =

Hy, sa fonction d’appui i.e.

Hy(2) = sup — Im (z, &).

o

Nous choisissons K, de sorte que ./ soit de classe %' dans C*\{0}.
Lorsque 2 est un ouvert de D**, on note *°#%24(2) I'espace des (p, g)-formes

.

différentielles a coefficients dans X°.%,(2) ol

B L(R) ={fe L, (2NCHIVKCC 2,¥e >0
[ @t exp (— /(@) — el2)di@) < +eo).

Plus généralement et en suivant [16], lorsque ¢ est une fonction pluri-
sousharmonique sur 2 NC", on note *#2%) I'espace obtenu en remplag-
ant #/(2) par ¢(z) dans la définition de “°#2:9(Q).

Soit U un ouvert de C”, on dit que U posséde la propriété (P) s’il
est connexe et §’il existe une fonction holomorphe ¢ dans U telle que pour
tout § > 0 on ait

sup (—Re ¢(2) + 9|2]) < +co.

Avec ces notions, on a le

1.4 TakorkME ([11]). Soient 2 un ouvert de D™\{0}, ¢ une fonction
strictement plurisousharmonique de classe ¢€* dans 2NC". Soient L, =
{ze2NC"o(z) <)) et K, Padhérence de L, dans D*™ de telle sorte que
Ii'jﬂC" = L,. On suppose que le bord de L, 0L, = {z€ 2N C"|a(2) = j) est
de classe %*, que la famille (K,), forme une exhaustion de 2 et que QNC"
vérifient la propriété (P). La suite

] 9 3
LPQ) > FLPQ) —> - ——> FLP Q) —> 0

est exacte.
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Nous allons voir que ce théoréme permet d’obtenir une résolution
d’un faisceau sur D** “‘prolongeant” le faisceau des fonctions holomorphes.
Notons pour 2 ouvert de D",

X)) = {fe X QNCHVK CC 2

Ve > Oeslyn%!f(z) exp (—H(2) — ¢]2)| < + o0},

de méme si ¢ est une fonctions sur C", nous noterons *0(2) l’espace
obtenue en remplagant «/(2) par ¢(z) dans la définition de *°¢(2). Remar-
quons que *°@ définit un faisceau sur D*" dont la restriction & C” est le
faisceau usuel des germes de fonctions holomorphes sur C”, il en est de
méme (avec une définition évidente) si ¢ est une fonction plurisoushar-
monique car une fonction semi-continue supérieurement est bornée sur
tout compact.
Si on note *o#7¢ le faisceau défini par

Rora(Q) = {f € XopuQ)|3f € FoLPoQ)}

de méme pour ¢ Ces faisceaux étant mous, on a le

1.5 CoroLLAIRE ([11]). Les faisceaux *°#"? forment une résolution
de “Dolbeault” de *°0*° i.e.
K, 0 K, 0 5 K 1 a 5 K,
0__,_) D@P, —_— o%p, — oﬂpy —_—— e > o%ﬂm__)
est une suite exacte de faisceaux.

Pour énoncer I'analogue de [17] des théorémes 1.3 et 1.4 nous aurons
besoin de rappeler que: un ouvert 2 de D** est dit aigu s’il existe A > 0
tel que

Im z|
6) su __mz| <1.
( ot |Re 2| + A

En suivant [17], nous dirons qu’un ouvert V de D** est 0,,.-pseudo-
convexe s’il est aigu et s’il existe une fonction strictement plurisous-
harmonique p €~ sur VNC* telle que

1) {zeVNCpkr)<ciccV  VceR

i) sup p(2) < 4+ vKccV.

2EKNCn

1.6 THEOREME ([17)]. Soit V un ouvert de D™, 0,,,-pseudo-convexe, ¢

une fonction plurisousharmonique sur VN C" alors la suite
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P LPUV) —s s PUV) > o v (V) —> 0

est exacte.

A

Disons qu’une fonction ¢ sur C* est a variation linéaire s’il existe
une constante A > 0 telle que

lp(2) — 9(2)| < A pour z et 2’ e C" tels que |z — 2’| < 1.
EXEMPLE. ¢(2) = H,(2) ou K, est un convexe compact de C".

1.7 CoroLLAIRE ([17]). Soit ¢ une fonction plurisousharmonique a
variation linéaire sur C*. On a une résolution molle des faisceaux *0*:

0 0
00— 0" —> 2HP' —> ... — >0 HP" —> (.

Remarques. Les théorémes 1.3, 1.4 et 1.6 sont de preuves assez an-
alogues. On doit résoudré un opérateur ¢ dans une limite projective, on
utilise les théorémes de résolution du ¢ de Hérmander dans chaque terme
de la limite projective et il faut ensuite prouver qu’une limite projective
de suite exacte est encore exacte. Ce qu’on fait en passant au dual et
en utilisant des résultats de Komatsu, Serre-Komatsu et de Hoérmander.
I1 faut aussi prouver que l'opérateur qu’on trouve en passant & la limite
inductive dans I’espace dual est le transposé de l'opérateur ¢ qu’on avait
dans la limite projective. Cette derniére partie n’était pas effectuée dans
[16].

La condition VNC™ aigu intervenant dans le théoréme 1.6 est due
uniquement au fait que si VNC" est aigu, il vérifie alors la propriété (P).

Nous sommes donc amener a dire qu'un ouvert 2 de D** est D**-pseudo-
convexe si 2N C" vérifie la propriété (P) et s’il existe une fonction stricte-
ment plurisousharmonique p de classe €~ sur 2 NC" telle que

i) {ze2NC*plx)<ctCccC R VceR

i) sup p(z) < oo VK CC Q.

2z€KNC™
Pour répondre a une question de [17], on a le:

1.8 TuEOREME. Soit £ un ouvert D*"-pseudo-convexe, ¢ une fonction
plurisousharmonique sur 2 NC" alors la suite

b b} ]
1 LPAD) —> L) —> - ——> 2 FE(D) —> 0
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est exacte.

Preuve. C’est la méme que celle de [17], voir aussi [11].

Pour revenir i notre probléme, nous allons prouver que lorsque I et
M sont convenablement choisis, les hypothéses du théoréme 1.3 sont
vérifiées.

Prenons M(y) = y~" avec 0 <7 < + 0.

Nous nous intéressons uniquement au cas ou n = 1, dans le cas ol
n > 2, 1l suffit comme en [11] de prendre un produit cartésien.

Si0 <7 < 1on prend pour I" un secteur angulaire ouvert d’ouverture
< II/2, si ¥ > 1 on prend un secteur d’ouverture I7/27.

Dans ce cas la suite de fonctions plurisousharmoniques

O(2) = %IZI + Fl(k|2))

vérifie les conditions du théoréme 1.3 (voir [11] et [15]).

Nous allons maintenant prouver que I..(p) = I(p) lorsque n > 2 et
e = (o, -+, p,) est doucement décroissant. Nous supposerons donc pour
la suite que I' et la suite de fonctions plurisousharmoniques

0,@) = || + HiCklz)
vérifie les conditions du théoréme 1.3.

1.9 TaEOREME. (n > 2). Soit p = (o, + - -, p.) un n-uplet de fonctions
de Exp, [, 0; M] doucement décroissant et tel que la condition (4) de 1.1
soit remplacée par la suivante: il existe (K}), suite de réels positifs tels que
si z et { sont dans la méme composante connexe de S(p; k, ¢, ;) et te [0, 1],
on a

(7) M(k|(1 — OC + t2)) < MR — 0|2] + t|2]) + K.

sous ces conditions, on a I(p) = I(p).

Preuve. Les conditions de 1.1 impliquent que la variété des zéros de
o, V(o) = {zel'|pf2) = 0,1 <j < n} est discréts.

Soit 1€ I,,(p), le théoréme B de Cartan assure l'existence de n fonc-
tions (f,)<;<, holomorphes dans I' et telles quon ait 2= >7_,fp, Il
nous faut maintenant modifier les fonctions f, pour obtenir la bonne
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croissance tout en conservant 1’égalité précédente.
Puisque 1¢ Exp,[[",0; M], pour tout 2> 1, il existe une constante
C, telle que pour ze ', on ait

12(2)] < Cy exp (%IZI + H(k[2)).

L’inégalité (5) prouve que si 2 est une composante connexe de S(p;
k, e, a,) et ze 9, il existe des constantes positives C, et D, telles que

(8) . J;ldsl/\ s A d§,| < Cy exp (Dyl2))

ou 7 est le bord distingué de £ (cf [2] dont nous suivons les notations).
Pour la preuve de (8), nous renvoyons a [12].
Il faut ensuite appliquer la proposition 1.3 de [2] donc il faut trouver

des fonctions @, (¢, 2) (ol (¢, 2) € I'*) ayant des majorations convenables et
telles que

PL(C) - Pi(z) = JZZQ@,]'(C, Z)(Cj - Zj) (1 <i < n)

Nous prendrons

QG2 =200 — e+ t2) dt,
oacj

remarquons que, puisque Exp, [, 0; M] est stable par action des dériva-
tions partielles 9/0, et que I' est convexe, la fonction @, ; est bien définie
et est holomorphe dans I' X I" et a4 la bonne croissance. En effet comme
(00./0¢;) € Exp, [, 0; M], pour tout k, il existe C, > 0 tel que pour &e I,
on ait

!api | 1 -
0 <Cuew (?la + M(kla)).

Soit 2 une composante connexe de S(g; &, &, @), pour £ et ze 2, on
aura

@062 < Cexp [ (2] + 12| || exp (HRICL - ¢ + t2at

< Cy exp [ (21 + 12D + FRIC) + JH(k|2) + K. |
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a cause de l'inégalité (7) et de la convexité de M. (Remarquons que
I'inégalité (4) suffit dans le cas ol la composante connexe 2 de S(p; &, &,
@) est convexe). Le reste de la preuve de I’égalité I,..(p) = I(p) est ex-
actement celle de la preuve du théoreme 1.4 de [12], en utilisant des
résultats de [2] et de [10] et en remplacant le théoréme 2.2.5 de [11] par
le théoréme 1.3. |

Dans le cas non discret (n > 2), nous allons définir une notion de
fonctions doucement décroissantes.

Soient p = (p;)ic;en (1 < m < n) un m-uplet de fonctinos de Exp, [,
0; M] et # une famille de sous-espaces affines de C* de dimension m

telle que
fzel: p(2) = -+ = p,(2) = 0} CLLe)y(LﬁF).
1.10 DerINITION. Soit p = (o, - -+, pn) Un m-uplet de fonctions de

Exp, [, 0; M]. Nous dirons que o est doucement décroissant s’il existe:
une famille & de sous-espaces affines de dimension m comme précédemment,
des suites de nombres réels (e)is1, (@)is1, (Biis: €t (Kp)is: et un réel A
(comme en 1.1) tels que pour tout Le ¥ et tout k, l'ensemble relativement
ouvert:

S(o; Ly k, e, ) = {2 LNTi|p(2)] < &, exp (—as|2| — Mk|2))}

ait toutes ses composantes connexes relativement compactes dans LN T, et
st, z et ¢ sont dans la méme composante connexe, on ait

2| < Al + B,
et pour tout te [0, 1]
M(k|Q — 0 + tlz]) < M1 — (2] + tlz]]) + K.

Nous allons prouver que, sous ces conditions et des conditions sup-
plémentaires portant sur la famille #, on a I.(p) = I(p).

Soit £ un ouvert de I, nous dirons que £ est un “bon” ouvert (par
rapport & p et ¥) s’il existe une composante connexe G de S(p; L, &, ¢, «;)
telle que

(9) Q={zel,:3CecG tel que |z — | <e exp(—ailz — M(k!z|))}

avec a; > 0.
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Quand ¢, @,, ¢, et a. sont fixés, la famille ¥, de tous les 2 vérifiant
(9) forme ce qu’on appelle une bonne famille. Si, dans la définition de
(9), on diminue ¢, et on augmente a,, . étant diminué et a; augmenté, on
obtient une autre bonne famille %/ qui est un raffinement de %,.

Nous dirons que la famille .# est presque paralléle si, pour tout %,
étant donné une bonne famille %}, il existe un (bon) raffinement ¥, de
%, tel que pour 2, et 2, éléments de %, si

(10) 2,N0, x¢ alors 2,U2,Cr(2)Nr((2,)

oll r désigne l'application de raffinement.
Nous dirons qu'une famille .#Z de sous-espaces affines de dimension m

est analytique, si pour tout k, il existe une bonne famille associée a ¥
telle que:

Soient Lec# et Qe¥, (associée a L). Il existe des coordonnées
locales (s, t) sur 2 telles que

2N{s,t):t=0=02NL
et si ¢ est une constante, il existe L, ¢ % telle que
N{s,D:t=c} =0LNL,.
On a alors le
1.11 TakorkME. Soit p = (p, -+, pn) un m-uplet de fonctions de

Exp, [, 0, M ] doucement décroissant par rapport & une famille ¥ de sous-

espaces affines de dimension m, analytiques et presque paralléles. On a
alors I,(p) = I(p).

Preuve. Analogue a celles de [2], [3] voir aussi [12]. Pour finir,
nous allons étudier les générateurs de Exp, ([, 0; M]. Tout d’abord, en
utilisant le théoreme 1.3 et exactement comme Hormander ([7]) on a le

1.12 THEOREME. Soientf, ---,fv N fonctions de Exp,[I',0; M]. Ces
fonctions engendrent Exp, [I, 0; M] si et seulement si pour tout ¢ >0 et
tout k > 1, il existe A,,. > 0 tel que pour tout ze€ I, on ait

51\ = Av. exp (—c|zl — Hi(h2)).

1.13 TuforEME. Soit I' un secteur ouvert convexe de C de sommet
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lorigine. L’espace A (I"°; M) est sans synthése spectrale (i.e. il existe un
sous-espace invariant fermé non trivial et sans exponentielles monémes non
nulles).

Preuve. Comme en [12], nous allons supposer que " = (z € C||Arg 2] <
II/4) et nous considérons p(z) = exp (—2%), comme p € Exp,(I", 0) et que p
est une fonction entiére alors p € Exp, [/, 0; M] et p7'e Exp,[I, 0; M]. Et
le fait que I,.(o) # I(o) evient du fait que Exp, [, 0; M ] C Exp. (7, 0) et
que si une suite converge dans Exp,[[’, 0; M] elle converge aussi dans
Exp. (I, 0) et de la preuve du théoréme 1.13 de [12].

Dans le cas ou .« est quelconque une étude assez analogue peut étre
faite nous renvoyons a [12] pour cela.
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