ESPACES HOMOGENES DE STEIN DES
GROUPES DE LIE COMPLEXES, II

YOZO MATSUSHIMA

Ce travail est une suite du mémoire [8] paru dans ce journal. Dans [8],
on a étudié la structure du groupe connexe d’isotropie d'un espace homogéne
de Stein G/H d’un groupe de Lie semi-simple complexe et connexe G et on a
montré que le groupe H est égal au complexifié d’'un sous-groupe compact
maximal de H ([8], Théoréeme 3). Le but essentiel de ce travail est d’étendre
ce résultat au cas d’'un espace homogene de Stein d’'un groupe de Lie complexe
et connexe quelconque.

Soit G/H un espace homogeéne de Stein d'un groupe de Lie complexe et
connexe G. Supposons que H soit connexe et que G opéere de maniére presque
effective sur G/H. D’aprés un résultat de [7], G est alors un groupe de Stein.
Soient: K et L des sous-groupes compacts maximaux de G et H respectivement
tels que K D L et soient K et [ leurs complexifiés. On démontre que [ est
égal a la composante connexe de I'élement neutre du groupe X N H (Théoréme
2). Pour établir ce théoreme on démontre d’abord que, si un groupe de Lie
complexe opere sur une variété complexe et connexe de maniére holomorphe
et presque effective, le groupe connexe d’isotropie satisfait 2 une certaine con-
dition remarquable (Théoréme 1).

Si le groupe G est égal au complexifié d’'un sous-groupe compact maximal,
la condition pour le groupe H trouvée dans le théoreme 2 est suffisante pour
que G/H soit une variété de Stein, comme on le voit du théoréme 5 de [7].
On démontre ici que, si G est un groupe de Stein nilpotent, cette condition est
suffisante pour que G/H soit une variété de Stein.

Dans le paragraphe 4, on étabit un théoréme de décomposition de la variété
d’'un groupe de Lie complexe et connexe, ce qui est analogue & un théoréme
trouvé par Mostow [9] dans le cas d’'un groupe de Lie réel. On retrouve ainsi

le théoréeme 1 de [8] dans une forme plus précise.
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1. Dans tout ce qui suit, on désignera par 8, §), { etc. les algebres de Lie
des groupes de Lie G, H, L etc.. Soit G un groupe de Lie complexe et connexe
et soit K un sous-groupe compact maximal de G. On dit que G est un groupe
de Stein, si t (N it=(0). D’aprés [7], Théoréme 1, la variété sous-jacente d’'un
groupe de Stein est une variété de Stein. Soit G un groupe de Stein et soit X
un sous-groupe compact maximal de G. Soit f la sous-algébre complexe de §
engendrée par la sous-algeébre réelle f: ¥ =t+i-t. L’algebre T est isomorphe a
la complexification 1°=t® C de t, C désignant le corps des nombres complexes.
Le sous-groupe de Lie complexe et connexe de G correspondant & ¥ sera désigné
par K et appelé le complexifié de X dans G. Le groupe K est fermé dans G
(81

Définition. Soit G un groupe de Lie complexe et connexe et soit K un
sous-groupe compact maximal de G. On dit que le groupe G satisfait a la

condition (@) si la suivante soit vérifiée:

(Q). Le groupe G est de Stein et il existe um sous-groupe de Lie fermé,

invariant et complexe N de G qui est résoluble, connexe et simplement connexe
tel que G=K*N, KN N=(e).

Un théoréme de Hochschild-Mostow ([6], Theorem 4.2) peut étre énouncé

sous la forme suivante.

ProrosiTioN 1.1 (Hochschild-Mostow). Soit G un groupe de Lie complexe
et connexe. Si G posséde une représentation linéaire holomorphe fidéle, alors G
satisfait & la condition (@).

La réciproque de cette proposition est aussi vraie, comme il a été démontré
par Hochschild et Mostow ([6], Theorem 3.6). Mais on ne l'utilisera pas dans
la suite.

2. TutorEME 1. Soit G un groupe de Lie complexe opérant sur une variété
complexe et connexe V de maniere holomorphe et presque effective. Alors le
groupe connexe d'isotropie de G en un point quelconque de V satisfait a la
condition (Q).

Etablissons d’abord quelques lemmes.

LemMme 2.1. Soit G un groupe de Lie complexe et connexe et soit M un

sous-groupe de Lie fermé, invariant et complexe de G qui est résoluble, connexe
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et simplement connexe. Si le groupe quotient G/M satsfait & la condition (Q),

il en est de méme de G.

Soit G' = G/M et soit = 'nomomorphisme canonique de G sur G'. Soit K’
un sous-groupe compact maximal de G'. Le groupe M étant connexe, il existe
un sous-groupe compact maximal K de G tel que n.K = K' (cf. [3]). Puisque
M est résoluble et simplement connexe, tout sous-groupe compact maximal de
M se réduit a (e). Par suite, KN M= (¢) et la restriction de = 2 X est une
bijection de K sur K'. On va montrer d’'abord que G est un groupe de Stein.
Soit 7' 'homomorphisme canonique de 8 sur 8’ =¢/m. Alors =’ induit une bijection
de f sur ¥, Soit XetNit. Alors #'(X) eNit. Puisque G’ satisfait 4 la con-
dition (@), G' est de Stein et done YNt = (0). Par suite, n’(X) =0 et, I'appli-
cation /71" étant bijective dans f, on a X=0. Alors fNif = (0) et G est de Stein.
Puisque #'(T) = ¥/, I'homomorphisme = induit un homomorphisme =; de X sur
K. Puisque K et K' sont les complexifiés de leurs sous-groupes compacts‘
maximaux K et K’ et puisque n; induit une bijection de K sur K', on voit que
m est bijectif (voir [8], 'appendice).

Cela posé, d’aprés I'hypothese du lemme, il existe un sous-groupe de Lie
fermé, invariant et complexe N' de G' qui est résoluble, connexe et simplement
connexe tel que G'=K'"N, K'"NN' = (¢). Soit N la composante connexe de
l’élément neutre de z~'(V'). Alors N est un sous-groupe de Lie fermé, invariant
et complexe de G contenant M et ».N=N/M=N'. Les groupes M et N' étant
résoluble et simplement connexe, le groupe N l'est aussi. On va montrer que
G=KN, KNN=(e). Puisque K'=XK.M/M, N'=N/M et G'= K'.N', on voit
que G = K.N. Désignons par « et 0 respectivement les homomorphismes canoni-
ques de G sur G/N et de G' =G/M sur G/N. Alors a =0°r. Soit maintenant
x€ KNN. Le noyau de « étant egal 4 N, on a a(x) =e et par suite 6(=(x))
=e. Le noyau de f étant égal & N’ on a n(x) € N'. D’autre part, x= K et
donc n(x) = K'. Alors nlx)=e¢, car K'/NN' = (¢). Or, on a déja démontré que
la restriction 7, de = a K est une bijection de X sur KX'. Par conséquent, on a

x=e et KNN=(e). Le groupe G satisfait donc a la condition (Q).

LemMmE 2.2. Soit G un groupe de Lie complexe et connexe et soit D un
sous-groupe invariant discret de G. Si le group quotient G/D satisfait & la

condition (@), le groupe G satisfail aussi & la meéme condition.
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Soit G' =G/D et soit n (resp. n') 'homomorphisme canonique de G (resp.
de 9) sur G' (resp. sur §'). Alors #’ est une bijection. Soit K un sous-groupe
compact maximal de G et soit X' un sous-groupe compact maximal de G’ con-
tenant =.K. Puisque le groupe G’ satisfait a la condition (), il existe un sous-
groupe de Lie fermé, invariant et complexe N' de G’ qui est résoluble, connexe
et simplement connexe tel que G'=K'.N, K’NN = (¢). Soit R le radical de
G'. Alors R contient N et le groupe quotient R//N' est égal au centre connexe
de G'/N'. Soit R le radical de G. On a alors n.R= R'. Soit maintentant N la
composante connexe de I'élément neutre de z~'(N'). Alors IV est contenu dans
R et N est un revétement de N'. Puisque N’ est simplement connexe, 'homo-
morphisme = induit une bijection de N sur N'. Par suite, N est simplement
connexe et résoluble. On va montrer que G/N est de Stein. Le groupe quotient
G'/N' étant isomorphe & K', G'/N' est de Stein. D’aprés [7], Proposition 6, on
aalors (P4 Nn' = Nn)+(¥Nn'). Le groupe N’ étant résouble et simple-
ment connexe, tout sous-groupe compact maximal de N’ se réduit a (e) et par
suite ¥ Nn'=(0). Alors (¥ + ") Nn'=(0). Or, n’ est bijectif et ='(¥) C¥ et
n'(n) =n'. Par conséquent, on a ({+2f) Nn=(0). Alors G/N est de Stein d’apres
[7], Proposition 6. Le groupe G/N étant de Stein, le sous-groupe R/N est aussi
de Stein. D’autre part, utilisant le fait que R'/ V' est le centre connexe de G'/N',
on voit que R/N est le centre connexe de G/N. On sait que un groupe de
Stein abélien est isomorphe au gronpe C"x C*™ (m, n=0) ([7], Proposition 2).
Il existe alors des sous-groupes de Lie fermés, invariants, complexes et connexes
M et Lde R contenant N tels que R/N = (M/N) x (L/N), M/N=C" L/N=C*™.
Le groupe R/N étant le centre connexe de G/N, le groupe M est invariant dans
G. De plus, les groupes N et M/N étant résolubles et simplement connexes, il
en est de méme de M. On va montrer que le groupe G/M est de Stein. En
effet, le groupe G/R étant semi-simple, G/R est de Stein. Daprés [7], Propo-
sition 6, on a alors (t+4H)Nr=(FNr)+:5ENT). FNt est algebre de Lie du
sous-groupe compact maximal KNR de R. D’autre part, R/M étant isomorphe
a L/N, R/M est de Stein. Par suite, ((!Nt) +(Nt))Nm= FNm) +7(tNm).
On g alors (f+4H) Nm= (N m)+4ENm) et par suite le groupe G/M est de
Stein. On va montrer maintenant que G/M est égal au complexifié du sous-
groupe compact maximal K.AM/M. En effet, le groupe G/N est réductif et de
Stein et le centre connexe de G/N est égal 2 R/N. Le complexifié X.N/N du

sous-groupe compact maximal X.N/N de G/N coincide alors avec le produit de
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L/N et de la partie semi-simple de G/N. Par suite, on a G/N = (K.N/N).(M/N).
Alors G = K.M et donc G/M=KM/M. On a ainsi montré que G/M est de
Stein et que G/M est égal au complexifié d’'un sous-groupe compact maximal.
Alors G/M satisfait a la condition (Q). Le groupe M étant résoluble et simple-
ment connexe, G satisfait 2 la condition (@) d’aprés le lemme 2.1.

LemMmE 2.3. Soit H un groupe de Lie complexe et commexe opérant de
maniére holomorphe et presque effective sur une variété complexe et connexe V.
Soit a un point de V tel que h(a) =a quel que soit he H. Soit p I'homomor-
Dhisme canonique de H dans le groupe linéaire d’isotropie de H en le point a.
Alors la composante connexe de I'élément neutre du noyau de p est résoluble et
simplement connexe®.

Soit Ly le groupe de 7-jets ‘“holomorphes” inversibles de source et but a,
ol n désigne la dimension complexé de V (pour la notion de jets, voir Ehres-
mann [3]). Le groupe L% est un groupe de Lie complexe et connexe et on peut
identifier L, avec GL(n, C). Soit s (»>5s) I’'homomorphisme canonique de L}
sur L défini par =5 (jif) =jaf- Le noyau de =] est résoluble, connexe et
simplement connexe. Soit maintenant p, ’homomorphisme de H dans L7 défini
par o-(h) =jzh, he H. Alors p=p; et ps=niop, (r>s). Soit N, la composante
connexe de I'’élément neutre du noyau de p,. On a alors M\DN:D --- 1l
existe alors un entier >0 tel que Ny =Ny+;= -+ Soit hE N,. Alors jsh=e
quel que soit 'entier positif s. On voit alors que la transformation % de V
laisse fixe tout point dans un voisinage suffisamment petit du point ¢. La
variété V étant connexe, la transformation % de V est alors la transformation
identique. Or, on a supposé que H opeére sur V de maniére presque effective.
Alors le groupe N, est discret et donc se réduit 2 (e). Par conséquent, p, est
un isomorphisme local. D’autre part, puisque p; =] °p,, le groupe p,(N;) est
dans le noyau S, de 'homomorphisme =} de L% sur L,. Le groupe S, étant
résoluble, connexe et simplement connexe, le sous-groupe de Lie connexe p,(N;)
de S, est aussi résoluble et simplement connexe [2]. D’apres ce que 'on a déja
montré, le groupe Ny est un revétement de p,(IV;). Par suite, IV, est résoluble
et simplement connexe.

Démonstration du théoréme 1. Soit @ un point de V et soit H le groupe

b ¢f. Grauert [4].
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connexe d’isotropie de G en le point a. Soit p 'homomorphisme canonique de. H
dans le groupe linéaire d’isotropie de H en le point a. Soit N le noyau de p et
soit N, la composante connexe de 1'élément neutre de N. L’homomorphisme
p induit une représentation linéaire holomorphe fidéle du groupe quotient H/N.
D’aprés la proposition 1.1. le groupe H/ N satisfait a la condition (). Le groupe
H/N étant isomorphe au quotient de H/N, par le sous-groupe invariant diecret
N/N,, le groupe H/N, satisfait 4 la condition (&) d’aprés le lemme 2.2. D’apres
le lemme 2.3, le groupe N, est résoluble et simplement connexe. Alors, d’aprés
le lemme 2.1, le groupe H satisfait a la condition (Q). Le théoréme 1 est ainsi

démontré.

Remarque. Un exemple facile montre que 'homomorphisme de H dans le

groupe linéaire d’isotropie n’est pas toujours injectif.

3. TutoriME 2. Soit G un groupe de Lie complexe et connexe et soit H un
sous-groupe de Lie fermé, complexe et connexe de G. Soient K et L respective-
ment des sous-groupes compacts maximaux de G et H tels que KO L. Supposons
que G/H soit une variété de Stein et que G opere de maniére presque effective
sur G/H. Alors le groupe L est égal a la composante connexe de Uélément
neutre du groupe KNH.

Remarque. Ce théoréme généralise le théoreme 3 de [7]. En effet, si G
est semi-simple, on a K=G et donc KNH=H=1.

Etablissons d’abord quelques lemmes.

LeMME 3.1. Soit R un groupe de Lie complexe et connexe et soit R, un
sous-groupe de Lie fermé, complexe et connexe de R. Supposons que R soit
résoluble et simplement connexe. Il existe alors des sous-espaces vectoriels com-
plexes my, . .., mr de dimension complexe 1 de Ualgébre de Lie t de R vérifiant

les conditions suivantes:

Dr=m+ -+ +mp+r (somme direct);
2) tout élément x de R s'écrit de manidre unique sous la forme x =exp Xi
ccexp Xey, yER, Xiem; (i=1,..., k).

Démontrons le lemme par récurrence sur la dimension complexe de R. Si
la dimension complexe de R est égale a 1, le lemme est trivial. Supposons donc
que le lemme soit démontré pour le groupe de dimension complexe plus petite
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que 7 et soit R un groupe de dimension complexe #. Remarquons d’abord que,
le groupe R étant résoluble et simplement connexe, tout sous-groupe de Lie
connexe de R est fermé et simplement connexe [2].

1°. Supposons que r; contient un idéal complexe a de r de dimension posi-
tive. Soit R'=R/A et Ri=Ri/A. Le groupe R' est aussi simplement connexe.
Soit = (resp. ') 'homomorphisme canonique de R (resp. de t) sur R’ (resp. sur
t'). D’aprés l'hypothése de récurrence, il existe des sous-espaces vectoriels
complexes mj, . .., m; de diemension complexe 1 de t' vérifiant les conditions
1) et 2) pour les groupes R' et Ri. Soient m;, ..., m; des sous-espaces vecto-
riels de dimension 1 de r tels que #'(m;) =m} (=1, ..., k). Il n'est pas difficile
de voir que les sous-espaces my, . .., m; satisfont aux conditions 1) et 2).

2°. Supposons que t; est une sous-algébre complexe maximale de r. L’algebre
de Lie t étant résoluble et complexe, il existe un idéal complexe a de dimension
complexe 1 de r. Puisque a+1; esf. une sous-algebre complexe contenant t;, on
ar=a4+t out=a+t;. Sirn=a+1, on a aCt et c’est le cas déja considéré.
Supposons donc que r=a+1;. La dimension complexe de a étant égale a 1,
cette somme est directe et on a R=A.R;.. On va montrer que ANR; = (e).
En effet, le groupe A opére transitivement sur R/R; et le groupe d’isotropie est
égal a ANR,. Puisque R est simplement connexe et R, est connexe, l'espace
quotient R/R; est simplement connexe. Puisque ANR, est un sous-groupe
discret de A, A est un revétement de R/R;. Il en résulte immédiatement que
ANR, = (e). Alors le sous espace a de r satisfait aux conditions 1) et 2).

3°. Supposons que r; n’est pas une sous-algébre complexe maximale de 1.
Soit 1, une sous-algébre complexé maximale de r contenant r;. D’aprés I'hypo-
thése de récurrence, il existe des sous-espaces My, .. ., M de 1y vérifiant les
conditions 1) et 2) pour les groupes R: et R;. D’autre part, 1, étant maximal,
d’aprés ce que l'on a déja montré, il existe des sous-espaces my, ..., mder
tels que r=my+ - - +m+1. et que la condition 2) soit vérifiée pour les
groupes R et R,. Alors les sous-espaces mj, ..., m; de r satisfont aux con-
ditions 1) et 2) pour les groupes R et R,. Le lemme est donc démontré.

Il résulte immédiatement du lemme 3.1 que l'espace quotient R/R: est
holomorphiquement homéomorphe 2 'espace numérique complexe d’une certaine

dimension.

LemME 3.2. Soit G un groupe de Stein et soit R un sous-groupe de Lie
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fermé, complexe et connexe de G. Supposons que R soit résoluble et simplement
connexe et que G/R soit une variété de Stein. Soit K un sous-groupe compact
maximal de G. Alors le groupe KNR est discret®.

Soit R, la composante connexe de I'élément neutre du groupe K N R.
D’aprés le lemme 3.1, I'espace quotient R/R; est holomorphiquement homéo-
morphe a I'espace numérique complexe et par suite R/R; est une variété de
Stein. L'espace quotient G/R, est un espace fibré holomorphe de base G/R et
de fibre R/R,. La base G/R et la fibre R/R, étant des variétés de Stein et le
groupe structural étant connexe, G/ R, est aussi une variété de Stein (voir [7],
Théoréme 6). La variété K/R, étant une sous-variété complexe fermée de G/R,,
K/R; est aussi de Stein (cf. [1]). Le groupe K étant le complexifié du sous-
groupe compact maximal K, R, est égal au complexifié d’'un sous-groupe compact
maximal de R; ([8], Théoréme 3 et Remarque 2 au page 216). Or, R; étant un
sous-groupe du groupe résoluble simplement connexe R, tout sous-groupe
compact maximal de R; se réduit a (e). Il en résulte que R, = (e) et par
conséquent, XN R est discret.

Démonstration du théoréme 2. D’aprés le théoréme 1, le groupe H satisfait
a la condition (Q). Il existe alors un sous-groupe de Lie fermé, invariant et
complexe IV de H qui est résoluble, connexe et simplement connexe tel que
H=L.N, LNN=(e). Dautre part, le groupe G est de Stein, car G opére de
mainieére presque effective sur la variété de Stein G/H (voir [7], Théorémes 1
et 3). L’espace quotient G/N est un espace fibré principal holomorphe de base
G/H et de groupe structural H/N. Le groupe H/N est isomorphe au groupe
L. H/N est donc un groupe de Stein. Alors, d’aprés [7]1, Théoréme 4, G/N
est une variéte de Stein. Il résulte alors du lemme 3.2 que le groupe XNN
est discret et donc que TNn=(0). On va montrer que TNH =T 1l est clair
que TNHDT. Soit X TNY. Puisque §)=T+n (somme directe), X s’écrit X =
Xi+ X, Xi€1, X, en. Puisque TCTNY, X— X, appartient 2 TNHNn=FNn et
par suite X=Xj, car TNn=(0). On a alors TNHCT et donc TNH=T, ce qui
montre que la composante connexe de '’élément neutre de TN H est égale a I.
Le théoréme 2 est ainsi démontré.

2) Ce lemme a été démontré par A. Morimoto dans le cas ol R est abélien. J'ignore
si le groupe KNR se réduise a 'élément neutre ou non.
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4. Soit G un groupe de Lie complexe et connexe. On ne supposera pas
que G est de Stein. Soit K un sous-groupe compact maximal de G. La sous-
algébre complexe T de @ engendrée par la sous-algébre réelle  n’est pas toujours
isomorphe a la complexification t° de &. Mais on sait que le groupe K est fermé
dans G [8]. On va démontrer le théoréme suivant qui est un analogue d'un
théoréeme de Mostow [9] (cf. [9], Theorem 2.2).

TuéorBME 3. Soit G un groupe de Lie complexe et connexe et soit K un

sous-groupe compact maximal de G. Il existe alors des sous-espaces vectoriels

complexes my, . . ., mp de I'algdbre de Lie § satisfaisant aux conditions suivantes;
Da=m+ -+ +me+ { (somme directe) et adx.m; = m; quel que soit
rekK (i=1,..., k)

2) Uapplication exponentielle de m; dans G est injective (i=1, ..., k);
3) tout élément x de G Sécrit de maniére unique sous la forme % =exh
Xi---exp Xey, yEK, Xicm; (i=1,..., k).

Le lemme suivant est facile 3 démontrer.

LemMME 4.1. Soit G un groupe de Lie complexe et connexe et soit N un
sous-groupe de Lie fermé, iuvariant, complexe et connexe de G tel que le groupe
quotient G/ N soit abélien et simplement connexe. Soit m un sous-espace vectoriel
complexe de U'algébre de Lie § de G tel que §=m+n (somme directe). Alors
Papplication exponentielle de m dans G est injective et tout élément x de G s'écrit

de maniére unique sous la forme x=exp X.y, yeN, Xem.

On va démontrer le théoréeme 3. Soit Z le centre de G et soit Z, la compo-
sante connexe de I'élément neutre de Z. La représentation adjointe de G induit
une représentation linéaire holomorphe fidele de G/Z. D’apres la proposition
1.1, G/Z satisfait a la condition (Q). Il résulte alors du lemme 2.2 que G/Z,
satisfait a2 la condition (®). Soit maintenant L le sous-groupe compact maximal
de Z,. Alors L est fermé dans Z, et le groupe quotient Z,/L est simplement
connexe. On va montrer que le groupe quotient G/I satisfait 2 la condition
(Q). En effet, le quotient de G/L par Z,/L est isomorphe & G/Z,. Il résulte
alors du lemme 2.1 que G/ satisfait 4 la condition (Q), car Z,/I est abélien
et simplement connexe. Maintenant le sous-groupe compact maximal K de G
contient L, car L est dans le centre de G. Alors K.L/I est un sous-groupe
compact maximal de G/L et K/L est égal au complexifié de K.Z/L. Puisque
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G/L satisfait a la condition (), il existe un sous-groupe de Lie fermé, invariant,
complexe et connexe N de G contenant I tel que le groupe quotient N/Z soit
résoluble et simplement connexe et tel que G=K.N, KN\NN= L. Désignons par
D{(S) le groupe dérivé d’'un groupe S et soit D'(S) = D(D'"*(S)). Soit N' = N/L.
Le groupe N’ étant résoluble, il existe un entier 2=0 tel que D*(N') = (e) et
D¥*Y(N') = (¢). De plus, N' étant simplement connexe, les sous-groupes Di(N")
de NV sont tous fermés dans V. Il en résulte que les sous-groupes D'(N).L
de N sont fermés dans N et que D*(N)& L et D*"'(N)C L. Soient Ny =N, et
Ni=D/(N).L (i=1,...,k+1). Alors N=NDND + -+ DNtDNpy=1L et
les sous-groupes N; sont tous invariants et fermés dans G. La représentation
adjointe de G induit une représentation p; de X dans I'espace vectoriel n; (5=1,
..., B+1). On voit facilement que la représentation p; est semi-simple (7 =1,
..., k+1). Alors on peut trouver un sous-espace vectoriel complexe m; de n;
tel que n;=m;+n;+; (somme directe) (i=1,..., k) et que ad.x.m; =m; quel
que soit x= XK. On a alors n=m;+ *++ + Mg+ sy (somme directe). Puisque
6=n+f, nNf=T=mnps,onag=m+ -+ +m+7T (somme directe). D'autre
part, on voit facilement que N;/N;.; est abélien et simplement connexe.
Utilisant le lemme 4.1 plusieurs fois, on voit que 'application exponentielle de
m; dans N est injective (¢=1, ..., k) et que tout élément x; de N s’écrit de
maniére unique sous la forme x;=exp X; - - - exp Xey, mEL, Xiem; (=1,
..., k). Soit maintenant x G. Puisque G = N.K, il existe des éléments ;€ N
et ;€K tels que x=x%. Soit m=exp Xy« - - exp Xey, €L, Xicm; et
soit y = y;°%,. Alorsye K et x s'écrit x =exp Xi - - - exp Xe*y. Montrons que

cette expression est unique. Soit, en effet, x=exp X; -+ exp Xpey=exp X'

- exp Xhey oy, vEK, Xi, Xiem; (i=1,...,k). On a alors (exp X; - - -+ exp
X)) (exp Xi - - exp Xp)=yy 'eNNK=L. Soit y» =y, Alors yyL
et exp X+ -exp Xp=exp Xy -+ exp Xpeyi. Alors Xl=Xi(i=1,...,4k) et

¥y =e et par suite y=3'. Le théoréme 3 est ainsi démontré.

Tirons du théoréme 3 quelques conséquences.

1. L’application ¢ de myx - - - xmp x K sur G définie par ¢(Xi, . . ., Xi, »)
=exp Xy * - exp Xp°y est un homéomorphisme holomorphe de la variété com-

plexe myx - -+ xmpx K sur la variété G.

2. Soit U=¢ (my, s, ..., me). Alors xU-x"" = U quel que soit x € K.
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Considérons maintenant le cas ott G est nilpotent. Alors le sous-groupe
compact maximal K de G est contenu dans le centre de G. Alors le groupe
K est aﬁssi contenu dans le centre de G et le groupe quotient G/X est simple-
ment connexe. Soit maintenant A un sous-groupe de Lie, fermé, complexe et
connexe de G. Alors H*K est un sous-groupe fermé de G, parce que H+K
contient K et que tout sous-groupe de Lie connexe de G contenant un sous-
groupe compact maximal est fermé (cf.[8]). Soient G'=G/K et H'= H-K/K.
Le groupe G' étant nilpotent et simplement connexe, d’aprés le lemme 3.1, on
peut trouver des sous-espaces vectoriels complexes mj, ..., mj, ..., m; de
dimension complexe 1 de ¢' tels que @ =mj+ - -+ + m}, (somme directe), §)' =
mi+ - -+ +my et que tout élément x' de G' s’écrit de maniére unique sous la
forme x' =exp Xi, . . . exp Xi, Xicm! (7=1,..., k). Soit ' 'homomorphisme
canonique de § sur ¢. Soient my, . . ., i, des sous-espaces vectoriels complexes
de dimension complexe 1 de ¢ tels que ='m;=m} (7=1,..., k) et que m;CH
({=1,..., k). Alorsg=m+ *-- + me+ ¥ (somme directe), H+F=my+ - - -
mx+ T et tout élément x de G s’écrit de maniére unique sous la forme x= exp
X - exp Xy, yE K, Xiem;. De plus, tout élément x de H-K s'ecrit x=
exp X1+ - -exp Xney, yeK, Xiem; (i=1,..., k). Soit maintenant x< H.
Puisque X; €Y (i=1,..., h), on a exp X;< H et par suite y est un élément
de KN H. On voit donc que tout élément x de H s'ecrit de maniére unique
sous la forme x =exp Xy - - - exp Xn'y, ve KNH, X;em;. Lapplication ¢ de
mx -+ xmuyx (ENH) sur H définie par ¢ (X, ..., Xn, ) =exp Xy - - - exp
Xxey est un homéomorphisme et, le groupe H étant connexe, le groupe X NH
doit étre connexe. Utilisant le fait que X est contenu dans le centre de G,
on voit que l'espace quotient G/H est holomorphiquement homéomorphe a la
variété complexe (KX/KNH) x Mu:1X + -+ X M. Supposons maintenant que X
contient un sous-groupe compact maximal L de H et que (=¥ N Y. On a alors
KNH=LFL. Supposons, de plus, que G soit de Stein. On voit alors que le
groupe K/I, est isomorphe au groupe C*™ On a ainsi démontré le théoreme

suivant.

TutorEME 4. Soil G un groupe de Stein nilpotent et soit H un sous-groupe
de Lie fermé, complexe et connexe de G. Soient K et L des sous-groupes com-
pacts maximaux de G et H respectivement tels que KD L. Supposons que H

satisfasse a la condition TN =T Alors lespace quotient G/H est holomorphi-
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quement homéomorphe a la variété C*"x C" et le groupe quotient K|/IL est iso-
morphe au groupe C*™. En particulier, G/H est une variété de Stein®.
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® Ce théoréme a été démontré aussi par M. Ise par une méthode analogue.
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