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Résune. On propose ici une nouvellechonstration d’un tkoeme de Carayol. La correspondance
globale d’Eischler—Shimura permet d’asso@eme repesentation automorphede poids au moins
deux, un systme de ref@sentations galoisiennésdiquesp; tel que, en presque toute plagela
composante de enp soit asso@&ea la restriction de; au groupe de Weil eppar la correspondance
locale de Langlands convenablement nornéalisCe esultat aéte étendua toutes les places par
Deligne puis par Carayol qui &gl le cas plu€epineux des places extraordinaires en utilisant le
changement de base de Langlands etéatie de la&duction des courbes de Schimura. On aborde
ici cette question en utilisant une autrétmode, fonde sur les congruences entre formes modulaires
de poids 1 et de poids sépeura 2, qui fournit une nouvelle@nonstration sans faire appela
théorie des courbes de Shimura.
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0. Introduction
0.1. POSITION DU PROBIEEME

Ce travall s’inscrit dans le cadreereral de letude de la correspondance entre
repiesentations automorphes et ieggntations galoisiennes. On natée groupe
des agéles deQ et Ay le groupe des ates finies. SurQ, on utilise la valeur
valeur absolugz|, = p~¥3»(®), et surR la valeur absolue habituell¢ ||, en
omettant 'indice lorsqu’il n’y a pas d’ambigi@. Le produit @finit une valeur
absolue | surQ*\A*. Unélement de Frobenius en une place fingera toujours
un Frobenius arithitique, agissant comme la puissapcsur le corps &siduel
de@,. On normalise l'isomorphisme de laébrie du corps de classes pour que
les Frobenius correspondent aux inverses des uniformisantes. Tous legrearact
consiceres seront des quasi-caraics et la rame lettre dsignera un caraete de
Gal(Q,/Q,) et le caractre correspondant dg .

SoitQ une cbture algbrique deQ et, pourl premier,Q; une cbture algbrique
de@. On note®, 'anneau des entiers dg etm; son iceal maximal (qui n’est pas
principal!). On fixe un plongement dg dansC et un plongement d@ dansQ;.
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Les resultatsétablis par Kutzko dans [Kul], permettent d’asso@eune
reptésentatiorr, de GLy(Q,) surQ admissible et ifductible, une rej@sentation
F-semi-simple du groupe de WeiI—DeIignde\/ D’ou, pour chague nombre pre-
mier !/ différent dep, une repésentatiori-adique continue, de degR,o (m,) du
groupe de Weil local Vi, caracérisee par le€galies: pour tout caraetey deQ;,
et tout caracire additif non trivial deQ,, ¢

L(my ® x,8) = Llow (i) @ | |, M2 @ x, 5),

6(77-17 ® X7 Saw) = g(o-H(ﬁ-p) ® | |;(1/2> ® X7 Saw)a

ou 7, désigne la contra@diente der,. C'est la correspondance de Hecke qui est
obtenuea partir de la correspondance de Langlamgpar

UH(Wp) = UL(ﬁp) ® | |;(/2)-

Dans la version classique de l&trie globale, on consédle une forme modulaire
parabolique de poids > 2 pour le groupd'o(N), f € Sk(N,e), ol £ est un
carackre de Dirichlet modulaV. On note(a,), n > 1, les coefficients de son
developpement de Fourier. On suppose gt nouvelle, vecteur propre de tous
les oferateurs de Hecke, et normé@eéspour que; = 1. Deligne a @monté dans
[D1].

THEOREME 1.Dans ces conditions il existe pour chaque nombre preinigre
représentation continukadiques: Gal(Q/Q) — GL»(Q;) non ramifee en dehors
de N1 et qui \erifie, pour toutp premier ne divisant pad/ et &, un élément de
Frobenius e, les relations

tr(o(®,) =a, et det(o(®,)) =p"e(p).

Deligne et Serre onta@monté dans [D-S] le rame tleoeme lorsqué: = 1, la
seule diferenceétant qu’on obtient une seule régentation galoisienne continue
a valeurs dans.

La question se pose alors naturellement, de savoir ce qui se passe joesjue
différent dd et divise N. Pour y epondre, il faut adopter le point de vuestique
de la theorie. Etant donesk > 1 etw deux entiers de &me pari, soitDy, ,, la
reptesentation de dimension infinie de @R) quiintervient dans I'induite unitaire
(o, B) ® | |~(/?) ol « et 3 sont les caraéres

alt) = [t V2sgrt)* et p(t) = [t * V2.
Pourk > 2, elle est essentiellement de @integrable et appartierit la €rie

discrete. Posons en particuli®y, = Dy, ;. Pourk etw fixés, il existe une bijection
entre I'ensemble des nouvelles formes de péidsormali€es et vecteurs propres
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de tous les oprateurs de Hecke (c’eatdire lesT),, pourp premier au niveau
de f et lesU, pour les autrep), et 'ensemble des repsentations admissibles
irréductibles du groupe GlA) dont la composanta l'infini est Dy, ,,. Celles-ci
se cecomposent en un produit tensoriel restreint

™ = (® 7Tp> ®D/§,w
p

ou m, est une re@sentation admissible &ductible de GL(Q, ). Nous allons pri-
vilégier le casy = —k ou la composanta I'infini est D, pourétre en accord avec
les conventions de Deligne (voir le paragraphe 2.1 de [D3]). Gelbart éaiszct
dans [Ge] la bijection correspondanty = 0. Pour caraériser la bijection corre-
spondang w, il faut modifier en consquence les relations doees par Gelbart.
Si f € Si(NV,¢) est assoéear et sip est un nombre premier ne divisant p&s
7, est la repésentation principale non ran&ém, = I (| |1, | |52) ol s1 etsy sont
deux nombres complexegérfiant

1-k—w/2
ap

pr+pt=p et p'p*2 =p “e(p).

Dans ces conditions leéo®me 1 devient

THEOREME 2.Soient: > 2etw des entiers de éme parié, etr une repésentation
automorphe d&L,(A) dontla composantel'infini estDy, ,,. Pour chaque nombre
premierl, il existe une repzsentation continukadiques’: Gal(@/Q) — GL»(Q;)
telle que pour toute plagenon ramifee et diferente dé, la F-semi-simpliee de la
restriction deo au groupe de Weil em, W,,, estassoéea m, par la correspondance
de Hecke

Lorsquep # 2 toutes les re@sentations igductibles de degr2 de W, sont
induites par un caragte du groupe de Weil d’une extension quadratiqugdeon
les appelle ref@sentations imprimitives. $i= 2, il en existe d’'autres, dites primi-
tives. Les repesentations cuspidales de £0Q,) assoddes aux ref@sentations
imprimitives par la correspondance de Langlands sont dites ordinaires. Lprsque
2, celles qui correspondent aux repentations primitives sont dites extraordinaires.
A la suite d'un travail de Langlands [L1], Deligne &endu le teoeme 2a
toutes les places differentes dé, telles quer, n'est pas cuspidale extraordinaire
([D2] et [C2]). Enfin Carayol aé&gk le cas pluspineux des regsentations
extraordinaires, en utilisant le changement de base de Langlands ébt&tte
la reduction des courbes de Shimura ([C1] et [C2]). On aborde ici cette question
en utilisant une nouvelle athode, fonde sur les congruences entre formes modu-
laires de poids 1 et de poids freura 2, qui fournit une autre@monstration sans
faire appeh la theorie des courbes de Shimura.
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0.2. LA CORRESPONDANCE DE DELIGNE

Revenons au #peme 2 et consierons une placg telle quer, soit sgeciale ou
cuspidale. Deligne a@nonte dans [D2] que la restrictioanll) dec! au groupe de
Weil enp ne cepend que de, ce que nou'ecrirons(r]f, = Fi(mp).

Carayol a écrit cette correspondance locale dans lexihé paragraphe de [C2].
Soit B, le corps des quaternions de cer@ie Le groupe produitV, x GL(Q,) x
B agit sur une vaéte de cyclegvanescents dont la cohomologiadique donne
une repesentatior-adiquel/;. Si, est une ref@sentation cuspidale de &lQ, ),
on noteT, la repesentation de3; qui lui est assoée par la correspondance
de Jacquet-Langlands. La composante isotypwaﬁ;{) de 7;,/ dansl; est une
repesentation dé¥, x GL(Q,) qui permet de calculeF;(r,) carlf(7,) =
mp @ Fi(mp), SOit

Fi(mp) = Homy cL,(q,) (Tp @ Ty, Ur).

Soit x un caracére non ramif deQ; tel qu'il existe une reg@sentation auto-
morphe dont la composante grsoit 7, ® x et la composanta l'infini soit un
Dy .. Alors m, ® x est encore cuspidale et gsulte de la thorie globale que
Fi(mp ® x) = Fi(mp) @ x ™%

En outre, cette correspondance esépendante deau sens suivant

PROPOSITION.Soit 7, une repésentation cuspidale déL,(Q,). Pour tout
élementy de ), les coefficients du polpme caracéristique deF;(m,)(g) sont
dansQ et ne &pendent pas de

Démonstrationll faut d’abordécriremr, comme la composante d’une répen-
tation automorphe de poids 2. Nous allons pour cémahtrer un lemme analogue
au lemme 15.10, bien classique, de [Lau-R-St], en modifiant la conditiorfini.

LEMME. Il existe une repgsentation automorphH de GL,(A) admettantr,
comme composante gret D, comme composanéel'infini.

DémonstrationSoientpy = p et p1, p2, p3, trois autres places dg@ On note
A, le groupe des ades qui ont pour composante 0 aux plaggsp1, p2, p3, €t
oo. Pouri = 1, 2 soitm,, une repesentation cuspidale de GlQ,, ). Pour chaque
i = 0,1,2 on fixe K; un sous groupe ouvert compact defBL,, ) tel quer, ait
des vecteurs non nuls invariants sdgset, d’apes [J-L 482], il existe une fonction
fi € C*(GL2(Qy,)) telle quer,, soitla seule ref@sentation admissible &ductible
de GLy(Qy,) vérifiant trm,, (f;) # 0. D'apres [L1] (p. 74-75), il exist&€galement
une fonctionf,, € C2°(GL2(R)) telle queD; soit la seule ref@sentation unitaire
de GLy(R) verifiant trDy(f~) # O et dont l'inégrale orbitale en u@lement
elliptique egulier de GL(R) ne soit pas nulle.

Si on choisit encorefz € CX(GL2(Qy,,)) a support dans I'ensemble des
élements elliptiquesaguliers de Gk(Qy,) et fo € C2°(GL2(A,)), On peutécrire

comp4260.tex; 21/07/1995; 13:16; v.7; p.4

https://doi.org/10.1023/A:1000602707982 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.1023/A:1000602707982

REPRESENTATIONS EXTRAORDINAIRES 333

la formule des traces simples pour la fonctipe:= fo® f1 @ f2® f3® foo @ fe
[D-Kz-V] et [H]

Yo @)=Y e 0(f)

TI cuspidale ~€EGLy(Q)
elliptique regulier

Dans le membre de gauche, n’interviennent que le€semitationl telles que
Il = D> etll,, = m,, pour: = 0,1,2. Pour montrer qu’il en existe, il suffit de
montrer que cette somme n’est pas nulle, ce que nous allons fagriéiant le
membre de droite.

Une cemonstration analogug celle de Laumon, Rapoport et Stuhé&tablit
I'existence d'ouvertd’; de GLy(Q,,) pour: = 0, 1, 2, invariants par conjugaison
sous Gl2(Q,, ) et ne contenant que deements elliptiquesaguliers @ 'intégrale
orbitale def; n’est pas nulle. Soif’(X) € Q,, [X] le polyrdme caradristique
d’'un élement deV;. On peut construire un polgme P(X) dansQ[X] qui soit
proche deP;(X) en po, p1, p2, €t qui soit un polydme ireductible erps et a
I'infini. On choisit alors unélementy de GLy(Q) dont P(X) est le polytdome
caraceristique. Il est elliptiqueégulier enpo, p1, p2, p3 eta l'infini, et d'apres ce
qui precede, l'inegrale orbitale dg n’est pas nulle en; pouri = 0,1, 2, 0o. Si
I'on choisit pour f3 la fonction caradristique d’un voisinage ouvert compact de
v3 dans Glz(Q,,) et pour f, celle d’'un voisinage compact dg dans Gla(A,)
qui soit presque partout le compact maximal canonique, le membre de droite ne
comporte qu’'un nombre fini de termes non nuls dont celui qui correspond
Quittea retrecir les supports dé; et f,, On peut s’arranger pour que ce soit le seul,
ce qui cemontre le lemme.

Le theoeme 2 associa IT une repesentation galoisienrleadiquep;. Pour le
demontrer dans le casid: = 2, Shimura construit une véte algebriqueA de
dimensiom sur@Q, qui estune vaétea multiplication eelle, c’estdire gu'il existe
un corps totalemeneel F' de degé n surQ et un morphisme” — End;,(A), ol
End® désigne les endomorphismassognie pes. La repgsentatiorp; se ealise
surleF ® @ module H(A ® @, Q) (voir [Sh]). Il s’agit de demontrer que sj
est unélement delv, les coefficients du polydme carad@ristique dep;(g) sont
desélements de indépendants dé LorsqueF = Q, le theoeme 3 de [S-Ta]
regle le cas d’'une veaié alklienne ayant bonné&duction, et le thoeme 4.3 de
[Gr] celui d'une varéte atelienne quelconque: on integde I'action du groupe de
Weil enp sur H(A ® Q,,Q) comme provenant d’une actioregnetrique sur
la fibre sgciale du modle de Neron enp de A. LorsqueF est quelconque, un
ordre deF' agit également sur la fibre épiale du modle de Neron. Pour &gler
ce cas, Casselman applique I&€me raisonnement, en remarquant qud si'a
pas potentiellement bonnéduction, la fibre spciale du modle de Neron est
isomorphea un tore [Casl].

Le theoeme 2étendu par Deligne signifie quesj est s@ciale ou cuspidale
ordinaire, F;(m,) = o (mp). Ici, nous allons @montrer
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THEOREME 3. Soitr, une repésentation admissible isductible deGL,(Q2). Si
mp est cuspidale extraordinairg; (m2) = o (m2).

Puisque la correspondance de Deligne est compaiilidetorsion par un ca-
racere, il suffit de @montrer le tBoeme 3 pour une repsentation cuspidale
extraordinairer, dont le caracire central vaul} en 2. On proede en plusieurs
étapes.

A. Le but du premier paragraphe est dgmbntrer la proposition suivante.

PROPOSITION 1ll existe une repgsentation automorphedeGL,(A) admettant
o comme composante locale en la pl&et D; comme composanéel'infini.

Pour cela, on assocer,larepésentation, = or,(m2)®| |§(1/2) de Ga(Qy/Qy).
On prolongeo, en une repesentations de Ga(Q/Q) dans Glz(C) a la-
quelle les néthodes de Langlands [L2] et Tunnell [T2] permettent d’associer une
repesentation automorphedont la composanta l'infini est D;. Les fonctions

L et les facteurg der eto Q | |%/2 coincident presque partout. Un argument
standard permet d’enéduire qu’ils céncident partout et donc deexifier quern;
est la composante locale deen 2.

La repésentationr est asso@ea une forme modulair¢ de poids 1, nouvelle,
normali€e et vecteur propre de tous lesogteurs de Hecke.

B. Ensuite, au paragraphe 2, on rempla@ar une forme modulairg de poids
[ > 2, nouvelle, normalise et vecteur propre de tous le€ogteurs de Hecke, qui
est congru& f en un sens qui seragmi®. Elle est assoeea une repgsentation
automorpher’ dont la composant&I'infini est D;, qui correspond elle-Bme, par
le theoreme 2 a une repesentation galoisienrdeadiques’. Par dfinition deF;, la
restrictiono’, dec’ a W vérifie

Fi(ma) = o3.

C. On montre alors, et c’est le point crucial de ce travail, que les composantes
locales der etn’ en 2 sont ‘congrues modulo I' c’estdire que.

PROPOSITION 5lI existe un caradrey; de @, a valeurs dand + IZ; tel que
o ™~ TH @ X-

C’est I'objet du paragraphe 3.

D. Au paragraphe 4, on remarque que les relations de congruenc¢ enife
donnent pour presque topi;, = 7, @ | |;1 modm;, au sens 0 le determinant et
la trace de ces repsentations sont congrus moduip Le theoeme de Cebotarev
permet d’en éduire

PROPOSITION 6Sip = 2onaencorer, =5 ® | |,>  modm,.
E. On peut enfin conclure: d’aés C, B et D respectivement

Fi(ma) = Fi(rh) = 0h = 62® | |; - modm,.
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Soit, puisquer, ® | |51 = o (m2)
Fi(m2) = o (m2) modm,.

Comme cette relation est vraie pour une inénde! et que ni la trace ni le
déeterminant deF;(m2) ne cependent d& on en @duit I'egalie cherckeF; () =
o (m2).

Grosserement, ce raisonnement reviantemontrer que si, est facteur local
d’'une repésentation automorphe dont la composankenfini est D1, F;(m2) est
donrée par la correspondance de [D-S] en poids 1.

1. Passage du local au global en poids 1

Consicerons donc une repsentation cuspidale extraordinaire de Gk ) dans
un espace vectoriel compleXg& que nous noterons provisoirememtet dont le
caracére centralv, vérifie w,(2) = %
PROPOSITION 1ll existe une repesentation automorphe d&l,(A) admettant
75 comme composante locale en la pl&oet D1 comme composangel'infini.

DémonstrationLa repésentations @ | |, (1/2) 3 un caraere central trivial
sur 2 et la regesentation iductible et primitive qui lui est ass@d par la cor-
respondance locale de Langlargs Gal(Q,/Q.) — GLy(C), est &traledrale ou
octatedrale, c’esh dire que la comp@ea, deo, avec la projection dans PG(C)

a une image finie, isomorpliel, ou a &, respectivement.

Soit Q une cbture alg@brique deQ et ¢ I'élement de G&l/Q) qui corre-
sponda la conjugaison complexe pour un plongemen@diansC. En adaptant la
demonstration du #oeme 1.3 de [T1], nous allons d’aborérdontrer

LEMME 1.1. Il existe une repgsentation continuer: Gal(Q/Q) — GL»(C)
irr éductible, &étrahedrale ou octakdrale, dont la restrictiora Gal(Q,/Q») est
isomorphea o et qui \erifiedeto(c) = —1.

DémonstrationLe noyau der, est doni par une extension finie g dansQ,
notte £. Comme, d’apés le treizéme paragraphe de [W], le groupe @G&a/Q»)
estisomorph@f, oua &y, E estle corps de@composition d’'un polydmeP de
degg 4,a coefficients dan®,. On peut approchd? par un poly@meR de néme
degeg, a coefficients dan®, dont le corps de &omposition su€)» estE et qui
pos&de exactement deux racinéglles. SiL est le corps de@composition de?
surQ, L, = E et GalE/Qy) est un sous-groupe de GA)Q) qui est lui-méme
un sous-groupe dé,. Le groupe G4IL/Q) est donc isomorpha?l, ou a &, et
on obtient le diagramme commutatif
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Gal(E/Q,) — Gal(L/Q)

PGLy(C)

ou les feches diagonales sont des injections, la peee@tant induite par,. En
composant la seconde avec la restriction dg@ad) dans GalL/Q) on obtient
une repésentation projective: Gal(Q/Q) — PGLy(C) qui, d’apes[S1], se rélve
en une re@sentatiow: Gal(Q/Q) — GL»(C). Le diagramme

Gal(@2/Qz) — Gal@/Q) —— GL2(C)

o

Gal(E/Q2) — Gal(L/Q) — PGLy(C),

est commutatif. La restriction dea GalQ,/Q,) est dona,. Quittea tordres par
un caractre de G&lQ/Q), on en @duit que sa restrictioa GalQ,/Q) estos.

La repésentations est octabdrale ou étratedrale, car 'image d& dans
PGL,(C) est isomorphé GalL/Q) donca 24 ou G4. Son image dans GI(C)
n’est pas commutative si bien qu’elle eséiluctible.

Le polymdme R, qui n'a que deux racine®elles, possde aussi deux racines
complexes. C’est pourquoila conjugaison complexe n’est pas triviale dafis/@Gal
qui est plon@ dans PGL(C). Par conéquent, d’apgs le paragraphe 1.3.3 de [S1]
deto(c) = —1 etle lemme 1.1 est vrai.

De plus, six est un caraétre continu de G&al)/Q), la repésentatiorr ® x
est encoreétratedrale ou octabdrale, deux types de ré&gentation pour lesquels,
d'apres [L2] et [T2], il existe une reg@sentation automorphede GLy(A) dont la
composanta l'infini est D4 et qui \erifie, en presque tout place finie

L(mp ® ||, M2, 5) = L(0y, 5), (1.1)

ou o, désigne la restriction de au groupe de Weil ep. Nous devons encore
montrer.

LEMME 1.2. m, estéquivalentex r5.

Déemonstration Cette propite resulte de Egali€é entre les fonctiond, en
presque toutes les places. Nous allons utilismguation fonctionelle de Tate dans
des raisonnements inseg du douzme paragraphe de [J-L]. Saitun caraatre
de Q*\A* et un caractre additif non trivial deQ. On noteray, et, leurs
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composantes locales respectives. En presque toute bonnepplaice;,, est non
ramifiee et caraétrise par sa fonctiod, I' égalie (1.1) assure
op = or(mp) ® ||, YD = o (). (1.2)
La fonctionL globale der est le produit de ses facteurs locaux
L(r®x,s) = HL(?TU ® Xu, S)s
v
ou v parcourt toutes les places — finies ou non ©@d®e néme

e(r®x,s) = He(m ® Xus S, Uy)-

lIs vérifient, pour tout choix dg et+, I'équation fonctionnelle

Lt ®x,8) =e(r@x,8) L7 @ x 11— s).
On peutéecrire les emesegaliées pourL (o @ | |;/2 ®x,s) ete(oc ® | I;/Z ® X, 8)-
Lorsqu’on fait le quotient deéquations fonctionnelles, tous les facteurs locaux

: (1/2) crafivmai o
correspondant aux placesi o, = or(m) @ ||p (4/2) sgliminent ainsi que les
facteursa l'infini. Il reste un ensemble f|n| de places architiennes, contenant les
places ramifes, n&¢ S, tel que

1/2
H Loy ® | |v/ ® Xv, 5)
L(my ® Xv, 5)

vES

(1/2)
i e(00 ® | 1+/% @ xv, 5,90) I Zee el &2 @xp" 1)
ves 771)®X1175 %) ves L(7TU®X11 ,1—8)

Puisquer; est ramifee commers, la place 2 appartie@tS. D’apres le Lemme 12.5
de [J-1], il existe un quasi-caramew qui cdncide avegy, sur Ga(Q,/Q») et tel
gue le conducteur de, soit arbitrairement grand en toute autre place&der, si
ce conducteur est assez grand, toujours @&api-L] (p. 406 et 116), les fonctions
Ldeo, ® | Y2 @wy, 60| ls V? @ wil, 1, ® wy, etir, @ wyl sontegalesa 1,
et les facteurs verifient

6(011 ® | |1];/2 ® Wy, S?Z:bv) = €(det0v ® | |U 02 Wy, Sa¢v)5(wv, Sﬂﬁv)

= 8(7&, @ Wy, 351/)11)3

cardetv, ® | |, estle caraére central de,. Avecw a la place de, notreéquation
devient

1/2
L(o2® |57 ® x2, )
L(m2 ® x2,8)

(029115 © x2,5,02) L5290 11;Y? @151 5)
8(W2®X2787¢2) L(7T2®X2 ,1 S)
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La repésentationr; ® | |$/2 étant assoéea 75 par la conjecture de Langlands
locale, leurs facteurs ete sontégaux et nous obtenons

6(77-2 X X5 S, ¢2)L(fr2 ® X2_17 1- S) — 8(71-; b2 X2,S, ¢2)L(ﬁ-3 b2 X2_17 1- S)
L(m2 ® X2, ) L(r3 ® X2, 5)

)

ce qui signifie d’apes le corollaire 2.19 de [J-L] que; estéquivalentea 75. Le
lemme 1.2 est donc vrai et la proposition 1 aussi.

Remarqud.. Ces calculs sont classiques. On en trouve de semblables par exem-
ple dans [Cas2]wCasselman compare les facteurs locaux de deug&septations
automorphes, ou dans [Lau-R-St].

Remarque. En remplaant 2 par n'importe qu’elle autre place 8eon montre
gue l'égali€ (1.2) est vraie pour tout

La repésentationr détermine une nouvelle forme de poids 1, nornédi®t
vecteur propre de tous les @@teurs de Heckg = -, ., ang™, dont les coeffi-
cients de Fourier sont doés par la relation

L(5,s) = L(x @ ||Y?,5) = > apnC.

n>1

Soit N le conducteur der et e son ceterminant. L'action de GaD/Q) sur les
racinesN¢ de I'unité fournit un homomorphisme de G&l/Q) dans(z/NZz)*. Il
permet de factoriser, qu'on identifie au caraete de(Z /NZ)* ainsi obtenu.

Gal@/Q) ° Cx

(Z/NZ)*.

Alors f appartien& S1(N, €).

Sip ne divise pasgV, on noteF), 'image paro de la substitution de Frobeniusgn
qui est @&finiea conjugaison @s. La relatiorl.(5,, s) = de{1—p *F,) 1, donne
la trace et le dterminant de,. D’autre partr, est l'induite unitaire (x4, u2) ou
wi = ||*" avec

Pt +p2=pt2a, et pip =pe(p),
ce qui permet de calculer

L(ﬁp ® | |;/2, 8) = (1 —p—spsl—l/z)—l(l N p—spsz—l/Z)—l

= (L—p fap +p Ze(p) L.
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Puisque d’'aps la remarque Z;(5,, s) = L(7, Q | |11/2, s), on obtient
trF, =a, et detF, =c¢e(p),

o est asso@ea f par la correspondance de Deligne et Serre en poids 1.

NB: Dans [D-S] et [S1] on trouved&galie L(o, s) = Ya,n * aulieudeL(s, s) =
Ya,n 5. Cette diference provient d'une défence dans laédinition des fonctions
L. Dans [D-S] et [S1], la fonctioi (o), s) d’'une repésentation galoisienne locale
o, est cefiniea partir du éterminant d¢1 — p~° F),), alors que nous avons adépt
la versi;)n @ometrique en éfinissantl(oy, s) a partir du @terminant dg(1 —
pFp).

2. Du poids 1 au poids suprieur a 2
2.1. CONGRUENCES VERSION CLASSIQUE

Nous voici avec une forme parabolique primitive de poids 1 de nivéaet de
carackree, assodea une repesentation automorphe dont la composante locale
enp = 2 estr5 — que nous noterongdormaisry. Nous voulons calculef; (7).

Si 7, était un facteur d’'une repsentation automorphe de poids su@rieura 2,
Fi(mp) serait la restrictiora W, de la repesentatiori-adique assoéea «’ par

le theoeme 2. Il s’agit donc de trouver une nouvelle forme de poid€sepra

2, normalige et vecteur propre de tous lesogteurs de Hecke, qui ne soit pas
trop differente def. Or, les &ries d’Eisenstein permettent de modifier le poids des
formes paraboliques sans les perturber outre mesure.

Choisissons donc un nombre premigaius grand que 5 et ne divisant pas
et consi@&rons la &rie d’EisensteirF; de poidd — 1 sur Sly(Z), normalige pour
gue son terme constant soit 1. S@vdloppement eresie est-entier, c’est dire
queE; =3 ,-0bnq", avecho = 1 eth, €1Z,NQ sin > 1. Cf. [D-S].

Les coefficients d¢ sont entiers dans une extension fiigQ ; donton note i
l'anneau des entiers d&hl maximalmg, et K = Ok /mg le corps ésiduel. On
peut supposer qu€ contient aussiles racines de I'ubd’ordreN . Les coefficients
de la forme modulairew; f € S;(N,e) sont aussi dan§ . En appliquant le
lemme 6.11 de [D-S] a® module des formes d§;(N,e) a coefficients dans
Ok, sur lequel agissent tous lesépteurs de Hecke, quitteremplacerk par
une extension finie, on obtient une forme modulgites Si(N,e), a coefficients
dansOg, qui est vecteur propre de tous lesogteurs de Hecke, avec des valeurs
prOpI'ESall, = a, modmpg. Elle n'est pas acéssairement nouvelle, mais il existe
une unique forme paraboliqyéde poidd, nouvelle, normalige, et vecteur propre
de tous les oprateurs de Hecke avec des valeurs propj;qsresque toutégales
a celles def!. On peut supposer qu'elle estcoefficients dan®x. Son niveau
M est un diviseur deV tel quee se factorisea travers(z/M7)* et f1 s'écrit
f(z) =", 1;f'(d;z), ou lesl; sont deglements de&K et lesd; des diviseurs de
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N/M. Cette forme paraboliqu¢’ est congrue f au sens b, pour presque tout
nombre premiep a;, = a, modmy et elle est assoeea une repesentation’ de
GLz(A) dont la composanta I'infini est D; et qui, elle-n@me, correspond par le
theoeme 2,a une repesentatiori-adiques’: Gal(Q/Q) — GL2(Q)).

Puisque le poid$ est sugrieura 2, nous savons qug;(my) = o5, Ce qui
nous incited analyser les rapports entrg et 7,. Or, une relation entre ces deux
repesentations locales ne peut provenir que des relations de congruenceemntre
f'. Nous avons donc besoin d’une intération globale qui nous permette de les
exploiter: adoptons un point de vuéaretrique.

2.2. CONGRUENCESINTERPRETATION GEOMETRIQUE

Soit R un anneau commutatifioV est inversible. Soiff un sous-groupe ouvert
compact de Gk(As). D’un point de vue gonetrique, une forme modulaire sur
R, de poidsk et de niveauH, est une fonction quia une courbe elliptique’
munie d’une structure de niveau TE = 72 définie moduloH et d'une bases
dewy = HO(E,QL), associe u@lement deR, qui est invariante par changement
de base et qui est homexige de de@r—k enw. Si

. 1
H= {gEGLz(Z) | g = (O j) modN},

on obtient les formes modulaires classiques de pbigeurI'1(N). Elles cons-
tituent unR-module noé M (R, N, k) ou I'ensemble des formes paraboliques est
un sous-modulé (R, N, k). Si

H:{QEGLZ(ZHQE (é 2) modN},

on obtient les formes modulaires classiques aggscau groupg(N). Pour plus
de cetails, on renvoie aux articles de Katz [K], ou Deligne—Rapoport [D-R].

A un élement deM (R, N, k) on peut associer soredeloppement de Fourier
f(q) € R][g]]. En vertu du g-expansion principle’ cette application est injective,
et f est céfinie sur un sous-annedti de R si et seulement sf(q) € R'[[¢]]. On
établit ainsi le lien avec la #orie classique des formes modulairesIsyV).

Comme les coefficients diedeloppement de Fourier de f* et f/ sont dans
Orxona

feSOk,N,1), fleSOk,N,0), et f eSOk, M,I).
En les Bduisant modulen g on obtient

feS(K,N,1), freSK,N1), [ eSEK,M,I.
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La réduction moduld de la €rie d’Eisenstein®; est I'invariant de Hassd; ¢
M(F;, 1,1 —1). Puisquef! — E, f esta coefficients dansa g, la reduction modulo
mz donnefl = A;f.

Consicerons la courbe modulaifé(N) définie surzZ[1/N]et munie du faisceau
inversiblew. PourN sugerieura 4, les formes modulaires pdifN') correspondent
aux sections globales du faiscea®* et on a une inclusion

M(R,N,k) C HY(X(N) ®zp1/n R, w®").
Nous allons écrire I'action de Gk(Qy) sur

lim HO(X (2°N) ® K,w®F).
—

a

Puisqu’une forme modulaire est une fonction d'un trigl&t o, w), I'action de
GL2(Qy) sur cette fonctionésulte de son action sur un tel triplet. Pour &cdre
simplement, il vaut mieux conséder la caégorie des courbes elliptiquassogenie
pres, obtenue en rendant toutes les &ugs inversibles. Les structures de niveau
deviennent des isomorphismesV E = A% déefinis modulo un sous-groupe ouvert
compact de Gh(Af). Plaons-nous dans cette égorie en posak = C. D’apres
[D3] (0.1.3) unélementy de GLy(Q2) agit sur(E, a,w) en remplaantE par une
courbe isogneF’, (a« modH) par(g o a modgHg ') etw en une base’ dewy,

gue nous cherchorsdeterminer. SE est cfinie par unéseauRy deC et sik est

le noyau de I'exponentielle de Lig dansF, on dispose du diagramme commutatif

0 K LieE E 0
w(l wl l ('D)
0 Ro C C/Ro 0.

Si E' est cefinie parRy, on dispose d’'un diagramme analod@®) pourE’, Ry et
w'. Lisogéniey de E dansE’ induit un isomorphisme de LiE avec LieE’ et une
injection defC dansK’ qui devient une injection d&y dansR;. Pour compéter la
correspondance ent(®) et (D'), il faut donc quev’ o ¢ = w c’esta-dire quey’

soit I'element dev, vérifiant

p* (W) = w. (2.1)

Cette action se transporte de dac&videntea la caégorie des courbes elliptiques
surK aisognie pes. Puisque les sous-groupes

10
Kg: {gEGLz(Zz) |gE <0 1) mod?},
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constituent un sysme cofinal de I'ensemble des sous-groupes ouverts compacts
de GLy(Q»), le groupe GL(Q») agit sur la limite injective

lim HO(X (2°N) ® K,w®F).
—

a

Dans notre situation particelie, GLo(Q2) agit sur leK espace vectoriel

lim HO(X(2°N)® K,w) > f,

a

et sil ne divise pasV, sur le©®; module

lim HO(X(2°N)® O ,w) > f.

a

Via la reduction deg7%(X (2°N) ® O, w) dansH%(X (2°N) ® K, w) on en @duit
I'action de GLy(Q») sur leK espace vectoriel

lim HO(X(2'N) ® K,w) 3 f.

a

Nous nous iréiressons ai -espace vectoriel

V = Vect{n(g).f | g € GL2(Q2)} C lim HY(X(2°N) ® K,w),

a

auQg-module
L = Modo, {r(g).f | g € GL2(Q2)},
qui est inclu dan§’ et auK espace vectoriel
W = Vect;{r(g)-f | g € GL2(Q2)},

ainsi qu'aux espacds?!, L etW! définis de faon analogué I'aide def? et ceux
V', I’ etW' définisa l'aide def’. Tous ces ensembles sont des@) modules.

La réduction deH°(X (2°N) ® Ok, w) dansHO(X (2°N) ® K, w) induit un
morphisme surjectif de GI(Q») modules del. dansW dont le noyau contient
my L. On construit ainsi un morphisme surjectif de £&60,) modules qui est
K-linéaire

LjmyL — W. (2.2)
On en construit un autre

LY mg Lt — W1 (2.3)
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de la néme faon. Or les espacdd etW?! sont isomorphes car

PROPOSITION 2La multiplication parA; induit un isomorphism& = W,
Démonstrationll s’agit en fait de @montrer que I'invariant de Hasse est invari-
ant sous l'action de GI(Q»). Dans [K-M] (12.4.1.1) Katz et Mazur donnent une
méthode pour calculet; qui permet de monter facilement qdeest invariant par
isogenie. SoitE une courbe elliptique suk etw une base de . On noteF le
groupe formek l'origine deE. Une coordonaeX surE est dite adajgeaw si

w|E = (1 + termesde plus hautde&g dX,

Aj(E,w) est alors le coefficient d&' dans la &rie formelle[l]X qui exprime la
somme iereel fois.

Soit E' une autre courbe elliptique sBr ety: E — E' une isognie d’ordren
premieral. On dispose alors des applications

Px: W —> Wy
3

Yl WE — WE

telles quep* o ¢, est la multiplication pan surwy et g, o ¢* la multiplication
parn surwp. Soitw’ € wgs. Nous allons montrer

Al(an) = Al(Ela(p*(w))a (24)
A(B W) = A(E, ¢ (). (2.5)
Soit X’ une coordon@e formelle suf2’ adapeeaw’. Alors X = X’ o ¢ est

une coordon@e formelle suiy adapéed p*(w'), puisquep*(dX’) = d(X' o ).
Sil]JX =>;a;X'0na

Nx' = ZaiXi op= ZaiX'i
ce qui donne (2.5)
A(E, " (W) = a1 = A(E', ).
En remplaantw’ pary, (w) on obtient (2.4)
Al(E 9. (w) = (n"" modl) Ay(E, w) = Ai(E,w).
Consicerons maintenant I'espace des courbes ellipticuésisogenie pes,

obtenu en rendant inversible les i€mies de de@r premiera . Les structures
de niveau deviennent des isomorphismed’'E & Aﬁf ou V'E est le produit
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tensoriel paQ de la limite projective des points detorsion deE sur les entiers

n premiersal, et al Alf est 'ensemble des ates finies ayant une composante
nulle enl. En reduisant moduld les courbes elliptiques s@; al’-isogenie pes,

on obtient les courbes sBr al’-isogenie pes. L'invariance ded; sous I'action de

GL2(Q») résulte alors de son invariance par isog (2.1) et (2.4).
La proposition 2 s’en @duit imnediatement.

RemarquelLa demonstration qui @eede est valable pour toptet l'invariant
de Hasse est invariant sous I'action de;GL,) en geréral.

Enfin, nous allons &@montrer.

LEMME. V! est isomorphé une somme de copies Hé.
DémonstrationLa repésentationr’ se factorise

= <®7r;> ® Dj.
p

Puisquef’ est nouvelle, elle seetompose ausgl = &, &, ou ¢, est le nouveau
vecteur de la re@sentationrl’, gui se Ealise sur le&K espace vectoriel

V, = Vect{m,(g)-f'| g € GL2(Qy)}-

NotonsV, I'espace de la repisentatiorD;. En termes de repsentations, la relation
n
Hz) =" X fl(diz)
i=1
s’écrit
" d; 0
1 ! ? I
=3\
f 22::1 s (0 1) f

ou d; est consiéré dans les agles finies. Il existe alors des vecteyfsdans
(®p22Vp) ® V) tels que

LIy d; 0
f].: é—l®ﬂ_l< ? )fl
; 2\o 1)°?

Sid; = 2"d; o avecd; o danszs, on a

d; O 2% 0
) ( (; 1) &5 = wa(dip) mo < 0 1) &.
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En regroupant les termes de la somme qui ontdé&gjaux, on peutcrire
ff=3¢omn &
i=1 0 1

avec(’ dans(®,.2 V) ® V; et avec des,; deuxa deux distincts. D'agrs [D3]
(2.2.6), Ie3w’2(28i 2) ¢, sont lireairement indpendants. Cette fan d'écrire f1

déemontre qué’! estisomorphé une somme de copies Hé.

Pour exploiter cesésultats, nous avons besoin des travaux de Marie-France
Vignéras sur lesaseaux dans les rdggentations admissibles, qui nous permettront
de montrer quer, estisomorphé s tordue par un caragtea valeurs dans-+17;.

3. Réseaux dans les regrsentations admissibles

On peut retrouver tous legsultats de ce paragraphe dansleent ouvrage [V1]

sur les repesentations modulaires des grouptuctifs, @ Marie-France Vigaras
étudie en dtail la treorie des &seaux dans une ré&gzentation admissible. Mais
cette étude est mege dans un cadrees geréral, faisant largement appalla
théorie des groupesductifs, et éveloppant une #vorie des types dans le cas
modulaire. Ici, avec G, nous nous trouvons dans un cas bien plus simple. Il peut
étre ineressant de comprendre rapidement certains points: par exemple comment
et pourquoi on&duit les repesentations cuspidales, d'proviennent lesaseaux.
Pour la commodé du lecteur, j'ai donc dorinde certaines&monstrations une
version adajie a notre situation, que j'esge plus explicite. En plus de [V1],
l'article [V2] ou Marie-France Vigaras avait commescpar étudier le cas du
groupe Gl m'a éte tres utile.

3.1. DEFINITION ET MOTIVATIONS

La place 2 ne joue aucudle particulier pour lesasultats de ce paragraphe, aussi
allons-nous travailler avec une place quelcongublous supposerons quene
divise pag! — 1)I(I + 1) pouréviter certaines situation€gantes. Lorsque nous
reviendrons au cadi vaut 2, nous pourrons utiliser lessultats obtenus puisque
nous avons pris soin d'imposat d’'étre sugrieura 5. Soitr = ®,m, ® T, UNe
reptesentation admissible &ductible de GL(A) dont la composant& I'infini est
équivalentex Dy, ,,, assod@ea une nouvelle forme paraboliqyec S (IV, ¢). Soit
p une place finie 0 le caraare centraly, verifiew,(p) = p" et K une extension
finie deQ qui contient les coefficients,, n > 1, de f et les racines de I'urét
d’ordre N (donc les valeurs de). La repiésentationr, se galise alors sur ui’
espace vectoriél. Pour aleger les notations nous noterons, dans ce paragraphe,
G =GLy(Q).

La définition d’'un eseau admissible figure au paragraphe 1.9 de [V1]. Nous
la traduisons ici en tenant compte du fait gllg est un anneau principal. Nous
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retrouvons alors uneéfinition semblableé celle de [V2]. (La diféerence tient au
fait que, dans [V2] c’est la 6ture algbrique deQ; qui intervient au lieu d’'une
extension finie, et qu'on y imposg,(p) = 1).

DEFINITION. Soit 7, une repesentation admissible de @IQ,) dans unk-
espace vectoridl. Un Ok réseau admissible dg, appeé aussi urOx G réseau
dem,, estunOx moduleL C V stable par Gk(Q, ), qui engendré” (toutélement
deV s’écritz.v avecx € K etv € L) et qui est admissible (pour tout sous-groupe
ouvert compact € GLy(Q,), L' est unOx module libre de type fini).

On peut alors conséter la Eduction modulen i de, qui est la repgsentation
de GLp(Q,) dans leK -espace vectoridl /m L déduite der,. On la noter,. Elle
est elle-néme admissible.

On dit queL est de type fini si c’est u® x[G] module de type fini.

L'objet de ce paragraphe est de construir€lgareseau admissible dg. Nous
appliquerons alors cette constructi@amos repesentationsr, et 5, en adaptant
deux gésultats fondamentaux de [V1]. D’abord le principe de Brauer—Nesbitt, du
paragraphe I1.5.11.b, gue no@&soncerons ainsi.

THEOREME (BN). Soit une repesentation dé&SL,(Q,) qui est une somme finie
de repesentations ireductibles et admissibles, et qui pede plusieurs@&seaux
admissibles de type finis. Alors léductions de ce€seaux sont de longueur finie
et isomorphea semi-simplification grs

Ensuite, le tkoeme de @duction des repsentations cuspidales.

THEOREME (RC). (i) Si une repésentation cuspidale d8L,(Q,) sur K admet
un Ox réseau admissible, séduction modulen i est irréductible

(if) Soientr, etr, des repésentations admissibles &ductibles de5L,(Qy)
sur K qui admettent chacune Udx réseau admissible, et qui onéme caractre
central et néme éduction modulan g . Alors, si 'une des deux est cuspidale, elles
sontéquivalentes

Ce esultat est @monté dans [V1], mais pour les raisoasoglees plus haut,
nous en donnons uné&phonstration valable dans notre cas particulier.

Démonstration Supposons que, est cuspidale. Quitta tordrer, et m, par
un carackre non ramif, on peut encore supposer que leur caraotentral com-
mun est trivial enp. Les deux sous-groupes de £(,) compacts modulo le
centre, maximaux, souf, H1 et Z, H, ou Z; et Z, sont les sous-groupes cycliques

engendes par(ﬁ 2) et (2 é) respectivement et

Hy = GLz(Zp),
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a b
H, = {(C d> € GLo(Zp) | a,dEZ;cEpr}.

Pouri = 1 ou 2, les groupedl; admettent une filtration &troissante par des
sous-groupes compacts distiteg ", n > 0.

NotonsG' = GL,(Q, ). D’apres [Ku2] et [C4], puisque, est cuspidale, il existe
une repésentation &s cuspidale de I'un des groupeg; H;, aveci = 1 ou 2, telle
quem, est l'induite compacte, = ind(Z;iHi p. La repésentatiorp est triviale sur
H pour un certain enties > 1. D’apres la formule d'induction-restriction, c’est
une composante der, ;. ;.) """

On noter — respectivement’ — la restriction der, — respectivement, — a
Z;H;. La repeésentationr, posede unOy réseau admissiblg, qui est aussi un
Ok réseau admissible de La suite exacte d&; H; modules

O0—+mgL—L— L/mgL—0
fournit une autre suite exacte deH; modules
0— mp L — LU = (L/mg L) =0

parce queH! est un prop-groupe et qud ne divise pagp. CommeL" est
un Ok réseau de'’" cela signifie que ‘prendre les invariants sdii§’ est une
opération qui commute la 'eduction(7)”i" ~ ("), De la méme faon, on
demontre(r’) ™" ~ (r'7'") et puisquer, = ), on en dduit (r"") ~ (7).

Comme le caratre central commun de, et est trivial enp, rf etr'”'" sont
des repesentations de dimension finie du groufa& Z; H; / H qui est fini d’ordre
(p — 1)p“(p + 1). Elles sont donc semi-simples et, d'api{S2] (15.5), puisque
ne divise pagp — 1)p(p + 1), elles sont caraétisees par leuréduction, si bien
querl’ ~ 17,

La repésentatiop étant une composante gé:', elle est aussi une composante

n . . PN . .
der'fi"| a fortiori une composante dé = ﬂ-;’\ZH-' La reciprocié de Frobenius
3 12

fournit un entrelacement entrg, = indgiHi p etm, qui sont donc isomorphes.
Ceci acleve la @monstration de (RC).

A la lumiere des@sultats du paragraphe 2.2, nous pourrons alors montrer que
mp etm) sontisomorphes modulo un caraeta valeurs dans 4 [Z;.
3.2. CONSTRUCTION DE FESEAUX ADMISSIBLES

Il s'agit maintenant de construire u@?x réseau admissible de,. Au para-
graphe 11.4.13 de [V1] Marie-France Vigrasétablit I'existence d’un teléseau.
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Toujours pour les raisons de commaeédivoglees plus haut, nous allons le cons
truire explicitement dans notre cas particulier. On péatiser cette construction

a l'aide du moele de Kirillov, comme Marie-France Vignas I'a fait dans [V4]

et comme je l'avais tout d’aborcedige dans ma thse. Mais cette athode est
encore trop compligee pour ce dont nous avons besoin ici. Laurent Clozel m'a
fait remarquer une&@monstration plus simple et plus courte qui figure aussi dans
[V1]. Nous allons donc @montrer.

PROPOSITION 3Sin, estcomme au paragrapBel, elle posgde unOg réseau
admissible

DémonstrationEnvisageons d’abord le cas @, appartien@a la €rie princi-
pale. Elle appaiidalors dans une induite unitairéuh, p12) oU p1 et up sont deux
caraceres deQ,. Pour construire utDx réseau admissible de, nous devons
d’abord cemontrer.

LEMME 3.1. Les carackresui et uz sonta valeurs dans I'anneau des entiers
d’une extension finie d& .

DémonstrationPuisqueu; et uo sont des caraetes continus, leur restriction
aZ, esta valeurs dans 'anneau des entiers d'une extension fini€.dé suffit
donc de erifier queus1(p) et u2(p) sont inversibles dans I'anneau des entiers
d’'une extension finie dé&, ce que nous allons faire en distingant lesatiites
possibilies.

e Sim, est principale non-ramée,r, = I(| |}, | |;?) avec

w —w

Lkwlz g, elp) =p ",

pt+p2=p et p’ip®2=p-

pst et p2 sont donc les racines deefjuation dont les coefficients sont des
entiers al@briques

X2 ptkw/2g,X 1 pw =0,

lIs sont donc entiers dans une extension fidi¢ K. Comme leur produit vaut
p~ ", ils sontinversibles danSg;, .

e Si m, est sgciale, il existe un caraete x tel quer, est la composante
irréductible de dimension infinie df l,l,/2®x, | |;1/2®X). Comme pecedem-
ment, x(p)? = w,(p) = p¥ etx(p) est inversible dans 'anneau des entier
d’une extension finie d& . Doncu1(p) etuz(p) aussi.

e Sim, = I(u1, u2) est principale aveg; ramifie et pag:, on a
pr=wp @[ et pp =[],

Le p€ facteur du éveloppement eéatien de la grie de Dirichlet assoeea f
est
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1

Ly(f,s) = m,
P

et comme
1—-k—
Ly(f,s)=1L <7?p,s+ %) ,

on obtienty =1 = pl~k-w/24, etp=*1 est un entier algbrique. En appliquant
a la repesentation
wytem=I(|[hw,t @],

qui est un facteur de la regsentation globale ! ® =, le raisonnement qui
precde, on @montre que*! aussi est un entier aprique. Doncyx(p) est
inversible dans I'anneau des entiers d’une extension fini& det 1 (p) =
p?uz(p)~t aussi.

e Sim, = I(u1, 12) est principale aveg; et o ramifies on a, par exemple
p1 = x ® | |5 ol est un caraére dez;. En utilisant la @composition

A" =Q xRy x [, Zy,

on plongey dans ungrossencharatek de Q, ce qui permet d’appliquer le
raisonnement j@edenta la repésentationy 1 ® m, = I(| |5t x 1 ® p2) qui
est un facteur local de la reggentatiory ! ® . Ainsi, en se ramenaatl'un
des cas @ceédents, on @montre que:s (p) = p* estinversible dans I'anneau
des entiers d’'une extension finie Ae De la méme faon, on montre que c’est

aussi le cas poutz(p), ce qui ackve la @monstration du lemme 3.1.

Consicerons maintenant I'extensioA’; fournie par le lemme 3.1. On peut
encore supposer qué, contient les racines caes de. Soit B le groupe des matri-
ces triangulaires s@pieures de G(Q, ). La repesentation(lu1, i.2) se ealise sur
le K1 espace vectoriel; constitie des fonctions localement constanjesle
GL2(Q,) dansK; veérifiant

Vg € GL2(Qy) V(g Z) €B

f ((g Z) g) = pa(a)p2(d)

sur lesquelles GH(Q, ) agit par translatior droite. L'ensembld.; des fonctions
deV qui sonta valeurs dan® g, est stable par GI(Q, ) et, puisque les fonctions
deV1 ne prennent qu’'un nombre fini de valeurs sur un&ayst de re@sentants de
B\G, L1 engendré/. SiT est un sous-groupe ouvert compact de; @, ), L}
est unOg, module libre de rangB\GL>(Q,)/T|.

1/2

f(9),

a

d

p
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Revenons notre repgsentatiorr, qui se Ealise sur le-espace vectoridl.
Par extension des scalaires, on obtient une composadedatibleV ® - K; deVy,
ce qui permet de plongéf dansV;. L'image eciproque dd.; par cette injection
est unOy réseau admissible dé. Remarquons que d’'une mane ¢grérale, pour
construire unOx réseau admissible dé, il suffit de construire urOg, réseau
admissible d& ® i Ky pour une extension fini&'; de K.

Il nous restea étudier le cas 0 7, est cuspidale. Nous @sentons deux
demonstrations: la premie, fonéde sur les @sultats de [Ku2] est plus simple,
mais fortement &ea la structure du groupe Gltandis que la seconde, fopelsur
les esultats de [V3], est valable pour tout groupdurctif.

La premere solution consistgécrire comme dans laédhonstration du lemme
(RC), quer, estl'induite compacte d’une regsentatiom définie sur une extension
finie K1/ K, de 'un des groupeg; H;, aveci = 1 ou 2, qui est triviale suff}* pour
un certainn. > 1. On peut encore supposer gide contient les racines caes de
p. Le carackre central dg, comme celui der,, vautp™ enp, si bien que ® | |,“,’/2
est une ref@sentation de dimension finie du groupe #al Z; H;/ H]" . Elle admet
donc unOg, réseau qui est u@g, module libre et qui reste u@x, réseau de
p. Par induction, on obtient u@g, réseau admissible de, qui fournit comme
precedemment ud i réseau admissible dg,.

La seconde solution consisdeconsi@&rer un sous-groupe discret co-compact
I' de GLx(Q,) tel que la repesentation Su€ obtenuea partir der, par extension

des scalaires est une composante de l'induite comp@cteind?LZ(Q”)lc, ou 1
déesigne la re@sentation iden# dansC. Un tel groupe existe d’aps [V3] (4.3)
et en outre, d’'ams [V3] (4.4) ce ésultat reste valable siif, c’esta-dire quer,

est une composante de l'induite compagte= ind?"Z(Qp)lK.

L'espace) de cette re@sentation est 'ensemble des fonctighde GLx(Q, )
dansK qui sont invariantea gauche paK eta droite par un sous-groupe ouvert
compact de GE(Q,) qui depend def. L'ensemble des fonctions dé qui sont
a valeurs dan®x est unOyx réseau admissible dg dont I'intersection avec
I'espace der, fournit unOg réseau admissible dg,.

Ceci conclut la proposition 3. On peut egdiliire le ésultat principal de ce
paragraphe:

PROPOSITION 4Siv est un vecteur non-nul dé

L(v) = Modo,{mp(g)v | g € GL2(Q )},

est unOx réseau admissible de type fini g

DémonstrationRemarquons tout d’abord qugwv) est bien urOx[G] module
de type fini. Notons alord. le Ok réseau fourni par la proposition 3. l®x
moduleL(v) est stable pa. Il engendre un sous-espaceldejui est stable par
GL2(Q,) et qui, puisqué/ est ireductible sous I'action de GLQ, ), estV tout
entier. Il existe urelement non nuk dansOy tel queav soit dansL si bien que
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L(v) est contenu dans1L. SiT est un sous groupe ouvert compact de@L ),
L(v)' est contenu dane L' qui est un@x module libre de type fini. Donc
L(v)! aussi. Dond.(v) est unOy réseau admissible ds,.

3.4. POUR EN FINIR AVECT ET 7%

PROPOSITION 5ll existe un caradrey; de@Q, a valeurs dand + [Z, tel que
o ~ T ® Xi-

DémonstrationReprenons notre prairne tel que nous I'avions aband@mn
la fin du Paragraphe 2. La réggentationr est asso@ea la forme modulairef.
Par hypotlese, le caraere central der, verifie w»(2) = % Sa restrictiona Z5
est donge par=. De méme, la repgsentationr’ est assoéea la forme modulaire
f', le carackre central der} vérifie wh(2) = 27! et il estégala w, surzs. On
a doncw, = W) ® | |37, c’esta-dire que les repsentationsr, et 75 ® | |%*l/2
ont le meme cara@re central. Soi3 le carackre non rami& d’ordre 2 deQs,

donreé par3(2) = —1. Si 2-1/2 = 1 mod! on posera; = | |§_l/2. Si au contraire
2/=%2 = _1mod! on poserg; = | |%*l/2 ® (. Ce caradtrey; esta valeurs dans

1+ 17, et érifie y; modl = 1.

On peut appliquer la propositioredr,. Le réeseau introduit en 2.2 est admissible.
D’apres le corollaire 12 de [V2], puisque est cuspidalel,/mx L estiréductible,
et la surjection (2.2) d&/mg L surW est en fait un isomorphisme

L/mxgL =5 W, (3.1)

si bien quev aussi est igductible. De rame,L’ est un éseau admissible dg.
C’est donc aussi ureseau admissible dg ® x; qui a la néme Eduction modulo
mg quens.

Intéressons-nous maintenanf?®. PuisqueV’! est isomorphé une somme de
copies d&/’, le vecteurf! € V! correspond dans cette soma@” , v; avec un
v; dans chaque copie d€. D’apres la proposition 4, pour tout

Li = Modo, {m2(g)vi | g € GL2(Q2)}
estun éseau admissible d€ et, puisqud.’ en estun autre, d’aps le lemme (BN)
Ll /mg Lt ~ T jmg I/ (3.2)
a semi-simplification grs. De plusP;”; L; est unOx réseau admissible dé’.
Lisomorphisme deV! avec@?, V' induit une injectionL* — @™, L!. Par
construction, le &seaul! est stable par GLQ,) et engendré’L. Puisqu'il est

plonge dans ur® i réseau admissible, il est luidme admissible. Alors, d’ags le
lemme (BN), les semi-simpliies de.t/my L et@!™ , L /my L sontisomorphes.
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Le point ck de ce raisonnement est la proposition 2: la multiplication par
l'invariant de Hassétablit un isomorphisme d& suriW?. Lespaceé¥! est donc
irréductible, et c’est un quotient dé/m L & cause de la surjection (2.3). C'est
donc un sous-quotient de I'un dég/mx L., c’esta -dire, par (3.2), un sous-
quotient del)’ /mx L'. On ceduit alors de isomorphisme (3.L)/mx L — W et
de la proposition 2V -~ W1, queL/mxL est un sous-quotient d& /mx L'
D’apres le corollaire 12 de [V2], le casid./ /my L' n’est pas ireductible survient
uniquement sir, est une refsentation principale. La regsentatiorl.’ /mx L' est
alors induite par deux caraees. MaisL/mg L, qui est cuspidale comme, ne
peut pagtre sous-quotientd’une telle induite. La repentatior.’ /mx L' est donc
irréductible et isomorph& L/my L. Commer; et 7, ® x; ont méme caraéire
central, on a, d’agrs le lemme (RCj, ~ m5Q x;, Ce qui gmontre la proposition 5.

4. Conclusion

Revenonsa un point de vue global. D’'une part, au paragraphe 1, nous avons
construit une ref@sentation galoisienne continue eta valeurs dans GI(C),
assocdear et f par les relations suivantes: pour presque tout

op = ou(fp) (4.1)
et
trF, =a, et detF, =c¢(p). 4.2)

D’autre part, nous disposons de la reggntation galoisienng assoddean’ et f’
par le tleoeme 2, telle que que pour presque tput

O'Zl) = UH(WI',), (4.3)
si bien que
& =ou(®) ®||p. (4.4)

La repeésentatiornr esta priori a valeurs dans GI(C) mais se ealise en fait
surK. L'image de GalQ/Q) est finie dans G4(C) donc aussi dans GIK') ou
elle est compacte. La reggentations’ se ealiseegalement suk’ et comme elle
est continueg’ (Gal(Q/Q)) aussi est compacte dans £5K). Les repésentations
o eto’ sont doncéquivalentesa des reg@sentations valeurs dans GI(Ok) et
on peut les @duire modulang, a fortiori modulom;. Nous allons @montrer la
proposition 6 dont Enoné& precis est

PROPOSITION 6Les repésentations, eto’, sont liees par la relation
tr(oh) = tr(o2 ® | |5 1) modm,
et

det(ob) = det(52 ® | ;1) modm.
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Démonstration Soit p une bonne place pour et #’. Nous allons comparer
o (fp) avecoy (1,), c'esta-dire, d'apes (4.1) et (4.4)g, avecs, ® | |;1. La
relation (4.2) permet de calculer

defl— XF,) =1—a,X +¢(p) X2

Rappelons que;, est la &rie principale non ramiie (15, 1]%2), ol s1 ety sont
donrés par

P+ p2=pY2al et pp2=ple(p).

NotonsF; I'mage de la substitution de Frobenius giparc’. La relation (4.3)
permet alors de calculer qug estéquivalent

pfslfl/z O
0 p—sz—l/Z

ce qui donne
de(l— Xp *F ") =1—d' X +p" Le(p) X2

Commea;, = a, modmy, etp'~! = 1 mod les eductions modulay,; de defl —

XF,) etdetl — Xp*lFIQ’l) sontégales pour presque tous les nombres premiers
p. D'apres le lemme 3.2 de [D-S] (qui seéduit du tleoeme de Cebotarev) les
repiesentations obtenues p@&duction modulan; & partir des ets’ ® ||~ sont
isomorphes semi-simplification grs. En particulier

tr(oh) = tr(62 ® | |31) modm,
et
det(ob) = det(52 ® | ;1) modmy,

ce qui cemontre la proposition 6.
D’apres la proposition 5 et les proptés deF;, on peutecrire

Filmo) = Fi(p) @ x; " = oh @ x;

avec la proposition 6, sachant giie® | |, * = o (m2) on obtient
tr(Fi(m2)) = tr(om(m2)) modmy, (4.5)
de{(F;(m2)) = def{op (m2)) modm. (4.6)

Les coefficients {F;(m2)) et detF;(m2)) ne ependent pas de Comme les
relations (4.5) et (4.6) sont vraies pour tout nombre preingenerieura 5 et ne
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divisant padV, c’esta-dire pour une infiné del, ce sont en fait desgaliés: pour
tout/, les repesentationg;(m) etoy (m2) ont le méme poly®me caradristique.
Commeo () est iréductible,F;(m) aussi et elles sont isomorph&g(m,) =

o (m2). Voila pourquoiF () est assoéea -, par la correspondance de Hecke.

5. Deux remarques

5.1. PROBLEMES DE NORMALISATION

On estame®a compares, a5, |51 plutdt qu'ac, parce que les correspondances
des tleoemes 1 et 2 ne sont pas exactement léswes. Soik > 2. Sit est une
repesentation automorphe admettéantcomme composantel’infini, on peut lui
associer une forme modulaifec Si(N, ). En une bonne plage m, est la &rie
principale non ramiéer, = I(] |1, | |*2) ou s1 ets, sont deux nombres complexes
vérifiant

Pt +p*t =pt2a, et p'ip? =pFe(p).

Via le theoeme 1 on peut associarf une repesentation galoisienrieadiquep.
Si ®, est unélement de Frobenius gn

tr(p(®y) =a, et det(p(®,)) =p"'e(p),

c'esta dire quep(®,) estequivalenta

psl_(l/z) 0
0 ps2=(1/2) |-

Via le theoeme 2, on peut associer directemamnt une repesentation galoisiene
l-adiquey’ telle que, en une bonne plagep;, = oy (m,), Si bien quey’(®,) est
équivalenta

p_sl_(l/2> 0
0 p=s2=(1/2) |~

C'est pourquop, = &, ® | |, *.

5.2. GENERALISATION

La demonstration du #oeme 2 qu’on vient de lire reste valable pour une eepr
sentation cuspidale ordinairg de GLy(Q,). Il suffit de geréraliser le lemme 1.1
a une repesentation diadrale, pour ‘plongerr, dans une reg@sentation auto-
morphe de poids 1.

Plus peéciment, consiérons une regsentation cuspidale ordinaire de
GL2(Q,) dont le caracire centrakw, verifie wy(p) = 1/p. La repésentation
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galoisienne assa@é o, = or(m,) ® ||;(1/2) est diledrale, c’es@é dire que la
projection dans PGL(C) de I'image der, estisomorpha un groupe diédralD,,
pour un certain entiet sugerieura 2. Le lemme 1.1 devient alors.

LEMME 5. Il existe une repgsentation continue: Gal(Q/Q) — GL(C), irré-
ductible, difedrale, dont la restrictioy Gal(Q,/Q, ) estisomorphé o,,.
Démonstration Puisquer,, est diledrale, il existe une extension quadratique
E/Q, et d'un caragtre \, de Ga(Q,/E) tel queos, est induite par\,. On peut
alors trouver une extension quadratiglgQ qui admet une seule place au
dessus de telle queL, = E, et prolonger\, en un caraére A de Ga(Q/L).
La repésentations de Ga(Q/Q) induite par\ est iréductible, diledrale et sa
restrictiona GalQ, /Q,) estisomorphe o,,.
Les nethodes dcrites au paragraphe 12 de [J-L] permettent alors d’assicier
o une repésentation automorphede GLy(A) dontla composant/'infini est D,
et qui \erifie, en toute place finig

—(1/2
Limy @ ||, % 5) = L(oy, ).

Des calculs de la@monstration du lemme 1.2, okdlit que la composante en
der estr,.
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