SUR LES REPRESENTATIONS UNITAIRES DES
GROUPES DE LIE NILPOTENTS. VI

JACQUES DIXMIER

Soient T un groupe localement compact, T I'ensemble des classes de repré-
sentations unitaires irréductibles de T'. Dans (4), Godement a défini une
topologie sur T' que nous appellerons ‘‘topologie canonique.” Cette topologie
est facile & étudier lorsque TI' est abélien ou compact, mais fort mal connue
en général. Dans un article récent (3), Fell a repris 'étude de la topologie
canonique de T, et réussi 4 la calculer lorsque T est le groupe spécial linéaire
complexe & #n variables. L'espace T est alors “presque’’ séparé, et, par suite,
“presque’’ localement compact.

Il semble nécessaire d’étudier complétement quelques cas particuliers avant
d’entreprendre une théorie générale de T'. Dans un article antérieur (1), j’ai
déterminé I'ensemble T lorsque T est un groupe de Lie nilpotent simplement
connexe de dimension < 5 (il y a essentiellement 8 tels groupes notés I's, 'y,
I's1, Ts9,..., I's,s dans (1); nous conserverons ces notations ici). Nous allons
calculer les topologies canoniques de I's, T'y, T's5,1, Ts.2, ['s.3, et T's6, et obtenir
un résultat partiel pour T's s (le cas de I's 4 conduit & des calculs qui m’ont
rebuté). Bien que l'écart entre les topologies trouvées et la séparation soit
plus sévére que dans le cas de Fell, les espaces obtenus sont encore treés
raisonnables. La méthode des éléments ‘“‘boundedly represented’” de Fell ne
semble pas utilisable dans notre cas; mais il nous suffira d’appliquer le premier
chapitre de (3), en le combinant avec quelques calculs explicites, assez
variables d'un cas a l'autre.

Les résultats conduisent & un certain nombre de conjectures. Par exemple:

(1) Soient T un groupe de Lie nilpotent simplement connexe, g son algébre
de Lie, U(g) 'algébre enveloppante de g, 3(g) le centre de 1(g). Tout @ € 3(a)
définit une fonction scalaire f, sur T'. Alors f, est continue. (Ceci est main-
tenant démontré; cf. P. Bernat et J. Dixmier, C. R. Acad. Sci. Paris, 1960).

(2) Soit P l'ensemble des points U de T possédant la propriété suivante:
pour tout V € T, V # U, il existe des voisinages de U et V qui sont dis-
joints. Alors, P est une partie ouverte partout dense de T, et la topologie
induite sur P par la topologie canonique de T est la moins fine rendant con-
tinues les fonctions f,.

D’aprés (2), les caractéres des groupes nilpotents simplement connexes sont
des distributions tempérées. Nous les calculons pour Ty et T ce qui fait
apparaitre des fonctions de Bessel.

NotaTIions. On désignera par R le corps des nombres réels, par G le corps
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des nombres complexes, par Lg*(R") I'ensemble des fonctions complexes sur
R” de carré intégrable pour la mesure de Lebesgue, par 7 (R") I'ensemble
des fonctions complexes sur R* indéfiniment différentiables & décroissance
rapide. Si T est un groupe de Lie nilpotent simplement connexe, il y a une
notion intrinséque de fonction polyndéme sur T', donc #°(T') a encore un sens. On
désignera par Z la transformation de Fourier. Si F € -7 (RY), on notera F.,
la fonction

(£1, &2, £3, £) — [[ F (&1, 2, £5, ms) exp — (Exmz + Eama)dnadny,

transformée de Fourier de F par rapport aux 2e et 4e variables; et on définira
de maniére analogue, pour F € .7(R?), la fonction

Fl'l i2...
Si B1, B ...,B8: € R, on notera -7 (By,...,B,) lopérateur unitaire dans
L (R™) défini par
(3.(61v L] an)f) (Elv s ey En) = f(él + 61, L] En + Bn)

Si & est une fonction complexe mesurable essentiellement bornée sur R”, on
notera ~# (k) (ou -# (h(t, ..., &)) par abus de notation) I'opérateur continu
dans Lg?(R") défini par

(A W) Ery oo E) = h(Er o EDFEL - ).

pour 1 <4 <2< ...<1 <n

ip

1. Quelques lemmes.

LEMME 1. Soient A une C*-algebre, B une partie partout dense de A; soient
To un point du spectre A de A, et S C A. On suppose que, pour tout x € B, on
a supres||T(@)|| > [|To(x)||. Alors To est canoniquement adhérent a S.

Démonstration. L'inégalité supres||T(x)|| > ||To(x)|| s’étend par continuité
a tout x € A. Le lemme résulte alors du lemme 2.1 de (3).

LEMME 2. Soient A une C*-algebre, B une partie partout dense de A, et 7
une topologie sur A. On suppose que, pour tout x € B, la fonction T — || T (x)]|
est continue pour 7. Alors T est plus fine que la topologie canonique de A.

Démonstration. Soit S une partie canoniquement fermée de 4. Si T\, € A
est adhérent & S pour -7, on a supres||T(x)|| > ||To(x)|| pour tout x € B.
Donc (Lemme 1) 7T est canoniquement adhérent & S et par suite 7y € S.
Donc S est fermée pour 7.

LEMME 3. Sotent T un groupe localement compact, T un sous-groupe distingué
fermé de T, et ¢ I'application canonique de T sur T'/T'. Alors lapplication
0:U—Uo ¢ de (T'/T")~ dans T est un homéomorphisme de (T/T")~ sur une
partie fermée de T.

Démonstration. Le fait que ¢ soit un homéomorphisme de (I'/I’)~ sur une
partie S de T résulte aussitot du Théoréme 1.5 de (3) et du fait qu'une partie
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de T'/T’ est compacte si et seulement si elle est 'image par ¢ d'une partie
compacte de T'. D'autre part, si 7 € T est canoniquement adhérent a S, le
Théoréme 1.5 de (3) montre que les fonctions de type positif associées a 7'
sont constantes sur les classes modulo I'. En particulier, si x est un vecteur
unitaire de l'espace ou opére 7, on a (7(y)x|x) =1 pour v € I, donc
T(y)x = x pour v € I', donc T(y) =1 pour v € I'. Donc T € S.

LEMME 4. Soient F € S (R"), A un espace topologique, Ny € A, et ¢ une
application continue de R? X A dans R™ possédant la propriété suivante: il
existe un K > 0, un a > 0, et un voisinage V de No dans A tel que ||o(x, N)|| >
K||x||* pour ||x|| > 1 et NE V. Posons ¥r(x) = F(e(x, N)). Alors, quand X — Xy,

=¥
dans Lg*(R?).
Démonstration. Soit ¢ = (p + 1/)2a. Il existe une constante £ > 0 telle que
[F(»)| (1 + ||y]|9) < k. Alors, pour N € Vet x € R?, ||x|]| > 1, on a

k < k _ b
L+ [JoCe, M[I° 1+ K Jel[* 14+ K|«

[ ()] = [Fle(x, M)| <

Donc ¥y € Lg2(R?), et

Fo+1) -

[¥r — ¥l
est, pour A € V, majoré par une fonction fixe de Lg2(R?). Comme
h(x) — ¥ (x) =0
pour chaque valeur de x quand N — A\, on voit que

Jlr () — ¥ae () |%dx — 0
quand X — X

2. Topologie de T;. D'aprés (1), proposition 3, T est réunion de 2
sous-ensembles disjoints 4 et B:

(1) A est I'ensemble des représentations Uy(A € R, A 5 0); chaque repré-
sentation U, opére dans Lg%(R) et est définie par la formule

(Ux(v)f) (0) = [exp i\ (ps — p20)]f(0 + p1)
(v = (p1, p2, p3) € T3, f € Lg*(R), 6 € R).

Toutes les fois que cela sera commode, nous identifierons 4 et R — {0} par
I'application N — Uh.

(2) B est l'ensemble des représentations Vi (A, x € R); chaque repré-
sentation TV, opére dans un espace de dimension 1, donc s’identifie & une
fonction scalaire sur I';, conformément a la relation

Vaw(y) = expi(Ap1 + up2)

(v = (p1, p2, p3) € T'3). Nous identifierons éventuellement B et R? par 'appli-
cation (A, p) — Vy .

https://doi.org/10.4153/CJM-1960-028-6 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.4153/CJM-1960-028-6

GROUPES DE LIE NILPOTENTS 327

Munissons 4 de la topologie de R — {0} et B de la topologie de R% La
topologie sur T'; qui fait de T'; la somme topologique des espaces topologiques
.1 et B précédents sera appelée la topologie des paramétres. D’aprés le Lemme 3,
B est canoniquement fermé dans T';, et la topologie induite sur B par la
topologie canonique de T'; est la topologie des parameétres.

Soit F € .(TI's). Soient f et g des fonctions numériques complexes d’une
variable réelle, continues & support compact. On a

(1) (Un(F)flg)
= I F o1, 02, ps)dprdpadps J exp iX(ps — po)f(6 + p1)g(6) d6
= ffffF(Pl — 0, p2, ps) exp i\(ps — p:0)f(p1)g(8)dprdpadp; db.
Donc Uy(F) est défini par le noyau
(2) Kx(p1,8) = [[Fp1 — 8, ps, ps) exp iN(ps — paf)dpadps
Fas(py — 6,08, — \).

LemMe 5. Soit F € S(Ts). La fonction T — ||1T(F)|| est continue sur T
pour la topologie des parametres.

i

Démonstration. La continuité est immédiate sur B. D’autre part, en utilisant
les notations précédentes, 'application X — K, est une application fortement
continue de R — {0} dans Lc2(R?) (Lemme 4). Donc l'application A — Uy (F)
est continue pour la norme d'Hilbert-Schmidt des opérateurs et a fortior:
pour la topologie uniforme. Ceci prouve la continuité de l'application
A — ||UA(F)|| sur 4. D'ou le lemme.

Utilisant le Lemme 2, on voit que les ensembles canoniquement fermés de
T'; sont & chercher parmi les ensembles 4; \J By, ot 4; C A et B; C B sont
fermés pour la topologie des paramétres. En outre, 4, et B; doivent vérifier
des conditions supplémentaires:

LemMme 6. Sotent 4, C 4, B1 C B. On suppose A,\J By canoniquement
Jermé. Alors, si O est adhérent ¢ A, dans R, on a B, = B.

Démonstration. Soit F € S(T;). Soient f et g des fonctions numériques
complexes d’une variable réelle, continues & support compact. Pour tout
8 € R, on a, d'aprés (1)

<Ux(F),,07<'§> 17(2) 0) _

= fff F(p1, ps2, ps) exp iN(ps — pz0)f<9 + o1+ g) g(ﬁ + 'f;) dp1dpadpsdf
= S 7 o 0) ex iy = N0 + 8050 + 0@ ordpsdpis

Quand X — 0, ceci tend vers
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fff Flpy, po, ps) exp (i Bp2)f (8 + p1)g(8)dpidpadpsdt
- f Paapr, =B, 010 + p1)g@)dpuds = (Vflg),

ol V est, dans Lg*(R), l'opérateur de convolution avec la fonction p; —
Fo3(— p1, — B,0). Ainsi, quand N — 0,

) ()

tend faiblement vers V, donc limx,ol| Uy (F)|| > || V||. Par transformation de
Fourier, on voit que

HVH = SUPSeRIﬁ‘m(& -8B, 0)[ = SUPEeRHV—é.ﬂ(F)H-

Donc lima,ol|Ur(F)|| > || Veu(F)|] quels que soient £ € R, u € R. Le Lemme
6 résulte alors du Lemme 1.

ProPOSITION 1. Les ensembles canoniquement fermés dans T's sont les ensembles
A1 \U B, (4, C 4, By C B) possédant les propriétés suivantes:

(1) Ay est fermé dans A pour la topologie des parametres;

(2) Bi est fermé dans B pour la topologie des parameires;

(3) St 0 est adhérent & Ay dans R, on a B; = B.

Démonstration. Nous savons déjd que les conditions (1), (2), et (3) sont
nécessaires pour que 4, \U Bj soit canoniquement fermé. Supposons ces con-
ditions remplies et montrons que A4; \J B; est canoniquement fermé. Soit
TeT,; T¢dA,\J B, 11 s'agit de montrer que T n’est pas canoniquement
adhérent & 4; \U B;. Or T n’est pas canoniquement adhérent & B; car B;
est canoniquement fermé. 11 s’agit donc de prouver que T n’est pas canonique-
ment adhérent & 4,. Nous allons pour cela construire une F € S(Ty) telle
que T(F) # 0, et telle que T'(F) = 0 pour 7" € A4;. Distinguons deux cas.

(A) T = U)\0€A1.

Soient 8 € R, p; € R. Soit E I'’ensemble des points de R?® dont la 3e coordonnée
appartient & — A4;. Puisque 4, est fermé pour la topologie des paramétres, le
point (py — 6, Aef, — No) est extérieur & E. Soit G une fonction de 7' (R?)
non nulle en ce point et nulle sur E. On a G = Fyy pour F ¢ % (R?) bien
choisie. Alors, compte tenu de (2), Uy, (F) est défini par un noyau de -7'(R?)
qui n’est pas identiquement nul, donc

Un(F) # 0;
par contre, pour A € 4,, U (F) est défini par le noyau 0, donc Uy(F) = 0.
(B) T = Vi ¢ B
D’apres I'hypothése (3) de la proposition, 0 n’est pas adhérent 4 A, dans
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R. Le point (— Ao, — uo, 0) est donc extérieur a I'ensemble E introduit plus
hAaut. Il existe une F ¢ .7(R% telle que Un(F) =0 pour \ € 4, et
Fia3(— No, — o, 0) # 0, donc

Vao o (F) # 0.

Remargue. Le quotient de T'; par un sous-groupe discret non trivial de son
centre a donc un dual localement compact, qui s'identifie & la somme topo-
logique de R? et de Z — {0} (Z: ensemble des entiers rationnels).

3. Topologie de I',. D’aprés (1), Proposition 4, T'y est réunion de 3 sous-
ensembles disjoints 4, B, C:

(1) 4 est I'ensemble des Uy, (\, » € R, X 5 0); chaque Uy, opére dans
L2(R) et est définie par la formule

(Unu(v)f)(6) = exp i(“‘%‘—;i’z + Nps — Apsf + %)\p202>f(6 + p1)

(v = (o1, p2, p3, p1) € P4,f € L(zz(R), 0 ¢ R)-
(2) B est 'ensemble des V\ (A € R, X\ # 0); chaque T opére dans Lc?(R)
et est définie par la formule
(M) (0) = exp iN(ps — p28)f (6 + p1).
(8) C est 'ensemble des Wy, (\,p € R); chaque W, , s’identifie & une
fonction scalaire sur T'y conformément a la relation
Wx,u(‘Y) = exp io\m -+ #pz).

D’aprés le Lemme 3, B \U C est canoniquement fermé dans Ty, et la
topologie induite sur B \U C par la topologie canonique de T'y s’identifie a
la topologie canonique de T';; elle est donc connue par la Proposition 1.

On définit sur T'y une ‘“‘topologie des paramétres’’ comme on l'a fait sur T's.

Nous noterons II, (resp. II_) I'ensemble des (\, u) € R? tels que A > 0
(resp. A < 0). Nous identifierons 4 A 11, \JUTII_, B a R — {0} et C & R? quand
cela sera commode.

Soit F € .Z(T4). Soient f et g deux fonctions numériques complexes d’une
variable réelle, continues & support compact. On a

(3)  (Unu(F)fl2)

= f . fF<p1, co oy pa) expi(—%’—; p2 + Nou — Apaf) + %xp202>f(o + p1)e(6)
dp1 . . . dpsdb

= f ce fF(Pl — 0, p2, p3, ps) €Xp 1(‘% % p2 + Aoy — Np3b + %)\P202>

F(p1)g(0)dps . . . dpadb.
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Donc U, ,(F) est défini par le noyau

(1) Kxulpy, 0)

ff F(pyr — 0, ps, p3, pa) €xp 1<——“ p2 + Aps — Npsf 4 FNp2f >dP2dP:s(lP4

I

%— 1% N0, >\>

MIP—‘

F2.54<Px - 0

LemMe 7. Soit F ¢ 7 (Ty). La fonction T — ||T(F)
pour la topologie des parametres.

est continue sur T4

Démonstration. La continuité sur B \U C résulte du Lemme 5. D’autre part,
en utilisant les notations précédentes, l'application (A, u) — K\, est une
application fortement continue de 4 dans Lg2(R?) (Lemme 4). On en conclut
comme au Lemme 5 que I'application (A, p) — || Uy .(F)|| est continue sur .1.

LEMME 8. Sotent 4, C .1, Bi C B, Ci C C. On suppose 4,\J B \J C;

canoniquement fermé. Alors:
(1) S7 wo > 0 est tel que (0, uo) soit adhérent @ A, dans R, on a

V,uo% € By, V— ,u()% € B:.
(2) Si (0,0) est adhérent & 1, N dans R2, on a Wiy € C1 pour

: #
ko 2> Hmows0.0,0m 0 \ =5 -

(3) Si (0,0) est adhérent & A1 N 11 dans R2, on a Wy, ., € C, pour
- 1
o < llm(x,umu,n),<x,mm1nn_(~—ﬁ) .

Démonstration. Soit I € ./(I'y). Soient f et g des fonctions numériques
complexes d’une variable réelle, continues & support compact. Pour g > 0,
on a, d’aprés (3)

(i)

avec

1

T (’-;\-) g> - J . fF(pl, C o o) exp(iA)f(6 + p1)

353 dpy...dpsdb

: 1\ 2
K “
e+ Moy — xpx(e - i‘) + %m(e - —’;—)

)\P4 - )\P:so + M%Px + %>\9292 - ,u.%pzﬁ.

A= —

N[ —
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Quand X — 0 et u — o > 0, 'intégrale tend vers

J e fF(pl, c oy pa) exp i pb(ps — pB)f (8 + p1)g(B)dps . . . dpudt
= (Ve (F)flg).
Donc -7 (u#/N)~ Uy u(F)-7 (4#/)) tend faiblement vers V.3, et par suite

Bim o o0 | O (F)] > || V]

Si (0, wo) est adhérent & A; dans R%, on a
Vpi E Bl

(Lemme 1). Considérant -7 (—u¥/X)~1Uy ,(F)7 (—u*/\), on voit de méme
que V-, € By

Supposons maintenant que (0,0) soit adhérent & 4; NI, dans R2 Soit
wo un nombre réel fini tel que

. 1u
Mo > l_lm()\m)-e(().o).()\.#)mlnﬂ+(_éX .

Il existe des suites de nombres réels \,, u,, B, tels que

1 o
2 M

2
FNBw — ko

Ny pn) = (0,0), Ny pa) € AN Iy, —
Alors,
(Unpa(F)T (B (Bn)g)
- J . J.F(pl, co oy pa) exp(iA)f(0 + p1)g(0)dps . . . dpsdf
avec

A= — %92 + >‘np4 - )\np3(0 - Bn) + %)\np2(0 - 671)2

DN | —

1w, .
= <—'2_;_ + %)\nlen>P2 + )\nP4 - )\npse + %)\erZB2 + )\nﬁn(Pii - P20)'

Remarquons que — 3u, + 3\,%8,> — 0, donc que \,8, — 0, quand #n — + «.
Ceci posé, l'intégrale tend vers

f o J‘F(m, co oy pa) explipop)f (8 + p1)g(0)dps . . . dpsdf

= J]‘ﬁzzm(pl, —uo, 0, 0)f (0 + p1)g—(é5dp1d0 = (Vflg)

ou I est, dans Lg*(R), l'opérateur de convolution avec la fonction p; —
Faza(— p1, — o, 0,0). Quand #n — + =,

‘Li-(ﬁn)_lU)\n.un (F) 3—(Bn)
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tend faiblement vers V, donc
1imy ol | U (F) || > supzer| Frosa(—£ —po, 0,0)] = supeer|| W (F)]].

Donc We,, € C; pour tout ¢ € R. On raisonne de fagon analogue lorsque
(0, 0) est adhérent & 4, M II_ dans R2

Le Lemme 8 donne des conditions nécessaires pour que .1, \U B; \U C; soit
canoniquement fermé. Pour prouver que ces conditions sont aussi suffisantes,
nous aurons besoin du lemme suivant.

LEMME 9. Soit A, une partie de A fermée pour la topologie des parametres.
Soit E 'ensemble des points de R* de la forme

lu 1y *>
(t,Q)\ 3N, N0, — N ],

on t € R, 0€R, N\ u) € Ay Alors 'adhérence de I dans R* est contenue
dans la réunion des ensembles suivants:

(1) E;

(2) Vensemble des points (¢, 7, &= wot, 0), o0 t € R, 7 € R, et oit o > 0 est
tel que (0, wo) soit adhérent & A, dans R?;

(3) sz (0, 0) est adhérent a 4, M M, dans R2, I'ensemble des points (¢, 7,0, 0),
onl

o 1u
T < 11n1()\,;‘)_>(0,0),()\,u)sA]ﬂII+<§ X> )
(4) s1(0,0) est adhérent @ A, M 11_ dans R?, 'ensemble des points (¢, 7, 0, 0),
oul
. 1pu
T > ll_Hg(u)xu,m,(x,u)emnn—<§ X) .

(En fait, I'énoncé précédent fournit exactement l'adhérence de £; mais
nous n'aurons pas besoin de ce fait.)
Démonstration. Supposons que

tn - Ely %% - %)\nen2 - 52, )\nen - Eih _)\n - 54

(€ R, 0, € R, (N, o) € A1), et montrons que (&, &2, &3, £4) appartient 2
I'un des ensembles du lemme. Si & # 0, £, 0,, \,, un ont des limites finies
£, 0, N\, u;ona (A, u) € 4, puisque A, est fermé dans 1 pour la topologie des
parameétres, et

1 ,
fr=tff =38 — 1IN E = N, E = — )\,

donc (&, &, £, £4) € E. Supposons £ = 0. Comme A\, '(u, — \,20,2) — 2&, on
a u, — N20,2— 0, donc w, — &2 Si &3 # 0, alors py = &2 > 0, (0, uo) est
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adhérent & 4;dans R?, et (£, &, &5, £4) = (£1, &, & b, 0). Enfin, si £ = £ = 0,
(0, 0) est adhérent & 4, dans R2 Supposons A\, > 0 pour une infinité de valeurs
de n (donc, en changeant de notations, pour toute valeur de #). Alors, (0, 0)
est adhérent & 4, M I, dans R2. On a

. 1w, = (1 uy, = 1
& = 1lm<§;_ — %Nﬂ:) < lim <§;: > < hm()\.u)—>(0.0).()\.M)fAlnH+(§ %) .
n n
On raisonne de méme si A\, < 0 pour une infinité de valeurs de n.

PROPOSITION 2. Les ensembles canoniquement fermés dans T'y sont les ensembles
A, UByUC, (A4, C 4,BiC B, CiC C) possédant les propriétés suivantes:

(1) A, est fermé dans A pour la topologie des parameétres;

(2) B; \J C; est canoniquement fermé dans B \J C = Ty,

(3) S7 (0, po) (0nh o > 0) est adhérent @ A, dans R?, on a

Vil‘ﬁ € By;
(4) Sz (0, 0) est adhérent a Ay M 1 dans R?, on a
W)\o,no € Cl

toutes les fois que

; 1
Ho > hm()\y}‘)—)(o.ﬂ).()\,n)eA;nH+<‘—‘5 f) ;
(5) Si (0,0) est adhérent @ Ay N1 dans R?, on a
W)\o.no SO

toutes les fois que

).

Démonstration. Raisonnant comme pour la Proposition 1, on est ramené
A ceci: supposons vérifiées les conditions (1) & (5) de la proposition; soit
T €T, T4¢4,\U B, U C(Cy; et montrons qu'il existe une F € ST, telle
que T(F) #£ 0 et T'(F) = 0 pour 7" € 4,. Distinguons trois cas.

>IiE

- 1
Mo < llm()\,u)_,(o,()),(x,u) eA‘nH—<_§

(A) T = Uv)\oyuo QA 1-
Soient p; € R, 8 € R. Utilisons le LLemme 9 et la notation £ de ce lemme.
Le point

1
(;n ~ 05 §°— INB PNl — M)
0

n'appartient pas & E (c’est immeédiat), donc lui est extérieur (Lemme 9). Soit
G une fonction de Z(R¥) non nulle en ce point et nulle sur E. On a G = Fyyq
pour F € Z(R¥) bien choisie. Alors, compte tenu de (4), on a
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U)\o,#o(F) #= 0,
et Un,(F) =0 pour (\, u) € A4,.
(B) T =TV ¢ B..

D’aprés 'hypothése (3) de la proposition, (0, A¢*) n'est pas adhérent a 4,
dans R2 D’aprés le Lemme 9, quels que soient p; € R, 6 € R, le point
(p1 — 0, Mo, — Ao, 0) est extérieur & E. Raisonnant comme dans (A), et
compte tenu de (2) et (4), il existe F € -Z(R%) telle que

Va(F) #0

et Un,(F) =0 pour (\, ) € A,

(C) T = Wiy § Ci. D’apreés les hypothéses (4) et (5) de la proposition,
et compte tenu du Lemme 9, (— Ao, — uo, 0, 0) est extérieur & E. Raisonnant
comme dans (A), il existe F € .7(R%) telle que Fis34 soit nulle sur E et non
nulle en (— No, — wo, 0, 0). Alors Fyyy est nulle sur £, donc Uy ,(F) = 0 pour
()\1 l.l) G AI et

WM.MO(F) #= 0.

4, Topologie de I's;. D’aprés (1, Proposition 5), I's; est une réunion
de 2 sous-ensembles disjoints 4 et B.

(1) A4 est I'ensemble des Ux(A € R, X\ # 0); chaque U, opére dans Lg?(R?)
et est définie par la formule

(UN(7)f) (61, 02) = exp iX(ps — p2b1 — ps) (01 + p1, 02 + p3)
(v = (p1, .-, ps) € Tou, f € LE(R2), 01,60, € R).

(2) B est 'ensemble des Vi ,.,.- (\, u, v, 7 € R); chaque V> .., .. s'identifie
A une fonction scalaire sur T, conformément & la relation

Ve (¥) = exp i(\p1 + wp2 + vps + 7p4).

D’aprés le Lemme 3, B est canoniquement fermé dans T's j, et la topologie
induite sur B par la topologie canonique de T's; est la topologie canonique
de R* = R4

On définit sur T5,; une ‘‘topologie des paramétres’” comme on I'a fait sur
T';. Ceci posé, les calculs du paragraphe 2 se transposent sans difficultés et
fournissent le résultat suivant:

PROPOSITION 3. Les ensembles canoniquement fermés dans Ts . sont les en-
sembles Ay \J By (A, C 4, By C B) possédant les propriétés suivantes:

(1) A, est fermé dans A pour la topologie des parametres;

(2) B est fermé dans B pour la topologie des parametres;

(3) Sz 0 est adhérent @ A dans R, on a B; = B.

5. Topologie de I';,. D’aprés (1, Proposition 6), T:. est réunion de 2
sous-ensembles disjoints 4, B:
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(1) 4 est I'ensemble des Uy, A\, g, v € R, N2+ u2 52 0); chaque Uy, .,
opére dans Lg2(R) et est définie par la formule

(Unuv(¥)f)(0) = exp 1[1/ )\)\ _—4-_ Ef2 4 Nps — pof) + u(ps — Pso)]f(o + p1)

(v =(p1,...,p5) € Ts1,f € L(ZI(R)ya € R).

(2) B est I'ensemble des Vi, (\, 4, v € R); chaque V, ,,, s'identifie & une
fonction scalaire sur T's s conformément a la relation

Vi (¥) = exp i(Apy + wps + vps).

D’aprés le Lemme 3, B est canoniquement fermé dans T's», et la topologie
induite sur B par la topologie canonique de T's; est celle de R3 = RS,

On définit sur T's» une topologie des paramétres.

Avec les notations habituelles, on a

(5) (U (F)flg)
= f . 'JF(Ph c. .y Ps) eXpi[V')\)\—_T_'ﬁez + Nps — p28) + p(ps — Pze)]
F6 + p)g(0)dps . . . dpsdd

J ...J‘F(pl —0,p2...,ps5) exp'L|:V )\‘_T_—MPE-F Nps — pof)

+ ulps — psf))]f(px)@dm ... dpsdb.
Donc U, . »(F) est défini par le noyau
(6)  Kxus(ps, 0)

{ Ap3 —
J‘~ . fF(Pl — 0, p2, . . ., ps) €XP 1[1/—)7—_'_—“&4- A(ps — p2f)

+ M(Ps - 939) ]dpzdpsdmdpa

=ﬁ2345<p1— X‘: 3+ N, — 32 + —s + ub, )\,—p.>.

LEMME 10. Soit F € % (Ts.5). La fonction T'— ||T(F)|| est continue sur Ts ,
pour la topologie des parametres.

Démonstration. Les raisonnements sont analogues i ceux des Lemmes 5 et
7. Pour pouvoir utiliser le Lemme 4, il faut cette fois observer que

2 2
(7) (pl—o)2+<)\+ +xe> +<~ﬁ_’i—‘:§+uﬂ> EENE

= (p— 0"+ (A" + uHe’
> K(p:" + 6%

pourvu que A? 4+ u? soit minoré par une constante > 0.

)\—I-
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LemMme 11. Soient 4, C A, B1 C B. On suppose A1 \J B canoniquement
fermé. Alors, st (0,0,0) est adhérent & A, dans R?, B, contient tout point («, B, 7)
possédant la propriété suivante: il existe des suites Bn, Yuy Mny M, Vn de nombres
réels tels que

Brn— B, Y7, O‘nv M,y Vn) - (Ov 0, 0), (>\nv Moy 'Yn) €y, =Ny wan + v = 0.

Démonstration. Soient «, B, ¥, Bur Yas My May ¥ avec les propriétés du lemme.
La condition — Ay, + w8, + v» = 0 exprime qu'on peut résoudre en 6,
le systéme:

/J'nVn Aavn

S
Avec les notations habituelles, on a
(Unnosineon(F) T (= 0)f1-7 (—6,)9)
= f o f Floy, . .., ps) exp GA)F(O + p1)g(0)dps . . . dpsdd

avec

=V)\np3'_
APV

= —Np2fl — ppp3f + Nops + paps + Bupz + Vaps

Quand n — + =, l'intégrale tend vers

J c fF(pu ooy ps) exp i (Bpz + vpa)f (0 + p1)g(8)dpy . . . dpsdd

B2 b Maps — Map2(6 + 6,) + paps — waps(6 + 6,)

- j f Fasis(pr, —B, =7, 0, 08 + p1)g(@)dpmdd = (Vflg)

ou V est, dans Lg2(R), l'opérateur de convolution avec la fonction p; —
Fagas(— p1, — B, — 7,0, 0). Donc

7‘(0 )U)\u HBn,y "n(P) (0?1)_
tend faiblement vers V quand n — + «, et par suite

hmn-\“f-ooHU)\n Hn, Vrn(P>|| SUP*eRIFIZMS( Ev _By -, 0 O)I

= supter|| Vegn (F)|].
Donc Vag,y € Bi.

PROPOSITION 4. Les ensembles canoniquement fermés dans Ts,. sont les en-
sembles A1 \J By (4, C 4, By C B) possédant les propriétés suivantes:

(1) A, est fermé dans A pour la topologie des parametres;

(2) B est fermé dans B pour la topologie des parametres;

(3) Si (0,0,0) est adhérent @ A, dans R3, By contient tout point («, 8, v)
tel qu'il existe des suites By, Yu, Ay Bns Vny @V€C B — B, Yo =¥, My tny v2) — (0, 0, 0),
(>\ny Mny Vn) € Ay, — NYn + By + v, = 0.
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Démonstration. Raisonnant comme pour la Proposition 1, on est ramené a
cecl: supposons vérifiées les conditions (1), (2), et (3) de la proposition; soit
T ¢ Ty T¢A4:\U By; et montrons qu'il existe une F € /(T's.) telle que
T(F)# 0et T'(F) = 0 pour 7" € A4,.

(A) Supposons

Tr= U)\o,#o.l'o QAI-

Soient p; € R, 8 € R. Soit E I'’ensemble des points de R® de la forme

A
<t, )\0’ + )\2 lf:nz , [140, - 3\'2—;'{/71 ‘—ky —,LL) y

teR, 00 €R, (\uv) € Ay

Comme 4; est fermé dans 4 pour la topologie des paramétres, il est facile
de voir que E est fermé dans I'’ensemble des points de R® dont les deux der-
niéres coordonnées ne sont pas nulles simultanément. Donc

MoVo )\OVO >
— 6, A\ , mof — , —N\o, —
<p1 of + )\02 I “02 Mo )\02 i “02 0 Ko

est extérieur 3 E. D’ol I'existence d’une F € (T, telle que Fasss soit non
nulle en ce point et nulle sur E. Alors,

U)\o,uo,m(F) #= 0,

et Un,uy(F) =0 pour (A, u,v) € 4;.

(B) Supposons T = Vi ¢ B1. Alors, (— Ay, — pg, — #,, 0,0) n’est pas
adhérent & E dans R® En effet, supposons qu'il existe des suites Z,, 0, Ay, i,
V. avec

HnVn An¥n
3 3= — po, b — TT T — Vo
Ao + Mn e A -+ Hn '

A, — 07 pa — 0, ()\m Mens Vn) € 4.

by > — )‘01 )\non +

Posons

HnVn __)\ﬂvﬂ.___
)\n2 + l"nz T >\n2 + .‘-’«nz )
Ona — MY + #aBe + v =0, et v, = N\¥n — uaBr — 0. D’aprés 'hypothése
(3) de la proposition, on a donc (Ao, po, o) € B1, ce qui est contradictoire.
Ceci posé, il existe une F € & (Ts,,) telle que F13345 soit nulle sur E et non
nulle en (— No, — po, — 70, 0, 0). Alors Fys45 est nulle sur E, donc Uy, ,(F) = 0
pour (\, u,») € 44, et

Vko,ﬂo,vo(F) #= 0.

6. Topologie de T;;. D’aprés (1, Proposition 7), I's; est réunion de
3 sous-ensembles disjoints 4, B, C:
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(1) A4 est I'ensemble des Ux(A\ € R, X £ 0); chaque U, opére dans Lg2(R?)
et est définie par la formule
(Ux(¥)f) (81, 82) = exp iX(ps — paby + 3po01” — psB2)f (81 + p1, 02 + po2)
(7 = (ply ceey P5) 6 F5,31f E L(Q](R2),01, 02 6 R)
(2) B est l'ensemble des V. (A, u € R, N # 0); chaque V), opére dans
L2 (R) et est définie par la formule
(M) (6) = exp i(Nps — Ap2b + wps)f (0 + p1).
(3) C est I'ensemble des Wy ., (A, n, v € R); chaque W, ,,, s’identifie & une
fonction scalaire sur I's; conformément a la relation

Whur(v) = exp 2(Np1 + pp2 + vps3).

D’aprés le Lemme 3, B U C est canoniquement fermé dans T3, et la
topologie induite sur B \U C par la topologie canonique de T's ; est la topologie
canonique de (I's X R)~ = T'; X R.

On définit sur T'5; une topologie des paramétres.

Avec les notations habituelles, on a

8) (Ih(Iflg) =
J o fﬁ‘(pl, ooy ps) exp iN(ps — psfy + 3puf — psb2)f (61 + p1, 02 + p2)
?(01, Bg)dpl . e dpsdeldgg =

f . e fF(m — 01, p2 — 0, ps, ps, ps) exp(tAA)f (py, P‘z)é(eh 9—‘5(11)1 ... dpsd0,df,

\

ol
A = ps — psb1 + %pzf)% - %020% — p3f.
Donc U, (F) est défini par le novau
(9) K)\(ply P2, 011 02)
= ff F(py — 01, p2 — 03, ps, ps, ps) exp(2AA )dpsdpsdps
= exp 3iN(p2 — 02)8% . Faus(o1 — 61, po — 65, N2, 01, —\).
LEMME 12. Soit F € S (Ts.5). La fonction T — ||T(F)|| est continue sur T
pour la topologie des paramétres.

Démonstration. D’aprés le Lemme 4, la fonction (py, ps, 01, 02) — F345(p, — 6,
p2 — B2, A2, N01, — \) est un élément de Lg%(R*) qui dépend continiment de
A € R — {0} pour la topologie forte. D’autre part, I'opérateur unitaire de
multiplication par exp 32\ (p2 — 02)0;% dans Lg2(R*) dépend continfiment de
\ pour la topologie forte. Donc l'application A — K, de R — {0} dans Lg?(RY)
est fortement continue. On achéve alors comme pour le Lemme 5.
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LEMME 13. Soient A, C A, By C B, C; C C. On suppose A,\J B,\J C,
canoniquement fermé. Si O est adhérent & A, dans R, on a B, = B, C; = C.

Démonstration. Soient B, B2 € R. Avec les notations habituelles, on a

<Ux([")j—<—%, —'§—2>=//l<exp<——z§102>>f 7(—%, ——%)
62
'///<exp(— 3= 02>>g>
A
_ J . j Flon . . ., ps) exp i\ (ps — pids + bpsf? — psd)
(02 iy + pz)

f<01 - ﬁl + P1, 00 — % + p2> exp zigl (02 - %>g<01 é)\l y 0 %)

dpl e dp5d01d02

u-w

81

exp — 3t

= f N ‘I‘F(pl, .oy ps,) exp(zA)f((h + P1, 0, + pz)g(al, 02)dp1 . dp5d01d02

2 2

= Aps — Apsby + %)\P2012 — Apsfa — Bips + Bipb1 — Baps.

avec

A

Quand XA — 0, l'intégrale tend vers

J - JF(m, .oy ps) exp t(—Bops — Bips + B1p2B1)f (61 + p1, 62 + p2)

g(01, Oz)dpl e dp5d01d02.

D’autre part, on peut identifier canoniquement Lg2(R?) A l'espace des
fonctions de carré intégrable sur R pour la mesure de Lebesgue et & valeurs
dans Lg?2(R) c’est-a-dire encore a l'intégrale hilbertienne

Jf@ cdt

ou, pour tout ¢, 9, = L?(R); dans cette identification, I'élément (61, 62) —
f(64, 82) de Lg®(R?) correspond au champ de vecteurs 6, — fg,, ol fo, est
I'élément de Lg2(R) défini (pour presque tout 8;) par

fo,(81) = f(6y, 02).
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Supposons B; # 0. Pour chaque 6, € R, considérons I'opérateur
0 (0
.7<— ——2> V_g1,—s.(F) T <—2>
61 B1, ﬂ)( ) Bl

Do, = L&(R).

Cet opérateur a une norme indépendante de 6 et dépend continiment 6, pour
la topologie forte. L'application

a7 02) ()“<02>
I\ -=]7T F ~ZZ
02 < B: —ﬂx.-—ﬂz( ) J 81

est donc un champ continu borné d’opérateurs, et définit dans

dans

@
J ouds. = L& ®?)
un opérateur .S, de norme

H V—ﬂlr —ﬂz(F)”1
tel que

(Sflg) = f(V—-ﬁx.—Bz(F) <07<%> for 7 (%>g02> b

= j “ee J‘F(m, ceey ps) exPi(—szs — Bips + 319201)f<01 + p1 + %, 92)

g<01 + -g;z , 02>dp1 . dp5d01d02
1

= j SN I‘F(Ply ..., ps) exp 1(—Baps — Bips + B1pf1) exp(—ip:0s)

f (01 + P1, Bg)g(el, gz)dpl .. (ip5d01d02.

Désignons par % la transformation de Fourier par rapport 4 la 2e variable
dans Lg?(R?). D’aprés la formule de Plancherel, on a

fexp(—ip202)f(01 + p1, 02)g(61, 62)df,

L [(FD 00+ o0+ 00 (T G5

Donc

(F2SF3flg) = 2n(SF L Y| F 1y
= f . fF(m, oy ps) exp i(—Baps — Bips + B1p261)f (01 + p1, 02 + p2)

2(61, 02)dp1 . . . dpsdfrd0s.
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En définitive, quand A — 0, I'opérateur

—1 2 -1
Moal15500))7 (2.8 min (§.2) o870,

tend faiblement vers % ,S% ., !. Par suite,
Limy o [UN(F) || > (S]] = [|V-p1,—8: (F)|].

Donc V,, € B; quels que soient \ et u, ce qui prouve que B; = B. Comme
B, est partout dense dans B \U C pour la topologie canonique d’aprés la
Proposition 1, on a aussi C; = C.

PROPOSITION 5. Les ensembles canoniquement fermés dans T's 3 sont les ensem-
bles A1\J B, \U C, (41 C 4, By C B, Cy C C) possédant les propriétés suivantes:

(1) Ay est fermé dans A pour la topologie des paramétres;

(2) B: \J C, est canoniquement fermé dans B\J C = T3 X R;

(3) S70 est adhérent @ A, dans R, ona B, = B, C, = C.

Démonstration. Supposons remplies les conditions (1), (2), et (3) de la
proposition. Soit 7 € Ts3avec T § 4:\J By U C,. 1l s'agit de construire une
F € (Ts,;) telle que T(F) # 0 et T'(F) = 0 pour T € A4,.

(A) Supposons T = Uy, § A;. 11 existe F € ¥ (Ts.;) telle que Fyss soit
nulle lorsque la 5e variable appartient & 4, et non nulle lorsque la 5e variable
a pour valeur A\y. Alors, compte tenu de (9), on a Uy, (F) ## 0 et U\(F) =0
pour N € A4;.

(B) Supposons T = Vy, 4, ¢ Bi. D’aprés la condition (3) de la proposition,
0 est non adhérent & 4, dans R. Donc il existe F € & (T's3) telle que
F2345(p1 — 0, N8, — mo, — Ao, 0) £ 0 pour certaines valeurs de p; et 6, et telle
que Fags5 (donc aussi Figs) soit nulle lorsque la 5e variable appartient & A;.
La premiére condition entraine facilement que Vy,,, (F) # 0; la deuxiéme
entraine que Ux(F) = 0 pour X € 4.

(C) Si T = Wy € Ci, le raisonnement est analogue a celui de (B).

7. Topologie de Ts;. D’aprés (1, Proposition 9), T'ss est réunion de
3 sous-ensembles disjoints 4, B, C;

(1) A est l'ensemble des Uru., Amv,p € Rou?P— 224 2A%p =0,
A2+ u? 4+ »? # 0); chaque Uy, opére dans Lg?(R) et est définie par la
formule

(U s (N (0) =
exp i(—%fipz - %L): (ps — p20) + Nps — pab + % psb” — %m@g))f(f) + p1)
si X % 0, et par la formule
(Urnrs (NP 0) = exp i(—% por = (o= o) + %p202)>f(0 + o)

si A =0,
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(v = (p1,...,ps) € Ts5f € L&R), 6 € R).

(2) B est I'ensemble des V) (A € R, A ## 0); chaque V), opére dans L¢g?(R)
et est définie par la formule

(M (1)) (6) = exp iX(ps — p20)f (6 + p1).

(3) C est I'ensemble des Wi, (A, u € R); chaque W,, s'identifie & une
fonction scalaire sur T's s conformément A la relation

Wi u(y) = expi(\p1 + wp2).

D’aprés le Lemme 3, B \U C est canoniquement fermé dans T's 5, et la topo-
logie induite sur B \U C par la topologie canonique de T'ss est la topologie
de f‘3.

On définit sur T's 5 une topologie des paramétres.

Avec les notations habituelles, on a, pour A # 0

(10) (U)\,#.v,p(F)flg)

= [ [P0 exp) (0 + p)e@dpr . dosdt

= f e fF(pl — 0, ps ..., ps) exp(A)f (pﬂé@jdpl ... dpsdb,
avec

14

4= - il { (ps — pf) + N(ps — psb + 3 ps8” — % p:8") .

Q=
DN =

Donc Uy ,,»,,(F) est défini, pour A # 0, par le noyau
an f e fF(pl — 0, p2 ..., ps) exp(14)dpedpsdpsdps

= ﬁ2345<91 — 6, %0 4+ I\6®, = © — 1a6%, e, —-)\> .

QO |
=
DN | =

Pour A = 0,0n a

(12)  (Urur.o(F)flg)
. 1
= f --fF(m, ey P5) exw(— gspz - ﬁ (ps — psf + %p202)>
fo+ pl)é@dm ... dpsdf
_ ~ . 1 pP 14 1 2
=) ... | Flo1—0,p2...,ps)exp1 —6‘92—"(P4—P30+7929)
v "

f(pl)@dpl ... dpsdb.
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Donc Uy ,,»,,(F) est défini, pour A = 0, par le noyau

. . 1
(13) f - f]’(px — 0, pa, ..., ps) €Xp ¢<“ 6592 - ﬁ (ps — p3f + %p202)>
dp2 RN dp5
- p ( _p e v v, 0)
= 2345\ P1 ,61/ 2“ y u )”y .
Nous nous contenterons de démontrer le résultat suivant:

PROPOSITION 6. La topologie induite sur A par la topologie canonique est la
topologie des parametres.

Démonstration. Soit 4, une partie de A4 canoniquement fermée dans 4, et
montrons que A4, est fermée dans 4 pour la topologie des paramétres. Soit
(Any tny ¥ny pn) une suite de points de 4, telle que N\, pq, v2, pn alent des limites
finies A, u, ¥, p, OU A\, u, v ne sont pas simultanément nuls. Il s’agit de montrer
que (\, u, v, p) € 4A1.

Si A # 0, la formule (10) montre que

(U)\n‘“ﬂyl’nvpn(F)flg) - (U)\,u,v,p(F)f

g,
donc que

U)\n-“n.vnyﬂn(F)
tend faiblement vers Uy .., ,(F), donc que

liﬂna%—mHU)\n,Mny”nypn(F) > HU)\.P.V.P(F)H'

Alors U, »,, est canoniquement adhérent & 4; (Lemme 1), donc Uy u,», € 41.
On raisonne de méme si A = 0 et si A, = 0 pour une infinité de valeurs de #.

Supposons maintenant A = 0, et \, ¥ 0 pour une infinité de valeurs de =,
donc, en changeant de notations, pour tout #. On a u® — »? = 0, donc u > 0.
Faisons d’abord I'hypothése que » < 0, d’olt w(w? = —». Onap, > 0 pour
n assez grand, et

<U)\n.l-lnv Vn'Pn(F)j'<L;i> fl y"(}—;.:) g)

= [ PG 00 expn) @ + 02 @0dps .. . dpue

___1_._” +.1__" <0_‘_‘z>+)\ — )\ <0_”’_2>
3N TN PP TN M nPs T faPi Mo

2 3\ 2
n uﬂ
+ %x,,pg(e - ;—) - %Mm((? - )\—)

1w, 2 1
= — gyﬁ% ps + M(ps — paf + 3ps8" — Lpo8”) + wi(ps — psf + 3020
| 1,02 _ 1 8 i 1,.9%
i P 1 + Malos — paf + 3ps8” — §p287) + pilps — psf + Zp28°).
n nHn
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Donc, quand n — + =,

(it 7))

. 1 .
f--.fF(m, .+, Ps) €XP 1(— gfnz - i (ps — psf + %p292)>
FO + p1)g®)dps . . . dpsdd = (Unipv o (F)fl2),

et le raisonnement s'achéve comme plus haut. Enfin, si v > 0, il suffit de
changer partout u, en — p,} dans ce qui précéde.

Pour établir que, réciproquement, une partie de 4 fermée pour la topologie
des paramétres est canoniquement fermée dans 4, nous aurons besoin du
lemme suivant.

LeMME 14. Soit A, une partie de A fermée pour la topologie des parametres.
Soit Eq U'ensemble des points de R* de la forme

<1” e e, 12 xa—x)

3N 2 2\
o 0 €ER, (\, u,v,p) € A1, N # 0. Soit Ey U'ensemble des points de R* de la
forme
Lp 1y _r 4 >
<6V+2“0, #0, M,O

o6 € R, (0,u,vp) € Ay. Alors, E; \J E; est fermé dans R* — Q, en désignant
par Q Uensemble des points de R* dont les 2 derniéres coordonnées sont nulles.

Démonstration. (A) Supposons d’abord que

1y, Ll 1 iy
38 = 530 O AN £ 5 0 = BN By M — a =N

ol (Auy May Vny o) € A1, My # 0, et o0 £y, &9, &3, &4 sont des nombres réels finis
tels que £; et £4 ne soient pas nuls tous les deux. Montrons que (1, &3, £3, £4)

€ E,\U E,.
Si & # 0, 6, donc, w,/\, donc v,/\,2, donc u, et »,, ont des limites finies,
donc
_ Va =
Pn = )\Ez

a une limite finie. Soient A, u, v, p, 6 les limites de N,, gn, Vny pny 0. On a
()\y My Y,y P) € Alr et

1y 1lp
3\ A
dOnC (Sly 22, E3r 24) 6 El‘

f—%¢=&J%=&~k=&

D=

6+ N0’ = g,

D | =
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Si £ =0 (donc £ 0), on a w, — (M) — 0, donc w, — £&* > 0, et
2v, — B, + (\F,)2 — 0, donc », — £32. Par ailleurs,

1w, 1”% 1 3 2 2 lll'n 1 2 ’
9 gxi———'ﬂn-l-g)\,ﬂn M—8\lz=—3ING) NM—0

2N\, 2\
Lo 1 1 3><—1-ﬂ_L 2) .
18(3 )\Z 2 N\ e il 2N A0 | ANbp — 0

— 3852818 — £3).

Additionnant, on trouve que

Vu — tin

I
tend vers 3&32(2E:E3 — £2°). Posons u = £32, v = £33, p = 3£32(28:1£; — &92). Ce
qui précéde prouve que (0, u, v, p) € A;; posant de plus 6 = — &/, on
constate que

lp 1vpe _r,_ vo_
6V+2p,0_£1, M0—£2’ “—53
dOnC (Ely EZ: 537 54) E EQ.
(B) Supposons que
R T R
6Vn 2l~’fn Mrn o

ol (0, iy, ¥y pu) € A1, et ol £, &2, £ sont des nombres réels finis tels que
£ 5% 0. Comme »,2 = u,% on a w/u, = v, donc g, et v, ont des limites
finies u = &2 et v = &3, Alors, 6, et p, ont des limites finies 8 et p. On a
0, ,7,p) € 4y, et
1p, 1
6v 2
donc (¢4, &2, £3, 0) € E,. Ceci achéve la démonstration du lemme.

Revenons 4 la démonstration de la Proposition 6. Soit 4; une partie de A
fermée pour la topologie des paramétres. Soit (Ao, wo, o, po) un point de 4
n'appartenant pas 4 4;. Soient p;, § deux nombres réels. Conservons les
notations du Lemme 14. Si A # 0, le point

_1}_02:51? _20=£2y =£3y
I m

TR

Lo _Llpy s lpe_ g _ )

(3 N T an T gy T A Mo
n'appartient pas 4 E; \J E,, donc est extérieur & E; \J E,. Si A = 0, le point
<lﬂ+_1.l’902’ _ﬂo’ K‘l,())

6vg 2 pu Ko Ko
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n'appartient pas & E; \U E,, donc est extérieur & E, \J E,. Dans les deux cas,
il existe une F € -7(T's5) telle que Fys45 soit nulle sur R X (E; U Ej) et non
nulle au point

1ve Lpop gy Lo oy 0 _ >
(pl 6, 3N T 2, 0+ shf", 2 N 3No87, Nof, No
<resp. au point
(m—e, ppe g lwg o, ﬂ,0>
) 6vo 2 po Mo m

si Ao = O). Alors,

UXo,Mo,Vo.po(F) # 07

et Unpuvo(F) =0 pour (\, i, v, p) € A1. Donc Uxgug.v .00 €St extérieur a 1y
pour la topologie canonique. Ceci prouve que .4, est canoniquement fermé, et
achéve la démonstration de la proposition 6.

Remarque. La mesure de Plancherel sur A C Ts; est défiine par la forme
différentiell w = \~2d\dudv (1, Proposition 9). Comme 2A—2d\dudv = v~'d\dudp,
w est réguliére sur tout .1, contrairement & ce qui est dit dans (1), p. 322,
1. 18-21.

8. Topologie de T[54 D’aprés (1, Proposition 10), T;s est réunion de
4 sous-ensembles disjoints 4, B, C, D:
(1) 4 est I'ensemble des Uy(A € R, A ## 0); chaque U, opére dans L¢c?(R?)
et est définie par la formule
(Ux(v)f) (81, 62)
= exp i)\(ps — psb1 + % ngl + % pse‘f - % pzoi — p3fs + P20102)f(91 + p1, 02 + P2)
(v = (py,---,ps5) €Tss, f € L&RY, 6,6, €R).

(2) B est I'ensemble des V., (\, u € R, N # 0); chaque V), opére dans
Lc*(R) et est définie par la formule

(Mau())(0) = exp 'L(_ %E;‘m + Nps — Apsf + %)\p202> f(6 + p1).

(3) Cestl'ensemble des Wy (A € R, X\ # 0); chaque W, opére dans Lg*(R)
et est définie par la formule
(Wx(7)f) (0) = exp iX(ps — poB)f (6 + p1).
(4) D est 'ensemble des X, , (\, u € R); chaque X, , s'identifie & une
fonction scalaire sur T's ¢ conformément A la relation
Xu(y) = expi(Np1 + wp2).

D’aprés le Lemme 3, B\U C \U D est canoniquement fermé dans I's et
la topologie induite sur B \J C \U D par la topologie canonique de T'; ¢ est
la topologie canonique de T.
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On définit sur T'56 une topologie des paramétres.
Avec les notations habituelles, on a

(14)  (Ux(F)flg)
= J ce J.F(ph .., ps) exp iN(ps — paby + Spfs + Lpafi — & pob
— paba + pafifs) F(81 + p1, B2 + p2)g (61, 02)dps . . . dpsdhrdd,
= J. .. -J.F(Pl — 64, p2 — Ba, ps, ps, ps) exp(ANA) f(p1, p2)g(81, 82)dps - - . dps
d6.d6.

avec

A = ps — pbr + 3oz — 02)°01 + 2087 — (o2 — 62)61 — paflz + (ps — 62)0:6s.
Donc U, (F) est définie par le noyau

(15) K)\(plf P2, 01) 82)

= ff F(p1 — 01, p2 — B2, p3, p4, ps) exp(tAA)dpsdpadps

exp iN(3(p2 — 02)°01 — %(p2 — 02)07 + (p2 — 02)0:02)
F345(P1 — 04, p2 — 02, N0y — —)\91, N3, —N).

LEMME 15. Soit F € S (T's,6). La fonction T — ||T(F)|| est continue sur Ts
pour la topologie des paramétres.

Démonstration analogue a celle du Lemme 12.

LEMME 16. Soient A1 C A, Bl C B, C1 C C, D1 C D. On SMPPOSG Al U Bl
U €1 \J D, canoniquement fermé. St O est adhérent @ A, dans R, on a B, = B,
C1 = C, Dl = D

Démonstration. Soit 8; € R — {0}. Avec les notations habituelles, on a
(U (T ( & B‘)J!(exp —z<3 5o+ —%mo%))f\
- i (161
(=% =)o 580+ 1003)))

3 2
= f...fF(pl,...,p5) exp(z4) exp[ %%(02—%4-92)

3 2 2\ 2 2
exp[i(%% (02 - é%) + %B1<02 - 5%) ]f( Bl + p1, 02 — él—;‘é + Pz)

2

g<01 - % y 0 2@\ ) dp1 . dp5d91d02
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= J. J.F( ) exp(14A) ex [—z(lg—i +B<6 —ﬁ-—>
= P1, - - -y P5) €XP p 3 \2 P2 "2 7 932) P2

2 2

dp1 P dp5d01(l02

= J cee J F(py, ..., ps) exp(iA") f(01 + p1, 02 + p2) g(81, 02)dp1 . . . dpsdfrdh,

2 3
)-mlo )

2 2 1 ,
—>\P3<02 + 2‘%‘) + m(ol + f—‘)(eg + Z‘i—l> — 380 — Bt — B8}
= Nps — pab + %9301 + o1 — Lpofi— psfotpsfif) — Bipa +B1psfy — 1 B1poB}.

Donc, quand A — 0, l'intégrale étudiée a pour limite

avec

>4|‘os

A = Ny — m(el n %) n %mé(ol n f—‘) n %xpp,(ol n

-

f. .. JF(ph .oy ps) exp 2(—Bips + Bipsfr — %51923.{) f(01 4 p1, 02+ p2)

2(01, 0—2) llpl N dp5d01d62.

Identifions, comme au paragraphe 6, I'espace Lg*(R?) a l'intégrale hilbertienne

D
f séﬂzde?y

Do, = L%](R)
pour tout 6, € R. Le champ d’opérateurs

0s — V_g, —2510, (F)

est fortement continu (et méme beaucoup mieux!) et il définit dans Lg2(R?)
un opérateur S tel que

(Sflg) = j.(V—ﬂl,—2310z(F)f02lg02) db,

= J ce J‘F(Ply .., ps) exp i(—pafs — Bips + Bipshi — 3B1p207)

f(01 + p1, 02)g (61, 02)dpy . . . dpsdh:dh..

Désignant encore par % la transformation de Fourier par rapport a la
2e variable dans Lg?(R?), on obtient
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(FASF D) = [ oo [Flon ., po) expi(—Buos + Buosts — 1upst})

(01 + p1, 02 4 p2)g(6y, 02)dpy . . . dpsdfidhs.
En définitive, quand N — 0, I'opérateur

(18] o 2 . 2\ —1
"’//(exp 1<§%02 + %610%))5/ <% ) 5‘%) U)(F)ff(% , %%)
—1
«///(exp 7:( 0, + %5103))
tend faiblement vers #S.%,~1. Par suite

l_i-n_lk—)OHUX(F)H 2 Sup02€RHV‘ﬂl‘*25192(F)l| = supuer||Vog,.u(F)|].

Donc V_g, , € B;. Comme B; et u sont arbitraires (8; # 0), on a B; = B.
D’aprés la Proposition 2, B est partout dense dans B'\U C\U D pour la topo-
logie canonique, donc C; = C, D; = D.

QI | =
>J|‘®
L )

PROPOSITION 7. Les ensembles canoniquement fermés de T's ¢ sont les ensembles
A, UB,VUC,\IUD, (4, C A4, By CB, C, CC, Dy C D) possédant les pro-
priétés suivantes:

(1) A, est fermé dans A pour la topologie des parametres;

(2) B;\J C1\J D, est canoniquement fermé dans B\J C\J D = Ty,

(3) Si 0 est adhérent @ A, dans R, ona B, = B, C; = C, D, = D.

Démonstration. Supposons remplies les conditions (1), (2), et (3) de la
proposition. Soit 7 € T's6 avec 77¢ 4, U B; U C, U D,. 1l s'agit de con-
struire une F € #(Ts,) telle que T(F) # 0 et T'(F) = 0 pour T’ € A,.

(A) Supposons T = Uy, § A;1. Il existe F € S(Ts¢) telle que Fy45 soit nulle
lorsque la 5e variable appartient a 4, et non nulle lorsque la 5e variable a
pour valeur Ao. Alors Uyo(F) % 0 et U\(F) = 0 pour A € 4,.

(B) Supposons T = Vi, § B1. Alors, d’aprés la condition (3) de la pro-
position, 0 est non adhérent & 4; dans R. Donc il existe F € .7(I's ) telle
que Fanas, et par suite Fas, soient nulles lorsque la 5e variable appartient &
A,, et telle que la fonction

A 1
(p1,0) — F2345<P1 — 0, é“;:_z - %)\002, Nof, — No, 0>

ne soit pas identiquement nulle. Alors Vi, 4, (F) # 0, et Ux(F) = 0 pour A € 4,.
(C) Onraisonne de maniére analogue pour 7" = Wy, ¢ Crou T = Xy, 4 € D1.
9. Etude des caracteres.

ProrositioN 8. Soit Ty le sous-groupe de T'y d’ équation p, = 0. Le caractére
de U, est une mesure concentrée sur T4, Sa restriction & T4 est définie par la
densité
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(N () 2o — i >
(16) 1 +19) <|)\p2|> exp 21<)\ o NG

ot 1l faut prendre le signe + pour Ap2 > 0, et le signe — pour Aps < 0.
Démonstration. On a, pour F € S(Ty),

~ 1
tr(Uhu(F)) = me(O, —2~§~ — 1% N9, —>\> ds.
Donc le caractére de U, , est I'extension & Ty d'une distribution définie sur
I'y. Identifiant Ty’ & R3 grice au systéme de coordonnées (p2, p3, p4) on voit
que cette distribution est la transformée de Fourier #m de la mesure m a
croissance lente définie par la formule

m(f) = ff(%—f — 1% N, —>\> o

(f, fonction continue & support compact dans R?). Soit m, la mesure a support
compact définie par la formule
T
me(f) = f f(li‘ — 1%, —x) ds.
—r \2 A
Quand 7" — + o, myp tend vers m au sens des distributions tempérées. Donc

Fmyr tend vers Fm au sens des distributions tempérées. Or, Fm, est la
fonction

+T | 1
(17) (p2, p3, pa) — exp —i| |5 £ — 300" oo + Nps — o4 | db.
—T 2 )\

Nous allons vérifier que, quand 7" — + «, cette fonction converge simplement
vers la fonction (16), en restant majorée en module par une fonction localement
intégrable fixe. On en conclura que la fonction (17) tend vers la fonction (16)
au sens des distributions, donc que la fonction (16) est la distribution % m
cherchée.

Supposons Ap; > 0. Dans l'intégrale (17), faisons le changement de variables
(3M02)¥(8 — ps/p2) = ¢. Elle devient

(22)¥(r—ps/00) [ e ,.p lu ] ( 9 )%
o Lt Moa [\ =) d
J;)#)*(—T—oa/pz) P oy 22 Pt Apu Ap2 £

LI — o3 Ae2) 37y o)
= (_2_) exp% <>\ 2p2ps — p3 L;p2> 52)3(r—ps/p2 exp(ic?) ds.

\p2 p2 Qe2)—1—p3/p0)

Or, un calcul élémentaire montre que

b
f exp(i¢”) ds‘l <4

quels que soient a et b. Et, quand T — + «, 'intégrale tend vers

f+wexp(is“2> g = 4/ 25 (1 +4).

o
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La proposition est donc vérifiée pour Ap2 > 0. On procéde de fagon analogue
pour Apy < 0.

ProrosiTiON 9. Soit T’ le sous-groupe de Ty s déquation py = 0. Pour
N #Z 0, le caractére de U,y ,,»., est une mesure concentrée sur Ts 5. Sa restriction
a Ts.5 est définie par la densité d suivante; on pose

o= _1_<i>%<)\2mp4 — 0 _ &p>
2 \\p2 P2 A2

= __6_>% 1z <3P§;05 — 3popsps + pi v >
d= i()\pz exp 3 p; A2 P2 A(P% ps, p1)

ott 1l faut prendre le signe + pour Aps > 0, le signe — pour Aps < 0, et ou

3/2
2/

A = %Ot% K1/3<§‘q_\ﬁ> pom' a>0
2

A =T () Vin(aGa))) + TapGaGah)]  pour  a <.

(J1y3, J—1s3, K13 sont les notations classiques pour les fonctions de Bessel.)
Démonstration. On a, pour F € S (Ts5) et A # 0,

~ 1w 1u 3 1u 2
, = |F (0 ERCI L NS SV SV LDV )
o) = [P0, 552 = L 204 000" L2 — 1’ n0, -2 a0
Donc le caractére de U, .., et l'extension & T's 5 d’'une distribution définie
sur I's s’. Identifiant T's 5’ & R* grice au systéme de coordonnées (p2, p3, p1, ps),
on voit que cette distribution est la transformée de Fourier #m de la mesure
m a croissance lente définie par la formule

m(f) = ff(%{—? — %§o+ %xes,%‘x‘ — 1\%) N, —x) ds

A

(f, fonction continue & support compact dans R%). Procédant comme pour
la Proposition 8, on est amené A considérer l'intégrale

+T 1 (1 1 1
(18) f_ exp —¢[<§{a—§§o+%w3 pr + 55— IN0" ) o3 + Nps — Nps | db.

Supposons ps # 0. Faisant, dans cette intégrale, le changement de variable

($hp2)! (e — &) =

p2

elle devient

6>% £< 3p3ps — 3pspsps + p3 ¥ >J"’ _-I: 3 1(_6_>%
(%pz “P3 A p> T M & 2\\p2

2 _ 2
()\ P2pP4 ps M p2>§_] d{
p2 A
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avec

u = (%xpzﬁ(— - ”—) v = (o)’ (r - 33) :
pe P2

Une majoration élémentaire montre que

b
fexp —i(* + ag)dy’ < 10

quels que soient a, b, «. Donc %m est la fonction

3 - 2 _ 3 +oo
:i:(—6—> expi (7\ 3p2ps 3P22pap4 + p3 _ _V§ p2> f exp —i((3 + af) dt
Aps2 3 A

P2 o

ou il faut prendre le signe 4 pour Xps > 0, le signe — pour Apy < 0. Or, on

a (intégrale d’Airy)

e 2K 230 (@ > 0)
f.m exp i(§” + of) dt = ‘{2#/3 (o) s 2Ga)™) + o1 (2(3a)")](@<0).

D’ou la proposition.

Je dois & Delsarte la remarque que la limite de l'intégrale (18), quand

T — + =, peut se calculer explicitement.
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