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Intégrales orbitales tordues sur GL(n, F) et
corps locaux proches : applications

Guy Henniart et Bertrand Lemaire

Résumé. Soient F un corps commutatif localement compact non archimédien, G = GL(n, F) pour un

entier n ≥ 2, et κ un caractère de F× trivial sur (F×)n. On prouve une formule pour les κ-intégrales

orbitales régulières sur G permettant, si F est de caractéristique > 0, de les relever à la caractéristique

nulle. On en déduit deux résultats nouveaux en caractéristique > 0 : le “lemme fondamental” pour

l’induction automorphe, et une version simple de la formule des traces tordue locale d’Arthur reliant

κ-intégrales orbitales elliptiques et caractères κ-tordus. Cette formule donne en particulier, pour une

série κ-discrète de G, les κ-intégrales orbitales elliptiques d’un pseudo-coefficient comme valeurs du

caractère κ-tordu.

Introduction

Soient F un corps commutatif localement compact non archimédien, et κ un carac-

tère de F×, c’est-à-dire un homomorphisme continu de F× dans C×. On note oF

l’anneau des entiers de F et pF l’idéal maximal de oF. Soit G = GL(n, F) pour un
entier n ≥ 2. Un élément γ ∈ G est dit régulier si son polynôme caractéristique
est produit de polynômes irréductibles sur F deux à deux distincts (notons qu’on ne
demande pas que ces derniers soient séparables sur F). On note Gr l’ensemble des

éléments réguliers de G. Soit γ ∈ Gr. Le centralisateur Gγ = {g ∈ G : g−1γg = γ}
coı̈ncide avec le groupe multiplicatif F[γ]× de la F-algèbre semisimple F[γ]. Notons
Gd
γ la composante déployée de Gγ , i.e., le tore déployé maximal de Gγ (vu comme

le groupe des points F-rationnels d’un groupe algébrique défini sur F). Choisissons

une mesure G-invariante dγg sur l’espace homogène Gd
γ\G. Si det(Gd

γ) ⊂ kerκ, on

note ΛG
κ ( · , γ) la distribution sur G définie par

Λ
G
κ ( f , γ) =

∫

Gd
γ\Gγ

κ ◦ det(g) f (g−1γg) dγg ( f ∈ C∞
c (G)).

Puisque le groupe Gd
γ\Gγ est compact et que l’orbite {g−1γg : g ∈ G} est fermée

dans G (pour la topologie pF-adique), l’intégrale converge absolument. Pour g ∈ G

et f ∈ C∞
c (G), on a ΛG

κ ( f , g−1γg) = κ ◦ det(g−1)ΛG
κ ( f , γ).

On suppose désormais que κ est trivial sur (F×)n. Notons Gκ
r l’ensemble des γ ∈

Gr tels que det(Gd
γ) ⊂ kerκ, et Ge l’ensemble des γ ∈ Gr tels que la F-algèbre F[γ]

soit un corps ; les éléments de Ge sont dits elliptiques. On a donc l’inclusion Ge ⊂ Gκ
r .
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Soit un entier a ≥ 1. Posons Ka = 1 + pa
FM(n, oF) ⊂ GL(n, oF), et notons H(G,Ka)

l’algèbre de Hecke formée des fonctions complexes sur G, qui sont Ka-biinvariantes

à support compact. Pour γ ∈ Ge, en modifiant la construction de [L1], on obtient
notre premier résultat (lemmes 1.4.1 et 1.5.1) : une “formule explicite” pour les κ-
intégrales orbitales ΛG

κ ( f , γ) des fonctions f ∈ H(G,Ka). Par descente parabolique,
cette formule implique en particulier que si les mesures dγ ḡ (γ ∈ Gκ

r ) sont choisies

de manière compatible (cf. 2.5), alors l’application qui à γ associe la forme linéaire
sur H(G,Ka) définie par la distribution ΛG

κ ( · , γ), est localement constante sur Gκ
r .

Ceci généralise le résultat bien connu d’Harish–Chandra pour les intégrales orbitales
non tordues [HC3].

Soient r un entier ≥ a, et F ′ un corps commutatif localement compact non ar-
chimédien r-proche de F, i.e., tel que les anneaux tronqués oF/pr

F et oF ′/pr
F ′ soient

isomorphes. Choisissons un isomorphisme d’anneaux τ : oF/pr
F → oF ′/pr

F ′ et des
uniformisantes ̟ et ̟ ′ de F et F ′ telles que τ (̟ + pr

F) = ̟ ′ + pr
F ′ . Le triplet

(τ ,̟,̟ ′) détermine un isomorphisme de groupes F×/(1 + pr
F) ≃ F ′×/(1 + pr

F ′),
et si r est assez grand, κ correspond à un caractère κ ′ de F ′× trivial sur (F ′×)n. Soit

I ⊂ M(n, oF) la oF-algèbre formée des matrices triangulaires supérieures modulo pF .
Posons Inr = 1 + pr

FI et Hr
F = H(G, Inr). Le triplet (τ ,̟,̟ ′) détermine un iso-

morphisme d’algèbres ζ : Hr
F → Hr

F ′ [L1]. Posons G ′ = GL(n, F ′), et soit γ ∈ Gκ
r .

Le résultat principal de l’article s’énonce comme suit (théorème 2.6.2) : si r est “suf-

fisamment grand”, alors il existe un voisinage Inr-biinvariant V de γ dans Gκ
r tel que

ζ(V) ⊂ G ′κ ′

r et

Λ
G ′

κ ′ (ζ( f ), y) = Λ
G
κ ( f , γ) ( f ∈ H(G,Ka))

pour tout y ∈ ζ(V), où ζ(V) désigne la partie de G ′ définie par 1ζ(V) = ζ(1V). Bien
sûr, cet énoncé sous-entend que les mesures définissant les distributions ΛG

κ ( · , γ) et
ΛG ′

κ ′ ( · , y), ont été choisies de manière compatible (cf. 2.6).

Si F est de caractéristique > 0, alors pour tout entier r ≥ 1, on peut trouver
un corps F ′ de caractéristique nulle r-proche de F : en effet, si p est la caractérisque

résiduelle de F, alors n’importe quelle extension finie F ′/Qp de même corps résiduel
que F et d’indice de ramification e(F/Qp) ≥ r, convient. Par suite, tout résultat —
connu en caractéristique nulle — relatif aux κ-intégrales orbitales régulières de fonc-
tions f ∈ H(G,Γ) pour un sous-groupe ouvert compact fixé Γ ⊂ G, doit pouvoir

en principe s’étendre à la caractéristique > 0 grâce au théorème 2.6.2. On donne ici
deux applications de ce principe.

La première application est le lemme fondamental pour l’induction automorphe.
Supposons κ non ramifié, et soit L/F une extension non ramifiée de degré d = (F× :
kerκ). Posons m = n/d, H = GL(m, L) et K♮ = GL(m, oL). Le choix d’une oF-base
de oL fournit une identification H ⊂ G telle que K♮ = H ∩K. Via les isomorphismes

de Satake pour G et H, Waldspurger [W] a défini un homomorphisme d’algèbres
b : H(G, F) → H(H,K♮). Notons Gsr ⊂ Gr l’ensemble des éléments absolument
semisimples réguliers de G. Pour γ ∈ H ∩ Gsr est défini un facteur de transfert
∆H

G (γ) [W, §II-4],[Ha, §5]. Le lemme fondamental pour l’induction automorphe

s’énonce comme suit : si γ ∈ H ∩ Gsr , alors pour toute fonction f ∈ H(G,K) on a
l’égalité

∆
H
G (γ)ΛG

κ ( f , γ) = Λ
H(b( f ), γ),
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Intégrales orbitales tordues sur GL(n, F) et corps locaux proches 1231

où ΛH(b( f ), γ) désigne l’intégrale orbitale

∫

Hd
γ\H

b( f )(h−1γh) dγ h̄.

Là encore, l’énoncé sous-entend que les mesures définissant les distributions ΛG
κ ( · , γ)

et ΛH( · , γ) ont été choisies de manière compatible (cf. 3.2). Pour F de caractéris-
tique nulle, ce lemme fondamental a été démontré par Waldspurger si n est premier
à la caractéristique résiduelle de F [W], puis étendu à n quelconque dans [HL3]. On

le démontre ici pour F de caractéristique > 0.

La seconde application est une version simple de la formule des traces κ-tordue
locale d’Arthur. Fixons un caractère unitaire ω du centre Z de G, et notons C∞

c (G, ω)

l’espace des fonctions φ : G → C localement constantes à support compact modulo Z

telles que φ(zg) = ω(z)−1φ(g) (z ∈ Z, g ∈ G). Soit dḡ une mesure de Haar sur
Z\G. Si π est une représentation (complexe lisse) irréductible κ-stable de G de ca-
ractère central ω, le choix d’un opérateur d’entrelacement A ∈ IsomG(κπ, π) per-

met de définir une forme linéaire ΘA
π sur C∞

c (G, ω) : 〈φ,ΘA
π〉 = trace(π(φdḡ) ◦ A)

avec π(φdḡ) =
∫

Z\G
φ(g)π(g) dḡ. On sait [L4] qu’il existe une fonction localement

constante ΘA
π : Gr → C, qui ne dépend pas du choix de dḡ, telle que :

• ΘA
π(zg) = ω(z)ΘA

π(g) pour tout z ∈ Z et tout g ∈ Gr,
•

∫

Z\G
φ(g)|ΘA

π(g)| dḡ < +∞ pour toute fonction φ ∈ C∞
c (Z\G) telle que φ ≥ 0,

• 〈φ,ΘA
π〉 =

∫

Z\G
φ(g)ΘA

π(g) dḡ pour toute fonction φ ∈ C∞
c (G, ω).

On sait aussi qu’il existe un nombre complexe non nul λ tel que pour tout vecteur v

dans l’espace de π, on ait An = λ Id. L’opérateur A est dit unitaire si |λ| = 1.
Clairement, l’ensemble des opérateurs A ∈ IsomG(κπ, π) qui sont unitaires, est non
vide. Si γ ∈ Gr, par abus d’écriture, on note 〈 · ,Θκ

π〉Θ
κ
π(γ) la forme linéaire sur

C∞
c (G, ω) définie par 〈φ,Θκ

π〉Θ
κ
π(γ) = 〈φ,ΘA

π〉Θ
A
π(γ) pour un (i.e., pour tout) A ∈

IsomG(κπ, π) unitaire.

Une représentation irréductible κ-stable de G est dite κ-discrète si elle est tempérée
et n’est pas équivalente à l’induite parabolique normalisée d’une représentation
κ-stable d’un sous-groupe de Levi propre de G. La version simple de la formule des
traces κ-tordue locale que nous prouvons ici est la suivante (théorème 4.2.2) : pour

toute fonction φ ∈ C∞
c (G, ω) telle que ΛG

κ (φ, γ) = 0 (γ ∈ Gr r Ge), on a

Λ
G
κ (φ, γ) =

∑

π

〈φ,Θκ
π〉Θ

κ
π(γ) (γ ∈ Ge),

où π parcourt l’ensemble des classes d’équivalence de représentations irréductibles
κ-discrètes de G. Ici, ΛG

κ ( · , γ) (γ ∈ Gr) désigne la forme linéaire sur C∞
c (G, ω)

définie comme plus haut par le choix d’une mesure G-invariante dγ ḡ sur l’espace
homogène Gd

γ\G. Et l’énoncé sous-entend que pour γ ∈ Ge, auquel cas Gd
γ = Z,

la mesure de Haar sur Z\G définissant ΛG
κ (·, γ) est la même que celle définissant les

formes linéaires 〈 · ,Θκ
π〉Θ

κ
π(γ) pour π irréductible et κ-discrète. En particulier, on

a (corollaire 4.2.4) : soit π une représentation irréductible κ-discrète de G, et soit
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A ∈ IsomG(κπ, π) un opérateur unitaire. Alors si φ ∈ C∞
c (G, ω) est un pseudo-

coefficient pour ΘA
π , [HL1], on a

Λ
G
κ (φ, γ) = ΘA

π(γ) (γ ∈ Ge).

Notons que cela s’applique en particulier pour κ = 1.

Ce travail s’inscrit dans une série d’articles [HL1],[HL2],[HL3] dans lesquels
les auteurs se proposent d’étendre à la caractéristique non nulle les théories du
changement de base et de l’induction automorphe pour G, connues pour F de ca-
ractéristique nulle. Par exemple le lemme fondamental démontré ici permettra

d’étendre à la caractéristique > 0 le travail de G. Henniart et R. Herb [HH] prouvant
l’existence d’une application de relèvement entre représentations de H(= GL(m, E))
et représentations de G. Notons que ces résultats sur l’induction automorphe et le
changement de base, sont utilisés dans un travail commun de C. Bushnell et G. Hen-

niart [BH1],[BH2], pour décrire explicitement et en toute caractéristique la corres-
pondance de Langlands entre représentations irréductibles de degré n du groupe de
Weil de F et représentations irréductibles cuspidales de G, dans le cas où n est premier
à la caractéristique résiduelle de F.

Décrivons maintenant brièvement comment sont organisés les résultats. L’article
est divisé en quatre sections auxquelles s’ajoute un appendice.

La “formule explicite” pour les κ-intégrales orbitales elliptiques sur G est prouvée
dans la section 1. Comme on l’a dit plus haut, il s’agit d’une formule analogue à

celle de [L1] pour les intégrales orbitales non tordues ; d’ailleurs pour κ = 1, on
retrouve la formule de [L1]. Le principe de submersion d’Harish–Chandra [HC3]
joue un rôle central dans la construction, ici comme dans [L1]. C’est sur lui que
porte la modification : plutôt que de chercher à recopier [L1] en remplaçant G par

G0 = ker(κ ◦ det), c’est-à-dire à intégrer une fonction f ∈ C∞
c (G) sur une G0-orbite

{g−1γg : g ∈ G0} avec γ elliptique (ce qui conduit à des contorsions malcommodes),
on a préféré opter pour un calcul direct de ΛG

κ ( f , γ) en injectant κ dans l’application
issue du principe de submersion (cf. 1.4). On peut de cette manière utiliser sans

changement tous les lemmes techniques de [L1, §1].
Dans la section 2, on rappelle les résultats de Deligne [D] sur les corps proches

ainsi que la construction des isomorphismes d’algèbres de Hecke relatives à des corps
proches [L1]. Ensuite, grâce à la formule pour les κ-intégrales orbitales elliptiques

prouvée dans la section 1, on montre comme dans [L1] le résultat de relèvement des
κ-intégrales orbitales régulières relatives à deux corps “suffisamment proches”. On
déduit le cas régulier non elliptique du cas elliptique par descente parabolique.

Le lemme fondamental pour l’induction automorphe est démontré dans la sec-

tion 3. Il s’agit essentiellement de vérifier que les isomorphismes entre algèbres
de Hecke sphériques relatives à deux corps 1-proches, sont compatibles aux homo-
morphismes de Satake. Puisque le lemme fondamental est connu en caractéristique
nulle [W],[HL3], on peut le déduire en caractéristique non nulle grâce au résultat de

relèvement prouvé dans la section 2.
Dans la section 4, on montre la version simple de la formule des traces κ-tordue

locale. On se ramène à montrer une version simple de la formule des traces non tor-

due locale pour le groupe G0. On sait [W] que G0 est quotient d’un groupe réductif
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connexe par un sous-groupe central compact. Pour F de caractéristique nulle, on
peut donc appliquer le travail d’Arthur [A], et en déduire la version simple de la

formule des traces κ-tordue locale. Par relèvement à la caractéristique nulle, on en
déduit la même formule pour F de caractéristique> 0 : on relève le côté géométrique
grâce à la section 2 ; quant au côté spectral, il est beaucoup plus facile à relever.
En effet, on sait [D],[L3] que si F et F ′ sont deux corps r-proches, alors tout iso-

morphisme d’algèbres ζ : Hr
F → Hr

F ′ induit une “correspondance” entre (certaines)
représentations de GL(n, F) et représentations de GL(n, F ′). Si r est assez grand, κ
se relève comme plus haut en un caractère κ ′ de F ′×, rendant cette correspondance
compatible à la torsion par κ et κ ′. Dans l’appendice, on montre grâce au travail de

Bushnell [B], que cette correspondance est compatible à l’induction parabolique et à
la restriction de Jacquet. D’après la classification des représentations irréductibles κ-
discrètes de G donnée dans [HH], cela implique en particulier que les représentations
κ-discrètes de G correspondent aux représentations κ ′-discrètes de G ′.

Dans ce papier, on appelle représentation d’un groupe topologique (localement
profini) une représentation lisse dans un espace vectoriel complexe. L’espace d’une
représentation π est noté Vπ. Et si π est une représentation irréductible, on note [π]

sa classe d’équivalence. Si X est un espace topologique totalement discontinu, on
note C∞

c (X) l’espace des fonctions complexes sur X qui sont localement constantes
et à support compact.

1 Une formule pour les κ-intégrales orbitales elliptiques

1.1 On fixe F un corps commutatif localement compact non archimédien. On note

• oF l’anneau des entiers de F ;
• pF l’idéal maximal de oF ;
• UF = oF r pF le groupe des unités de oF , et U a

F = 1 + pa
F (a ∈ Z≥1) ;

• kF = oF/pF le corps résiduel de F ;
• νF : F → Z ∪ {∞} la valuation normalisée (surjective) sur F ;
• | · |F : F → Q la valeur absolue sur F définie par |x|F = q−νF (x) où q = qF est le

cardinal de kF .

Si E est une extension finie de F, on note e(E/F) et f (E/F) l’indice de ramification
et le degré résiduel de E/F. On note NE/F le morphisme norme E× → F×.

1.2 Nous aurons besoin des résultats de [BK] et des notations correspondantes. Soit E

une extension finie de F, et soit γ ∈ E× tel que F[γ] = E. On pose e = e(E/F),

f = f (E/F) et n = e f . L’ensemble {pi
E : i ∈ Z} est une chaı̂ne de oF-réseaux dans E,

vu comme un espace vectoriel sur F. Elle définit un oF-ordre héréditaire A(E) =
⋂

i EndoF
(pi

E) dans A(E) = EndF(E). Le corps E s’identifie naturellement à un sous-
anneau de A(E), et A(E) est l’unique oF-ordre héréditaire dans A(E) normalisé par

E×. Notons aγ : A(E) → A(E) l’application adjointe x 7→ γx − xγ. Rappelons,
d’après [BK, 1.4.5 et 1.4.11], la définition de l’invariant kF(γ) = k0(γ,A(E)) ∈ Z ∪
{−∞} : si E = F, alors kF(γ) = −∞ ; sinon, kF(γ) est le plus petit entier k vérifiant
Pk ∩ aγ(A(E)) ⊂ aγ(A(E)) où P désigne le radical de Jacobson de A(E). On pose
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• nF(γ) = −νE(γ),
• k∗F(γ) = kF(γ) + nF(γ) ∈ Z ∪ {−∞}.

Rappelons que si E 6= F, on a k∗F (F) ≥ 0 avec égalité si et seulement si γ est F-minimal

[BK, 1.4.14, 1.4.15].

Notons DF(γ) le déterminant de l’endomorphisme u 7→ u − γ−1uγ du F-espace

vectoriel E\A(E) (on a DF(γ) = 1 si E = F). On a donc DF(γ) 6= 0 si et seulement
si l’extension E/F est séparable. Soit fγ ∈ F[T] le polynôme minimal de γ sur F. Si
l’extension E/F est séparable, on a DF(γ) = NE/F(γ1−n f ′

γ (γ)) où f ′
γ ∈ F[T] désigne

le polynôme dérivé de fγ .

Remarque 1.2.1 Soient Am et AM deux oF-ordres héréditaires dans A(E) tels que
Am ⊂ A(E) ⊂ AM. On suppose que Am est minimal et que AM est maximal. Soit
L = {Li : i ∈ Z} une chaı̂ne de oF-réseaux dans E telle que Am = End0

oF
(L) et

AM = EndoF
(L0) ; notons qu’à translation près des indices i par un élément de nZ, la

chaı̂ne L est unique. Choisissons une oF-base {v1, . . . , vn} de L0 qui soit une oF-base
de L au sens de [BK, 1.1.7], et identifions A(E) à l’algèbre de matrices M(n, F) grâce
à cette base. Alors AM s’identifie à M(n, oF) et Am au sous-anneau de AM formé des

matrices triangulaires supérieures modulo pF , et A(E) s’identifie à un sous-anneau
de AM formé de matrices triangulaires par blocs.

Soit maintenant E♮ une F-algèbre semisimple de la forme E♮ = E1 × · · · × Es

pour des extensions finies de corps Ei/F, et soit γ = (γ1, . . . , γs) ∈ E♮ tel que pour
i = 1, . . . , s, on ait γi ∈ E×

i et F[γi] = Ei . On suppose que dimF(E♮) ≥ 2. Posons
A(E♮) = EndF(E♮), M(E♮) =

∏s
i=1 EndF(Ei), et

DF(γ) = detF(u 7→ u − γ−1uγ; E♮\A(E♮)),

D∗
F(γ) =

s
∏

i=1

DF(γi),

DF(γ) = detF(u 7→ u − γ−1uγ; M(E♮)\A(E♮)) (si s = 1, on a DF(γ) = 1).

Si pour i = 1, . . . , s, l’extension Ei/F est séparable, alors on a

DF(γ) = D∗
F (γ)−1DF(γ).

1.3 Soient n ∈ Z≥2, G = GL(n, F), P0 ⊂ G le sous-groupe de Borel formé des matrices
triangulaires supérieures, et A0 ⊂ P0 le tore déployé formé des matrices diagonales.

Posons K = GL(n, oF), et soit I ⊂ K le sous-groupe formé des matrices triangulaires
supérieures modulo pF . Pour i = 1, . . . , n − 1, notons si ∈ K la matrice de transpo-
sition échangeant les lignes i et i + 1, et notons W ⊂ K le sous-groupe engendré par
s1, . . . , sn−1. Choisissons une uniformisante ̟ de F. On note s̟ et t̟ les matrices

https://doi.org/10.4153/CJM-2006-044-5 Published online by Cambridge University Press

https://doi.org/10.4153/CJM-2006-044-5
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n × n définies par

s̟ =















0 0 · · · 0 ̟−1

0 1 · · · 0 0
...

...
. . .

...
...

0 0 · · · 1 0
̟ 0 · · · 0 0















, t̟ =



















0 1 0 · · · 0 0
0 0 1 · · · 0 0
...

...
...

. . .
...

...

0 0 0 · · · 1 0
0 0 0 · · · 0 1
̟ 0 0 · · · 0 0



















.

Soit W (̟) le sous-groupe de G engendré par s1, . . . , sn−1, s̟ et t̟. On a la décompo-
sition d’Iwahori G =

∐

w̃∈W (̟) Iw̃I. Notons ∆(̟) ⊂ A0 ∩ W (̟) l’ensemble des

matrices diagonales de la forme diag(1, ̟α1 , . . . , ̟αn−1 ) avec 0 ≤ α1 ≤ · · · ≤
αn−1, αi ∈ Z. Soit Z le centre de G, naturellement identifié à F×. À partir de la
décomposition d’Iwahori, on obtient la décomposition G =

⋃

w̃ ZIw̃K où w̃ par-
court les éléments de l’ensemble W ∆(̟) = {wδ : w ∈ W, δ ∈ ∆(̟)}.

Soit J ⊂ G un sous-groupe parahorique standard, c’est-à-dire un sous-groupe pa-

rahorique vérifiant la double inclusion I ⊂ J ⊂ K. D’après le paragraphe précédent,
on a la décomposition

G =

⋃

w̃∈W∆(̟)

Z Jw̃K.

Pour w̃ ∈ W ∆(̟), on note c J(w̃) le cardinal de l’ensemble W ∆(̟)∩Z Jw̃K, qui est
aussi le cardinal de ZI\Z Jw̃K/K.

Un élément γ ∈ G est dit régulier si son polynôme caractéristique est produit de
polynômes irréductibles sur F deux à deux distincts, et elliptique si son polynôme

caractéristique est irréductible sur F. On note Gr (resp., Ge) l’ensemble des éléments
réguliers (resp., elliptiques) de G. Si γ ∈ Ge, on note Aγ l’unique oF-ordre héréditaire
dans M(n, F) normalisé par F[γ]×, et l’on pose Jγ = A×

γ ; c’est un sous-groupe
parahorique de G. Si Jγ est standard, on dit que γ est en position standard. D’après la

remarque 1.2.1, pour tout γ ∈ Ge, il existe un g ∈ G tel que g−1γg soit en position
standard.

1.4 Soient dg et dz des mesures de Haar sur G et Z, et soit dp une mesure de Haar à gauche
sur P0. Dans ce numéro, fixons un élément γ ∈ Ge. Puisque la F-algèbre F[γ] ne
contient pas d’élément nilpotent non nul, pour w ∈ W , l’application φw

γ : G × P0 →
G, (g, p) 7→ g−1γgwpw−1 est partout submersive [HC3, Theorem 1]. Et d’après

[HC1, Theorem 11], il existe une unique application linéaire surjective C∞
c (G ×

P0) → C∞
c (φw

γ (G)), u 7→ φw
γ,u vérifiant la propriété : pour toute fonction u ∈

C∞
c (G × P0) et toute fonction f ∈ C∞

c (G), on a

∫∫

G×P0

u(g, p) f ◦ φw
γ (g, p) dgdp =

∫

G

φw
γ,u(g) f (g) dg.

Fixons un caractère κ de F× trivial sur (F×)n. Nous noterons aussi κ le caractère
de G donné par κ ◦ det ; il est trivial sur Z. Soit J ⊂ G un sous-groupe parahorique
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standard. Pour a ∈ Z≥1, on pose Ka = 1 + pa
FM(n, oF), Pa

0 = P0 ∩ Ka, et l’on note
ua

J,κ ∈ C∞
c (G × P0) la fonction définie par

ua
J,κ(g, p) =

{

κ(g) si (g, p) ∈ J × Pa
0,

0 sinon.

Pour w ∈ W et a ∈ Z≥1, on pose

φw,a
γ, J,κ = φw

γ,ua
J,κ
.

Pour f ∈ C∞
c (G), on pose

Λ
G
κ ( f , γ) =

∫

Z\G

κ(g) f (g−1γg)
dg

dz

et l’on note f K
κ ∈ C∞

c (G) la fonction définie par

f K
κ (g) =

∫

K

κ(k) f (k−1gk) dk

avec dk = vol(K, dg)−1dg|K (de sorte que vol(K, dk) = 1). Si Γ est un sous-groupe
ouvert compact de G, on note H(G,Γ) le sous-espace de C∞

c (G) formé des fonctions
Γ-biinvariantes, muni du produit de convolution défini par la mesure de Haar dΓg

sur G telle que vol(Γ, dΓg) = 1.

Lemme 1.4.1 Soit a ∈ Z≥1. Pour toute fonction f ∈ H(G,Ka), on a la formule

Λ
G
κ ( f , γ) =

∑

w∈W

∑

δ∈∆(ω)

c
wδ,a
J κ(wδ)

∫

G

φw,a
γ, J,κ(g) f K

κ (δ−1w−1gwδ) dg

avec

c
w̃,a
J = c J(w̃)−1 vol

(

Z\Z Jw̃K, dg
dz

)

vol( J, dg) vol(Pa
0, dp)

(w̃ ∈ W ∆(̟)).

Preuve Soit f ∈ H(G,Ka). D’après la décomposition G =
⋃

w̃∈W∆(̟) Z Jw̃K, on a

Λ
G
κ ( f , γ) =

∑

w̃∈W∆(̟)

c J(w̃)−1Iw̃

avec

Iw̃ =

∫

Z\Z Jw̃K

κ(g) f (g−1γg)
dg

dz
.
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Soit w̃ ∈ W ∆(̟). Écrivons w̃ = wδ avec w ∈ W et δ ∈ ∆(̟) (l’écriture est unique).
Puisque f appartient à H(G,Ka) et que Ka est distingué dans K, on a f K

κ ∈ H(G,Ka).

Comme δ−1Pa
0δ ⊂ Ka, on obtient que

Iw̃ =
vol(Z\Z Jw̃K, dg

dz
)

vol( J, dg)

∫

J

κ(gw̃) f K
κ (w̃−1g−1γgw̃) dg

=
vol(Z\Z Jw̃K, dg

dz
)

vol( J, dg) vol(Pa
0, dp)

κ(w̃)

∫∫

J×Pa
0

κ(g) f K
κ (δ−1w−1g−1γgwpδ) dgdp.

Or par définition, on a

∫∫

J×Pa
0

κ(g) f K
κ (δ−1w−1g−1γgwpδ) dgdp =

∫

G

φw,a
γ, J,κ(g) f K

κ (w̃−1gw̃) dg.

D’où le lemme.

Remarque 1.4.2 Le lemme ci-dessus est une simple généralisation du lemme 1 de
[L1, §2.2]. Notons que l’énoncé de ce dernier comporte une erreur : il faut remplacer

vol(F×HδKF,
dg
dz

) par vol(F×HsδKF,
dg
dz

). Notons aussi que cette erreur n’entraı̂ne
aucune conséquence fâcheuse quant au résultat principal de [L1], cf. la fin de la

démonstration de [L1, §3.3, théorème].

1.5 Posons A = M(n, F). Fixons un caractère ΨF de (F,+) de conducteur pF , et no-
tons ΨA le caractère de (A,+) défini par ΨA = ΨF ◦ tr où tr : A → F désigne la
trace usuelle. La forme bilinéaire symétrique A × A → F, (x, y) 7→ ΨA(xy) est

non dégénérée. Si R est un oF-réseau dans A, on note R∨ l’oF-réseau dual défini par
R∨ = {x ∈ A : ΨA(xR) = 1}.

Soit γ ∈ Ge. Posons E = F[γ], e = e(E/F), k0 = kF(γ) et k1 = k∗F(γ). Soit Nγ

l’oF-réseau dans A défini par [BK, 1.4.3] Nγ = Nk0
(γ,Aγ). Rappelons que Nγ est un

(oE, oE)-bimodule. Posons

Λγ = (p
1−k1

E Nγ)∨.

Soit Pγ le radical de Jacobson de Aγ . Par définition de Nγ , on a les inclusions Pk1
γ ⊂

Λγ ⊂ Aγ .

On suppose jusqu’à la fin de ce numéro que γ est en position standard (cf. 1.3).
Pour w ∈ W et a ∈ Z≥1, on pose Ja

γ = 1 + Pa
γ , φw,a

γ,κ = φw,a
γ, Jγ ,κ

, et l’on note dpw la

mesure de Haar à gauche sur wP0w−1 telle que vol(wP0w−1 ∩ K, dpw) = 1.

Lemme 1.5.1 Soient w ∈ W et a ∈ Z≥1, et soit m ∈ Z tel que m ≥ sup{1+ k1

e
, a− k1

e
}

et κ( Jem
γ ) = 1. Pour toute fonction f ∈ C∞

c (G), on a

∫

G

φw,a
γ,κ(g) f (g) dg = dw,a

γ

∑

(i, j)

κ(xi)

∫

x−1

i γ(1+pm
F Λγ )xi y j

f (g) dg
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avec

dw,a
γ =

vol( Jem
γ , dg) vol(wP0w−1 ∩ Jem+k1

γ , dpw)

vol(1 + pm
F Λγ , dg)

;

les couples (xi , y j) parcourant un système de représentants dans Jγ×wPa
0w−1 des classes

( Jem
γ \ Jγ) × ((wP0w−1 ∩ Jem+k1

γ )\wPa
0w−1).

Preuve Soit f ∈ C∞
c (G). Puisque m ≥ sup{1+ k1

e
, a− k1

e
}, on a l’inclusion Jem+k1

γ ⊂
Ka. Et puisque wPa

0w−1 = wP0w−1 ∩ Ka, on a

∫

G

φw,a
J,κ(g) f (g) dg =

∫∫

Jγ×wPa
0w−1

κ(g) f (g−1γg pw) dgdpw

=

∑

(i, j)

κ(xi)

∫∫

Jme
γ xi×(wP0w−1∩ J

em+k1
γ )y j

f (g−1γg pw) dgdpw,

les couples (xi , y j) étant pris comme dans l’énoncé. Fixons un tel couple (xi , y j), et
notons p0 = Lie(P0) la sous-F-algèbre parabolique de A formée des matrices trian-
gulaires supérieures. D’après [L1, §1.2, lemme 1]

πi, j : Aem
γ × (xiwp0w−1x−1

i ∩ Aem+k1

γ ) → pm
F Λγ , (x, y) 7→ x − γ−1xγ + y

est un morphisme surjectif de oF-modules. Et d’après [L1, §1.2, lemme 2], l’applica-
tion G × wP0w−1 → G, (g, pw) 7→ g−1γg pw induit une application surjective

φi, j : Jme
γ xi × (wP0w−1 ∩ Jem+k1

γ )y j → x−1
i γ(1 + pm

F Λγ)xi y j .

On applique ensuite [L2, lemme 5.3.3] : il existe un système de coordonnées

βi, j : Jme
γ xi × (wP0w−1 ∩ Jem+k1

γ )y j → Aem
γ × (xiwp0w−1x−1

i ∩ Aem+k1

γ )

de jacobien constant égal à 1, tel que, posant

λi, j : x−1
i γ(1 + pm

F Λγ)xi y j → pm
F Λγ , g 7→ γ−1xig y−1

j x−1
i − 1,

on ait πi, j ◦ βi, j = λi, j ◦ φi, j . D’où le résultat [L2, corollaire 5.3.4].

Pour m ∈ Z≥1, on pose V(γ,m) = γ(1 + pm
F Λγ). Notons que puisque Pk1 ⊂ Λγ ,

pour m ≥ k1

e
, on a (1 + pm

F Λγ)(1 + pm
F Λγ) = (1 + pm

F Λγ).

Proposition 1.5.2 Soit a ∈ Z≥1, et soit m ∈ Z tel que m ≥ sup{1 + k1

e
, a − k1

e
} et

κ( Jem
γ ) = 1. Alors V(γ,m) ⊂ Ge, et pour tout y ∈ V(γ,m), on a

Λ
G
κ (y, f ) = Λ

G
κ (γ, f ) ( f ∈ H(G,Ka)).

Preuve On a V(γ,m) ⊂ γ(1 + P1+k1
γ ), et d’après [L1, §2.3], on a γ(1 + P1+k1

γ ) ⊂
Ge. De plus [L1, §2.3], pour y ∈ V(γ,m), on a Ay = Aγ (donc e(F[y]/F) = e),
k0(y,Aγ) = k0, Λy = Λγ et y(1 + ̟pm

F Λy) = γ(1 + pm
F Λγ). On conclut grâce aux

lemmes 1.4.1 et 1.5.1.
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2 κ-intégrales orbitales régulières et corps locaux proches

Dans cette section, on montre le résultat principal de l’article (théorème 2.6.2). Ce

résultat généralise [L1, théorème 3.5], dans lequel on relève des intégrales orbitales
régulières non tordues, i.e., κ = 1. La structure de la démonstration est la même
dans le cas tordu et dans le cas non tordu : on traite d’abord les éléments elliptiques
grâce à la proposition 1.5.2, et en utilisant plusieurs calculs de la démonstration de

[L1, §3.3, théorème]. Puis on étend le résultat aux éléments réguliers non elliptiques
par descente parabolique, comme dans [L1, §3.5, §3.6].

2.1 Soit r ∈ Z≥1. On note E(F) la catégorie des extensions finies séparables de F, et
Er(F) la sous-catégorie pleine de E(F) définie de la manière suivante [D, §1.3] : une

extension finie séparable L/F est dans Er(F) si et seulement si Gal(L̃/F)r = {1},
où L̃/F désigne une clôture normale de L/F et Gal(L̃/F)r le r-ième groupe de rami-
fication de Gal(L̃/F) en notation supérieure [S, ch. IV, §3]. Notons Tr(F) le triplet
(oF/pr

F, pF/pr+1
F , ǫF) où ǫF désigne la projection canonique pF/pr+1

F → pF/pr
F . Dans

[D, §2], Deligne construit une catégorie (ext Tr(F))r et une équivalence de catégories
T : (ext Tr(F))r → Er(F).

Soit F une clôture séparable de F. Une sous-extension finie L/F de F/F est dans

Er(F) si et seulement si L est contenu dans le sous-corps de F fixé par Gal(F/F)r ; pour
la définition de Gal(F/F), cf. [S, ch. IV, §3, remarque 1, p. 83]. D’après [D, §3.5],
la catégorie Er(F) détermine le groupe profini Gr(F/F) = Gal(F/F)/Gal(F/F)r

à automorphisme intérieur près. Précisément, soient F1 et F2 deux corps com-

mutatifs localement compacts non archimédiens, et soit η : Tr(F1) → Tr(F2) un
isomorphisme de triplets. Alors via l’équivalence T, η induit une équivalence de
catégories T(η) : Er(F1) → Er(F2). Et pour toute clôture séparable F1 de F1 et toute
clôture séparable F2 de F2, l’équivalence T(η) induit un isomorphisme de groupes

Gr(F1/F1) ≃ Gr(F2/F2) unique à automorphisme intérieur près. Par passage aux
abélianisés Gr(Fi/F)ab de Gr(Fi/F) (i = 1, 2), on obtient un isomorphisme cano-

nique Gr(F1/F)ab ≃ Gr(F2/F)ab.

Par définition, η est donné par une paire (τ , τ̃) où τ : oF1
/pr

F1
→ oF2

/pr
F2

est
un isomorphisme d’anneaux et τ̃ : pF1

/pr+1
F → pF2

/pr+1
F2

est un isomorphisme de
oF1
/pr

F1
-modules (pour la structure de oF1

/pr
F1

-module sur pF2
/pr+1

F2
donnée par τ )

tels que ǫF2
◦ τ̃ = τ ◦ ǫF1

. D’après [D, §1.2], η détermine un isomorphisme de
groupes η× : F×

1 /U r
F1

≃ F×
2 /U r

F2
. On rappelle la construction : on choisit des uni-

formisantes ̟1 et ̟2 de F1 et F2 telles que τ̃ (̟1 + pr+1
F1

) = ̟2 + pr+1
F2

. Pour x ∈ F×
1 ,

on écrit x = ̟ν
1 u avec ν = νF1

(x) et u = ̟−ν
1 x ∈ UF1

, on choisit un v ∈ UF2
tel que

τ (u + pr
F1

) = v + pr
F2

, et l’on pose η×(xU r
F1

) = ̟ν
F2

vU r
F2

. On vérifie que η× est bien
défini et ne dépend pas du choix de la paire (̟1, ̟2).

Soit maintenant L1/F1 une sous-extension abélienne de F1/F1 contenue dans

Er(F1), et soit L2/F2 la sous-extension de F2/F2 qui lui correspond via T(η). Par
passage aux quotients, l’isomorphisme Gr(F1/F)ab ≃ Gr(F2/F)ab induit un isomor-
phisme Gal(L1/F1) ≃ Gal(L2/F2). Pour i = 1, 2, puisque Gal(Li/Fi)

r = 1, on
a U r

Fi
⊂ NLi/Fi

(ULi
) ; et par passage aux quotients, η× induit un isomorphisme
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F×
1 /NL1/F1

(L×
1 ) ≃ F×

2 /NL2/F1
(E×

2 ). D’après [D, §3.6], le diagramme suivant

Gal(L1/F1)
≃

//

��

Gal(L2/F2)

��

F×
1 /NL1/F1

(L×
1 )

≃
// F×

2 /NL2/F2
(L×

2 )

est commutatif, où les flèches verticales désignent les isomorphismes de réciprocité

de la théorie du corps de classe normalisés de telle manière qu’ils envoient les sub-
stitutions de Frobenius géométriques sur les uniformisantes. Si κ1 est un caractère
de F×

1 vérifiant l’inclusion NL1/F1
(L×

1 ) ⊂ kerκ1, on note η×(κ1) le caractère de F×
2

déduit de κ1 via l’isomorphisme F×
1 /NL1/F1

(L×
1 ) ≃ F×

2 /NL2/F2
(L×

2 ).

2.2 Soit I l’oF-ordre héréditaire dans M(n, F) formé des matrices dans M(n, oF) qui sont
triangulaires supérieures modulo pF . On note I1 le radical de Jacobson de I. Posons
I0 = I, et pour a ∈ Z≥1, posons Ia = 1 + Ia avec Ia = (I1)a. On a donc I0 = I×

et Ina = 1 + pa
FI (a ∈ Z≥1). Pour a ∈ Z≥0, on note Ha = Hn,a l’algèbre de Hecke

H(G, Ina), et f a
x ∈ Ha (x ∈ G) la fonction caractéristique de la double classe InaxIna.

D’après [Ho, ch. 3] (cf. [L3, §2.1]), les fonctions f a
si

(i = 1, . . . , n − 1), f a
s̟

, f a
t̟

, f a
t−1
̟

,

f a
x (x ∈ Ina) engendrent l’algèbre Ha.

On pose aussi H1,a = C[F×/U a
F] (a ∈ Z≥0) avec U 0

F = UF .

Conventions d’écriture On aura besoin par la suite de changer le corps de base F.
C’est pourquoi l’on note aussi G(F), P0(F), A0(F), Z(F), KF , Ka

F , IF les groupes notés
G, P0, A0, Z, Ka, I dans les numéros 1.3 et 1.4. De la même manière, on note aussi

IF , Ia
F , Ia

F , f a
si ,F (i = 1, . . . , n − 1), Ha

F les objets notés I, Ia, Ia, f a
si

, Ha ci-dessus.

Soient r, F1, F2 et η = (τ , τ̃) comme dans le numéro 2.1. D’après [L3, 3.1.2],

η détermine un isomorphisme d’algèbres ζη = ζn
η : Hr

F1
→ Hr

F2
. On rappelle la

construction : η détermine un isomorphisme de groupes βη : IF1
/Inr

F1
→ IF2

/Inr
F2

. On
choisit des uniformisantes̟1 et ̟2 de F1 et F2 telles que τ̃ (̟1 + pr+1

F1
) = ̟2 + pr+1

F2
.

Alors il existe un unique isomorphisme d’algèbres ζ : Hr
F1

→ Hr
F2

tel que ζ( f r
si,F1

) =

f r
si,F2

(i = 1, . . . , n − 1), ζ( f r
s̟1

) = f r
s̟2

, ζ( f r
t̟1

) = f r
t̟2

, ζ( f r
t−1
̟1

) = f r
t−1
̟2

et ζ( f r
x ) = f r

y

pour tout (x, y) ∈ IF1
× IF2

tel que βη(xInr
F1

) = yInr
F2

. De plus, l’isomorphisme ζ ne
dépend pas du choix de la paire (̟1, ̟2) ; on le note ζη.

De même, on note ζ1
η : C[F×

1 \U r
F1

] → C[F×
2 \U r

F2
] l’unique isomorphisme

d’algèbres prolongeant l’isomorphisme de groupes η×, cf. 2.1.

Si Ω ⊂ G(F) est une partie compacte Inr
F1

-biinvariante, on note ζη(Ω) la partie de

G(F2) définie par 1ζη(Ω) = ζη(1Ω), où 1Ω désigne la fonction caractéristique de Ω.

Remarque 2.2.1 Les définitions de Ha et f a
x introduites ici sont légèrement diffé-

rentes de celles utilisées dans [L1]. En effet dans [L1], l’algèbre de Hecke Ha est
munie du produit de convolution défini par la mesure de Haar dg sur G telle que
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vol(K, dg) = 1 ; et f a
x = vol(InaxIna, dg)−1

1InaxIna . On vérifie facilement que le lemme
de [L1, §3.3] et le lemme 1 de [L1, 3.3] restent vrais pour les définitions de Ha et f a

x

introduites ici.

2.3 Soient r, F1, F2 et η = (τ , τ̃) comme dans le numéro 2.1, et soit κ1 un caractère de

F×
1 . Soit L1/F1 la sous-extension (finie cyclique) de F1/F1 définie par κ1. On note tκ1

le plus petit entier t ≥ −1 tel que Gal(L1/F1)t = {1}. On suppose que tκ1
≤ r (i.e.,

que l’extension L1/F1 est dans Er(F1)) et l’on pose κ2 = η×(κ1). On suppose aussi
que κ1 est trivial sur (F×

1 )n ; alors par construction, κ2 est trivial sur (F×
2 )n.

Soient dḡ1 et dḡ2 des mesures de Haar sur Z(F1)\G(F1) et Z(F2)\G(F2), choisies

de manière compatible; i.e., telles que vol(UF1
\KF1

, dḡ1) = vol(UF2
\KF2

, dḡ2). Pour
i = 1, 2, γ ∈ G(Fi)e et f ∈ C∞

c (G(Fi)), on pose

Λ
G(Fi )
κi

( f , γ) =

∫

Z(Fi )\G(Fi )

κi(gi) f (g−1
i γgi) dḡi.

Lemme 2.3.1 Pour f ∈ H(G(F1),Kr
F1

), on a l’égalité ζη
(

f
KF1
κ1

)

= ζη( f )
KF2
κ2 .

Preuve Puisque r ≥ tκ1
et det(Kr

F1
) = U r

F1
, on a κ1(Kr

F1
) = 1. Par restriction

et passage aux quotients, la bijection ζη : Inr
F1
\G(F1)/Inr

F1
→ Inr

F2
\G(F2)/Inr

F2
induit un

isomorphisme de groupes Kr
F1
\KF1

≃ Kr
F2
\KF2

compatible avec les caractères κ1 et κ2,
i.e., tel que le diagramme suivant

Kr
F1
\KF1

≃
//

κ1

��

Kr
F2
\KF2

κ2

��

C×
id

//
C×

soit commutatif. Choisissons un système de représentants R dans KF1
des classes

Kr
F1
\KF1

. Soit f ∈ H(G(F1),Kr
F1

). Pour g ∈ G(F1), on a

f
KF1
κ1 (g) = (KF1

: Kr
F1

)−1
∑

k∈R

κ1(k) f (k−1gk)

Pour chaque k ∈ R, choisissons un kη ∈ KF2
tel que ζη(Kr

F1
k) = Kr

F2
kη . On a

donc ζη(Kr
F1

k−1) = Kr
F2

k−1
η et κ1(k) = κ2(kη). En particulier, pour tout k ∈ R

et tout (g, g ′) ∈ G(F1) × G(F2) tel que ζη(Kr
F1

gKr
F1

) = Kr
F2

g ′Kr
F2

, on a l’égalité
ζη(Kr

F1
k−1gkKr

F1
) = Kr

F2
k−1
η g ′kηKr

F2
. D’où le lemme, puisque (KF1

:Kr
F1

) = (KF2
:Kr

F2
).

La proposition suivante est une première étape vers le résultat principal de l’article.
On y traite les éléments elliptiques.
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Proposition 2.3.2 Soient γ ∈ G(F1)e et a ∈ Z≥1. Il existe un entier r0(γ, κ1, a) ≥
sup{tκ1

, a} tel que si r ≥ r0(γ, κ1, a), alors il existe un voisinage compact Inr
F1

-biinva-

riant V1 de γ dans G(F1)e tel que ζη(V1) ⊂ G(F2)e et

Λ
G(F2)
κ2

(ζη( f ), y) = Λ
G(F1)
κ1

( f , γ) ( f ∈ H(G(F1),Ka
F1

))

pour tout y ∈ ζη(V1).

Preuve On suppose tout d’abord que γ est en position standard. Posons e =

e(F[γ]/F) et k1 = k∗F(γ). Soit m ∈ Z tel que m ≥ sup{1 + k1

e
, a − k1

e
, tκ1

}, et

soit r0 ∈ Z tel que r0 ≥ m + k1

e
. Supposons r ≥ r0. Comme en 1.5, γ détermine un

oF1
-réseau Λγ dans M(n, F1), et l’on pose V1 = γ(1 + pm

F1
Λγ). D’après la proposition

1.5.2, on a V1 ⊂ G(F1)e. Comme r ≥ m + k1

e
, on a les inclusions

Inr
F1

⊂ Jer
γ ⊂ Jem+k1

γ ⊂ Jem
γ ⊂ 1 + pm

F1
Λγ .

Puisque (1 + pm
F1

Λγ)(1 + pm
F1

Λγ) = (1 + pm
F1

Λγ) et Inr
F γ = γInr

F1
, on obtient que

Inr
F1

V1Inr
F1

= V1.
Posons V2 = ζη(V1). D’après [BK, 1.5.8], le G(F1)-entrelacement

X = {g ∈ G(F1) : g−1γ J1+k1

γ g ∩ γ J1+k1

γ 6= ∅}

coı̈ncide avec F1[γ]×(1 + pF1[γ]Nγ). Par suite, X est une partie J1+k1
γ -biinvariante :

c’est l’union des doubles classes Xg = J1+k1
γ g J1+k1

γ (g ∈ G(F1)) telles que γXg ∩Xgγ 6=

∅. Puisque γ normalise J1+k1
γ , pour g ∈ G(F1), γXg et Xgγ sont des parties J1+k1

γ -

biinvariantes, et l’on a

ζη(γXg) = ζη(γ J1+k1

γ )g ′ζ( J1+k1

γ ), ζη(Xgγ) = ζη( J1+k1

γ )g ′ζ(γ J1+k1

γ )

pour tout g ′ ∈ ζη( J1+k1
γ g J1+k1

γ ). On en déduit que

ζη(X) = {g ′ ∈ G(F2) : g ′−1ζη(γ J1+k1

γ )g ′ ∩ ζη(γ J1+k1

γ ) 6= ∅}.

Puisque F1[γ]×(1 + pF1[γ]Nγ) est compact modulo Z(F1), ζη(X) est compact modulo
Z(F2). Par conséquent ζη(γ J1+k1

γ ) est contenu dans G(F2)e. Comme m ≥ 1 + k1

e
, on a

1 + pm
F1

Λγ ⊂ J1+k1
γ . D’où l’inclusion V2 ⊂ G(F2)e.

Soit y ∈ V2. D’après la démonstration du [L1, §3.3, théorème], on a nF(y) =

nF(γ) et kF(y) = kF(γ), donc k∗F(y) = k1 ; et ζη(1 + pm
F1

Λγ) = 1 + pm
F2

Λy donc
V2 = y(1 + pm

F2
Λy).

Puisque r ≥ a, le lemme 2.3.1 s’applique en particulier à toute fonction f ∈
H(G(F1),Ka

F1
). D’autre part, puisque r ≥ tκ1

et det( Jer
γ ) = U r

F, on a κ1( Jer
γ ) = 1. Par

restriction et passage aux quotients, la bijection ζη : Inr
F1
\G(F1)/Inr

F1
→ Inr

F2
\G(F2)/Inr

F2

induit un isomorphisme de groupes Jer
γ \ Jγ ≃ Jer

y \ Jy compatible avec les caractères
κ1 et κ2 (cf. le début de la démonstration du lemme 2.3.1). Grâce aux lemmes 1.4.1
et 1.5.1 et à cette propriété de compatibilité, pour f ∈ H(G(F1),Ka

F1
), on montre
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comme dans [L1, §3.3] (cf. les deux derniers paragraphes de la démonstration du
théorème de [L1, §3.3]) l’égalité ΛG(F2)

κ2
(ζη( f ), y) = ΛG(F1)

κ1
( f , γ).

On suppose maintenant que γ n’est pas en position standard. Choisissons un
g ∈ G(F1) tel que γ̃ = g−1γg soit en position standard. Choisissons successivement
m, r̃0, r0 ∈ Z de sorte que m ≥ sup{1+ k1

e
, a− k1

e
, tκ1

}, r̃0 ≥ m+ k1

e
, g−1Inr0

F1
g ⊂ Inr̃0

F1
et

gInr0

F1
g−1 ⊂ Inr̃0

F1
. Supposons que r ≥ r0. Posons Ṽ1 = γ̃(1 + pm

F1
Λγ̃) et V1 = g−1Ṽ1g.

On a donc V1 ⊂ G(F1)e, et puisque gInr
F1

g−1 ⊂ Inr̃0

F1
et Inr̃0

F1
Ṽ1Inr̃0

F1
= Ṽ1, on a Inr

F1
V1Inr

F1
=

V1. Posons V2 = ζη(V1), et soit h ∈ ζη(Inr
F1

gInr
F1

). Comme dans la démonstration du

[L1, §3.6, théorème], on montre que V2 = h−1ζη(Ṽ1)h. Donc V2 ⊂ G(F2)e. Pour

y ∈ ζη(Ṽ1), on a

Λ
G(F2)
κ2

(ζη( f ), h−1 yh) = κ2(h)−1
Λ

G(F2)
κ2

(ζη( f ), y)

= κ2(h)−1
Λ

G(F1)
κ1

( f , γ̃)

= κ2(h)−1κ1(g)ΛG(F1)
κ1

( f , γ).

Puisque κ1(Inr
F1

) = 1, en écrivant g = uwv avec w ∈ W (̟) et u, v ∈ IF1
, on obtient

que κ1(g) = κ2(h). D’où la proposition.

2.4 On traite maintenant les éléments réguliers non elliptiques (il s’agit surtout de bien

mettre en place les notations). Soit Π∗
n l’ensemble des partitions non ordonnées de

n, c’est-à-dire l’ensemble des suites (α1, . . . , αs), αi ∈ Z≥1, telles que
∑s

i=1 αi = n.
Pour α = (α1, . . . , αs) ∈ Π∗

n , on pose

Mα = GL(α1, F) × · · · × GL(αs, F) ⊂ G

et Pα = MαP0. Et l’on note Aα et Uα le centre de Mα et le radical unipotent de Pα.
Alors Pα est produit semidirect de Mα et Uα. On pose aussi Mα,e = GL(α1, F)e ×
· · · × GL(αs, F)e avec GL(1, F)e = GL(1, F).

Soit Πn ⊂ Π∗
n le sous-ensemble formé des partitions ordonnées, c’est-à-dire des

suites (α1, . . . , αs) telles que αi ≥ αi+1. Pour γ ∈ Gr, on définit comme suit
une partition ordonnée αγ de n : soit Gd

γ le tore déployé maximal du centralisateur
Gγ = F[γ]× de γ dans G (vu comme le groupe des points F-rationnels d’un groupe

algébrique défini sur F). Alors αγ est l’unique partition ordonnée α de n telle que
Gd
γ = g−1Aαg pour un g ∈ G. Pour α ∈ Πn, on pose Gα,e = {γ ∈ Gr : αγ = α}.

Ainsi Gr est l’union disjointe des Gα,e (α ∈ Πn). Notons que pour α ∈ Π∗
n et γ ∈

Mα,e, DF(γ) (défini en 1.2) est le déterminant de l’endomorphisme u 7→ u − γ−1uγ
du F-espace vectoriel M(α, F)\M(n, F) avec M(α, F) = M(α1, F) × · · · × M(αs, F).
En particulier pour α ∈ Πn, on a Mα∩Gα,e = Mα,e ∩Gr = {γ ∈ Mα,e : DF(γ) 6= 0}.

Soit κ un caractère de F× trivial sur (F×)n. Notons Gκ
r l’ensemble des γ ∈ Gr tels

que κ(Gd
γ) = 1. Soit d l’ordre de κ. Posons m =

n
d

, et soit ϕ = ϕn,m : Π∗
m → Π∗

n

l’application injective définie par

ϕ(β) = (dβ1, . . . , dβs)
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pour β = (β1, . . . , βs) ∈ Π∗
m. On a clairement ϕ(Πm) ⊂ Πn. Pour α ∈ Π∗

n , on a
κ(Aα) = 1, si et seulement si α ∈ ϕ(Π∗

m). On en déduit que

Gκ
r =

∐

β∈Πm

Gϕ(β),e.

Remarque 2.4.1 Soit L/F une extension séparable finie cyclique telle que

NL/F(L×) = kerκ. Le choix d’une F-base de L fournit une identification GL(m, L) ⊂
G. D’après [HH, 3.9], pour γ ∈ Gr, on a κ(Gγ) = 1 si et seulement s’il existe un
g ∈ G tel que g−1γg ∈ GL(m, L), i.e., si et seulement si F[γ] ≃ E1 × · · · × Es pour
des extensions finies Ei de L.

Soient α = (α1, . . . , αs) ∈ Π∗
n et a ∈ Z≥0. Rappelons qu’en 2.2, on a posé I0 = I

et U 0
F = UF . On pose aussi K0 = K. Pour k ∈ Z≥1, on note Ik,a et Kk,a les sous-

groupes de GL(k, F) définis comme suit : si k = 1, alors I1,a = K1,a = U a
F et si k ≥ 2,

alors Ik,a (resp., Kk,a) est le sous-groupe de GL(k, F) obtenu en remplaçant n par k

dans la définition de Ia (resp., de Ka). Posons Iα,a = Mα ∩ Ia et Kα,a = Mα ∩Ka. On

a donc
Iα,na

= Iα1,α1a × · · · × Iαs,αsa, Kα,a
= Kα1,a × · · · × Kαs,a.

Pour tout sous-groupe ouvert compact Γ ⊂ Mα, on définit comme en 1.4 l’algèbre

de Hecke H(Mα,Γ). Notons que si Γ = Γ1 × · · · × Γs avec Γi ⊂ GL(αi , F j), alors
on a une identification canonique H(Mα,Γ) =

⊗s
i=1 H(GL(αi , F),Γi). Rappelons

qu’en 2.2, on a posé H1,a = C[F×/U a
F]. Pour k ∈ Z≥2, on note Hk,a l’algèbre de

Hecke obtenue en remplaçant n par k dans la définition de Ha. Posons Hα,a =

H(Mα, I
α,na). On a donc Hα,a =

⊗s
i=1 Hαi ,a.

Conventions d’écriture Comme en 2.2, on note aussi Mα(F), Pα(F), Aα(F), Uα(F)
les groupes Mα, Pα, Aα, Uα ; et Ik,a

F , Kk,a
F , Iα,aF , Kα,a

F les groupes Ik,a, Kk,a, Iα,a, Kα,a. Et

l’on note aussi H
k,a
F , Hα,a

F les algèbres de Hecke Hk,a, Hα,a.

2.5 Soit α ∈ ϕ(Πm). Soient dg et dαa des mesures de Haar sur G et Aα. Pour γ ∈ Gα,e,
dαa induit par transport de structure une mesure de Haar dγa sur Gd

γ : on choisit

un g ∈ G tel que g−1Gd
γg = Aα. La mesure de Haar sur Gd

γ déduite de dαa via

l’isomorphisme Aα → Gd
γ , a 7→ gag−1 est indépendante du choix de g ; on la note

dγa. Pour γ ∈ Gα,e et f ∈ C∞
c (G), on pose

Λ
G
κ ( f , γ) =

∫

Gd
γ\G

κ(g) f (g−1γg)
dg

dγa
.

Soit du la mesure de Haar sur Uα telle que vol(Uα∩K, du) = 1. Pour f ∈ C∞
c (G),

on note f α,Kκ ∈ C∞
c (Mα) la fonction définie par

f α,Kκ (m) = δPα(m)1/2

∫∫

Uα×K

κ(k) f (k−1muk) dudk
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où δPα : Pα → qZ ⊂ Q× désigne le caractère module sur Pα, donné par δPα =

| detF(Ad(p); Lie(Uα))|F . Soit dm la mesure de Haar sur Mα qui rend valide la for-

mule d’intégration
∫

G

f (g) dg =

∫∫∫

Mα×Uα×K

f (muk) dmdudk ( f ∈ C∞
c (G)).

Pour γ ∈ Mα,e et φ ∈ C∞
c (Mα), on pose

Λ
Mα
κ (φ, γ) =

∫

Aα\Mα

κ(m)φ(m−1γm)
dm

dαa
.

Lemme 2.5.1 Soit γ ∈ Mα,e ∩ Gr. Pour f ∈ C∞
c (G), on a la formule de descente

Λ
G
κ ( f , γ) = |DF(γ)|

− 1
2

F Λ
Mα
κ ( f α,Kκ , γ).

Preuve Soit f ∈ C∞
c (G). On a

Λ
G
κ ( f , γ) =

∫∫∫

Aα\Mα×Uα×K

κ(muk) f (k−1u−1m−1γmuk) dmdudk

et κ(muk) = κ(m)κ(k). Pour x ∈ Mα, l’application Uα → Uα, u 7→ x−1u−1xu est
un endomorphisme de variété pF-adique de jacobien

J(x) = | detF(u 7→ u − x−1ux; Lie(Uα))|F.

Et pour m ∈ Mα, on a J(m−1γm) = J(γ) = |DF(γ)|
1/2
F δPα(γ)−1/2 ∈ qZ. Par suite,

le changement de variable Uα → Uα, u 7→ (m−1γm)−1u−1(m−1γm)u donne la for-
mule souhaitée.

2.6 Soient r, F1, F2, η = (τ , τ̃), κ1 et κ2 = η×(κ1) comme dans le numéro 2.3. Par
construction, l’ordre de κ1, disons d, coı̈ncide avec l’ordre de κ2. Posons m =

n
d

et ϕ = ϕn,m : Π∗
m → Π∗

n . Pour i = 1, 2 et α ∈ ϕ(Πm), on fixe une mesure
G(Fi)-invariante dαḡi sur l’espace homogène Aα(Fi)\G(Fi). On suppose que ces me-
sures sont compatibles, i.e., que pour α ∈ ϕ(Πm), on a vol(Aα(oF1

)\KF1
, dαḡ1) =

vol(Aα(oF2
)\KF2

, dαḡ2) avec Aα(oFi
) = Aα(Fi)∩KFi

. Pour i = 1, 2 et γ ∈ G(Fi)
κi
r , on

note ΛG(Fi )
κi

( · , γ) la distribution sur G(Fi) définie par dαγ ḡi comme en 2.5.
Soit α = (α1, . . . , αs) ∈ Π∗

n . Pour i ∈ {1, . . . , s}, η détermine comme en 2.2
un isomorphisme d’algèbres ζαi

η : H
αi ,r
F1

→ H
αi ,r
F2

. D’où un isomorphisme d’algèbres
ζαη =

⊗s
i=1 ζ

αi
η : H

α,r
F1

→ H
α,r
F2

.

Lemme 2.6.1 Pour f ∈ H(G(F1),Kr
F1

), la fonction f
α,KF1
κ1

appartient à

H(Mα(F1),Kα,r
F1

)

et l’on a l’égalité

ζαη ( f
α,KF1
κ1 ) = ζη( f )

α,KF2
κ2 .
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Preuve Pour tout sous-groupe ouvert compact Γ ⊂ Mα(F1), le caractère module
δPα(F1) est une fonction Γ-biinvariante et l’application Uα(F1) → Uα(F1), u 7→ xux−1

(x ∈ Γ) est un automorphisme de variété pF1
-adique de jacobien constant égal

à 1. Joint au fait que le groupe Kr
F1

est distingué dans KF1
, cela implique que pour

toute fonction f ∈ H(G(F1),Kr
F1

), la fonction f
α,KF1
κ1

∈ C∞
c (Mα(F1)) est K

α,a
F1

-
biinvariante. D’autre part, on a vu (lemme 2.3.1) que pour f ∈ H(G(F1),Kr

F1
), on a

l’égalité ζη( f
KF1
κ1 ) = ζη( f )

KF2
κ2 . On conclut grâce à [L1, §3.5, lemme], comme dans la

démonstration du [L1, §3.5, théorème].

Voici maintenant notre résultat principal dans le cas général.

Théorème 2.6.2 Soient γ ∈ G(F1)κ1
r et a ∈ Z≥1. Il existe un entier r0(γ, κ1, a) ≥

sup{tκ1
, a} tel que si r ≥ r0(γ, κ1, a), alors il existe un voisinage compact Inr

F1
-biinva-

riant V1 de γ dans G(F1)αγ ,e tel que ζη(V1) ⊂ G(F2)αγ ,e et

Λ
G(F2)
κ2

(ζη( f ), y) = Λ
G(F1)
κ1

( f , γ) ( f ∈ H(G(F1),Ka
F1

))

pour tout y ∈ ζη(V1).

Preuve Soit α = αγ . Supposons tout d’abord que γ ∈ Mα(F1). Écrivons α =

(α1, . . . , αs) et γ = (γ1, . . . , γs) avec γi ∈ GL(αi , F1). D’après la proposition 2.3.2, il

existe un entier rα0 ≥ sup{tκ1
, a} tel que si r ≥ rα0 , alors il existe un voisinage compact

I
α,nr
F1

-biinvariant Vα
1 de γ dans Mα(F1)e tel que ζαη (Vα

1 ) ⊂ Mα(F2)e et

Λ
Mα(F2)
κ2

(ζαη (φ), y) = Λ
Mα(F1)
κ1

(φ, γ) (φ ∈ H(Mα(F1),Kα,a
F1

))

pour tout y ∈ ζαη (Vα
1 ). Notons que puisque I

α,nr
F1

= I
α1,α1r
F1

× · · · × I
αs,αsr
F1

, on peut
toujours choisir Vα

1 de la forme Vα
1 = V

α1

1 × · · · × V
αs

1 avec V
αi

1 ⊂ GL(αi , F1)e.

Soit x = (x1, . . . , xs) ∈ Mα(F1)e, et pour i = 1, . . . , s, soit fxi
∈ F1[T] le po-

lynôme minimal de xi sur F1. Alors fx =
∏s

i=1 fxi
est le polynôme caractéristique de

x, et l’on a

DF1
(x) = det(x)1−n

∏

i 6= j

R( fxi
, fx j

)

où R( fxi
, fx j

) désigne le résultant de fxi
et fx j

. En particulier, x ∈ G(F1)r si et seule-

ment si R( fxi
, fx j

) 6= 0 (1 ≤ i, j ≤ s, i 6= j). L’application Mα(F1)e → F, x 7→ DF(x)

est continue, et puisque DF1
(γ) 6= 0, l’ensemble Ω(γ) = {x ∈ Mα(F)e : DF(x) ∈

DF1
(γ)UF1

} est un voisinage ouvert de γ dans Mα(F1). On a mieux : d’après [L1,

§3.6, remarque], il existe un entier d0 ≥ 1 tel que si r ≥ d0, alors il existe un voisinage
compact I

α,nr
F1

-biinvariant Vα
1 de γ dans Ω(γ) tel que ζαη (Vα

1 ) ⊂ Mα(F2)e et

DF2
(y)UF2

= η×(DF1
(γ)UF1

)

pour tout y ∈ ζαη (Vα
1 ) ; en particulier, on a ζαη (Vα

1 ) ⊂ Mα(F2)e ∩ G(F2)r.
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Soit r ′0 = sup{rα0 , d0}, et supposons que r ≥ r ′0. D’après ce qui précède, il existe un
voisinage compact Iα,nr

F1
-biinvariant Vα

1 de γ dans Mα(F1)e ∩G(F1)r tel que ζαη (Vα
1 ) ⊂

Mα(F2)e ∩ G(F2)r et

|DF2
(y)|

−1/2
F2

Λ
Mα(F2)
κ2

(ζαη (φ), y) = |DF1
(γ)|

−1/2
F1

Λ
Mα(F1)
κ1

(φ, γ) (φ ∈ H(Mα(F1),Kα,a
F1

))

pour tout y ∈ ζαη (Vα
1 ). On applique alors les lemmes 2.5.1 et 2.6.1 (on rappelle que

r ≥ a) :
Λ

G(F2)
κ2

(ζη( f ), y) = Λ
G(F1)
κ1

( f , γ) ( f ∈ H(G(F1),Ka
F1

))

pour tout y ∈ ζαη (Vα
1 ).

Posons Vα
2 = ζαη (Vα

1 ). Pour i = 1, 2, l’ensemble Xi = {g−1mg : m ∈ Vα
i , g∈Inr ′0

Fi
}

est ouvert dans G(Fi) et contenu dans G(Fi)α,e. Par conséquent il existe un entier
r0 ≥ r ′0 tel que Inr0

F1
Vα

1 Inr0

F1
⊂ X1. Supposons que r ≥ r0 et posons V1 = Inr0

F1
Vα

1 Inr0

F1
.

Alors ζη(V1) = Inr0

F2
ζαη (Vα

1 )Inr0

F2
et ζη(V1) est contenu dans X2. Puisque r ′0 ≥ tκ1

, on a

κi(Inr ′0
Fi

) = 1 (i = 1, 2) ; ce qui implique que l’entier r0 et le voisinage V1 vérifient les

conclusions du théorème.
Supposons maintenant que γ /∈ Mα(F1). Alors il existe un g ∈ G(F1) tel que

g−1γg ∈ Mα(F1) et l’on procède comme à la fin de la démonstration de la proposi-
tion 2.3.2.

3 Première application : le lemme fondamental pour l’induction au-
tomorphe

3.1 Soit L une extension non ramifiée de F, de degré d divisant n. Posons m = n/d

et ϕ = ϕn,m : Π∗
m → Π∗

n . Soient H = H(L) et K♮ = K♮
L les groupes définis par

H = GL(m, L) et K♮ = GL(m, oL). Choisissons une oF-base de oL. Cette base
induit des identifications de Lm avec Fn et de H avec un sous-groupe de G, et l’on a
K♮ = H ∩ K. Pour i ∈ Z≥1, on note Si le groupe de permutations de l’ensemble
{1, . . . , i}. Soient

S = SF : H(G,K) → C[X±1
1 , . . . ,X±1

n ]Sn ,

S♮ = S
♮
L : H(H,K♮) → C[Y±1

1 , . . . ,Y±1
m ]Sm ,

les isomorphismes de Satake. On rappelle la construction de S. On a une identifi-
cation canonique H(A0,A0 ∩ K) = C[X±1

1 , . . . ,X±1
n ] : pour f0 ∈ H(A0,A0 ∩ K) et

(a1, . . . , an) ∈ Zn, on pose f0(Xa1

1 · · ·Xan
n ) = f0(diag(̟a1 , . . . , ̟an )) où ̟ désigne

une uniformisante de F (le choix de ̟ est indifférent) ; par prolongement linéaire,
on obtient un élément de C[X±1

1 , . . . ,X±1
n ]. Soient U0 le radical unipotent de P0 et

du la mesure de Haar sur U0 telle que vol(U0 ∩ K, du) = 1. Pour f ∈ H(G,K), on

note S( f ) ∈ H(A0,A0 ∩ K) la fonction définie par

S( f )(a) = δP0
(a)1/2

∫

U0

f (au) du ;

on a S( f ) ∈ C[X±1
1 , . . . ,X±n

n ]Sn , et l’application H(G,K) → C[X±1
1 , . . . ,X±1

n ]Sn ,
f 7→ S( f ) ainsi définie est un isomorphisme d’algèbres.
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Soit κ un caractère non ramifié de F× d’ordre d. Dans [W] est défini un homo-
morphisme d’algèbres

b : H(G,K) → H(H,K♮) ;

rappelons sa construction. Pour i = 1, . . . ,m, on introduit une racine d-ième Zi de
Yi : Zd

i = Yi . On note

b̂∗ : C[X±1
1 , . . . ,X±1

n ] → C[Z±1
1 , . . . ,Z±1

m ]

l’homomorphisme d’algèbres défini par b̂∗(Xdi+k) = κ(̟)kZi+1 où̟ est une unifor-
misante de F (puisque κ(UF) = 1, le choix de̟ est sans importance). On vérifie que

b̂∗ induit par restriction un homomorphisme

b̂ : C[X±1
1 , . . . ,X±1

n ]Sn → C[Y±1
1 , . . . ,Y±1

m ]Sm .

Et l’on pose b = S♮ ◦ b̂ ◦ S−1.

3.2 Soient dg et dh des mesures de Haar sur G et H telles que vol(K, dg) = vol(K♮, dh) =

1. Pour chaque α ∈ ϕ(Πm), on fixe une mesure de Haar dαa sur Aα. D’après la

remarque 2.4.1, on a l’inclusion H ∩ Gr ⊂ Gκ
r . Pour γ ∈ H ∩ Gr, le centralisateur

Gγ est contenu dans H, et l’on note ΛG
κ ( · , γ) et ΛH( · , γ) les distributions sur G et H

définies par

Λ
G
κ ( f , γ) =

∫

Gd
γ\G

κ(g) f (g−1γg)
dg

dγg
( f ∈ C∞

c (G)),

Λ
H(φ, γ) =

∫

Gd
γ\H

φ(h−1γg)
dh

dγg
(φ ∈ C∞

c (H)),

où dγg désigne la mesure de Haar sur Gd
γ induite par dαγa comme en 2.5.

Soit Gsr ⊂ Gr le sous-ensemble formé des éléments (absolument) semisimples
réguliers, et posons Gse = Ge ∩ Gsr . Pour γ ∈ H ∩ Gsr , rappelons la définition du

facteur de transfert ∆H
G (γ) [W, §II-4], [Ha, §5]. Pour γ, δ ∈ H, notons φδ ∈ L[t]

le polynôme caractéristique de δ, et r(γ, δ) = R(φγ , φδ) le résultant de φγ et φδ . Le
groupe de Galois Gal(L/F) opère naturellement sur H. Pour γ ∈ H, posons

D̃L
F(γ) =

∏

σ 6=τ

r(σγ, τγ) ∈ F

où (σ, τ ) parcourt les éléments de Gal(L/F) × Gal(L/F). Si γ ∈ H ∩ Gsr , on a
D̃L

F(γ) 6= 0. Si d est pair, on note σ+ l’unique élément d’ordre 2 de Gal(L/F). Pour
γ ∈ H ∩ Gsr , on pose

∆
H,1
G (γ) = |D̃L

F(γ)|
1
2

F | detG(γ)|
− 1

2
(n−m)

F ;

∆
H,2
G (γ) =

{

1 si d est impair,

(−1)νL(r(γ,σ+γ)) sinon;

∆
H
G (γ) = ∆

H,1
G (γ)∆

H,2
G (γ).
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Notons que d’après [HH, lemma 4.1], on a ∆
H,1
G (γ) = |DF(γ)|

1
2

F |DL(γ)|
− 1

2

L .

Théorème 3.2.1 (lemme fondamental) Soit γ ∈ H ∩ Gsr . Pour f ∈ H(G,K), on a

l’égalité

∆
H
G (γ)ΛG

κ ( f , γ) = Λ
H(b( f ), γ).

Comme on l’a dit dans l’introduction, ce théorème est démontré pour F de ca-
ractéristique nulle [W],[HL3]. On se propose ici de le démontrer pour F de ca-

ractéristique > 0.

Soit I♮ = I
♮
L l’oL-ordre héréditaire dans M(m, L) formé des matrices triangulaires

supérieures modulo pL. Et pour a ∈ Z≥1, soit I
♮,a
L le sous-groupe de K♮ défini par

I♮,aL = 1 + (I♮,1)a où I♮,1 désigne le radical de Jacobson de I♮. Pour a ∈ Z≥1, on a

donc I
♮,ma
L = 1 + pa

LI♮. Pour a ∈ Z≥1, on pose H
♮,a
L = H(H, I♮,ma

L ).

3.3 Soient r, F1, F2 et η = (τ , τ̃) comme dans le numéro 2.1, et soit κ1 un caractère non

ramifié de F×
1 , d’ordre d. Posons κ2 = η×(κ1) ; c’est un caractère non ramifié de

(F2)×, d’ordre d. Soit L1/F1 la sous-extension non ramifiée de degré d de F1/F1, et
soit L2/F2 la sous-extension de F2/F2 qui lui correspond via T(η) (cf. le numéro 2.1).

D’après [D, 3.4.1], L2 est une extension non ramifiée de F2, de degré d, et η détermine
un isomorphisme de triplets η♮ = (τ ♮, τ̃ ♮) : Tr(L1) → Tr(L2). Par construction,
τ ♮ : oL1

/pr
L1

→ oL2
/pr

L2
est un isomorphisme d’anneaux rendant commutatif le dia-

gramme suivant

oF1
/pr

F1

τ
//

��

oF2
/pF2

��

oL1
/pr

L1

τ ♮

// oL2
/pr

L2
,

et τ̃ ♮ est un isomorphisme de oL1
/pr

L1
-modules rendant commutatif le diagramme

suivant

pF1
/pr+1

F1

τ̃
//

��

pr+1
F2

��

pL1
/pr+1

L1

τ̃ ♮

// pL2
/pr+1

L2
.

Dans ces deux diagrammes, les flêches verticales désignent les injections canoniques.

Pour i = 1, 2, η♮ détermine comme en 2.2 un isomorphisme d’algèbres ζ♮η : H
♮,r
L1

→

H
♮,r
L2

(si m = 1, ζ♮η : C[L×
1 /U r

L1
] → C[L×

2 /U r
L2

] est l’unique isomorphisme d’algèbres

prolongeant l’isomorphisme de groupes (η♮)× : L×
1 /U r

L1
→ L×

2 /U r
L2

).
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Lemme 3.3.1 Le diagramme suivant

H(G(F1),KF1
)

ζη
//

b1

��

H(G(F2),KF2

b2

��

H(H(F1),K♮
F1

)
ζ♮η

// H(H(F2),K♮
F2

)

est commutatif.

Preuve D’après [L1, §3.5, lemme] et la définition de l’isomorphisme de Satake rap-
pelée plus haut, pour f ∈ H(G(F1),KF1

), on a SF2
(ζη( f )) = SF1

( f ). De même, pour

φ ∈ H(H(L1),K♮
L1

), on a S
♮
L2

(ζ♮η(φ)) = S
♮
L1

(φ). D’où le résultat.

Lemme 3.3.2 Soit γ ∈ H(L1) ∩ G(F1)sr. Il existe un entier d
♮
0 ≥ 1 tel que si r ≥ d

♮
0,

alors il existe un voisinage compact I♮,mr
F1

-biinvariant de γ dans H(L1) ∩ G(F1)sr tel que

ζ♮η(V
♮
1) ⊂ H(L2) ∩ G(F2)sr et

∆
H(L2)
G(F2) (y) = ∆

H(L1)
G(F1) (γ)

pour tout y ∈ ζ♮η(V
♮
1).

Preuve Pour i = 1, 2, posons Gi = Gal(Li/Fi). Pour σ, τ ∈ G1, on a r(σγ, τγ) =

σr(γ, σ−1τγ). Puisque |NL1/F1
(x)|F1

= |x|L1
(x ∈ L×

1 ), on obtient que

∆
H(L1),1
G(L1) =

∏

σ 6=1

|r(γ, σγ)|
1
2

L1
|detG(F1)(γ)|

− 1
2

(n−m)

F1

où σ parcourt les éléments de G1. Soit Ξ(γ) l’ensemble des x ∈ H(L1) ∩ G(F1)sr tels
que :

• r(x, σx) ∈ r(γ, σγ)UL1
pour tout σ ∈ G1 r {1},

• detG(F1)(x) ∈ detG(F1)(γ)UF1
.

C’est un voisinage ouvert de γ dans H(L1). Et d’après [L1, §3.6, remarque], il existe

un entier d♮0 ≥ 1 tel que si r ≥ d♮0, alors il existe un voisinage I♮,mr
L1

-biinvariant V
♮
1 de

γ dans Ξ(γ) tel que ζ♮η(V
♮
1) ⊂ H(L2) ∩ G(F2)sr et

r(y, η×(σ)y)UL2
= (η♮)×(r(γ, σy)UL1

) (σ ∈ G1 r {1})

detG(F2)(y)UF2
= η×(detG(F1)(y)UF1

)

pour tout y ∈ ζ♮η(V
♮
1), où G1 → G2, σ 7→ η×(σ) désigne l’isomorphisme de groupes

induit par η× comme en 2.1. D’où le lemme.
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3.4 Démonstration du théorème 3.2.1 pour F de caractéristique > 0 Pour tout en-
tier r ≥ 1, il existe un corps commutatif localement compact non archimédien F ′

de caractéristique nulle r-proche de F. Par conséquent, fixé γ ∈ H ∩ Gsr , on peut
grâce à 2.6 relever les intégrales orbitales tordues ΛG

κ ( f , γ) ( f ∈ H(G,K)) et non
tordues ΛH(φ, γ) (φ ∈ H(H,K♮)) de la caractéristique > 0 à la caractéristique nulle.
Puisque le théorème 3.2.1 est vrai en caractéristique nulle, les lemmes 3.3.1 et 3.3.2

ci-dessus impliquent l’égalité ∆H
G (γ)ΛG( f , γ) = ΛH(b( f ), γ) pour toute fonction

f ∈ H(G,K).

4 Deuxième application : une version simple de la formule des traces
κ-tordue locale

4.1 Soit κ un caractère de F× trivial sur (F×)n. D’après [W, §II-5], le groupe G0 =

{g ∈ G : κ(g) = 1} est quotient d’un groupe réductif connexe (i.e., du groupe
des points F-rationnels d’un groupe algébrique réductif connexe défini sur F) par un
sous-groupe central compact : soit L/F une extension séparable finie cyclique telle
que NL/F(L×) = kerκ, et soient

G∗
= {(g, x) ∈ G × L× : det(g)NL/F(x) = 1},

L1
= {x ∈ L× : NL/F(x) = 1}.

On a la suite exacte courte

1 −→ L1 −→ G∗ p1
−→ G0 −→ 1

où p1 désigne la projection sur le premier facteur. Puisque κ((F×)n) = 1, le centre Z

de G est contenu dans G0, et Z∗ = Z ×L1 est le centre de G∗. D’où une identification
Z∗\G∗ = Z\G0.

Fixons un caractère unitaire ω de Z(= F×) et une mesure de Haar dḡ sur le groupe

Z\G0. Soit C∞
c (G0, ω) l’espace des fonctions φ : G0 → C localement constantes à

support compact modulo Z telles que φ(zg) = ω(z)−1φ(g) (z ∈ Z, g ∈ G0). Les
éléments réguliers (resp., elliptiques) de G0 sont par définition les éléments de G0 qui
sont réguliers (resp., elliptiques) dans G. Pour γ ∈ G0 ∩ Ge, on note ΛG0 ( · , γ) la

forme linéaire sur C∞
c (G0, ω) définie par

Λ
G0 (φ, γ) =

∫

Z\G0

φ(g−1γg) dḡ.

Soit C∞
c (G0, ω)e ⊂ C∞

c (G0, ω) le sous-espace formé des fonctions φ telles que toutes
les intégrales orbitales régulières non elliptiques de φ soient nulles, i.e., telles que pour
tout γ ∈ G0 ∩ (Gr r Ge), on ait

∫

(G0∩Gd
γ )\G0

φ(g−1γg) dγ ḡ = 0

où dγ ḡ désigne une mesure G0-invariante sur l’espace homogène (G0 ∩ Gd
γ)\G0.
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Si ρ est une représentation irréductible de G0 de caractère central ω, on note Θρ

la forme linéaire sur C∞
c (G0, ω) définie par

〈φ,Θρ〉 = trace(ρ(φdḡ))

avec ρ(φdḡ) =
∫

Z\G0
φ(g)ρ(g) dḡ. Notons que Θρ ne dépend pas vraiment de ρ mais

seulement de sa classe d’équivalence. D’après [L4], il existe une fonction localement
constante Θρ : G0 ∩ Gr → C telle que

• Θρ(zg) = ω(z)Θρ(g) pour tous z ∈ Z et g ∈ G0 ∩ Gr ;
•

∫

Z\G0
φ(g)|Θρ(g)| dḡ < +∞ pour toute fonction φ ∈ C∞

c (Z\G0) telle que φ ≥ 0 ;

• 〈φ,Θρ〉 =
∫

Z\G0
φ(g)Θρ(g) dḡ pour toute fonction φ ∈ C∞

c (G0, ω).

Cette fonction γ 7→ Θρ(γ) est indépendante du choix de dḡ. Soit ǫe(G0, ω) l’ensemble
des classes d’équivalence de représentations irréductibles tempérées de G0 de ca-

ractère central ω telles que Θρ|G0∩Ge
6= 0.

4.2 Soit C∞
c (G, ω) l’espace des fonctions φ : G → C localement constantes à support

compact modulo Z telles que φ(zg) = ω(z)−1φ(g) (z ∈ Z, g ∈ G). La mesure dḡ sur
Z\G0 se prolonge de manière unique en une mesure de Haar sur Z\G, que l’on note

encore dḡ. Pour γ ∈ Ge, dḡ définit comme en 1.4 une forme linéaire ΛG
κ (·, γ) sur

C∞
c (G, ω). Soit C∞

c (G, ω)κe ⊂ C∞
c (G, ω) le sous-espace formé des fonctions φ telles

que pour tout γ ∈ Gκ
r r Ge, on ait ΛG

κ (φ, γ) = 0 (cf. 2.5).
Une représentation irréductible π de G est dite κ-stable si κπ ≃ π avec κπ =

π ⊗ (κ ◦ det). Si π est une représentation irréductible κ-stable de G de caractère
central ω, le choix d’un opérateur d’entrelacement A ∈ IsomG(κπ, π) définit une
forme linéaire ΘA

π sur C∞
c (G, ω) : pour φ ∈ C∞

c (G, ω), on pose

〈φ,ΘA
π〉 = trace(π(φdḡ) ◦ A)

avec π(φdḡ) =
∫

Z\G
φ(g)π(g) dḡ. D’après [L4], il existe une fonction ΘA

π : Gr → C

localement constante à support dans G0 ∩ Gr telle que :

• ΘA
π(zγ) = ω(z)ΘA

π(γ) pour tous z ∈ Z et γ ∈ Gr ;
•

∫

Z\G
φ(g)|ΘA

π(g)|dḡ < +∞ pour toute fonction φ ∈ C∞
c (Z\G) telle que φ ≥ 0 ;

• 〈φ,ΘA
π〉 =

∫

Z\G
φ(g)ΘA

π(g) dḡ pour toute fonction φ ∈ C∞
c (G, ω).

Cette fonction γ 7→ ΘA
π(γ) est indépendante du choix de dḡ (elle dépend bien sûr

toujours du choix de A) et vérifie l’égalité

Θ
A
π(g−1γg) = κ(g)ΘA

π(γ) (γ ∈ Gr, g ∈ G).

D’après la théorie de Clifford, il existe une représentation ρ de G0, unique à équiva-
lence et G-conjugaison près, telle que π ≃ indG

G0
(ρ). Cette représentation ρ est

irréductible de caractère central ω, et régulière : pour tout x ∈ G r G0, on a ρx 6≃ ρ
avec ρx(g) = ρ(xgx−1) (g ∈ G0). Pour x ∈ G, il existe un unique sous-espace
G0-invariant V x

π = Vπ(ρx) ⊂ Vπ tel que π|G0
induise sur V x

π une représentation
équivalente à ρx. Clairement, V x

π ne dépend pas vraiment de x mais seulement de la
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classe G0x. Et l’on a la décomposition Vπ =
⊕

x V x
π où x parcourt les éléments de

G0\G. Puisque ρ est régulière, pour chaque x ∈ G0\G, on a A(V x
π) = V x

π et il existe

une constante complexe µx 6= 0 telle que A|V x
π

= µx Id. Comme π(x)(V x
π) = V 1

π

(x ∈ G), pour x ∈ G0\G, on a µx = κ(x)µ1. D’où la formule :

Θ
A
π(γ) = µ1

∑

x∈G0\G

κ(x)Θρx (γ) (γ ∈ G0 ∩ Gr).

La constante µ1 ne dépend que de la classe d’équivalence de ρ et du choix de A ; on la
note cA(ρ). On a donc cA(ρx) = κ(x)cA(ρ) (x ∈ G). Puisque |κ| = 1, on a |cA(ρ)| = 1

si et seulement |cA(ρx)| = 1 pour tout x ∈ G ; auquel cas l’opérateur A est dit unitaire.
Cette définition coı̈ncide avec celle de l’introduction : on a An = µn

1 Id. On note
IsomG(κπ, π)u ⊂ IsomG(κπ, π) le sous-ensemble formé des opérateurs unitaires.

Notons x 7→ x̄ la conjugaison complexe. Si π est une représentation irréductible

κ-stable de G et A ∈ IsomG(κπ, π)u, alors pour φ ∈ C∞
c (G, ω), la fonction Gr →

C, γ 7→ 〈φ,ΘA
π〉Θ

A
π(γ) est indépendante du choix de A ∈ IsomG(κπ, π)u ; par abus

d’écriture, on la note γ 7→ 〈φ,Θκ
π〉Θ

κ
π(γ). Par construction, cette fonction γ 7→

〈φ,Θκ
π〉Θ

κ
π(γ) ne dépend pas vraiment deπmais seulement de sa classe d’équivalence.

Une représentation irréductible π de G est dite κ-discrète si elle est tempérée,
κ-stable, et si elle n’est pas équivalente à l’induite parabolique normalisée d’une

représentation κ-stable d’un sous-groupe de Levi propre de G. Soit ǫκt (G, ω) l’ensem-
ble des classes d’équivalence de représentations irréductibles tempérées κ-stables de
G de caractère central ω, et soit ǫκe (G, ω) ⊂ ǫκt (G, ω) le sous-ensemble formé des
représentations κ-discrètes.

Lemme 4.2.1 Soit Γ un sous-groupe ouvert compact de G. L’ensemble des classes

d’équivalence de représentations irréductibles κ-discrètes de G de caractère central ω,

ayant un vecteur non nul fixé par Γ, est fini.

Preuve On peut supposer que Γ = Inr pour un entier r ≥ 1. Soit π une

représentation irréductible κ-discrète de G de caractère central ω. D’après [HH, §5.3,
Lemma], il existe un entier s ≥ 1 divisant l’ordre de κ, et une série discrète σ de
GL( n

s
, F) vérifiant {a ∈ Z : κaσ ≃ σ} = sZ, tels que, posant α = ( n

s
, . . . , n

s
) ∈ Πn

et notant τ la représentation σ ⊗ κσ ⊗ · · · ⊗ κs−1σ de Mα, on ait π ≃ ιGPα(τ ) (in-

duite parabolique normalisée). De plus, l’entier s et la classe d’équivalence de σ sont
déterminés de manière unique par π. On suppose que π a un vecteur non nul fixé
par Inr (ce qui implique que ω est trivial sur U r

F). Par réciprocité de Frobenius, τ est
isomorphe à un quotient du module de Jacquet normalisé πUα

de π. Par conséquent

d’après l’appendice A.2, τ a un vecteur non nul fixé par Iα,nr(= Mα ∩ Inr).
Posons m =

n
s
. Puisque τ a un vecteur non nul fixé par Iα,nr et que κ est trivial sur

U r
F , σ a un vecteur non nul fixé par Im,mr . Le caractère central ωτ : Aα = (F×)s → C×

de τ est donné par

ωτ = ωσ ⊗ κmωσ ⊗ · · · ⊗ κ(s−1)mωσ

où ωσ : F× → C× désigne le caractère central de σ. Puisque ω = ωτ |Z , on a l’égalité

ω = κ
s(s−1)m

2 ωs
σ.
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Comme σ a un vecteur non nul fixé par Im,mr , ωσ est trivial sur U r
F . Par conséquentωσ

appartient à un ensemble fini de caractères de F×, ne dépendant que de ω, n et s. Or

on sait que si ω1 est un caractère (unitaire) de F×, le nombre de classes d’équivalence
de séries discrètes de GL(m, F) de caractère central ω1, ayant un vecteur non nul fixé
par Im,mr , est fini. D’où le lemme.

Théorème 4.2.2 Soit γ ∈ Ge. Pour φ ∈ C∞
c (G, ω)κe , on a la formule

Λ
G
κ (φ, γ) =

∑

π∈ǫκe (G,ω)

〈φ,Θκ
π〉Θ

κ
π(γ)

où la somme est finie.

Remarque 4.2.3 Dans l’énoncé du théorème ci-dessus, la somme est finie d’après
le lemme précédent : fixée une fonction φ ∈ C∞

c (G, ω), il n’existe à équivalence près
qu’un nombre fini de représentations irréductibles κ-discrètes π de G de caractère

central ω, telles que π(φdḡ) 6= 0.
D’après [HH, §5.3, Corollary 1] (valable en toute caractéristique), si une représen-

tation irréductible tempérée κ-stable π de G est κ-elliptique, c’est-à-dire si elle vérifie
ΘA
π |Ge

6= 0 pour un A ∈ IsomG(κπ, π), alors elle est κ-discrète. On peut en

particulier dans l’énoncé du théorème ci-dessus, remplacer ǫκe (G, ω) par l’ensemble
ǫκt (G, ω) : la somme reste la même. Réciproquement, si π est une représentation
irréductible κ-discrète de G, alors d’après [HL1], elle est κ-elliptique.

La démonstration du théorème 4.2.2 occupe les cinq numéros suivants. On pro-
cède en deux temps : d’abord pour F de caractéristique nulle grâce à une version
simple de la formule des traces (non tordue) locale d’Arthur. Puis pour F de ca-

ractéristique > 0, par la méthode des corps proches, grâce au théorème 2.6.2.
Avant d’attaquer la démonstration du théorème 4.2.2, énonçons le corollaire qui

nous intéresse. Soit π une représentation irréductible κ-discrète de G de caractère
central ω, et soit A ∈ IsomG(κπ, π). On appelle pseudo-coefficient pour ΘA

π toute

fonction φ ∈ C∞
c (G, ω) vérifiant :

(i) 〈φ,ΘA
π〉 = 1,

(ii) 〈φ,ΘA1
π1
〉 = 0 pour tout couple (π1,A1) formé d’une représentation irréductible

tempérée κ-stable π1 de G de caractère central ω telle que π1 6≃ π, et d’un
opérateur A1 ∈ IsomG(κπ1, π1).

D’après [HL1], on sait qu’il existe des pseudo-coefficients pour ΘA
π . On sait aussi que

si φ est l’un d’eux, alors φ ∈ C∞
c (G, ω)κe . D’où le

Corollaire 4.2.4 Soit π une représentation irréductible κ-discrète de G de caractère

central ω, et soit A ∈ IsomG(κπ, π)u. Si φ ∈ C∞
c (G, ω) est un pseudo-coefficient pour

ΘA
π , on a

Λ
G
κ (φ, γ) = ΘA

π(γ) (γ ∈ Ge).

Remarque 4.2.5 Rappelons qu’une représentation irréductible π de G est dite es-
sentiellement tempérée (resp., essentiellement κ-discrète) s’il existe un caractère χ
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de F× tel que la représentation χπ soit tempérée (resp., κ-discrète). Si π est une
représentation irréductible essentiellement κ-discrète de G et si A ∈ IsomG(κπ, π),

on définit comme ci-dessus la notion de pseudo-coefficient pour ΘA
π : si χ est un

caractère de F× tel que χπ soit κ-discrète, et si φ0 ∈ C∞
c (G, ωχπ) est un pseudo-

coefficient pour ΘA
χπ où ωχπ désigne le caractère central de χπ, alors la fonction

g 7→ χ ◦ det(g)φ0(g) est un pseudo-coefficient pour ΘA
π (et on les obtient tous de

cette manière).

Soit π une représentation irréductible κ-stable de G, et soit A ∈ IsomG(κπ, π).
Considérons la représentation contragrédiente π∨ de π. On définit comme suit un
opérateur A∨ sur l’espace Vπ∨ : 〈v,A∨v∨〉 = 〈A−1v, v∨〉 pour tout (v, v∨) ∈ Vπ ×
Vπ∨ . Par construction, A∨ appartient à IsomG(κ−1π∨, π∨) (en particulier, π∨ est

κ-stable). Si π est unitarisable et si A est unitaire, alors pour tout γ ∈ Gr, on vérifie
que ΘA

π(γ) = ΘA∨

π∨ (γ). On en déduit que si π est essentiellement κ-discrète et si
φ ∈ C∞

c (G, ωπ) est un pseudo-coefficient pour ΘA
π , alors on a

Λ
G
κ (φ, γ) = Θ

A∨

π∨ (γ) (γ ∈ Ge).

Notons que pour cette égalité, il n’est pas nécessaire de supposer A unitaire.

4.3 Démonstration du théorème 4.2.2 pour F de caractéristique nulle

C’est ici qu’intervient le groupe réductif connexe G∗ introduit en 4.1 (il permet

d’appliquer [A]). Posons G∗
r = p−1

1 (G0 ∩ Gr) et G∗
e = p−1

1 (G0 ∩ Ge). Puisque
F est de caractéristique nulle, G∗

r est l’ensemble des éléments semisimples réguliers
de G∗ et G∗

e est le sous-ensemble de G∗
r formé des éléments elliptiques, au sens de la

théorie des groupes algébriques. Soit ω∗ le caractère de Z∗ défini par ω∗(z, x) = ω(x)

(z ∈ Z, x ∈ L1). Comme pour G0, on définit l’espace C∞
c (G∗, ω∗)e et l’ensemble

ǫe(G∗, ω∗). La projection p1 induit des identifications C∞
c (G∗, ω∗)e = C∞

c (G0, ω)e

et ǫe(G∗, ω∗) = ǫe(G0, ω). Puisque F est de caractéristique nulle, d’après Arthur [A,
Theorem 4.1], pour γ ∈ G0 ∩ Ge et ϕ ∈ C∞

c (G0, ω)e, on a la formule

Λ
G0 (ϕ, γ) =

∑

ρ∈ǫe(G0,ω)

〈ϕ,Θρ〉Θρ(γ)

où la somme est finie.

Soit φ ∈ C∞
c (G, ω)κe . Fixons un système de représentants X dans G des classes

G0\G, et notons ϕ ∈ C∞
c (G0, ω) la restriction à G0 de la fonction

∑

x∈X κ(x) xφ avec
xφ(g) = φ(x−1gx) (g ∈ G). Montrons que ϕ ∈ C∞

c (G0, ω)e. Soit γ ∈ G0∩(Gr rGe).
Choisissons des mesures de Haar dg et dγa sur G et Gd

γ , et posons

Λ
G0 (ϕ, γ) =

∫

(G0∩Gd
γ )\G0

ϕ(g−1γg)
dg

dγa
.

On a

Λ
G0 (ϕ, γ) =

∫

Gd
γ\Gd

γG0

ϕ(g−1γg)
dg

dγa
.
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On en déduit que si Gd
γ 6⊂ G0, alors ΛG0 (ϕ, γ) = 0. Et si Gd

γ ⊂ G0, alors puisque
φ ∈ C∞

c (G, ω)κe , on a

Λ
G0 (ϕ, γ) =

∫

Gd
γ\G

κ(g)φ(g−1γg)
dg

dγa
= 0.

Soit maintenant γ ∈ Ge. Si γ 6∈ G0, alors puisque

Λ
G
κ (φ, g−1γg) = κ(g−1)ΛG

κ (φ, γ) (g ∈ G),

on a ΛG
κ (φ, γ) = 0. On peut donc supposer que γ ∈ G0. Alors on a

Λ
G
κ (φ, γ) = Λ

G0 (ϕ, γ) =

∑

ρ∈ǫe(G0,ω)

〈ϕ,Θρ〉Θρ(γ).

Soit ǫ
rég
e (G0, ω) ⊂ ǫe(G0, ω) le sous-ensemble formé des classes de représentations

régulières. Pour ρ ∈ ǫe(G0, ω), on a

〈ϕ,Θρ〉 =

∑

x∈X

κ(x)〈φ|G0
,Θρx〉.

On en déduit que si ρ ∈ ǫe(G0, ω)rǫ
rég
e (G0, ω), alors 〈ϕ,Θρ〉 = 0. Fixons un système

de représentants E dans ǫ
rég
e (G0, ω) des orbites de l’action de G0\G. On obtient

Λ
G
κ (φ, γ) =

∑

ρ∈E

∑

y∈X

∑

x∈X

κ(x)〈φ|G0
,Θρyx〉Θρy (γ)

=

∑

ρ∈E

∑

y∈X

∑

z∈X

κ(y−1z)〈φ|G0
,Θρz〉Θρy (γ)

=

∑

ρ∈E

〈φ|G0
, Θ̃ρ〉Θ̃ρ(γ)

où l’on a posé Θ̃ρ =
∑

g∈G0\G κ(x)Θρx . L’induction de G0 à G induit une bijection

ǫrég
e (G0, ω)/G → ǫκe (G, ω), ρ 7→ ι(ρ).

Et si ρ est une représentation irréductible réguliere de G0, alors la représentation
π = indG

G0
(ρ) est irréductible κ-stable, et pour tout A ∈ IsomG(κπ, π)u, on a

ΘA
π = cA(ρ)Θ̃ρ avec |cA(ρ)| = 1. Cela achève, pour F de caractéristique nulle, la

démonstration du théorème 4.2.2.

4.4 Pour traiter le cas de caractéristique > 0, il nous faut passer par l’intermédiaire des
algèbres de Hecke et de leur comparaison pour des corps locaux proches : on a besoin
de comparer des κ-intégrales orbitales elliptiques (proposition 2.3.2), mais aussi des

traces κ-tordues.
Si π est une représentation de G, pour tout sous-groupe ouvert compact Γ de G, on

note V Γ
π le sous-espace de Vπ formé des vecteurs fixés par Γ. On sait que l’application

π 7→ V Γ
π induit une bijection entre :
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• l’ensemble des classes d’équivalence de représentations irréductibles π de G telles
que V Γ

π 6= 0,
• l’ensemble des classes d’isomorphisme de H(G,Γ)-modules simples.

Soit Γ un sous-groupe ouvert compact de G0. On définit comme suit un auto-
morphisme κΓ du C-espace vectoriel sous-jacent à H(G,Γ) : pour x ∈ G, on note f Γ

x

la fonction caractéristique de la double classe ΓxΓ, et l’on pose κΓ( f Γ
x ) = κ(x) f Γ

x .
Grâce à la formule de Shimura pour le produit f Γ

x ∗ f Γ
y (x, y ∈ G), on vérifie fa-

cilement que κΓ est un automorphisme d’algèbre. Si W est un H(G,Γ)-module,
on note κW le C-espace vectoriel W muni de la structure de H(G,Γ)-module donnée
par H(G,Γ) × W → W, ( f ,w) 7→ κΓ( f ) · w ; et l’on dit que W est κ-stable si

IsomH(G,Γ)(κW ,W ) 6= 0. Soit π une représentation irréductible κ-stable de G telle
que V Γ

π 6= 0, et posons W = V Γ
π . L’application

IsomG(κπ, π) → IsomH(G,Γ)(κW ,W ),A 7→ AΓ
= A|W

est un isomorphisme de groupes, d’application réciproque B 7→ AB donnée par

AB ◦ π(g)(w) = κ(g)−1π(g) ◦ B(w) (g ∈ G,w ∈ W ).

On en déduit que l’application π ′ 7→ V Γ
π ′ induit une bijection entre :

• l’ensemble des classes d’équivalence de représentations irréductibles κ-stables π ′

de G telles que V Γ
π ′ 6= 0,

• l’ensemble des classes d’isomorphismes de H(G,Γ)-modules simples κ-stables.

Soit ρ une représentation de G0 telle que π ≃ indG
G0

(ρ). D’après le numéro 4.2,
on a la décomposition Vπ =

⊕

x Vπ(ρx) où x parcourt un système de représentants

dans G des classes G0\G. Et pour A ∈ IsomG(κπ, π) et x ∈ G, on a A|Vπ(ρx) =

cA(ρx) Id avec cA(ρx) = κ(x)cA(ρ). D’où la définition suivante : un opérateur B ∈
IsomH(G,Γ)(κW ,W ) est dit unitaire s’il existe une décomposition W =

⊕

x Wx où
x parcourt les éléments de G0\G, et un nombre complexe µ de module 1, tels que

B|Wx
= κ(x)µ Id. On note IsomH(G,Γ)(κW ,W )u ⊂ IsomH(G,Γ)(κW ,W ) le sous-

ensemble formé des opérateurs unitaires. Par définition, l’isomorphisme

IsomG(κπ, π) → IsomH(G,Γ)(κW ,W )

induit par restriction un isomorphisme IsomG(κπ, π)u → IsomH(G,Γ)(κW ,W )u.

4.5 Soit dz une mesure de Haar sur Z, et soit C∞
c (G) → C∞

c (G, ω), f 7→ fω l’application
linéaire définie par fw(g) =

∫

Z
ω(z) f (zg) dz. Elle est surjective [HL1, §3.3, lemme 2].

Pour γ ∈ Ge, on note ΛG
κ ( · , γ) la distribution sur G définie par dḡ comme en 1.4.

On a donc

Λ
G
κ ( fw, γ) =

∫

Z

ω(z)ΛG
κ ( f , zγ) dz ( f ∈ C∞

c (G))

(l’intégrale est absolument convergente).

Soit dg la mesure de Haar sur G telle que dḡ =
dg
dz

. Si π est une représentation
irréductible de G de caractère central ω, on a π( fωdḡ) = π( f dg) ( f ∈ C∞

c (G)).
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4.6 Soient r, F1, F2, η = (τ , τ̃), κ1 et κ2 = η×(κ1) comme dans le numéro 2.3. Soit
aussi ω1 un caractère de F×

1 tel que tω1
≤ r (cf. 2.3), et posons ω2 = η×(ω1). Soient

dg1 et dg2 des mesures de Haar sur G(Fi) telles que vol(KF1
, dg1) = vol(KF2

, dg2). Et
soient dz1 et dz2 des mesures de Haar sur Z(F1) et Z(F2) telles que vol(UF1

, dz1) =

vol(UF2
, dz2). Alors les mesures dḡ1 =

dg1

dz1
et dḡ2 =

dg2

dz2
sur Z(F1)\G(F1) et Z(F2)\

G(F2) sont compatibles au sens de 2.3. Pour i = 1, 2 et γ ∈ G(Fi)e, on note

ΛG(Fi )
κi

( · , γ) la distribution sur G(Fi) (resp., la forme linéaire sur C∞
c (G(Fi), ωi))

définie par dḡi comme en 1.4. On note C∞
c (G(Fi)) → C∞

c (G(Fi), ωi), f 7→ fωi

l’application linéaire définie par dzi comme en 4.5. Enfin, si π est une représentation
irréductible κi-stable de G(Fi) et si A ∈ IsomG(Fi )(κiπ, π), on note ΘA

π la distribution

sur G(Fi) définie par dgi comme en 4.5.
Soient γ ∈ G(F1)e et a ∈ Z≥1. On suppose que r ≥ a et qu’il existe un voisinage

compact Inr
F1

-biinvariant V1 de γ dans G(F1)e tel que ζη(V1) ⊂ G(F2)e et qu’on ait

Λ
G(F2)
κ2

(ζη( f ), y) = Λ
G(F1)
κ1

( f , γ) ( f ∈ H(G(F1),Ka
F1

))

pour tout y ∈ ζη(V1). Alors on a le lemme suivant :

Lemme 4.6.1 Pour tout y ∈ ζη(V1), on a

Λ
G(F2)
κ2

(ζη( f )ω2
, y) = Λ

G(F1)
κ1

( fω1
, γ) ( f ∈ H(G(F1),Ka

F1
)).

Preuve Soient y ∈ ζη(V1) et f ∈ C∞
c (G(F1),Ka

F1
). Puisque f est une fonction

Ka
F1

-biinvariante à support compact, l’application Z(F1) → C, z 7→ ΛG(F1)
κ1

( f , zγ) est
U a

F1
-invariante à support compact. Et comme ω1(U r

F1
) = 1, on a

Λ
G(F1)
κ1

( fω1
, γ) = vol(U r

F1
, dz1)

∑

z∈F×

1 /U r
F1

ω1(z)ΛG(F1)
κ1

( fz, γ)

avec fz(g) = f (zg) (g ∈ G(F1)) ; notons que la somme est finie. Par construction,
on a ω1 = ω2 ◦ η× : F×

1 /U r
F1

→ C× et pour z ∈ F×
1 /U r

F1
, on a fz ∈ H(G,Ka

F1
) et

ζη( fz) = ζη( f )η×(z). D’où le lemme puisque vol(U r
F2
, dz2) = vol(U r

F1
, dz1).

Pour i = 1, 2, si π est une représentation de G(Fi), on note V r
π le sous-espace

de Vπ formé des vecteurs fixés par Inr
Fi

. D’après le numéro 4.4, η induit via l’isomor-

phisme d’algèbres ζη : Hr
F1
→ Hr

F2
une bijection [π1] 7→ ψη([π1]) entre :

• l’ensemble des classes d’équivalence de représentations irréductibles π1 de G(F1)
telles que V r

π1
6= 0,

• l’ensemble des classes d’équivalence de représentations irréductibles π2 de G(F2)
telles que V r

π2
6= 0.

Notons que si π1 est une représentation irréductible de G(F1) telle que V r
π1

6= 0,

alors le caractère central ωπ1
de π1 est trivial sur U r

F1
. Et si π2 est une représentation

irréductible de G(F2) telle que [π2] = ψη([π1]), alors on a ωπ2
= ωπ1

◦ (η×)−1. No-
tons aussi que si Γ est un sous-groupe compact de G(F1) contenant Inr

F1
, alors d’après

[L1, §3.3 lemme 1], ψη induit par restriction une bijection entre :
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• l’ensemble des classes d’équivalence de représentations irréductibles π1 de G(F1)
telles que V Γ

π1
6= 0,

• l’ensemble des classes d’équivalence de représentations irréductibles π2 de G(F2)

telles que V
ζη(Γ)
π2 6= 0.

Lemme 4.6.2 Soit π1 une représentation irréductible κ1-stable de G(F1) telle que

V r
F1

6= 0, et soit A1 ∈ IsomG(F1)(κ1π1, π1)u. Soit π2 une représentation irréductible de

G(F2) telle que ψη([π1]) = [π2]. Alors π2 est κ2-stable, et pour tout A2 ∈
IsomG(F2)(κ2π2, π2)u, on a

〈ζη( f ),ΘA2

π2
〉〈ζη(h),ΘA2

π2
〉 = 〈 f ,ΘA1

π1
〉〈h,ΘA1

π1
〉 ( f , h ∈ Hr

F1
).

Preuve Posons Wi = V r
πi

(i = 1, 2). Par construction, le Hr
F1

-module W1 est
κ1-stable si et seulement si le Hr

F2
-module W2 est κ2-stable. Donc π2 est une repré-

sentation κ2-stable. Pour f ∈ Hr
F1

, on a π1( f dg1)(Vπ1
) ⊂ W1 et B1 = A1|W1

∈
AutC(W1). Par conséquent

〈 f ,ΘA1

π1
〉 = trace(π1( f dg1) ◦ B1; W1).

Par hypothèse, il existe un isomorphisme de C-espaces vectoriels ι : W1 → W2 tel
que ι( f · v) = ζη( f ) · v (v ∈ W1, f ∈ Hr

F1
) ; notons que d’après le lemme de

Schur, ι est unique à multiplication près par un complexe non nul. Soit B2 le C-auto-
morphisme de W2 défini par B2 = ι ◦ B1 ◦ ι

−1. Puisque B1 ∈ IsomHr
F1

(κ1
W1,W1),

on a B2 ∈ IsomHr
F2

(κ2
W2,W2). Soit A2 ∈ IsomG(F2)(κ2π2, π2) l’opérateur défini par

A2 = AB2
comme en 4.5. Par construction, on a

〈ζη( f ),ΘA2

π2
〉 = 〈 f ,ΘA1

π1
〉 ( f ∈ Hr

F1
).

Puisque A1 ∈ IsomG(F1)(κ1π1, π1)u, B2 est unitaire et A2 ∈ IsomG(F2)(κ2π2, π2)u

(cf. 4.4). On conclut en remarquant que pour tout λ ∈ C tel que |λ| = 1, on a

〈 f ′,ΘλA2

π2
〉〈h ′,ΘλA2

π2 〉 = 〈 f ′,ΘA2

π2
〉〈h ′,ΘA2

π2 〉 ( f ′, h ′ ∈ Hr
F2

).

Lemme 4.6.3 La bijection ψη induit par restriction une bijection entre :

(i) l’ensemble des classes d’équivalence de représentations irréductibles tempérées (resp.,

κ1-discrètes) π1 de G(F1) telles que V r
π1

6= 0,

(ii) l’ensemble des classes d’équivalence de représentations irréductibles tempérées (resp.,

κ2-discrètes) π2 de G(F2) telles que V r
π2

6= 0.

Preuve Soit π1 une représentation irréductible de G(F1) telle que V r
π1

6= 0, et soit π2

une représentation irréductible de G(F2) telle que [π2] = ψη([π1]). Posons Wi = V r
πi

(i = 1, 2), et choisissons un isomorphisme de C-espaces vectoriels ι : W1 → W2 tel
que ι( f ·v) = ζη( f ) · ι(v) (v ∈ W1, f ∈ Hr

F1
). Posons W ′

i = HomC(Wi ,C) (i = 1, 2),
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et soit ι ′ : W ′
2 → W ′

1 l’isomorphisme défini par 〈v, ι ′(v ′)〉 = 〈ι(v), v ′〉 (v ∈ W1,
v ′ ∈ W ′

2). Soit un couple (v, v ′) ∈ (W1 r {0})× (W ′
2 r {0}). Soit φ1 : G(F1) → C le

coefficient de π1 défini par φ1(g) = 〈π1(g−1)v, ι(v ′)〉 (g ∈ G), et soit φ2 : G(F2) → C

le coefficient de π2 défini par φ2(g) = 〈π2(g−1)ι(v), v ′〉. Pour i = 1, 2, φi est une
fonction Inr

Fi
-biinvariante telle que φi(zg) = ωπi

(z)−1φi(g) (z ∈ Z(Fi), g ∈ G(Fi)).
Par construction, pour x ∈ G(F1), on a φ2(y) = φ1(x) pour tout y ∈ ζη(Inr

F1
xInr

F1
).

On rappelle que pour i = 1, 2, πi est tempérée si et seulement si φi appartient à
l’espace de Schwartz C(G(Fi)) (cf. [HC2, §14]. Or d’après la définition de l’espace de
Schwartz, φ1 ∈ C(G(F1)) si et seulement si φ2 ∈ C(G(F2)). En effet, avec les notations
de [HC2, §14], pour tout (x, y) ∈ G(F1) × G(F2) tel que KF2

yKF2
= ζη(KF1

xKF1
), on

a ΞG(F2)(y) = ΞG(F1)(x) ; et pour tout (x, y) ∈ G(F1) × G(F2) tel que K1
F2

yK1
F2

=

ζη(K1
F1

xK1
F1

) et K1
F2

y−1K1
F2

= ζη(K1
F1

x−1K1
F1

), on a ‖y‖F2
= ‖x‖F1

.
Grâce aux décompositions d’Iwahori pour G(F1) et G(F2), on vérifie facilement

que
∫

Z(F2)\G(F2)

|φ2(g2)|2 dḡ2 =

∫

Z(F1)\G(F1)

|φ1(g1)|2 dḡ1.

Par conséquent, π1 est une série discrète si et seulement si π2 est une série discrète.
On suppose maintenant que π1 est κ1-discrète. D’après [HH, §5.3, Lemma], il

existe un entier s ≥ 1 divisant l’ordre de κ1, et une série discrète σ1 de GL( n
s
, F1)

vérifiant {a ∈ Z : κa
1σ1 ≃ σ1} = sZ, tels que, posant α = ( n

s
, . . . , n

s
) ∈ Πn

et notant τ1 la représentation σ1 ⊗ κ1σ1 ⊗ · · · ⊗ κs−1
1 σ1 de Mα(F1), on ait π1 ≃

ιG(F1)
Pα(F1)(τ1). Posons m =

n
s
. D’après la démonstration du lemme 4.2.1, σ1 a un vecteur

non nul fixé par Im,mr
F1

. Soit σ2 une représentation irréductible de GL(m, F2) ayant

un vecteur non nul fixé par I
m,mr
F2

, et telle que ψm
η ([σ1]) = [σ2] où ψm

η désigne la
bijection associée comme plus haut à l’isomorphisme d’algèbres ζm

η : H
m,r
F1

→ H
m,r
F2

.
D’après le paragraphe précédent,σ2 est une série discrète. Notons τ2 la représentation
σ2 ⊗ κ2σ2 ⊗ · · · ⊗ κs−1

2 σ2 de Mα(F2). Par construction, on a ψαη ([τ1]) = [τ2] où ψαη
désigne la bijection associée comme plus haut à l’isomorphisme d’algèbres (défini
en 2.6) ζαη : H

α,r
F1

→ H
α,r
F2

. Posons π2 = ιG(F2)
Pα(F2)(τ2). Alors π2 est irréductible et

κ2-discrète [HH, §5.3, Lemma], et d’après la proposition A.4.1 de l’appendice, on a
ψη([π1]) = [π2].

4.7 Démonstration du théorème 4.2.2 pour F de caractéristique > 0

Soit φ ∈ C∞
c (G, ω)κe , et choisissons une fonction f ∈ C∞

c (G) telle que fω = φ. Soit
a ∈ Z≥1 tel que f ∈ H(G,Ka). Soit r0(γ, κ, a) ≥ sup{tκ, a} comme dans la propo-
sition 2.3.2, et soit un entier r ≥ sup{r0(γ, κ, a), tω}. Choisissons un corps commu-
tatif localement compact non archimédien F ′ de caractéristique nulle r-proche de F,

et fixons un isomorphisme de triplets η : Tr(F) → Tr(F ′). Posons κ ′ = η×(κ),
et ω ′ = η×(ω). Notons G ′, Z ′, K ′, K ′a les groupes G(F ′), Z(F ′), KF ′ , Ka

F ′ ; et
pour α ∈ Πn, notons M ′

α, A ′
α, K ′α,a les groupes Mα(F ′), Aα(F ′), K

α,a
F ′ . Soient

dg ′ et dz ′ les mesures de Haar sur G ′ et Z ′ telles que vol(K ′, dg ′) = vol(K, dg) et

vol(UF ′ , dz ′) = vol(UF, dz), et posons dḡ =
dg ′

dz ′ . Grâce à ces mesures, on définit
comme précédemment l’application linéaire C∞

c (G ′) → C∞
c (G ′, ω ′), h 7→ hω ′ , la

distribution (resp., la forme linéaire sur C∞
c (G ′, ω ′)) ΛG ′

κ ′ ( · , y) pour y ∈ G ′
e, etc.
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D’après le théorème 2.6.2 et le lemme 4.6.1, il existe un voisinage Inr
F -biinvariant V de

γ dans Ge tel que ζη(V) ⊂ G ′
e et

Λ
G ′

κ ′ (ζη( f )ω ′ , y) = Λ
G
κ (φ, γ)

pour tout y ∈ ζη(V).

Lemme 4.7.1 On a ζη( f )ω ′ ∈ C∞
c (G ′, ω ′)κ

′

e .

Preuve Posons f ′ = ζη( f ) ∈ H(G ′,K ′a), et supposons par l’absurde qu’il existe un

y ∈ G ′κ ′

r r G ′
e tel que ΛG ′

κ ′ ( f ′
ω ′ , y) 6= 0. Soit α = αy . Quitte à remplacer y par g−1 yg

pour un g ∈ G ′, on peut supposer que y ∈ M ′
α. Posons h ′ = f ′α,K ′

κ ′ ∈ C∞
c (M ′

α).

D’après le lemme 2.5.1, on a

∫

Z ′

ω ′(z ′)Λ
M ′

α

κ ′ (h ′, z ′y) dz ′ 6= 0.

En d’autres termes, on a Λ
M ′

α

κ ′ (h ′
ω ′ , y) 6= 0 avec h ′

ω ′(m) =
∫

Z ′ ω
′(z ′)h ′(z ′m) dz ′ (m ∈

M ′
α). Notons Φ ∈ C∞

c (A ′
α, ω

′) la fonction définie par Φ(a ′) = Λ
M ′

α

κ ′ (h ′
ω ′ , a ′y). Choi-

sissons un caractère unitaire ω̃ de A ′
α prolongeant ω ′, et posons Φ̃(a ′) = ω̃(a ′)Φ(a ′)

(a ′ ∈ A ′
α). Ainsi Φ̃ ∈ C∞

c (Z ′\A ′
α). Puisque Φ̃(1) 6= 0, d’après le théorème d’inver-

sion de Fourier, il existe un caractère ω̄ ′
α de A ′

α trivial sur Z ′, tel que

∫

Z ′\A ′
α

ω̄ ′
α(a ′)Φ̃(a ′)

dαa ′

dz ′
6= 0

où dαa ′ désigne une mesure de Haar sur A ′
α. Posons ω ′

α = ω̄ ′
αω̃ ; c’est un caractère

unitaire de A ′
α prolongeant ω ′. Soit ϕ ′ = h ′

ω ′
α
∈ C∞

c (M ′
α, ω

′
α) la fonction définie par

ϕ ′(m) =
∫

A ′
α
ω ′
α(a ′)h ′(a ′m)dαa ′. On a donc

Λ
M ′

α

κ ′ (ϕ ′, y) =

∫

Z ′\A ′
α

ω̄ ′
α(a ′)Φ̃(a ′)

dαa ′

dz ′
6= 0.

Par un argument global standard que nous rappelons ci-après, on en déduit qu’il
existe une représentation irréductible (générique) κ-stable τ ′ de Mα(F ′) de caractère
central ω ′

α, telle que 〈ϕ ′,ΘB ′

τ ′ 〉 6= 0 pour un (i.e., pour tout) B ′ ∈ IsomM ′
α
(κ ′τ ′, τ ′).

Plus précisément, choisissons un corps de nombres F
′ tel qu’en une place v0 de F

′,
le complété F

′
v0

de F
′ en v0 soit isomorphe à F ′. Notons AF ′ l’anneau des adèles de

F
′, et CF ′ le groupe des classes d’idèles. Choisissons un caractère k

′ de CF ′ de degré
celui de κ ′, et tel que, en considérant κ ′ comme un caractère de A

×
F ′ et en écrivant

k
′ =

∏

v k
′
v comme produit de caractères locaux k

′
v de F

′×
v où v parcourt les places

de F
′, on ait k

′
v0

= κ ′. Choisissons aussi un caractère unitaire Ω ′ =
∏

v Ω ′
v de

Aα(AF ′) tel que Ω ′|Aα(F ′) = 1 et Ω ′
v0

= ω ′
α. On peut alors utiliser la version tordue

de la formule des traces de Deligne–Kazhdan pour Mα(AF ′) prouvée dans [HH, §7.3,

Lemma] : puisque Λ
M ′

α

κ ′ (ϕ ′, y) 6= 0, on montre comme dans [HH, §8.4, §8.7], qu’il
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existe une fonction Φ ′ =
∏

v Φ ′
v avec Φ ′

v ∈ C∞
c (Mα(F

′
v),Ω ′

v) et Φ ′
v0

= ϕ ′, vérifiant
les conditions (iii), (iv) et (v) de [HH, §7.3], et contribuant non trivialement au côté

spectral de la formule des traces k
′-tordue pour Mα(AF ′). D’où l’existence de τ ′,

comme composante locale d’une représentation irréductible cuspidale k
′-stable de

Mα(AF ′).
Puisque f ′ ∈ H(G ′,K ′a), on a h ′ ∈ H(M ′

α,K
′α,a) (lemme 2.6.1). Pour B ′ ∈

IsomM ′
α
(κ ′τ ′, τ ′), on a 〈h ′,ΘB ′

τ ′ 〉 = 〈ϕ ′,ΘB ′

τ ′ 〉 6= 0. Par conséquent la représentation
τ ′ a un vecteur non nul fixé par K ′α,a. Soit h ∈ H(Mα,K

α,a) la fonction définie par
h = (ζαη )−1(h ′). Et soit τ une représentation irréductible de Mα ayant un vecteur
non nul fixé par Kα,a, et telle que ψαη ([τ ]) = [τ ′] où ψαη désigne la bijection associée

comme en 4.6 à l’isomorphisme d’algèbres ζαη : H
α,r
F → H

α,r
F ′ . D’après lemme 4.6.2, τ

est κ-stable ; et pour B ∈ IsomMα
(κτ, τ ), on a 〈h,ΘB

τ 〉 6= 0. Par construction, la res-
triction à Z du caractère central de τ coı̈ncide avec ω. Donc 〈hω,Θ

B
τ 〉 = 〈h,ΘB

τ 〉6= 0
avec hω(m) =

∫

Z
ω(z)h(zm) dz (m ∈ Mα).

On sait d’après [L4] que la distribution ΘB
τ est localement intégrable sur Mα. Par

suite, l’analogue tordu de la formule d’intégration de Weyl pour Z\Mα (cf. [HH,
§3.11, Proposition]) implique qu’il existe un x ∈ Mα ∩ Gκ

r tel que ΛMα
κ (hω, x) 6= 0.

D’après la démonstration du lemme 2.5.1, il existe une constante c 6= 0 telle que

Λ
G
κ ( f̃ , x) = cΛMα

κ ( f̃ α,Kκ , x) ( f̃ ∈ C∞
c (G)).

On a donc
Λ

G
κ ( f̃ω, x) = c Λ

Mα
κ (( f̃ α,Kκ )ω, x) ( f̃ ∈ C∞

c (G)).

Puisque r ≥ a, d’après le lemme 2.6.1, on a h = f α,Kκ . Donc ΛG
κ ( fω, x) 6= 0, ce qui

contredit le fait que φ ∈ C∞
c (G, ω)κe .

Terminons la démonstration du théorème 4.2.2. Soit Y = Y (G,Ka, ω) l’ensemble
(fini d’après le lemme 4.2.1) des classes d’équivalence de représentations irréductibles
κ-discrètes π de G de caractère central ω telles que (Vπ)Ka

6= 0. Quitte à remplacer

r par un entier plus grand et V par un voisinage de γ plus petit, on peut supposer
que pour toute représentation irréductible κ-discrète π de G telle que [π] ∈ Y , la
fonction x 7→ ΘA

π(x) (A ∈ IsomG(κπ, π)) est constante sur V. Soit alors fV ∈ Hr
F la

fonction caractéristique de V divisée par vol(V, dg), et posons h = ζη( fV). Puisque

ζη( f )ω ′ ∈ C∞
c (G ′, ω ′)κ

′

0 et vol(ζη(V), dg ′) = vol(V, dg), d’après 4.3, on a

Λ
G
κ (φ, γ) = vol(ζη(V), dg ′)−1

∫

ζη(V)

Λ
G ′

κ ′ (ζη( f )ω ′ , g ′) dg ′

=

∑

π ′∈ǫκ ′e (G ′,ω ′)

〈ζη( f )ω ′ ,Θκ ′

π ′〉〈h,Θκ ′

π ′〉

=

∑

π ′∈ǫκ ′e (G ′,ω ′)

〈ζη( f ),Θκ ′

π ′〉〈h,Θκ ′

π ′〉

avec le même abus d’écriture que dans 4.2. D’après le lemme 4.6.3 et la première
assertion du lemme 4.6.2, la bijection ψη induit par restriction une bijection entre :
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• l’ensemble des classes d’équivalence de représentations irréductibles κ-discrètes π
de G de caractère central ω telles que V r

π 6= 0,
• l’ensemble des classes d’équivalence de représentations irréductibles κ ′-discrètes
π ′ de G ′ de caractère central ω ′ telles que V r

π ′ 6= 0.

Remarquons que si π est une représentation irréductible κ-stable de G telle que
V a
π= 0, alors on a 〈 f ,ΘA

π〉 = 0 (A ∈ IsomG(κπ, π)). Par suite, grâce au lemme
4.6.2, on obtient que

Λ
G
κ (φ, γ) =

∑

π∈ǫκe (G,ω)

〈 f ,Θκ
π〉〈 fV,Θκ

π〉,

la somme portant sur le sous-ensemble fini Y ⊂ ǫκe (G, ω) défini plus haut. On a

donc :

Λ
G
κ (φ, γ) =

∑

π∈ǫκe (G,ω)

〈 f ,Θκ
π〉Θ

κ
π(γ)

=

∑

π∈ǫκe (G,ω)

〈φ,Θκ
π〉Θ

κ
π(γ).

Cela achève la démonstration du théorème 4.2.2.

A Appendice

On prouve dans cet appendice que si F1 et F2 sont deux corps r-proches, alors la

correspondance entre représentations de G(F1) et représentations de G(F2) définie
par un isomorphisme d’algèbres ζ : Hr

F1
→ Hr

F2
comme en 2.2, est compatible à

l’induction parabolique et à la restriction de Jacquet.

A.1 Notons R(G) la catégorie des représentations de G. On appelle paire cuspidale (dans

G) un couple (L, τ ) formé d’un sous-groupe de Levi L de G et d’une représentation

irréductible cuspidale τ de L. Deux paires cuspidales (L, τ ) et (L ′, τ ′) sont dite
G-inertiellement équivalentes s’il existe un g ∈ G et un caractère non ramifié χ ′ de L ′,
tels que L ′ = g−1Lg et τ g ≃ τ ′⊗χ ′. Si (L, τ ) est une paire cuspidale, on note [L, τ ]G

sa classe de G-équivalence inertielle. L’ensemble de ces classes est noté B(G). Comme

dans [BD, proposition-définition 2.8], pour s ∈ B(G), on définit une sous-catégorie
pleine Rs(G) de R(G) : si s = [L, τ ]G, alors avec les notations de [BD], Rs(G) est
la catégorie (Alg G)(L,D) où D désigne l’orbite de τ sous l’action du groupe des ca-
ractères non ramifiés de L. D’après [BD, proposition 2.10], on a la décomposition en

produit direct :

R(G) =

∏

s∈B(G)

Rs(G).

Pour toute partie non vide S de B(G), on pose RS(G) =
∏

s∈S Rs(G).
Pour a ∈ Z≥0, notons Ra(G) la sous-catégorie pleine de R(G) formée des repré-

sentations π engendrées par V a
π = V Ina

π , i.e., telles que Vπ = π(G)(V a
π). Le groupe
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Ia vérifiant les conditions 3.7.1 et 3.7.2 de [BD, p. 28] (e.g., [L3, 1.3]), on peut lui
appliquer [BD, corollaire 3.9] : la catégorie Ra(G) coı̈ncide avec RS(G) pour une

partie finie S = S(a) de B(G), et le foncteur π 7→ V a
π est une équivalence entre

Ra(G) et la catégorie des Ha-modules à gauche, que l’on note Mod(Ha). De plus, ce
foncteur a pour quasi-inverse le foncteur Mod(Ha) → Ra(G), W 7→ (H∗ea)⊗Ha W

où ea = ea
F désigne l’élément unité de Ha (i.e., la fonction caractéristique de Ina).

A.2 Soit α ∈ Π∗
n . Notons R(Mα) la catégorie des représentations de Mα. Comme dans

A.1, on définit l’ensemble B(Mα) des classes de Mα-équivalence inertielle de paires
cupidales dans Mα, et pour toute partie non vide S de B(Mα), la sous-catégorie
pleine RS(Mα) de R(Mα). Si (L, τ ) est une paire cuspidale dans Mα, on note [L, τ ]Mα

sa classe de Mα-équivalence inertielle. D’où une application canonique :

lα : B(Mα) → B(G), [L, τ ]Mα
7→ [L, τ ]G.

Si τ est une représentation de Mα, on note V a
τ (a ∈ Z≥0) le sous-espace de

Vτ formé des vecteurs fixés par Iα,na. Comme dans A.1, pour a ∈ Z≥0, on note
Ra(Mα) la sous-catégorie pleine formée des représentations τ de Mα engendrées

par V a
τ , et Sα(a) la partie finie de B(Mα) donnée par Ra(Mα) = RSα(a)(Mα).

D’après la démonstration de la proposition 4 de [B, §1.6], pour a ∈ Z≥0, on a
Sα(a) = l−1

α (S(a)).
Soient ια = ιGPα : R(Mα) → R(G) et rα = rUα

: R(G) → R(Mα) les foncteurs

induction parabolique et restriction de Jacquet normalisés. Pour a ∈ Z≥0, puisque
Sα(a) = l−1

α (S(a)), ces foncteurs induisent par restriction des foncteurs

ιaα : Ra(Mα) → Ra(G) et ra
α : Ra(G) → Ra(Mα).

A.3 Soit α = (α1, . . . , αs) ∈ Π∗
n . Identifions Aα à (F×)s et notons A++

α ⊂ Aα le sous-
ensemble formé des (z1, . . . , zs) tels que νF(zi) > νF(zi + 1). Notons Pα le sous-
groupe parabolique de G opposé à Pα par rapport à Mα. Pour a ∈ Z≥0, notons Ma,+

α

l’ensemble des éléments (Pα, I
na)-positifs de Mα :

Ma,+
α = {m ∈ Mα : m(Pα ∩ Ina)m−1 ⊂ Ina et m−1(Pα ∩ Ina)m ⊂ Ina}.

On a clairement Iα,naMa,+
α Iα,na = Ma,+

α . De plus, A++
α est contenu dans Ma,+

α et
coı̈ncide avec l’ensemble des éléments fortement (Pα, I

na)-positifs de Aα au sens de
[B, §3.1].

Soit a ∈ Z≥0. Notons Aα,a la sous-algèbre de Hα,a formée des fonctions à sup-

port dans Ma,+
α , et Sα,a le sous-ensemble de Hα,a formé des fonctions à support dans

Iα,naA++
α . Puisque A++

α A++
α = A++

α , Sα,a est une partie multiplicativement fermée de
Hα,a ; et d’après [B, §3.2], Hα,a s’identifie canoniquement avec l’algèbre (Sα,a)−1Aα,a

(localisation de Aα,a en Sα,a).

On définit comme suit une application linéaire ja
α : Aα,a → Ha : pour m ∈ Ma,+

α

et f ∈ Hα,a à support dans Iα,namIα,na, ja
α( f ) est l’unique fonction Ina-biinvariante

à support dans InamIna telle que ja
α( f )(m) = δPα(m) f (m). D’après [B, §3.3], ja

α est
un homomorphisme injectif d’algèbres.
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Soient Ja
α : Mod(Hα,a) → Mod(Ha) et Ra

α : Mod(Ha) → Mod(Hα,a) les fonc-
teurs définis comme suit : Ja

α est le composé du foncteur restriction Mod(Hα,a) →
Mod(Aα,a), W 7→ W et du foncteur induction Mod(Aα,a) → Mod(Ha), W 7→
HomAα,a (Ha,W ) ; et Ra

α est le composé du foncteur restriction Mod(Ha) →
Mod(Aα,a),W 7→ ( ja

α)∗(W ) et du foncteur localisation Mod(Aα,a) → Mod(Hα,a),
W 7→ (Sα,a)−1W = Hα,a ⊗Aα,a W .

Proposition A.3.1 ([B, §4.1, Corollary 1]) Soient α ∈ Π∗
n et a ∈ Z≥0. Les dia-

grammes suivants

Ra(Mα)
≈

//

ιaα
��

Mod(Hα,a)

J
a
α

��

Ra(G)
≈

// Mod(Ha)

Ra(G)
≈

//

ra
α

��

Mod(Ha)

R
a
α

��

Ra(Mα)
≈

// Mod(Hα,a)

sont commutatifs.

Notons que dans [B, §4.1], Bushnell travaille avec un groupe du type Ka pour
a ≥ 1. Mais compte-tenu de A.1 et A.2, son résultat reste vrai pour Ina (a ∈ Z≥0).

A.4 Soient r, F1, F2 et η = (τ , τ̃) comme dans 2.1. Via les équivalences Rr(G(F1)) →
Mod(Hr

F1
), π1 7→ V r

π1
et Mod(Hr

F2
) → Rr(G(F2)), W 7→ (HF2

∗ er
F2

) ⊗Hr
F2

W ,

l’isomorphisme d’algèbres ζη : Hr
F1
→ Hr

F2
induit une équivalence de catégories

Ψη : Rr(G(F1)) → Rr(G(F2)).

Par restriction et passage aux quotients, Ψη induit une bijection entre classes d’équi-
valence de représentations irréductibles : c’est l’application noté ψη en 4.6.

Pour α ∈ Π∗
n , l’isomorphisme d’algèbres ζαη : H

α,r
F1

→ H
α,r
F2

induit de la même
manière une équivalence de catégories

Ψ
α
η : Rr(Mα(F1)) → Rr(Mα(F2)).

Proposition A.4.1 Soit α ∈ Π∗
n . Les diagrammes suivants

Rr(Mα(F1))
Ψ
α
η

//

ι
G(F1)

Pα(F1)

��

Rr(Mα(F2))

ι
G(F2)

Pα(F2)

��

Rr(G(F1))
Ψη

// Rr(G(F2))

Rr(G(F1))
Ψη

//

rUα(F1)

��

Rr(G(F2))

rUα(F2)

��

Rr(Mα(F1))
Ψ
α
η

// Rr(Mα(F2))

sont commutatifs.
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Démonstration Pour i = 1, 2, on définit comme en A.3 les sous-ensembles
Aα(Fi)

++ ⊂ Aα(Fi), Mα(Fi)
r,+ ⊂ Mα(Fi) et S

α,r
Fi

⊂ H
α,r
Fi

, la sous-algèbre A
α,r
Fi

⊂
H
α,r
Fi

, et l’homomorphisme injectif d’algèbres jr
α,Fi

: A
α,r
Fi

→ Hr
Fi

. On a clairement
ζαη (I

α,nr
F1

Aα(F1)++) = I
α,nr
F2

Aα(F2)++, i.e., ζαη (S
α,nr
F1

) = S
α,nr
F2

. Puisque pour i = 1, 2,

Mα(Fi)
+ est une partie I

α,0
Fi

-biinvariante de Mα(Fi), les décompositions d’Iwahori
pour Mα(F1) et Mα(F2) impliquent l’égalité ζαη (Mα(F1)r,+) = Mα(F2)r,+. On en

déduit que ζαη induit par restriction un isomorphisme d’algèbres ξαη rendant com-
mutatif le diagramme suivant

A
α,r
F1

j
α,r
F1

//

ξr
η

��

Hr
F1

ζ r
η

��

A
α,r
F2

j
α,r
F2

// Hr
F2

On conclut grâce à la proposition A.3.1.
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[L4] B. Lemaire, Intégrabilité locale des caractères de SLn(D), to appear in Pacific J. Math.
[S] J.-P. Serre, Corps locaux. (Troisième édition, corrigée), Hermann, Paris, 1968.
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