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Intégrales orbitales tordues sur GL(n, F) et
corps locaux proches: applications

Guy Henniart et Bertrand Lemaire

Résumé. Soient F un corps commutatif localement compact non archimédien, G = GL(#n, F) pour un
entier n > 2, et & un caractére de F* trivial sur (F*)". On prouve une formule pour les x-intégrales
orbitales régulieres sur G permettant, si F est de caractéristique > 0, de les relever a la caractéristique
nulle. On en déduit deux résultats nouveaux en caractéristique > 0: le “lemme fondamental” pour
I'induction automorphe, et une version simple de la formule des traces tordue locale d’Arthur reliant
k-intégrales orbitales elliptiques et caracteres x-tordus. Cette formule donne en particulier, pour une
série k-discrete de G, les k-intégrales orbitales elliptiques d’un pseudo-coefficient comme valeurs du
caractere x-tordu.

Introduction

Soient F un corps commutatif localement compact non archimédien, et x un carac-
tere de F*, C’est-a-dire un homomorphisme continu de F* dans C*. On note o
Panneau des entiers de F et pp I'idéal maximal de og. Soit G = GL(n, F) pour un
entier n > 2. Un élément v € G est dit régulier si son polynome caractéristique
est produit de polyndmes irréductibles sur F deux a deux distincts (notons qu'on ne
demande pas que ces derniers soient séparables sur F). On note G, 'ensemble des
éléments réguliers de G. Soit vy € G;. Le centralisateur G, = {g € G: g~ 'vg = 7}
coincide avec le groupe multiplicatif F[y]* de la F-algébre semisimple F[+y]. Notons
Gg la composante déployée de G, i.e., le tore déployé maximal de G, (vu comme
le groupe des points F-rationnels d’'un groupe algébrique défini sur F). Choisissons
une mesure G-invariante d,g sur 'espace homogene Gg\G. Si det(Gi) C kerk, on
note AS( -, ) la distribution sur G définie par

AS(f, ) = / kodet(@)flg1g)dg (f € CX(G)).

GG,

Puisque le groupe G\ G, est compact et que lorbite {g7'7g : g € G} est fermée
dans G (pour la topologie pg-adique), I'intégrale converge absolument. Pour g € G
et f € CX(G),ona AS(f,g 7 vg) = rodet(g7)HAS(f, 7).

On suppose désormais que  est trivial sur (F*)". Notons G¥ I'ensemble des v €
G, tels que det(Gi) C kerk, et G, Pensemble des v € G; tels que la F-algebre F[v]
soit un corps; les éléments de G, sont dits elliptiques. On a donc I'inclusion G. C GY.
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Soit un entier a > 1. Posons K* = 1 + p¢M(n, op) C GL(n, o), et notons H(G, K*)
Palgebre de Hecke formée des fonctions complexes sur G, qui sont K*-biinvariantes
a support compact. Pour 7 € G, en modifiant la construction de [L1], on obtient
notre premier résultat (lemmes 1.4.1 et 1.5.1) : une “formule explicite” pour les x-
intégrales orbitales AS(f, ) des fonctions f € H(G, K*). Par descente parabolique,
cette formule implique en particulier que si les mesures d,g (v € G}) sont choisies
de maniere compatible (cf. 2.5), alors I'application qui a -y associe la forme linéaire
sur H(G, K“) définie par la distribution AS(-,~), est localement constante sur G*.
Ceci généralise le résultat bien connu d’Harish—Chandra pour les intégrales orbitales
non tordues [HC3].

Soient r un entier > a, et F/ un corps commutatif localement compact non ar-
chimédien r-proche de F, i.e, tel que les anneaux tronqués op/pj et 0p// Pk, soient
isomorphes. Choisissons un isomorphisme d’anneaux 7: 0p/p; — 0/ /P, et des
uniformisantes w et w’ de F et F’ telles que 7(w + pp) = @’ + pf,. Le triplet
(1, w,w’) détermine un isomorphisme de groupes F* /(1 + p) =~ F'*/(1 + p},),
et si r est assez grand,  correspond a un caractére k' de F'* trivial sur (F’*)". Soit
I C M(n, op) la op-algebre formée des matrices triangulaires supérieures modulo pg.
Posons I'"" = 1 + piJ et Hi = H(G,I"). Le triplet (7, w, w’) détermine un iso-
morphisme d’algebres (: Hy — H%, [L1]. Posons G’ = GL(n, F'), et soit v € G.
Le résultat principal de Particle s’énonce comme suit (théoréme 2.6.2) : si r est “suf-
fisamment grand”, alors il existe un voisinage I""-biinvariant V de y dans G} tel que
C(V) € G/ et

AS (), ) = AS(f,7)  (f € H(G,K™)

pour tout y € ((V), our (V) désigne la partie de G’ définie par 1¢(y) = ((1v). Bien
stir, cet énoncé sous-entend que les mesures définissant les distributions AS( -, ) et
AS,/( -, ¥), ont été choisies de maniére compatible (cf. 2.6).

Si F est de caractéristique > 0, alors pour tout entier r > 1, on peut trouver
un corps F’ de caractéristique nulle r-proche de F: en effet, si p est la caractérisque
résiduelle de F, alors n’importe quelle extension finie F’ /), de méme corps résiduel
que F et d’indice de ramification e(F/Q,) > r, convient. Par suite, tout résultat —
connu en caractéristique nulle — relatif aux x-intégrales orbitales régulieres de fonc-
tions f € H(G,T') pour un sous-groupe ouvert compact fixé I' C G, doit pouvoir
en principe s’étendre a la caractéristique > 0 grice au théoreme 2.6.2. On donne ici
deux applications de ce principe.

La premiere application est le lemme fondamental pour 'induction automorphe.
Supposons x non ramifié, et soit L/F une extension non ramifiée de degré d = (F* :
ker k). Posons m = n/d, H = GL(m,L) et K* = GL(m, o). Le choix d’une op-base
de oy fournit une identification H C G telle que K* = H N K. Via les isomorphismes
de Satake pour G et H, Waldspurger [W] a défini un homomorphisme d’algebres
b: H(G,F) — H(H,K"). Notons G; C G, I'ensemble des éléments absolument
semisimples réguliers de G. Pour v € H N Gy est défini un facteur de transfert
Ag (v) [W, §II-4],[Ha, §5]. Le lemme fondamental pour I'induction automorphe
s’énonce comme suit: siy € H N Gy, alors pour toute fonction f € H(G,K) on a
Pégalité

AFAL(f,7) = AT (b(), ),
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ou AH(b(f),~) désigne I'intégrale orbitale
/ b(f)(h~'vh) dwl_a.
HI\H

La encore, ’énoncé sous-entend que les mesures définissant les distributions A%( - )
et AI(-,~) ont été choisies de maniére compatible (cf. 3.2). Pour F de caractéris-
tique nulle, ce lemme fondamental a été démontré par Waldspurger si n est premier
a la caractéristique résiduelle de F [W], puis étendu a n quelconque dans [HL3]. On
le démontre ici pour F de caractéristique > 0.

La seconde application est une version simple de la formule des traces x-tordue
locale d’Arthur. Fixons un caractere unitaire w du centre Z de G, et notons C2°(G, w)
I'espace des fonctions ¢: G — C localement constantes a support compact modulo Z
telles que ¢(zg) = w(z) '¢(g) (z € Z, g € G). Soit d§ une mesure de Haar sur
Z\G. Si 7 est une représentation (complexe lisse) irréductible x-stable de G de ca-
ractére central w, le choix d’un opérateur d’entrelacement A € Isomg(km, 7) per-
met de définir une forme linéaire ©4 sur C>°(G,w): (¢, ©4) = trace(m(pdg) o A)
avec (¢dg) = |, G ¢(g)m(g) dg. On sait [L4] qu’il existe une fonction localement
constante ©4: G, — €, qui ne dépend pas du choix de dg, telle que:

e O4(zg) = w(2)©%(g) pour tout z € Zet tout g € G,
J #(9)|04(g)| dg < +oo pour toute fonction ¢ € C=(Z\G) telle que ¢ > 0,
¢ P &8N97 8 ag p c q

o (¢,04) = fZ\G #(g)©%(g) dg pour toute fonction ¢ € CX(G,w).

On sait aussi qu’il existe un nombre complexe non nul A tel que pour tout vecteur v
dans Pespace de 7, on ait A” = AId. Lopérateur A est dit unitaire si |\| = 1.
Clairement, ’ensemble des opérateurs A € Isomg(k7, ) qui sont unitaires, est non
vide. Siy € G, par abus d’écriture, on note (-, ©%)0%(~) la forme linéaire sur
C°(G,w) définie par (¢, O%)O%(y) = (¢, O2)O4(7) pour un (i.e., pour tout) A €
Isomg (K, ) unitaire.

Une représentation irréductible k-stable de G est dite k-discrete si elle est tempérée
et nest pas équivalente a I'induite parabolique normalisée d’une représentation
k-stable d’un sous-groupe de Levi propre de G. La version simple de la formule des
traces k-tordue locale que nous prouvons ici est la suivante (théoréme 4.2.2) : pour
toute fonction ¢ € C>°(G, w) telle que AS(¢,v) =0 (v € G, \ G.), ona

AS($,7) = (6,05)05(7) (v € Go),

™

ou 7 parcourt Pensemble des classes d’équivalence de représentations irréductibles
k-discretes de G. Ici, AS(-,7) (y € G;) désigne la forme linéaire sur C>°(G,w)
définie comme plus haut par le choix d’'une mesure G-invariante d.g sur I'espace
homogene Gi\G. Et I'énoncé sous-entend que pour v € G, auquel cas Gi =Z,
la mesure de Haar sur Z\G définissant AS(-, ) est la méme que celle définissant les
formes linéaires (-, ©%)O%(y) pour 7 irréductible et k-discrete. En particulier, on
a (corollaire 4.2.4) : soit 7 une représentation irréductible x-discréte de G, et soit
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A € Isomg(km, ) un opérateur unitaire. Alors si ¢ € CX(G,w) est un pseudo-
coefficient pour ©4, [HL1], on a

AS(h,7) = OA(7) (7€ Go).

Notons que cela s’applique en particulier pour x = 1.

Ce travail s’'inscrit dans une série d’articles [HL1],[HL2],[HL3] dans lesquels
les auteurs se proposent d’étendre a la caractéristique non nulle les théories du
changement de base et de I'induction automorphe pour G, connues pour F de ca-
ractéristique nulle. Par exemple le lemme fondamental démontré ici permettra
d’étendre a la caractéristique > 0 le travail de G. Henniart et R. Herb [HH] prouvant
Pexistence d’une application de relévement entre représentations de H(= GL(m, E))
et représentations de G. Notons que ces résultats sur I'induction automorphe et le
changement de base, sont utilisés dans un travail commun de C. Bushnell et G. Hen-
niart [BH1],[BH2], pour décrire explicitement et en toute caractéristique la corres-
pondance de Langlands entre représentations irréductibles de degré n du groupe de
Weil de F et représentations irréductibles cuspidales de G, dans le cas ou 1 est premier
a la caractéristique résiduelle de F.

Décrivons maintenant brievement comment sont organisés les résultats. Larticle
est divisé en quatre sections auxquelles s’ajoute un appendice.

La “formule explicite” pour les k-intégrales orbitales elliptiques sur G est prouvée
dans la section 1. Comme on l'a dit plus haut, il s’agit d’'une formule analogue a
celle de [L1] pour les intégrales orbitales non tordues; d’ailleurs pour k = 1, on
retrouve la formule de [L1]. Le principe de submersion d’Harish—Chandra [HC3]
joue un role central dans la construction, ici comme dans [L1]. C’est sur lui que
porte la modification: plutot que de chercher a recopier [L1] en remplacant G par
Gy = ker(k o det), Cest-a-dire a intégrer une fonction f € C°(G) sur une Gy-orbite
{g7'vg : g € Gy} avec v elliptique (ce qui conduit a des contorsions malcommodes),
on a préféré opter pour un calcul direct de A(f, ) en injectant  dans I'application
issue du principe de submersion (c¢f. 1.4). On peut de cette maniere utiliser sans
changement tous les lemmes techniques de [L1, §1].

Dans la section 2, on rappelle les résultats de Deligne [D] sur les corps proches
ainsi que la construction des isomorphismes d’algebres de Hecke relatives a des corps
proches [L1]. Ensuite, grace a la formule pour les x-intégrales orbitales elliptiques
prouvée dans la section 1, on montre comme dans [L1] le résultat de relevement des
k-intégrales orbitales régulieres relatives a deux corps “suffisamment proches” On
déduit le cas régulier non elliptique du cas elliptique par descente parabolique.

Le lemme fondamental pour I'induction automorphe est démontré dans la sec-
tion 3. Il s’agit essentiellement de vérifier que les isomorphismes entre algebres
de Hecke sphériques relatives a deux corps 1-proches, sont compatibles aux homo-
morphismes de Satake. Puisque le lemme fondamental est connu en caractéristique
nulle [W],[HL3], on peut le déduire en caractéristique non nulle grace au résultat de
relevement prouvé dans la section 2.

Dans la section 4, on montre la version simple de la formule des traces x-tordue
locale. On se ramene a montrer une version simple de la formule des traces non tor-
due locale pour le groupe Gy. On sait [W] que Gy est quotient d’un groupe réductif
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connexe par un sous-groupe central compact. Pour F de caractéristique nulle, on
peut donc appliquer le travail d’Arthur [A], et en déduire la version simple de la
formule des traces k-tordue locale. Par relevement a la caractéristique nulle, on en
déduit la méme formule pour F de caractéristique > 0: on releve le coté géométrique
grice a la section 2; quant au coté spectral, il est beaucoup plus facile a relever.
En effet, on sait [D],[L3] que si F et F’ sont deux corps r-proches, alors tout iso-
morphisme d’algebres ¢: Hj — I}, induit une “correspondance” entre (certaines)
représentations de GL(n, F) et représentations de GL(n, F’). Sir est assez grand, x
se releve comme plus haut en un caractére s’ de F’*, rendant cette correspondance
compatible a la torsion par « et x’. Dans 'appendice, on montre grice au travail de
Bushnell [B], que cette correspondance est compatible a 'induction parabolique et a
la restriction de Jacquet. D’apres la classification des représentations irréductibles x-
discretes de G donnée dans [HH], cela implique en particulier que les représentations
k-discretes de G correspondent aux représentations «’-discrétes de G'.

Dans ce papier, on appelle représentation d’un groupe topologique (localement
profini) une représentation lisse dans un espace vectoriel complexe. Uespace d’une
représentation 7 est noté V.. Et si 7 est une représentation irréductible, on note [7]
sa classe d’équivalence. Si X est un espace topologique totalement discontinu, on
note C°(X) I'espace des fonctions complexes sur X qui sont localement constantes
et a support compact.

1 Une formule pour les x-intégrales orbitales elliptiques

1.1  On fixe F un corps commutatif localement compact non archimédien. On note

¢ 0p’anneau des entiers de F;

¢ prlidéal maximal de of;

* Up = 0p \ pr le groupe des unités de op, et Ug = 1+ pf (a € Z>1);

e kp = 0g/pr le corps résiduel de F;

e vp: F— ZU {00} la valuation normalisée (surjective) sur F;

e |-|p: F — Q la valeur absolue sur F définie par |x|r = q7**) ot1 ¢ = g est le
cardinal de kg.

Si E est une extension finie de F, on note e(E/F) et f(E/F) I'indice de ramification
et le degré résiduel de E/F. On note N/ le morphisme norme EX — F*.

1.2 Nous aurons besoin des résultats de [BK] et des notations correspondantes. Soit E
une extension finie de F, et soit ¥ € E* tel que F[y] = E. On pose e = e(E/F),
f = f(E/F)etn = ef. Lensemble {p% : i € Z} est une chaine de s-réseaux dans E,
vu comme un espace vectoriel sur F. Elle définit un op-ordre héréditaire A(E) =
N End,, (pk) dans A(E) = Endg(E). Le corps E s’identifie naturellement a un sous-
anneau de A(E), et A(E) est 'unique og-ordre héréditaire dans A(E) normalisé par
E*. Notons a,: A(E) — A(E) l'application adjointe x — ~x — x7y. Rappelons,
d’apres [BK, 1.4.5 et 1.4.11], la définition de I'invariant kp(y) = ko(vy, W(E)) € Z U
{—o0}:si E = F, alors kp(y) = —o0; sinon, kp(7y) est le plus petit entier k vérifiant
PBrN a,(A(E)) C a,(U(E)) ot P désigne le radical de Jacobson de A(E). On pose
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o np(y) = —ve(7),
o ki(y) = kp(y) + np(y) € ZU {—o0}.

Rappelons que si E # F, on a kj:(F) > 0 avec égalité si et seulement si y est F-minimal
[BK, 1.4.14, 1.4.15].

Notons Dg(7) le déterminant de 'endomorphisme u +— u — v~ 'uy du F-espace
vectoriel E\A(E) (on a Dp(y) = 1si E = F). On a donc Dg(7y) # 0 si et seulement
si Pextension E/F est séparable. Soit f, € F[T] le polyndme minimal de ~ sur F. Si
Pextension E/F est séparable, on a Dr(y) = Ng/p(y' =" £/(7)) ou f] € F[T] désigne
le polynome dérivé de f,.

Remarque 1.2.1  Soient Ay, et Ay, deux op-ordres héréditaires dans A(E) tels que
Ay, C A(E) C Ay On suppose que Ay, est minimal et que Ay est maximal. Soit
L = {L; : i € Z} une chaine de op-réseaux dans E telle que A, = EndgF(L) et
Ay = End,, (Ly) ; notons qu'a translation pres des indices 7 par un élément de nZ, la
chaine L est unique. Choisissons une og-base {v, ..., v,} de Ly qui soit une og-base
de L au sens de [BK, 1.1.7], et identifions A(E) a algeébre de matrices M(n, F) grace
a cette base. Alors Wy s’identifie a M (n, op) et Ay, au sous-anneau de Wy, formé des
matrices triangulaires supérieures modulo pg, et A(E) s’identifie 2 un sous-anneau
de Ay, formé de matrices triangulaires par blocs.

Soit maintenant E* une F-algebre semisimple de la forme E* = E; x -+ X E,
pour des extensions finies de corps E; /F, et soit v = (71,...,7) € E" tel que pour
i=1,...,5onaity; € E* et F[7;] = E;. On suppose que dimg(E*) > 2. Posons
A(E*) = Endp(E"), M(E*) = [[;_, Endr(E;), et

De(7) = detg(u — u — v 'uy; E\A(EY)),
Di(y) = li[DF(%),
i=1
Dp(v) = detp(u — u — vy uy; M(ED)\A(E®)) (sis = 1,onaDg(y) = 1).
Sipouri =1,...,s, extension E; /F est séparable, alors on a
Di(v) = DE(v) ' D(7).

1.3  Soientn € Z>,, G = GL(n, F), Py C G le sous-groupe de Borel formé des matrices
triangulaires supérieures, et Ay C Py le tore déployé formé des matrices diagonales.
Posons K = GL(n, op), et soit I C K le sous-groupe formé des matrices triangulaires
supérieures modulo pg. Pouri = 1,...,n — 1, notons s; € K la matrice de transpo-
sition échangeant les lignes i et i + 1, et notons W C K le sous-groupe engendré par
S1,...,5,—1. Choisissons une uniformisante o de F. On note s, et ., les matrices
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n x n définies par

R N (R R
0 1 0 0
Sw = : 5 o = :

: 0 0 O 1 0

; 8 ! 8 o 0 0 --- 1

o0 --- 0 0
Soit W (w) le sous-groupe de G engendré parsy, . .., s,—1, S et f,. On ala décompo-
sition d'Iwahori G = [,y () IWI. Notons A(w) C Ag N W(w) 'ensemble des
matrices diagonales de la forme diag(l,w™,...,w™ ') avec 0 < a; < -+ <

Qu_1, a; € 7. Soit Z le centre de G, naturellement identifié 2 F*. A partir de la
décomposition d’Iwahori, on obtient la décomposition G = | J, ZIWK ol w par-
court les éléments de 'ensemble WA(w) = {wd : w € W, € A(w)}.

Soit J C G un sous-groupe parahorique standard, ¢’ est-a-dire un sous-groupe pa-
rahorique vérifiant la double inclusion I C J C K. D’apres le paragraphe précédent,
on a la décomposition

G= |J 2z

WeEWA(w)

Pour w € WA(w), on note ¢;(w) le cardinal de 'ensemble W A(w) N Z JwK, qui est
aussi le cardinal de ZI\Z JwK /K.

Un élément v € G est dit régulier si son polyndme caractéristique est produit de
polyndmes irréductibles sur F deux a deux distincts, et elliptique si son polyndéme
caractéristique est irréductible sur F. On note G, (resp., G.) I'ensemble des éléments
réguliers (resp., elliptiques) de G. Siy € G, on note U, 'unique op-ordre héréditaire
dans M(n, F) normalisé par F[]*, et I'on pose ], = ‘21; ; c’est un sous-groupe
parahorique de G. Si J, est standard, on dit que y est en position standard. D’apres la
remarque 1.2.1, pour tout ¥ € G,, il existe un ¢ € G tel que g~ !vg soit en position
standard.

1.4  Soientdg et dz des mesures de Haar sur G et Z, et soit dp une mesure de Haar a gauche
sur Py. Dans ce numéro, fixons un élément v € G.. Puisque la F-algebre F[y] ne
contient pas d’élément nilpotent non nul, pour w € W, I'application ¢%: G x Py —
G, (g,p) — g 'ygwpw™! est partout submersive [HC3, Theorem 1]. Et d’apres
[HC1, Theorem 11], il existe une unique application linéaire surjective C>°(G X
Py — CCOO((;S;V(G)), u — oy, vérifiant la propriété: pour toute fonction u €
C(G x Py) et toute fonction f € C°(G), ona

/ / u(g, p)f o ¢(g. p) dgdp = / & (9)f(g) dg.
GxP, G

Fixons un caractere x de F* trivial sur (F*)". Nous noterons aussi & le caractere
de G donné par k o det; il est trivial sur Z. Soit ] C G un sous-groupe parahorique
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standard. Pour a € Z>;, on pose K* = 1 + pgM(n, o), Pj = Py N K*, et 'on note
u,m € C°(G x Py) la fonction définie par

u?,n(gvp) = {H(g) si (g7p) € ] x Pg,

0 sinon.
Pour w € W eta € Z>1, on pose
wa W
(b%].,n g,

Pour f € C2°(G), on pose
G i
A= | w@fle e
Z\G z
et on note fX € C>°(G) la fonction définie par

X(g) = / () F (k- gh) dk
K

avec dk = vol(K, dg)~'dg|x (de sorte que vol(K, dk) = 1). Si T est un sous-groupe
ouvert compact de G, on note H(G, I') le sous-espace de C2°(G) formé des fonctions
I'-biinvariantes, muni du produit de convolution défini par la mesure de Haar drg
sur G telle que vol(I', drg) = 1.

Lemme 1.4.1 Soita € Z>,. Pour toute fonction f € H(G,K*), on a la formule

SUREDIP LD [ R ) dg

weW deA(w

avec
vol(Z\ZJWK, dz)

vol(, dg)vol(Pt, dp) " € WAD:

clw’“ =c;(w)!

Preuve Soit f € H(G,K?). D’apres la décomposition G = | ZJwK, on a

WEW A(w)

ASf) =Y g

WEWA(w)

avec

d
Iy = / k() f(g g d_g
Z\ZJWK
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Soit w € WA(w). Ecrivons w = wé avecw € W et § € A(w) (Pécriture est unique).
Puisque f appartient a H(G, K”) et que K est distingué dans K, ona fX € H(G, K*).
Comme 6! P46 C K*, on obtient que

vol(Z\Z JwK

) o
= e\ gl ) K (Lo Lrorp
1o = S | e £t g de

Vol(Z\Z]wK7 ) - e
= Yol(J, dg) vol(Ps, dp) " )//]XP K(g) £ (0w g™ ygwpd) dgdp.

Or par définition, on a
I rors s gwphydsdp = [ o 0050 g de
Jx P

D’ou le lemme. u

Remarque 1.4.2  Le lemme ci-dessus est une simple généralisation du lemme 1 de
[L1, §2.2]. Notons que I’énoncé de ce dernier comporte une erreur : il faut remplacer
vol(F* HéKE, %) par vol(F* Hs0KF, %). Notons aussi que cette erreur n’entraine
aucune conséquence facheuse quant au résultat principal de [L1], ¢f la fin de la
démonstration de [L1, §3.3, théoreme].

1.5 Posons A = M(n, F). Fixons un caractere Wy de (F,+) de conducteur pg, et no-
tons Wy le caractere de (A, +) défini par ¥4 = Wpotroutr: A — F désigne la
trace usuelle. La forme bilinéaire symétrique A x A — F (x,y) — Wa(xy) est
non dégénérée. Si R est un og-réseau dans A, on note RY I'0p-réseau dual défini par
RV ={x€A:U,(«R) =1}

Soit v € G.. Posons E = F[v], e = e(E/F), ko = kp(y) et ky = kj(7). Soit N,
I'op-réseau dans A défini par [BK, 1.4.3] 9, = 9, (v, A, ). Rappelons que N, est un
(og, 0g)-bimodule. Posons

Ay = (pp M9,
Soit B, le radical de Jacobson de . Par définition de R, on a les inclusions $¥ C
A, CU,.
On suppose jusqu’a la fin de ce numéro que 7y est en position standard (cf. 1.3).
Pour w € Weta € Z>y, onpose J§ = 1+ S, ¢t = ¢ ., etl'on note dp,, la
mesure de Haar a gauche sur wPyw ™! telle que vol(wPyw~! N K, dpy) = 1.

Lemme 1.5.1 Soientw € W eta € 7y, etsoitm € Ztel quem > sup{1+5 a—%}
et k(J5") = 1. Pour toute fonction f € C°(G), on a

/ 00()f(@) dg = A" S r(x;) / f(g) dg
G i) YA+PEA, )xiy;

(
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avec
vol(Jem, dg) vol(wPew ™' N J&*i dp,,)

vol(1 + pF A, dg) ’

w,a __
& =

les couples (x;, y ;) parcourant un systeme de représentants dans J., x wPiw ™" des classes
(JE™\ Jy) x ((wPow ™" 0 JomH) \wPgw™1).

Preuve Soit f € C2°(G). Puisque m > sup{1+%, a—%} onalinclusion Jemth
K*. Et puisque wPiw ™' = wPow ! N K% ona

/ () f(g)dg = / / k(Q)f (g~ ' vgpw) dgdp,,
G ]n’,><1/vP3W_1

=Y wt) [ £(g~ "vgpw) dgdpa,

(i,j) Jirexi X (Wpowflﬂ]sm%l )i

les couples (x;, y;) étant pris comme dans I’énoncé. Fixons un tel couple (x;, y;), et
notons Py = Lie(Py) la sous-F-algebre parabolique de A formée des matrices trian-
gulaires supérieures. D’apres [L1, §1.2, lemme 1]

m

mi i AT X (xinquxi_l N Qlfmerk]) — PEA,, (5, p) mx—y xy +y

est un morphisme surjectif de op-modules. Et d’apres [L1, §1.2, lemme 2], 'applica-
tion G x wPyw™! — G, (g, pw) — g 'vgp. induit une application surjective

iji JToxi x (wPow™ ' 0 [Ty s — Ty (1 + pEALxiy ;.
On applique ensuite [L2, lemme 5.3.3] : il existe un systéme de coordonnées
L. me,.. —1 em+kyy,, . em . —1,—1 QIeerkl
Bijt Iy xi X (wPow™ N 5" )y — W X (wpow ™ x; - N ATTH)

de jacobien constant égal a 1, tel que, posant

1

Aijix (L4 PEAx Y — pEA,, g = v gy T — 1,

onaitm; j o B; ;i = A j o ¢; ;. D’ou le résultat [L2, corollaire 5.3.4]. [ |

Pour m € Z>;, on pose V(y,m) = v(1 + pfA,). Notons que puisque Ph A,
pour m > k?l, ona (1+pfA,)(1+pfA,) = (1+pFA,).

Proposition 1.5.2  Soita € 7>y, et soit m € 7 tel que m > sup{l + k—el, a— k;l} et
k(J5") = 1. Alors V(ry,m) C Ge, et pour tout y € V(vy, m), ona

AS(y, ) = AS(v, f)  (f € H(G,K™).

Preuve Ona V(y,m) C v(1 + ‘Bll,“’kl), et d’apres [L1, §2.3], on a y(1 + ‘Bll,”’k’) -
Ge. De plus [L1, §2.3], pour y € V(y,m), ona A, = A, (donc e(F[y]/F) = e),
ko(y,U,) = ko, Ay, = Ay et y(1 + wpFA,) = (1 + pfA,). On conclut grace aux
lemmes 1.4.1 et 1.5.1. [ |
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2 k-intégrales orbitales régulieres et corps locaux proches

Dans cette section, on montre le résultat principal de larticle (théoreme 2.6.2). Ce
résultat généralise [L1, théoreme 3.5], dans lequel on reléve des intégrales orbitales
régulieres non tordues, i.e., K = 1. La structure de la démonstration est la méme
dans le cas tordu et dans le cas non tordu: on traite d’abord les éléments elliptiques
grice a la proposition 1.5.2, et en utilisant plusieurs calculs de la démonstration de
[L1, §3.3, théoreme]. Puis on étend le résultat aux éléments réguliers non elliptiques
par descente parabolique, comme dans [L1, §3.5, §3.6].

2.1 Soit r € Z>,. On note E(F) la catégorie des extensions finies séparables de F, et
&,(F) la sous-catégorie pleine de £(F) définie de la manieére suivante [D, §1.3]: une
extension finie séparable L/F est dans &,(F) si et seulement si Gal(L/F)" = {1},
ou L/F désigne une cloture normale de L/F et Gal(L/F)" le r-ieme groupe de rami-
fication de Gal(L/F) en notation supérieure [S, ch. IV, §3]. Notons T,(F) le triplet
(op/ Pk, Pr/ D5, €r) ol €r désigne la projection canonique pr/ps! — pp/pr. Dans
[D, §2], Deligne construit une catégorie (ext T,(F))" et une équivalence de catégories
T: (ext T,(F))" — E.(F).

Soit F une cloture séparable de F. Une sous-extension finie L/F de F/F est dans
&,(F) si et seulement si L est contenu dans le sous-corps de F fixé par Gal(F/F)" ; pour
la définition de Gal(F/F), cf. [S, ch. IV, §3, remarque 1, p. 83]. D’apres [D, §3.5],
la catégorie &,(F) détermine le groupe profini G,(F/F) = Gal(F/F)/ Gal(E/F)"
a automorphisme intérieur pres. Précisément, soient F; et F, deux corps com-
mutatifs localement compacts non archimédiens, et soit n: T,(F;) — T,(F,) un
isomorphisme de triplets. Alors via I’équivalence T, 7 induit une équivalence de
catégories T(n): €,(F,) — &,(F,). Et pour toute cloture séparable F; de F; et toute
cloture séparable F, de F,, I'équivalence T(n) induit un isomorphisme de groupes
§,(F,/F,) ~ §G,(F,/F,) unique a automorphisme intérieur prés. Par passage aux
abélianisés G,(F;/F)*®® de G,(F;/F) (i = 1, 2), on obtient un isomorphisme cano-
nique G,(F, /F)*® ~ G,(F,/F)®.

Par définition, 7 est donné par une paire (7,7) ot 7: 0, /Py — D, /Pf, est

un isomorphisme d’anneaux et 7: e 1 est un isomorphisme de
Fy/ ¥F F,/ VF,

of, /Py, -modules (pour la structure de of, /pf, -module sur pg, /pit! donnée par 7)
tels que €g, o 7 = 7 0 €p. D’apres [D, §1.2], n détermine un isomorphisme de
groupes n* : F* /U ~ F,* /UL . On rappelle la construction: on choisit des uni-
formisantes w; et @, de F; et F, telles que 7(co; + pj') = w, + pj'. Pourx € FJ',
on écrit x = wlu avec v = vf, (x) et u = w; "x € U, on choisit un v € Uy, tel que
7(u+ pg,) = v+ Pg,, et Pon pose n* (xUf, ) = @y, vUf,. On vérifie que n* est bien
défini et ne dépend pas du choix de la paire (w, @;).

Soit maintenant L;/F; une sous-extension abélienne de F;/F; contenue dans
&,(F), et soit L,/F, la sous-extension de F,/F, qui lui correspond via T(n). Par
passage aux quotients, I'isomorphisme G,(F; /F)®® ~ G,(F,/F)® induit un isomor-
phisme Gal(L;/F;) ~ Gal(L,/F,). Pour i = 1, 2, puisque Gal(L;/F;)" = 1, on
a Up, C Npp(Ur); et par passage aux quotients, 7™ induit un isomorphisme
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F{ /Ny r, (L) =~ F;* /N, /p, (EY). D’apres [D, §3.6], le diagramme suivant

Gal(L,/F) — > Gal(L,/F,)

| l

FIX/NL]/Fl(LlX) ; FZX/NLz/Fz(LZX)

est commutatif, ou les fleches verticales désignent les isomorphismes de réciprocité
de la théorie du corps de classe normalisés de telle maniére qu’ils envoient les sub-
stitutions de Frobenius géométriques sur les uniformisantes. Si x; est un caractere
de F{* vérifiant Pinclusion Ny, /5, (L) C ker k1, on note n* (k) le caractere de F)‘
déduit de «, via 'isomorphisme F* /N, /p, (L") ~ F} /Ny, /p, (Ly).

2.2 Soit I P'og-ordre héréditaire dans M(n, F) formé des matrices dans M(n, 0g) qui sont
triangulaires supérieures modulo pr. On note 3! le radical de Jacobson de 3. Posons
I° =1, etpoura € Z>y, posons I* = 1+ 3% avec I3 = (3')% Onadonc I° = I*
etI" =1+ piJ (a € Z>1). Pour a € Z>, on note H* = H{"* lalgebre de Hecke
FH(G, I"), et f¢ € H* (x € G) la fonction caractéristique de la double classe I"*xI"".
D’apres [Ho, ch. 3] (cf. [L3, §2.1]), les fonctions f (i = 1,...,n— 1), f&, f7, ft”i_],
1& (x € I"") engendrent 'algebre J{“. )

On pose aussi H'* = C[F* /U¢] (a € Z>) avec U = U.

Conventions d’écriture On aura besoin par la suite de changer le corps de base F.
C’est pourquoi 'on note aussi G(F), Py(F), Ao(F), Z(F), Kg, K§, Ir les groupes notés
G, Py, Ay, Z, K%, I dans les numéros 1.3 et 1.4. De la méme maniére, on note aussi
g, 3%, If, fs“F (i=1,...,n—1), H¢ les objets notés J, J3¢, I, o H? ci-dessus.

Soient r, Fy, F, et n = (7,7) comme dans le numéro 2.1. D’apres [L3, 3.1.2],
7 détermine un isomorphisme d’algebres ¢, = (7: Hy — Hp. On rappelle la
construction: 7 détermine un isomorphisme de groupes 3, : I, /I’ — Ir, /Ifl. On
choisit des uniformisantes w; et @, de F; et F, telles que 7(w; + pi') = w, + pil.
Alors il existe un unique isomorphisme d’algebres (: U—C}}l — 9{};2 tel que (( fsfﬂ ) =
fp = Lo = D CUL) = fL0 UL = FL0 U = £y et D = f
pour tout (x, y) € I, X I, tel que B, (xI;’) = yI. De plus, 'isomorphisme ¢ ne
dépend pas du choix de la paire (w,, @) ; on le note ¢,.

De méme, on note ¢): C[F\Ug] — C[F,\Uf] l'unique isomorphisme
d’algebres prolongeant I'isomorphisme de groupes n*, cf. 2.1.

§i 2 C G(F) est une partie compacte I3 -biinvariante, on note ¢, (€2) la partie de
G(F,) définie par 1¢, (o) = (;(1q), out 1 désigne la fonction caractéristique de €2.

Remarque 2.2.1  Les définitions de J{“ et f¢ introduites ici sont légerement diffé-

rentes de celles utilisées dans [L1]. En effet dans [L1], Palgebre de Hecke JH* est
munie du produit de convolution défini par la mesure de Haar dg sur G telle que
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vol(K, dg) = 1;et £ = vol(I"xI", dg) ~'1uypme. On vérifie facilement que le lemme
de [L1, §3.3] et le lemme 1 de [L1, 3.3] restent vrais pour les définitions de H“ et f
introduites ici.

2.3  Soientr, Fy, F, et n = (7,7) comme dans le numéro 2.1, et soit x| un caractére de
F/“. Soit L; /F, la sous-extension (finie cyclique) de F; /F; définie par ;. On note t,,
le plus petit entier t > —1 tel que Gal(L,/F;)" = {1}. On suppose que t,;, < r (i.e.,
que Pextension L; /F; est dans &,(F;)) et 'on pose k, = 1* (k). On suppose aussi
que £ est trivial sur (F*)"; alors par construction, x, est trivial sur (F;)".
Soient dg; et dg, des mesures de Haar sur Z(F,)\G(F,) et Z(F,)\G(F,), choisies
de maniere compatible; i.e., telles que vol(Uf, \K,, d§1) = vol(Ug,\KF,, dg,). Pour
i=1,2,7€ G(F).et f € C&(G(F;)), on pose

ASE(f,~) = /Z ) ki(g) f(g ') 8.

(F)\G(F;

Lemme 2.3.1 Pour f € H(G(F,), K}, ), on a l'égalité C,](f,f?l) = gn(f)ffz.

Preuve Puisque r > t,, et det(Kp) = Up, on a k1(K;) = 1. Par restriction
et passage aux quotients, la bijection ¢,: If'\G(F,)/I} — IF'\G(F,)/If induit un
isomorphisme de groupes Ki. \Kr, ~ Ki, \Kg, compatible avec les caracteres &, et x,

i.e., tel que le diagramme suivant

KIZI\KFl ; Klr:z\KFz

ot

id
C* — ¢~

soit commutatif. Choisissons un systéme de représentants R dans K, des classes
Ki, \Kp,. Soit f € H(G(F,),Ky,). Pour g € G(F;), ona

(@) = (Ke K5 Y mi(b Sk gh)

keR

Pour chaque k € R, choisissons un k, € Kp, tel que C,](K{:lk) = K}zk,,. On a
donc ¢, (Kp k') = K;Zk,;l et k1(k) = kKa(ky). En particulier, pour tout k € R
et tout (g,¢8') € G(F)) x G(F,) tel que (,(K},¢gK}) = Kjg'Kp, on a Iégalité
Cy(Kf, k~'gkK} ) = K, k; '’k KF, . Dot le lemme, puisque (K, : K}, ) = (K, :KF,).

|

La proposition suivante est une premiere étape vers le résultat principal de I’article.
On v traite les éléments elliptiques.
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Proposition 2.3.2  Soient v € G(F))c et a € 1>,. Il existe un entier ro(7y, K1,a) >
sup{t.,,a} tel que sir > ro(7, k1, a), alors il existe un voisinage compact Iy -biinva-
riant V| de vy dans G(F,). tel que (,)(V1) C G(F,). et

ASENG(),9) = ASP(f, 7)) (f € H(GEF),KE))
pour tout y € ¢,(V).

Preuve On suppose tout d’abord que vy est en position standard. Posons e =
e(F[v]/F) et ki = ki(y). Soit m € Z tel que m > sup{l + k?‘,a — ’%,tm}, et
soitrg € Z tel querg > m + %1 Supposons r > ry. Comme en 1.5, v détermine un
of, -réseau A, dans M(n, Fy), et 'on pose V| = (1 + pg A, ). D’apres la proposition
1.52,onaV, C G(F;).. Commer > m+ k—e‘, on a les inclusions

L c o C et m C 1+ pEA,.

Puisque (1 + pEA,)(1 + pEA,) = (1 + pEA,) et I[f'y = ~I;, on obtient que
IV IR = V).
Posons V, = (,,(V1). D’apres [BK, 1.5.8], le G(F,)-entrelacement

X ={g€G(F) :g_l'ylyklgﬂ'y]%*kl + o}

coincide avec Fy[vy]* (1 + pg,(y)M,). Par suite, X est une partie ]%,*kl -biinvariante :
c’est 'union des doubles classes X, = ]%,Jrk‘g]}fk‘ (g € G(F))) telles que 7 X, N X,y #
. Puisque v normalise ]i*kl, pour g € G(F), 7X, et X,y sont des parties ]i*kl-
biinvariantes, et ’on a

G (W Xg) = GV CL™), G Xgy) = U8 ¢y

pour tout g’ € C,,(]%,Jrklg]}fkl ). On en déduit que

G(X) ={g' € G(F) : g "G (v i)' N ¢, (v ILTH) # o).

Puisque F; [y]* (1 + pg, 1,) est compact modulo Z(F;), ¢,(X) est compact modulo
Z(F,). Par conséquent C,]('y]w”kl) est contenu dans G(F,).. Comme m > 1 + k?l, ona
1+pf A, C ]%,*kl. D’ou 'inclusion V, C G(F,)..

Soit y € V,. D’apres la démonstration du [L1, §3.3, théoréme], on a np(y) =
ne(7y) et ke(y) = kp(7), donc kp(y) = ki et (,(1 + pgA,) = 1+ pi A, donc
Vy =y(1+pEA,y).

Puisque r > a, le lemme 2.3.1 s’applique en particulier a toute fonction f €
H(G(Fy), K§, ). D’autre part, puisque r > t,, et det(]i’) =Uj},ona m(]g’) = 1. Par
restriction et passage aux quotients, la bijection ¢,: If'\G(F,)/If — IF\G(F,)/If!
induit un isomorphisme de groupes ],j’,’\ Iy~ ];r\ J, compatible avec les caracteres
K1 et Ky (cf. le début de la démonstration du lemme 2.3.1). Gréce aux lemmes 1.4.1
et 1.5.1 et a cette propriété de compatibilité, pour f € H(G(F;), Kg ), on montre
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comme dans [L1, §3.3] (cf. les deux derniers paragraphes de la démonstration du
théoreme de [L1, §3.3]) Pégalite AS) (¢, (), y) = ASEV(f, ).

On suppose maintenant que y n’est pas en position standard. Choisissons un
g € G(F) tel que 4 = g~ !¢ soit en position standard. Choisissons successivement
m, Fo, ry € Zdesortequem > sup{1+% a—5 ¢, } 7 > m+ ’%,gillgf“g C I et
glig™' C I;f". Supposons que r > ro. Posons Vi = (1 + p As) et V; = g~ 'Vyg.
OnadoncV; C G(F;)., et puisque gIfrg~' C It et [ ViI* =V, ona IV I} =
Vi. Posons V, = (,(Vy), et soit h € ¢, (If'gl;). Comme dans la démonstration du
[L1, §3.§, théoréme], on montre que V, = h_lgn(vl)h. Donc V, C G(F,).. Pour
y € ¢(V1),ona

ASEN (), yh) = ka(B) T AZE (G, (), »)
= ()T ASP(f, )
= ko (h) " w1 (Q ALV (f, 7).

Puisque x1(IF]) = 1, en écrivant ¢ = uwv avec w € W (w) et u, v € If,, on obtient
que k1(g) = K2(h). D’otli la proposition. [ |

2.4  On traite maintenant les éléments réguliers non elliptiques (il s’agit surtout de bien
mettre en place les notations). Soit II); I'ensemble des partitions non ordonnées de
n, Cest-a-dire 'ensemble des suites (o, . .., ), @i € 7>, telles que Zle o = n.
Pour o = (g, ..., ;) € II, on pose

M, = GL(a,,F) x --- x GL(as,F) C G

et P, = M,Py. Etl'on note A, et U, le centre de M, et le radical unipotent de P,,.
Alors P, est produit semidirect de M, et U,. On pose aussi My = GL(a;, F)e %
-+ X GL(a, F)e avec GL(1,F). = GL(1, F).

Soit II, C II? le sous-ensemble formé des partitions ordonnées, c’est-a-dire des
suites (ay,...,q;) telles que o; > «jy1. Pour v € G, on définit comme suit
une partition ordonnée o, de n: soit Gf‘, le tore déployé maximal du centralisateur
G, = F[v]* de v dans G (vu comme le groupe des points F-rationnels d’un groupe
algébrique défini sur F). Alors o, est I'unique partition ordonnée « de # telle que
Gd = g 'Ag pourung € G. Pour a € II,, on pose Goe = {7 € G, : a, = a}.
Ainsi G, est I'union disjointe des G, (o € 1I,). Notons que pour a € I} et v €
M, ¢, Dp(7) (défini en 1.2) est le déterminant de 'endomorphisme u — u — v~ tuy
du F-espace vectoriel M(«, F)\M(#n, F) avec M(«, F) = M(«y, F) X - -+ X M(ay, F).
En particulier pour o € II,,, ona M, NGue = My NG, = {y € My : De(7) # 0}.

Soit k un caractere de F* trivial sur (F*)". Notons G¥ 'ensemble des 7 € G; tels
que fs(Gii/) = 1. Soit d 'ordre de . Posons m = 7, et soit p = @, 2 11}, — I
I'application injective définie par

(B) = (b, ..., dp)
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pour 8 = (Bi,...,0s) € II;. On a clairement ¢(11,,,) C II,. Pour @ € II, on a
Kk(A,) = 1, siet seulement si a € (II},). On en déduit que

G = 1] Gowe
gell,,

Remarque 2.4.1  Soit L/F une extension séparable finie cyclique telle que
Ny p(L*) = ker k. Le choix d’une F-base de L fournit une identification GL(m, L) C
G. D’apres [HH, 3.9], pour v € Gy, on a k(G,) = 1 si et seulement s’il existe un
g € Gtel que g 'vg € GL(m, L), i.e., si et seulement si F[y] >~ E; x --- x E; pour
des extensions finies E; de L.

Soient o = (v, ..., ;) € I} et a € Z>¢. Rappelons qu'en 2.2, on a posé I° = [
et Ug = Ug. On pose aussi K° = K. Pour k € Z>1, on note 159 et K% les sous-
groupes de GL(k, F) définis comme suit: si k = 1, alors ' = K% = Uf etsik > 2,
alors I (resp., K*4) est le sous-groupe de GL(k, F) obtenu en remplagant n par k
dans la définition de I” (resp., de K*). Posons ¢ = M, NI? et K** = M, NK®. On
a donc

I(Lna — I(llﬁ(llﬂ X oo X 1(15,(15(17 K()é,ﬂ — K(!l,ﬂ X oo X K(!s,a'

Pour tout sous-groupe ouvert compact I' C M, on définit comme en 1.4 'algebre
de Hecke H(M,,I'). Notons que siI' = I'; x --- x I'savecI'; C GL(a;, F)), alors
on a une identification canonique H(M,,I") = ®f:1 H(GL(«;, F),T;). Rappelons
quen 2.2, on a posé H' = C[F*/U¢]. Pour k € Z>,, on note H** algebre de
Hecke obtenue en remplagant # par k dans la définition de H{*. Posons H{** =
H(M,, 1%"). On a donc H** = @);_, H**.

Conventions d’écriture Comme en 2.2, on note aussi M, (F), P, (F), A,(F), U, (F)
les groupes My, Py, Ay, Uq s €t I’F(’”, Kﬁ’”, I3, K les groupes I8¢, K&, [, K4, Bt
I’on note aussi in{“, FH les algebres de Hecke %4, F{,

2.5  Soit a € p(Il,,). Soient dg et d,a des mesures de Haar sur G et A,. Pour v € Gg,
dqa induit par transport de structure une mesure de Haar d.a sur Gi : on choisit

un g € G tel que g_ngg = A,. La mesure de Haar sur Gf déduite de d,a via
I'isomorphisme A, — Gfiy, a — gag~! est indépendante du choix de g; on la note
dya. Pour v € Gy et f € C°(G), on pose

d
AS(foy) = / k(g f(g ' vg) d—g.
GI\G V4

Soit du la mesure de Haar sur U, telle que vol(U,NK, du) = 1. Pour f € C(G),

on note f*X € C>(M,) la fonction définie par

]if”’K(m) = 5pn(m)1/2 // n(k)f(k_lmuk) dudk
Uy XK
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ol dp,: P, — q* C Q* désigne le caractére module sur P,, donné par 6p, =
| detr(Ad(p); Lie(U,,))|r. Soit dm la mesure de Haar sur M,, qui rend valide la for-
mule d’intégration

[s@ds=[[[  gombanduc (<o),
G M, xU, XK
Poury € M, et ¢ € C®(M,), on pose

A (¢, ) = /

d
K(m)p(m ™" ym) d—’”
Ad\M, ad

Lemme 2.5.1 Soity € My N G;. Pour f € C°(G), on a la formule de descente

AS(f,y) = [De()|p 2 A (25, 7).
Preuve Soit f € C°(G). Ona

Af(f, v) = /// m(muk)f(k_lu_lm_lfymuk) dmdudk
Ao\M, XUy XK

et k(muk) = x(m)k(k). Pour x € M,, I'application U, — U, u — x~'u"'xu est
un endomorphisme de variété pp-adique de jacobien

J(x) = | detp(u — u — x"'ux; Lie(U,))|r-

Et pour m € My, ona J(m~'ym) = J(v) = |5p('y)|;/25pﬂ('y)_l/2 € q”. Par suite,
le changement de variable U, — Uy, u — (m~'ym)~'u=!(m~'ym)u donne la for-
mule souhaitée. n

2.6 Soientr, Fj, F,, n = (7,7), k1 et K, = n*(k;) comme dans le numéro 2.3. Par
construction, 'ordre de x;, disons d, coincide avec 'ordre de k,. Posons m = %
et ¢ = @yt I}, — IIF. Pouri = 1,2 et « € ¢(Il,), on fixe une mesure
G(F;)-invariante d,g; sur 'espace homogene A, (F;)\G(F;). On suppose que ces me-
sures sont compatibles, i.e., que pour o € ¢(II,,), on a vol(A, (0F, )\KF,, dag1) =
vol(A, (0g, )\KE,, dug>) avec A, (0g) = Ao (F;) NKg. Pouri = 1,2 ety € G(F;), on
note ASI(F (-, ~) la distribution sur G(F;) définie par d.. g comme en 2.5.

Soit @« = (a,...,qa) € IIE. Pouri € {1,...,s}, n détermine comme en 2.2
un isomorphisme d’algebres (" : 35" — Hp". D’oti un isomorphisme d’algebres

¢ = G Hp" — H
Lemme 2.6.1 Pour f € H(G(F,), Kp,), la fonction ﬁf’KFl appartient a
H(Ma(F1), Kg")

et Pon a légalité
L'KFI

CUf) = G
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Preuve Pour tout sous-groupe ouvert compact I' C M, (F;), le caractére module
dp, (r,) est une fonction I'-biinvariante et I'application U, (F;) — U, (Fy), u +— xux ™!
(x € I') est un automorphisme de variété pp-adique de jacobien constant égal
a 1. Joint au fait que le groupe Kj, est distingué dans KE,, cela implique que pour
toute fonction f € H(G(F,),Kf,), la fonction f,ﬁ1 e CXO(My(F)) est Kg“-

biinvariante. D autre part on avu (lemme 2.3.1) que pour f € H(G(F,),Kf, ), ona
égalité (:,,(ﬁf‘) = Q,,(f),ﬁf2 On conclut grace a [L1, §3.5, lemme], comme dans la
démonstration du [L1, §3.5, théoréme]. [ ]

Voici maintenant notre résultat principal dans le cas général.

Théoreme 2.6.2  Soient v € G(F,)f" et a € Z>y. Il existe un entier ro(7y, k1,a) >
sup{ty,,a} tel que sir > ro(7y, k1,a), alors il existe un voisinage compact I -biinva-
riant V de vy dans G(Fy)q, . tel que (;,(V1) C G(Fy)q, . et

AP, ) = AI(f) (f € HGER), KE))

pour tout y € (,(V1).

Preuve Soit o = a,. Supposons tout d’abord que v € M, (F). Ecrivons o =
(aqy... 05) ety = (y1,...,7) avecy; € GL(«ay, Fy). D’apres la proposition 2.3.2, il
existe un entier r§’ > sup{t,,,a} tel que sir > rg, alors il existe un voisinage compact
I -biinvariant V{' de y dans M, (Fy). tel que ¢} (V) C M (F,). et

AV (¢ (@), y) = AM (6, 7) (€ H(My(Fy), KE®))
pour tout y € ¢/(V{). Notons que puisque Iz = Ig"'" x --- x Iz"™", on peut
toujours choisir V¢ de la forme V¢ = V" x -+ x V{* avec V" C GL(ay, Fy)e.

Soit x = (x1,...,%) € My(F1)e, et pouri = 1,...,s, soit f,, € F[T] le po-
lyn6me minimal de x; sur Fy. Alors f, = []i_, f estle polyndme caractéristique de
x,etl’'ona

Dy, (x) = det(x)' " [[ R(fx,» f,)
iF#]
ol R(fy, fr;) désigne le résultant de f;, et f,.. En particulier, x € G(F);, si et seule-
ment si R(fy,, fx,) # 0 (1 < i, j <s,i # j). Lapplication M, (Fy)e — F x Dr(x)
est continue, et puisque D, () # 0, lensemble Q(y) = {x € M, (F). : Dp(x) €
Dr, (7)Uf, } est un voisinage ouvert de vy dans M, (F;). On a mieux: d’apres [LI,
§3.6, remarque], il existe un entier dy > 1 tel que sir > dj, alors il existe un voisinage
compact I -biinvariant V{' de v dans () tel que 7 (V) C M (Fy)e et

Dg, (y)Ug, = 1 (D, (7)UE,)

pour tout y € ,‘]1(\7(1") ; en particulier, on a f]“(V‘f) C M, (F)e N G(F,),.
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Soit 5 = sup{ry, dy}, et supposons que r > 5. D’aprés ce qui précede, il existe un
voisinage compact I -biinvariant V¢ de y dans M,,(F; ). N G(Fy); tel que ¢/} (V) C
M, (F)e N G(Fy); et

D, ()|, 2 A E (2 (9), y) = DR, (DI, P A E (6, 7) (6 € H(Ma(F),KE™)

pour tout y € (V). On applique alors les lemmes 2.5.1 et 2.6.1 (on rappelle que
r>a):

AZR G ) = MG (f7) (f € HU(G(F), KE)
pour tout y € ¢(VY).

Posons V5 = (;'(V). Pour i = 1, 2, ensemble X; = {g~'mg : m € V?,gelﬁiﬁ{}
est ouvert dans G(F;) et contenu dans G(Fj),.. Par conséquent il existe un entier
ro > 1o tel que I VI C X;. Supposons que r > 7o et posons V; = I *V{T;".
Alors /Cn(\?l) = I;‘;“Qg(V?)IE;“ et (;,(V) est contenu dans X,. Puisque rj > t,,,ona
ki(Igv) = 1 (i = 1, 2); ce qui implique que I'entier r, et le voisinage V, vérifient les
conclusions du théoréme.

Supposons maintenant que v ¢ M, (F;). Alors il existe un g € G(F) tel que
g 1vg € M, (F)) et 'on procéde comme a la fin de la démonstration de la proposi-
tion 2.3.2. [ |

3 Premiére application: le lemme fondamental pour I'induction au-
tomorphe

3.1  Soit L une extension non ramifiée de F, de degré d divisant n. Posons m = n/d
et ¢ = @um: ¥, — II%. Soient H = H(L) et K* = Ki les groupes définis par
H = GL(m,L) et K! = GL(m, o). Choisissons une np-base de o;. Cette base
induit des identifications de L" avec F" et de H avec un sous-groupe de G, et 'on a
K* = HN K. Pouri € 7>, on note S; le groupe de permutations de 'ensemble
{1,...,i}. Soient

S=Sp: H(G,K) — C[X!, ... xF1®S
St =8 H(H,KF) — C[Y;, ...,y %

les isomorphismes de Satake. On rappelle la construction de S. On a une identifi-
cation canonique H(Ag,Ap N K) = (C[Xlil7 ... ,X;H] : pour fo € H(Ap,Ag N K) et
(ar,...,a,) € 7", on pose fo(X7' -+ X) = fo(diag(ew™,...,w™)) ot w désigne
une uniformisante de F (le choix de w est indifférent) ; par prolongement linéaire,
on obtient un élément de (C[Xlil, ..., XF1]. Soient Uj le radical unipotent de P, et
du la mesure de Haar sur Uj telle que vol(Up N K, du) = 1. Pour f € H(G, K), on
note S(f) € H(Ap, Ap N K) la fonction définie par

S(f)(a) = p,(@)"? | flau) du;

Uo

onaS(f) € CIXE, ..., XE"]®n, et Papplication H(G,K) — C[X:E', ... XF!]®n,
f — S(f) ainsi définie est un isomorphisme d’algebres.
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Soit x un caractére non ramifié de F* d’ordre d. Dans [W] est défini un homo-
morphisme d’algebres
b: H(G,K) — H(H,K*);
rappelons sa construction. Pour i = 1,. .., m, on introduit une racine d-iéme Z; de
Y Zf =Y;. On note

b CIXE, .. xEF -zt ..z

I’homomorphisme d’algebres défini par b*(Xaisx) = K(ww)*Z;41 ol @ est une unifor-
misante de F (puisque k(Uf) = 1, le choix de w est sans importance). On vérifie que
b* induit par restriction un homomorphisme

br X, XES Sy vE S

Etl'onpose b = S0 bho S 1.

3.2 Soient dg et dh des mesures de Haar sur G et H telles que vol(K, dg) = vol(K*?, dh) =
1. Pour chaque a@ € ¢(I1,,), on fixe une mesure de Haar d,a sur A,. D’apres la
remarque 2.4.1, on a 'inclusion H N G, C GY. Pour v € H N G, le centralisateur
G, est contenu dans H, et 'on note AS(-, ) et AH( - ~) les distributions sur G et H
définies par

d,
G = [ mse s (e,
GI\G 78

dh
AT(p,y) = ¢(h717g)d— (¢ € CZ(H)),
GI\H 8

ot d,g désigne la mesure de Haar sur Gﬁy1 induite par d,, a comme en 2.5.

Soit Gs; C G; le sous-ensemble formé des éléments (absolument) semisimples
réguliers, et posons Gee = Ge N Gi. Pour v € H N G, rappelons la définition du
facteur de transfert AH(v) [W, §1I-4], [Ha, §5]. Pour v, € H, notons ¢s5 € L[t]

le polynéme caractéristique de 9, et (v, ) = R(¢,, ¢5) le résultant de ¢, et ¢s. Le
groupe de Galois Gal(L/F) opére naturellement sur H. Pour v € H, posons

Di(y) = [[rley, 71 € F
oH#T

ou (o, ) parcourt les éléments de Gal(L/F) x Gal(L/F). Siy € HN Gy, on a
DE(v) # 0. Si d est pair, on note o 'unique élément d’ordre 2 de Gal(L/F). Pour
v € H N Gg, on pose

Al () = [Dk(y)|2 | dete(y)]; 2™

1 si d est impair
H2, \ _ ,
AG (’Y) - { (_I)VL("(’WO?W)) Sinon;

Ay = AT NAGE ().
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Notons que d’aprés [HH, lemma 4.1], on a Ag’l(fy) = |DF(7)|I% |Dr(7) \L_%

Théoréme 3.2.1 (lemme fondamental)  Soit v € H N Gy, Pour f € H(G,K), ona
Pégalité
AEMAL(Sf,7) = A (b(f),7)-

Comme on I'a dit dans I'introduction, ce théoréme est démontré pour F de ca-
ractéristique nulle [W],[HL3]. On se propose ici de le démontrer pour F de ca-
ractéristique > 0.

Soit 3¢ = ShL I'o;-ordre héréditaire dans M (m, L) formé des matrices triangulaires
supérieures modulo p;. Et pour a € Z>,, soit IE’“ le sous-groupe de K* défini par
IE’“ = 1+ (3I%1)? ot I*! désigne le radical de Jacobson de J*. Poura € Z>, ona
donc I"™ = 1+ pi3% Pour a € Zs1, on pose H>* = H(H, ™).

3.3  Soientr, Fj, F, et n = (7,7) comme dans le numéro 2.1, et soit x; un caractére non
ramifi¢ de F), d’ordre d. Posons k; = n*(k;); C’est un caractére non ramifié de
(F,)*, d’ordre d. Soit L, /F; la sous-extension non ramifiée de degré d de F, /F, et
soit L, /F, la sous-extension de F, /F, qui lui correspond via T(n) (cf. le numéro 2.1).
D’apres [D, 3.4.1], L, est une extension non ramifiée de F,, de degré d, et n détermine
un isomorphisme de triplets n° = (7% 7%): T,(L;) — T,(L,). Par construction,
7 op, / p;, — oL, /P, est un isomorphisme d’anneaux rendant commutatif le dia-
gramme suivant

-
DFl/p;] E—— DFz/sz

I

g
.
r r
DLl/le > DLz/pLz ’

et 7 est un isomorphisme de 0, /p -modules rendant commutatif le diagramme
suivant

r+1

PF, /P,

| l

=0

7
r+1
—> Pg,

pr /P —— po /!

Dans ces deux diagrammes, les fléches verticales désignent les injections canoniques.
Pouri = 1,2, 7" détermine comme en 2.2 un isomorphisme d’algebres C,t} : in’r —
9{5’2’ (sim =1, (}: C[L{/U[ ] — C[Ly /U] ] est I'unique isomorphisme d’algebres

prolongeant 'isomorphisme de groupes (7*)* : L) /UL — Ly /UL).
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Lemme 3.3.1 Le diagramme suivant

Gy
H(G(F,),Kp,) — H(G(F,),Kp,

(J

H(H(F),KL,) —> H(H(F),K})

est commutatif.

Preuve D’apres [L1, §3.5, lemme] et la définition de 'isomorphisme de Satake rap-
pelée plus haut, pour f € H(G(F,),KF,), on a S, ((,(f)) = Sp,(f). De méme, pour
¢ € H(H(L)),K], ), ona S} (C3()) = S}, (¢). D'ou le résultat. N

Lemme 3.3.2  Soity € H(L;) N G(F})g. Il existe un entier dg > 1telquesir > dg,
alors il existe un voisinage compact Ig’lmr—biinvariant de v dans H(L;) N G(Fy)s; tel que
CE(V)) € H(Ly) N G(Fy)y et

A ) = AGE )
pour tout y € g,h,(vﬁ).

Preuve Pouri = 1,2, posons ®; = Gal(L;/F;). Pour 0,7 € &, 0onar(oy,7y) =
or(7y, 07 7). Puisque [Ny, /p, (x)|r, = |x]1, (x € L{), on obtient que

H(L),1 i —L(n—m)
AL =TT . ov)lz, [deto) (Dlr,*
o#1

ou o parcourt les éléments de ®,. Soit Z(v) I'ensemble des x € H(L;) N G(F )y, tels
que:

e r(x,0x) € r(y,07)UL, pour tout o € G, \ {1},

o detgr)(x) € detgr,)(V)Uk,.

C’est un voisinage ouvert de v dans H(L,). Et d’apres [L1, §3.6, remarque], il existe
un entier dg > 1tel quesir > dg, alors il existe un voisinage I E’lmr-biinvariant V? de
~ dans Z(+y) tel que C,E(Vﬁ) C H(Ly) N G(F,)s; et

t(y,n* (0)y)Ur, = () (r(y,09)UL,) (0 € 61~ {1})
detgr,) (¥)Ur, = 0™ (detge,) (»)Ug,)

pour tout y € {E](VL}), ou ®; — ©,, 0 — n* (o) désigne 'isomorphisme de groupes
induit par n* comme en 2.1. D’ou le lemme. [ |
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3.4 Démonstration du théoreme 3.2.1 pour F de caractéristique > 0 Pour tout en-
tier r > 1, il existe un corps commutatif localement compact non archimédien F’
de caractéristique nulle r-proche de F. Par conséquent, fixé v € H N Gy, on peut
grace a 2.6 relever les intégrales orbitales tordues A%(f,v) (f € H(G,K)) et non
tordues A (¢,7) (¢ € H(H,K")) de la caractéristique > 0 a la caractéristique nulle.
Puisque le théoreéme 3.2.1 est vrai en caractéristique nulle, les lemmes 3.3.1 et 3.3.2
ci-dessus impliquent Iégalité AH(7)AC(f,v) = AH(b(f),~) pour toute fonction
f € H(G,K).

4 Deuxieme application: une version simple de la formule des traces
r-tordue locale

4.1 Soit k un caractere de F* trivial sur (F*)". D’apres [W, §II-5], le groupe Gy =
{g € G : k(g) = 1} est quotient d’un groupe réductif connexe (i.e., du groupe
des points F-rationnels d’un groupe algébrique réductif connexe défini sur F) par un
sous-groupe central compact: soit L/F une extension séparable finie cyclique telle
que Np/p(L*) = ker k, et soient

G* ={(g,x) € Gx L™ : det(g)Ny/p(x) = 1},
L' = {x € L* : Nyp(x) = 1}.
On a la suite exacte courte
1 —I' 6 26 —1

ou p; désigne la projection sur le premier facteur. Puisque x((F*)") = 1, le centre Z
de G est contenu dans Gy, et Z* = Z x L! est le centre de G*. D’ou1 une identification
Z*\G* = Z\Go.

Fixons un caractere unitaire w de Z(= F*) et une mesure de Haar dg sur le groupe
Z\Gy. Soit C(Gy,w) I'espace des fonctions ¢: Gy — € localement constantes a
support compact modulo Z telles que ¢(zg) = w(z)"'¢p(g) (z € Z, g € Gy). Les
éléments réguliers (resp., elliptiques) de Gy sont par définition les éléments de Gy qui
sont réguliers (resp., elliptiques) dans G. Pour v € Gy N G, on note A% (-, ) la
forme linéaire sur C>°(Gy, w) définie par

A% (p,v) = P(g 'vg) dg.
Z2\Go

Soit CZ°(Gp,w)e C C(Gy,w) le sous-espace formé des fonctions ¢ telles que toutes
les intégrales orbitales régulieres non elliptiques de ¢ soient nulles, i.e., telles que pour
touty € Gy N (G; \ Ge), on ait

/ P(g 'vg)d,g =0
(GoNGH\Go

ou d,g désigne une mesure Gy-invariante sur 'espace homogene (Go N Gg)\GO.
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Si p est une représentation irréductible de Gy de caractere central w, on note O,
la forme linéaire sur C°(Gy, w) définie par

(9,0,) = trace(p(¢dg))

avec p(¢pdg) = fZ\Go ¢(g)p(g) dg. Notons que O, ne dépend pas vraiment de p mais
seulement de sa classe d’équivalence. D’apres [L4], il existe une fonction localement
constante ©,: Gy N G; — C telle que

* 0O,(zg) = w(2)O,(g) pourtousz € Zetg € Gy N Gy
. fZ\Go #(9)|0,(g)] dg < +oo pour toute fonction ¢ € C°(Z\Gy) telle que ¢ > 0;

* (0,0, = fZ\Go #(8)0,(g) dg pour toute fonction ¢ € CX(Go, w).

Cette fonction v — ©,(7y) estindépendante du choix de dg. Soit €.(Gy, w) 'ensemble
des classes d’équivalence de représentations irréductibles tempérées de Gy de ca-
racteére central w telles que ©)|g,ng, # 0.

4.2  Soit C°(G,w) Pespace des fonctions ¢: G — (€ localement constantes a support
compact modulo Z telles que ¢(zg) = w(z) "'¢(g) (z € Z, g € G). La mesure dg sur
Z\Gy se prolonge de maniére unique en une mesure de Haar sur Z\G, que ’on note
encore dg. Pour v € G,, dg définit comme en 1.4 une forme linéaire AS(-,~) sur
CX(G,w). Soit CX(G,w)s C CE(G,w) le sous-espace formé des fonctions ¢ telles
que pour tout y € G¥ \ G, on ait A%(¢,7) = 0 (cf. 2.5).
Une représentation irréductible 7 de G est dite k-stable si km ~ 7 avec kT =
T ® (K o det). Si 7 est une représentation irréductible x-stable de G de caractere
central w, le choix d’un opérateur d’entrelacement A € Isomg(km, 7) définit une
forme linéaire ©4 sur C>°(G, w) : pour ¢ € C>(G, w), on pose

(9, 9‘,?) = trace(n(¢dg) o A)

avec m(¢pdg) = fz\c #(g)m(g) dg. D’apres [L4], il existe une fonction ©4: G, — C
localement constante a support dans Gy N G; telle que:

o O4(z7) = w(2)O%4(y) pourtousz € Zety € G;;

. fZ\G #(2)|©4(g)|dg < +oo pour toute fonction ¢ € C>(Z\G) telle que ¢ > 0;

o (¢,04) = fZ\G #(g)©2(g) dg pour toute fonction ¢ € CZ(G, w).

Cette fonction y + ©%(«y) est indépendante du choix de dg (elle dépend bien stir
toujours du choix de A) et vérifie 'égalité

04(g ') = k(©)O2(Y) (Y€ G, g€ Q).

D’apres la théorie de Clifford, il existe une représentation p de Gy, unique a équiva-
lence et G-conjugaison pres, telle que 7 =~ indgo(p). Cette représentation p est
irréductible de caracteére central w, et réguliére: pour toutx € G\ Gy, ona p* # p
avec p*(g) = p(xgx™') (g € Gp). Pour x € G, il existe un unique sous-espace
Gy-invariant V¥ = V,(p*) C V, tel que 7|g, induise sur V¥ une représentation
équivalente a p*. Clairement, VX ne dépend pas vraiment de x mais seulement de la
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classe Gox. Et 'on a la décomposition V; = €, V= ou x parcourt les éléments de
Go\G. Puisque p est réguliere, pour chaque x € Go\G, on a A(VY) = V¥ et il existe
une constante complexe pi, # 0 telle que Alyx = p,Id. Comme 7(x)(V}) = Vi
(x € G), pour x € Gy\G, on a u; = k(x)p;. Dot la formule:

Ol =m Y, KO (7EGNG).
x€G)\G

La constante y; ne dépend que de la classe d’équivalence de p et du choixde A; onla
note c4(p). Onadonc ca(p*) = k(x)ca(p) (x € G). Puisque |k| = 1,0na|ca(p)| =1
si et seulement |c4(p*)| = 1 pour toutx € G;auquel cas 'opérateur A est dit unitaire.
Cette définition coincide avec celle de I'introduction: on a A" = ufId. On note
Isomg(km, m), C Isomg(km, ) le sous-ensemble formé des opérateurs unitaires.

Notons x +— x la conjugaison complexe. Si 7 est une représentation irréductible
k-stable de G et A € Isomg(km, )y, alors pour ¢ € C(G,w), la fonction G, —
C,y — (¢, 04)04(y) est indépendante du choix de A € Isomg (K7, ), ; par abus
d’écriture, on la note v — (¢, ©%)O%(y). Par construction, cette fonction v +—
(¢, ©2)YO%(+y) ne dépend pas vraiment de 7 mais seulement de sa classe d’équivalence.

Une représentation irréductible w de G est dite x-discréte si elle est tempérée,
k-stable, et si elle n’est pas équivalente a I'induite parabolique normalisée d’une
représentation k-stable d’un sous-groupe de Levi propre de G. Soit €' (G, w) 'ensem-
ble des classes d’équivalence de représentations irréductibles tempérées x-stables de
G de caractere central w, et soit €/(G,w) C €(G,w) le sous-ensemble formé des
représentations k-discretes.

Lemme 4.2.1  Soit I' un sous-groupe ouvert compact de G. L'ensemble des classes
d’équivalence de représentations irréductibles r-discretes de G de caractére central w,
ayant un vecteur non nul fixé par I, est fini.

Preuve On peut supposer que I' = I pour un entier r > 1. Soit 7 une
représentation irréductible k-discréte de G de caractere central w. D’apres [HH, §5.3,
Lemmal, il existe un entier s > 1 divisant Pordre de &, et une série discréte o de
GL(%,F) vérifiant {a € 7 : k"0 ~ o} = s/, tels que, posant a = (%,..., %) € II,
et notant 7 la représentation ¢ ® ko ® --- ® k*"'o de M, on ait T ~ Lga(T) (in-
duite parabolique normalisée). De plus, ’entier s et la classe d’équivalence de o sont
déterminés de maniere unique par 7. On suppose que 7 a un vecteur non nul fixé
par I'"" (ce qui implique que w est trivial sur U}). Par réciprocité de Frobenius, 7 est
isomorphe a un quotient du module de Jacquet normalisé 7y, de . Par conséquent
d’apres lappendice A.2, T a un vecteur non nul fixé par I*" (= M, NI").

Posons m = . Puisque 7 a un vecteur non nul fixé par ["" et que & est trivial sur
U}, o aun vecteur non nul fixé par I, Le caracteére central w,: A, = (F*)* — C*
de 7 est donné par

Wr =Wy @ KMw, @ -+ @ kST,

ol w,: F* — C* désigne le caractere central de 0. Puisque w = w; |z, on a égalité

ss—1m
wWw=K 2 W

S
o
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Comme ¢ a un vecteur non nul fixé par """, w, est trivial sur U}.. Par conséquent w,
appartient & un ensemble fini de caracteres de F*, ne dépendant que de w, n ets. Or
on sait que siwj est un caractere (unitaire) de F*, le nombre de classes d’équivalence
de séries discretes de GL(m, F) de caractere central wy, ayant un vecteur non nul fixé
par I"""" | est fini. D’ou le lemme. |

Théoreme 4.2.2  Soit v € Ge. Pour ¢ € C°(G,w)?, on ala formule

A = ) (6,05)0:()

mEe(Gw)
ot la somme est finie.

Remarque 4.2.3 Dans I’énoncé du théoréme ci-dessus, la somme est finie d’apres
le lemme précédent: fixée une fonction ¢ € C°(G,w), il n’existe & équivalence pres
qu'un nombre fini de représentations irréductibles x-discrétes m de G de caractere
central w, telles que m(¢pdg) # 0.

D’apres [HH, §5.3, Corollary 1] (valable en toute caractéristique), si une représen-
tation irréductible tempérée k-stable m de G est x-elliptique, C’est-a-dire si elle vérifie
©4]6. # 0 pour un A € Isomg(km, ), alors elle est k-discréte. On peut en
particulier dans I’énoncé du théoréme ci-dessus, remplacer €/(G, w) par 'ensemble
e/(G,w): la somme reste la méme. Réciproquement, si 7 est une représentation
irréductible x-discrete de G, alors d’apres [HL1], elle est x-elliptique.

La démonstration du théoreme 4.2.2 occupe les cinq numéros suivants. On pro-
cede en deux temps: d’abord pour F de caractéristique nulle grice a une version
simple de la formule des traces (non tordue) locale d’Arthur. Puis pour F de ca-
ractéristique > 0, par la méthode des corps proches, griace au théoreme 2.6.2.

Avant d’attaquer la démonstration du théoreme 4.2.2, énongons le corollaire qui
nous intéresse. Soit 7 une représentation irréductible x-discrete de G de caractere
central w, et soit A € Isomg(rm,m). On appelle pseudo-coefficient pour ©% toute
fonction ¢ € C°(G,w) vérifiant:

(ii) (o, @ﬁll) = 0 pour tout couple (7, A;) formé d’une représentation irréductible
tempérée r-stable m; de G de caractére central w telle que m; % m, et d'un
opérateur A; € Isomg(kmy, 7).

D’apres [HL1], on sait qu'il existe des pseudo-coefficients pour ©4. On sait aussi que
si ¢ est 'un d’eux, alors ¢ € C°(G,w)?. Dot le

Corollaire 4.2.4  Soit  une représentation irréductible r-discrete de G de caractere
central w, et soit A € Isomg(km, T)y. Si ¢ € CX(G,w) est un pseudo-coefficient pour
04 ona

Aj(¢,7) = O4(y) (v € Go).

Remarque 4.2.5 Rappelons qu'une représentation irréductible 7 de G est dite es-
sentiellement tempérée (resp., essentiellement x-discréte) s’il existe un caractere y
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de F* tel que la représentation x7 soit tempérée (resp., k-discréte). Si 7 est une
représentation irréductible essentiellement x-discrete de G et si A € Isomg(km, ),
on définit comme ci-dessus la notion de pseudo-coefficient pour ©2: si x est un
caractere de F* tel que x soit k-discréte, et si g9 € CZ°(G,wy) est un pseudo-
coefficient pour ©F, ot w,, désigne le caractere central de x, alors la fonction
g > x o det(g)py(g) est un pseudo-coefficient pour ©4 (et on les obtient tous de
cette maniere).

Soit 7 une représentation irréductible k-stable de G, et soit A € Isomg(km, 7).
Considérons la représentation contragrédiente 7* de 7. On définit comme suit un
opérateur AV sur 'espace V,v: (v,AVvY) = (A~v,vV) pour tout (v,vV) € V, x
V,v. Par construction, AV appartient a Isomg(k~'7Y, 7") (en particulier, 7" est
k-stable). Si 7 est unitarisable et si A est unitaire, alors pour tout v € G;, on vérifie
que O%4(y) = @;‘5 (7). On en déduit que si 7 est essentiellement «-discrete et si
¢ € C=(G,w,) est un pseudo-coefficient pour ©4, alors on a

AS(,y) = O () (v €Ge).

Notons que pour cette égalité, il n’est pas nécessaire de supposer A unitaire.

4.3 Démonstration du théoreme 4.2.2 pour F de caractéristique nulle

C’est ici qu'intervient le groupe réductif connexe G* introduit en 4.1 (il permet
d’appliquer [A]). Posons G} = pl_l(GO NG et G = pl_l(Go N Ge). Puisque
F est de caractéristique nulle, G} est "ensemble des éléments semisimples réguliers
de G* et G est le sous-ensemble de G} formé des éléments elliptiques, au sens de la
théorie des groupes algébriques. Soit w* le caractére de Z* défini par w*(z,x) = w(x)
(z € Z,x € L'). Comme pour Gy, on définit 'espace C>°(G*, w*). et 'ensemble
€.(G*,w™). La projection p; induit des identifications C°(G*,w*)e = C(Gy, w)e
et €.(G*,w*) = €.(Gp,w). Puisque F est de caractéristique nulle, d’apres Arthur [A,
Theorem 4.1], pour v € Gy N G, et ¢ € CX(Gy, w)e, on a la formule

A%, = Y (£.6,)0,(7)

pEee(Go,w)

ol la somme est finie.

Soit ¢ € C°(G,w)s. Fixons un systeme de représentants X dans G des classes
Go\G,; et notons ¢ € C°(Gy,w) la restriction a G, de la fonction erx k(x) % avec
*h(g) = ¢p(x'gx) (g € G). Montrons que ¢ € C>(Gy, w)e. Soity € GoN (G, \ Ge).
Choisissons des mesures de Haar dg et dya sur G et Gg,, et posons

_ d
A% (p, ) = / p(g™'g) d—g-
(GoNGH\Go 74

d
A% (p,7) = / (g 'vg) dg :
GI\GIGy 79

!
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On en déduit que si Gg, ¢ Gy, alors A%(p,v) = 0. Etsi Gg, C Gy, alors puisque
¢$ € CX(G,w)i,ona

d,
2 = [ slpolg ) 55 =o.
GI\G va

Soit maintenant vy € G.. Siy € Gy, alors puisque
AL(¢.87"g) = w(g™HAL(9,7) (g€ G),
ona A%(¢,~) = 0. On peut donc supposer que y € Gy. Alors on a

ASN =A%) = > (£,0,)6,(7).

pEee(Go,w)

Soit eiég(Go, w) C €(Gy,w) le sous-ensemble formé des classes de représentations
réguliéres. Pour p € €.(Gp,w),on a

(©.0,) = > k(x)(dlg, Op)-
xeX
On en déduit que si p € €.(Gy,w) eiég(Go, w), alors (p, ©,) = 0. Fixons un systéme
de représentants € dans €. °(Gy, w) des orbites de I'action de Gy\G. On obtient

AS(6, ) =D D k) (¢l6y, ©p)0 ()

peC yeX xeX

=SSN k9016, 0,00, ()

peC yeX zeX

= 3" (6lc ©,)8,(7)

pe€

oulonaposé ©, =3 ¢€Go\G F(%¥)O,x. Linduction de Gy a G induit une bijection
€ %(Go,w)/G = €l(G,w), p = p).

Et si p est une représentation irréductible réguliere de Gy, alors la représentation
T o= indgo(p) est irréductible x-stable, et pour tout A € Isomg(km,7),, on a
04 = cu(p)©, avec |ca(p)| = 1. Cela acheve, pour F de caractéristique nulle, la
démonstration du théoreme 4.2.2.

4.4  Pour traiter le cas de caractéristique > 0, il nous faut passer par 'intermédiaire des
algebres de Hecke et de leur comparaison pour des corps locaux proches: on a besoin
de comparer des k-intégrales orbitales elliptiques (proposition 2.3.2), mais aussi des
traces k-tordues.

Si7 est une représentation de G, pour tout sous-groupe ouvert compact I" de G, on
note V! le sous-espace de V,; formé des vecteurs fixés par I'. On sait que 'application
7 — VI induit une bijection entre:
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¢ Pensemble des classes d’équivalence de représentations irréductibles 7 de G telles
que VL #£0,
¢ Densemble des classes d’isomorphisme de H{(G, I')-modules simples.

Soit I un sous-groupe ouvert compact de Gy. On définit comme suit un auto-
morphisme k' du C-espace vectoriel sous-jacent a (G, T) : pour x € G, on note f
la fonction caractéristique de la double classe T'xI', et 'on pose ' (fI) = x(x)fl.
Grace a la formule de Shimura pour le produit f! * fyF (x, y € G), on vérifie fa-
cilement que ' est un automorphisme d’algebre. Si W est un H(G,T')-module,
on note ,W le C-espace vectoriel W muni de la structure de H (G, I')-module donnée
par H(G,T) x W — W, (f,w) — k'(f) - w; et Pon dit que W est r-stable si
Isomgggr) (W, W) # 0. Soit m une représentation irréductible x-stable de G telle
que VI # 0, et posons W = V1. Lapplication

Isomg(km, ) — Isomgeor) (W, W), A — Al = Aly
est un isomorphisme de groupes, d’application réciproque B — Ap donnée par
Agom(g)(w) = K(g)"'m(g) o Bw) (g€ G,weW).

On en déduit que 'application 7/ — V1, induit une bijection entre:

» Tensemble des classes d’équivalence de représentations irréductibles x-stables 7
de G telles que VL, #£ 0,
¢ Pensemble des classes d’isomorphismes de H (G, I')-modules simples r-stables.

Soit p une représentation de Gy telle que m ~ indgo(p). D’apres le numéro 4.2,
on a la décomposition V; = @, V. (p*) ol x parcourt un systeme de représentants
dans G des classes Go\G. Et pour A € Isomg(km,m) et x € G, on a Aly, () =
ca(p*) 1d avec ca(p*) = K(x)ca(p). Dol la définition suivante: un opérateur B €
Isomgc(gr) (W, W) est dit unitaire s’il existe une décomposition W = € W, ou
x parcourt les éléments de Go\G, et un nombre complexe ;1 de module 1, tels que
Blw, = k(x)pId. On note Isomgccr)(xW, W), C Isomgccr)(xW,W) le sous-
ensemble formé des opérateurs unitaires. Par définition, I'isomorphisme

Isomg(km, ) — Isomgcgr) (W, W)

induit par restriction un isomorphisme Isomg (s, 7)y — Isomgegr) (W, W),.

4.5  Soit dz une mesure de Haar sur Z, et soit C°(G) — C°(G,w), f — f, Papplication
linéaire définie par f,(g) = fz w(2) f (zg) dz. Elle est surjective [HL1, §3.3, lemme 2].
Pour y € G, on note AS( -, +) la distribution sur G définie par dg comme en 1.4.

On a donc

AS(fyoy) = / WDAS(f.zy)dz (f € C2(G))

z
(I'intégrale est absolument convergente).

Soit dg la mesure de Haar sur G telle que d¢ = %. Si 7 est une représentation
irréductible de G de caractere central w, on a w(f,dg) = w(fdg) (f € C=(G)).
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4.6 Soientr, Fj, F,, n = (7,7), k1 et ko = n*(k;) comme dans le numéro 2.3. Soit
aussi w; un caractere de F,* tel que £, < r (cf. 2.3), et posons w; = 1™ (w;). Soient
dg et dg, des mesures de Haar sur G(F;) telles que vol(KF,, dg1) = vol(Kp,, dg). Et
soient dz; et dz, des mesures de Haar sur Z(Fl) et Z(F,) telles que vol(Up,,dz,) =
vol(Ug,, dz,). Alors les mesures dg; = 22 et dg, = d sur Z(F))\G(Fy) et Z(F,)\
G(F,) sont compatibles au sens de 2. 3 Pour i = 1 2 et v € G(F;)e, on note
Ag(F")( -,7) la distribution sur G(F;) (resp., la forme linéaire sur C°(G(F;), wi))
définie par dg; comme en 1.4. On note C°(G(F;)) — CX(G(F),wi), f — fu
lapplication linéaire définie par dz; comme en 4.5. Enfin, si 7 est une représentation
irréductible x;-stable de G(F;) et si A € Isomgr,)(k;7, 7), on note ©4 la distribution
sur G(F;) définie par dg; comme en 4.5.

Soient v € G(F). eta € Z>,. On suppose que r > a et qu’il existe un voisinage
compact I'-biinvariant V; de v dans G(F). tel que ¢,,(V;) C G(F,). et quon ait

AT G, = AT () (f € HIGR), K,)
pour tout y € (,(V;). Alors on a le lemme suivant :
Lemme 4.6.1 Pour tout y € (,(V1), ona
ASF(C(Fans y) = AL (£, ) (f € H(G(FL), KR)).

Preuve Soient y € (,(Vy) et f € C°(G(F)),Kg ). Puisque f est une fonction
K}, -biinvariante a support compact, 'application Z(F;) — C, z AS](F D(f, zy) est
UF, -invariante a support compact. Et comme w;(Uf,) = 1,0ona

AP (£, ) = vol(UF, dzy) Y wi@AL(f,7)

Z€F /UEI

avec f,(g) = f(zg) (g € G(F;)); notons que la somme est finie. Par construction,
onaw = w,on*: F/U; — C*etpourz € F*/U,ona f, € H(G,K) et
G (f2) = G (f)yx (z)- D’ott le lemme puisque vol(Ur, , dz,) = vol(Ug, , dz;). [ |

Pour i = 1, 2, si 7 est une représentation de G(F;), on note V! le sous-espace
de V. formé des vecteurs fixés par Ii". D’apres le numéro 4.4, 1) induit via I'isomor-
phisme d’algebres ¢;,: H — HE une bijection [m] +— 1), ([m]) entre:

* Pensemble des classes d’équivalence de représentations irréductibles m; de G(F;)

telles que VI # 0,
¢ Pensemble des classes d’équivalence de représentations irréductibles m, de G(F,)

telles que V1 # 0.

Notons que si m; est une représentation irréductible de G(F;) telle que VI # 0,
alors le caractere central wy, de m; est trivial sur Uf, . Et si 7, est une représentation
irréductible de G(F,) telle que [7,] = v, ([m]), alors on a wy, = wy, o (n* )~!. No-
tons aussi que si I" est un sous-groupe compact de G(F;) contenant I}, alors d’apres
[L1, §3.3 lemme 1], v, induit par restriction une bijection entre:
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¢ Pensemble des classes d’équivalence de représentations irréductibles m; de G(F;)
telles que VL # 0,

* Pensemble des classes d’équivalence de représentations irréductibles m, de G(F,)
telles que Vﬁ';(r) #0.

Lemme 4.6.2  Soit 7w, une représentation irréductible k,-stable de G(F,) telle que
Vi # 0, etsoit Ay € Isomgr,) (K171, T1)u. Soit ) une représentation irréductible de
G(F,) telle que ,([m]) = [m]. Alors m, est k,-stable, et pour tout A, €
Isomgp,) (K22, T2)y, 011 4

(G)(), 02)(¢,(h), 08) = (f,02)(h,0%')  (f, h€ Hf,).

Preuve Posons W; = VI (i = 1, 2). Par construction, le Hj -module W; est
K1 -stable si et seulement si le Jf;z-module W, est k,-stable. Donc 7, est une repré-
sentation ky-stable. Pour f € Hf, ona m(fdg)(Vy) C Wyet By = Ailw, €
Autc(Wy). Par conséquent

{f, @ﬁ:) = trace(m (fdg) o Byi; Wy).

Par hypothese, il existe un isomorphisme de C-espaces vectoriels t: W; — W, tel
que t(f - v) = G(f)-v (v € Wy, f € HE); notons que d’apres le lemme de
Schur, ¢ est unique a multiplication pres par un complexe non nul. Soit B, le C-auto-
morphisme de W, défini par B, = ¢ o B; o t~!. Puisque B, € Isomg(;l (W1, Wy),
onaB, € Isom:}c;2 (1, W2, W3). Soit A, € Isomgg,)(kam2, m2) opérateur défini par
A, = Ap, comme en 4.5. Par construction, on a

(G, e =(f.05) (f €IHp).

Puisque A; € Isomgp,) (K171, T1)y, By est unitaire et A, € Isomgr,)(kam2, T2)y
(cf- 4.4). On conclut en remarquant que pour tout A € Ctel que |A| = 1,0na

(030 (h, 02) = (f',00)(h',0%)  (f'.h' € H,). u

Lemme 4.6.3  La bijection 1), induit par restriction une bijection entre:

(i) Pensemble des classes d’équivalence de représentations irréductibles tempérées (resp.,
ki-discretes) mi de G(F)) telles que V. # 0,

(ii) Pensemble des classes d’équivalence de représentations irréductibles tempérées (resp.,
Ko-discretes) m, de G(F,) telles que V[ # 0.

Preuve Soit 7; une représentation irréductible de G(F,) telle que VI # 0, et soit 7,
une représentation irréductible de G(F,) telle que [m;] = v, ([m]). Posons W; = V.
(i = 1, 2), et choisissons un isomorphisme de C-espaces vectoriels t: W; — W, tel
que t(f-v) = Gy(f)-t(v) (v € Wy, f € HE, ). Posons W/ = Hom¢(W;,C) (i = 1,2),
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et soit v/: W) — W/ lisomorphisme défini par (v,c'(v')) = (t(v),v') (v € Wy,
v' € WJ). Soit un couple (v,v") € (W~ {0}) x (W)~ {0}). Soit ¢;: G(F;) — Cle
coefficient de 7r; défini par ¢, (g) = (w1 (g~ v, t(v')) (g € G), et soit ¢ : G(F,) — C
le coefficient de 7, défini par ¢(g) = (m(g~1)e(v),v’). Pouri = 1,2, ¢; est une
fonction I} -biinvariante telle que ¢;(zg) = wx, (2)7'pi(g) (z € Z(F), g € G(F)).
Par construction, pour x € G(F;), ona ¢,(y) = ¢1(x) pour tout y € ¢, (Iz'xIg").

On rappelle que pour i = 1,2, 7; est tempérée si et seulement si ¢; appartient a
Pespace de Schwartz C(G(F;)) (cf. [HC2, §14]. Or d’apres la définition de Pespace de
Schwartz, ¢; € C(G(F;)) si et seulementsi ¢, € C(G(F,)). En effet, avec les notations
de [HC2, §14], pour tout (x, y) € G(F;) x G(F) tel que Kf, yKr, = (,,(Kp,xKF, ), on
a Zo(r,)(y) = Egr)(x); et pour tout (x,y) € G(F;) x G(F,) tel que Ki yK} =
(K XK ) et Kby~ Kb = (KL Kb ), ona [y, = ]

Gréce aux décompositions d’Iwahori pour G(F;) et G(F,), on vérifie facilement

que
/ l6a(e) dgs — / 1 (g0 dgy.
Z(F)\G(F,) Z(F)\G(F)

Par conséquent, 7 est une série discrete si et seulement si 7, est une série discrete.
On suppose maintenant que 7 est x;-discrete. D’apres [HH, §5.3, Lemmal], il
existe un entier s > 1 divisant 'ordre de r;, et une série discrete oy de GL(%, Fy)
vérifiant {a € 7Z : k{o) ~ 01} = sZ, tels que, posant a = (%,...,%) € II,
et notant 7y la représentation oy ® K101 @ --- ® Iil_ o1 de M, (F;), on ait m; ~
tp 1(}) (71). Posons m = Z. D’apres la démonstration du lemme 4.2.1, 07 a un vecteur
non nul fixé par I £ 501t o, une représentation irréductible de GL(m, F,) ayant
un vecteur non nul ﬁxé par I, et telle que Yr(lo1]) = [o2] ot 4y désigne la
bijection associée comme plus hauta I 1som0rphlsrne d’algebres (/" J-Cm T — HE
D’apres le paragraphe précédent, o, est une série discrete. Notons 7, la representation
0y R K20y @+ @ /<;52*102 de M, (F). Par construction, on a ¢y ([11]) = [72] ot ¢y
désigne la bijection associée comme plus haut a 'isomorphisme d’algebres (défini

en 2.6) (/' Hp" — Hp'. Posons m, = LP Fz)(Tz) Alors 7, est irréductible et
k,-discrete [HH, §5.3, Lemma], et d’apres la proposition A.4.1 de appendice, on a
Yy([m]) = [m]. ]

4.7 Démonstration du théoreme 4.2.2 pour F de caractéristique > 0

Soit ¢ € C°(G,w)?, et choisissons une fonction f € CX°(G) telle que f,, = ¢. Soit
a € 7> tel que f € H(G,K?). Soit ry(7y, k,a) > sup{t,,a} comme dans la propo-
sition 2.3.2, et soit un entier r > sup{ro(7, k, a), t,, }. Choisissons un corps commu-
tatif localement compact non archimédien F’ de caractéristique nulle r-proche de F,
et fixons un isomorphisme de triplets n: T,(F) — T,(F’). Posons k' = n*(k),
et w' = n*(w). Notons G’, Z’, K', K" les groupes G(F'), Z(F'), Kgs, K}, ; et
pour @ € II,, notons M/, A/, K'® les groupes M, (F’), A,(F’), Kz;". Soient
dg’ et dz’ les mesures de Haar sur G’ et Z’ telles que vol(K', dg") = vol(K, dg) et
vol(Ugs, dz') = vol(Up, dz), et posons d§ = ﬁ Gréce a ces mesures, on définit
comme précédemment P'application linéaire C°(G’) — C°(G’,w’), h — h,/, la
distribution (resp., la forme linéaire sur C>°(G’,w’)) AS;( -,y) pour y € G, etc.
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D’apres le théoréme 2.6.2 et le lemme 4.6.1, il existe un voisinage I7"-biinvariant V de
« dans G, tel que ¢, (V) C G/ et

AS(G)(Plurs y) = AS(e,7)

pour tout y € (,(V).

’

Lemme4.7.1 Ona(,(f), € CX(G,w")i.

€

Preuve Posons f' = (,(f) € H(G’,K"), et supposons par 'absurde qu’il existe un
y € G\ GLtel que AS, (f!,, y) # 0. Soit = av,. Quitte a remplacer y par g~ yg
pour un ¢ € G’, on peut supposer que y € M/. Posons h' = ﬁf?’K/ € CX(M)).
D’apres le lemme 2.5.1, on a

/ w’(z’)Aﬁ/If:(h',z’y) dz' #0.

En d’autres termes, on a Aff/i(h:),, y) # 0avech!,(m) = fz/ w'(Z"h'(Z'm)dz’ (m €

M!). Notons ® € C°(A/,w’) la fonction définie par ®(a’) = Aff:(h;,, a’y). Choi-
sissons un caractére unitaire @ de A/, prolongeant w’, et posons ®(a’) = @(a’)®(a’)
(a’ € Al). Ainsi ® € C=(Z'\A!). Puisque ®(1) # 0, d’apres le théoréme d’inver-
sion de Fourier, il existe un caractére @, de A/, trivial sur Z’, tel que

dya’

/ @ (a)®(a’) = #0
Z/\A(/y . dZ

ou d,a’ désigne une mesure de Haar sur A/,. Posons w) =

unitaire de Af, prolongeant w’. Soit ¢’ = h},, € CZ°(M, w

o' (m) = fAé w!(a")h'(a’'m)d.a’. On adonc

; Cest un caractere

.
w(lf

') 1a fonction définie par
«

Aﬁ”,n'«p’,y):/ w;(a’)cb(a’)da“ £ 0.

/
zna; dz

Par un argument global standard que nous rappelons ci-apres, on en déduit qu’il
existe une représentation irréductible (générique) k-stable 7/ de M,,(F’) de caractere
central w/, telle que (', @f:) # 0 pour un (i.e., pour tout) B" € Isomyy (k'7/,7").
Plus précisément, choisissons un corps de nombres F’ tel qu’en une place v, de F/,
le complété F; de F’ en v soit isomorphe a F’. Notons Ag/ 'anneau des adeles de
F/, et Cg le groupe des classes d’ideles. Choisissons un caracteére x’ de Cg/ de degré
celui de &/, et tel que, en considérant x’ comme un caractere de A\FX/ et en écrivant
k' = [], &, comme produit de caracteres locaux , de F,* ot v parcourt les places
de F/, on ait k) = «’. Choisissons aussi un caractére unitaire ' = J], Q de
Ao (Agr) tel que Q'[4, ) = 1 et Q) = w/. On peut alors utiliser la version tordue
de la formule des traces de Deligne—Kazhdan pour M, (Ag/) prouvée dans [HH, §7.3,
M7,
o

Lemma] : puisque A/, “(¢’, ¥) # 0, on montre comme dans [HH, §8.4, §8.7], qu’il
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existe une fonction @’ = [, ®; avec @] € CZ°(M,(F,), ;) et &) = ¢’, vérifiant
les conditions (iii), (iv) et (v) de [HH, §7.3], et contribuant non trivialement au coté
spectral de la formule des traces &’-tordue pour M, (Ag/). D’ou lexistence de 7/,
comme composante locale d’une représentation irréductible cuspidale &’-stable de
Ma (A\F’ )

Puisque f’ € H(G',K'*), ona h’ € H(M.,K'**) (lemme 2.6.1). Pour B’ €
Isomy (k'7',7'), ona (1, OF) = (@', ©8,) # 0. Par conséquent la représentation
7' a un vecteur non nul fixé par K'*?. Soit h € H(M,,, K**) la fonction définie par
h = (¢ )~Y(h’). Et soit 7 une représentation irréductible de M,, ayant un vecteur
non nul fixé par K**, et telle que 1/)%"([7']) = [r'] ou Uy désigne la bijection associée
comme en 4.6  I'isomorphisme d’algebres ;' : " — JHy;'. D’apres lemme 4.6.2, 7
est r-stable; et pour B € Isomy,, (k7,7), ona (h, ©F) # 0. Par construction, la res-
triction a Z du caractere central de 7 coincide avec w. Donc (h,,, ©8) = (h, ©8)+£ 0
avec h,(m) = [, w(z)h(zm) dz (m € M,).

On sait d’apres [L4] que la distribution ©F est localement intégrable sur M,,. Par
suite, analogue tordu de la formule d’intégration de Weyl pour Z\M,, (¢f. [HH,
§3.11, Proposition]) implique qu'il existe un x € M,, N G* tel que A« (h,,,x) # 0.
D’apres la démonstration du lemme 2.5.1, il existe une constante ¢ # 0 telle que

AS(f,x) = cAMa(FK %) (f € C2(G)).

On a donc ) ) )
AS(fo,x) = cAM((F25)0,x)  (f € C(G)).

Puisque r > a, d’aprés le lemme 2.6.1, ona h = f*K. Donc AS(f,,x) # 0, ce qui
contredit le fait que ¢ € C°(G, w)~. ]

Terminons la démonstration du théoreme 4.2.2. Soit Y = Y (G, K%, w) ’ensemble
(fini d’apres le lemme 4.2.1) des classes d’équivalence de représentations irréductibles
r-discretes 7 de G de caractére central w telles que (V;)X" # 0. Quitte a remplacer
r par un entier plus grand et V par un voisinage de vy plus petit, on peut supposer
que pour toute représentation irréductible x-discreéte w de G telle que [7] € Y, la
fonction x — ©4(x) (A € Isomg(rm, 7)) est constante sur V. Soit alors fy € Hx la
fonction caractéristique de 'V divisée par vol(V, dg), et posons h = (,(fv). Puisque
G (N € CX(G, w’)gl et vol(¢,(V),dg’) = vol(V, dg), d’apres 4.3, on a

AC(6,7) = vol((V), dg’)~! / LG

n

= > (G005

r'€er’ (G'w!)

= > (Ghemymer)

/e’ (G'w!)

avec le méme abus d’écriture que dans 4.2. D’apres le lemme 4.6.3 et la premiere
assertion du lemme 4.6.2, la bijection v, induit par restriction une bijection entre:
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¢ Pensemble des classes d’équivalence de représentations irréductibles x-discretes
de G de caractere central w telles que V! # 0,

¢ lensemble des classes d’équivalence de représentations irréductibles x’-discrétes
7’ de G’ de caractere central w’ telles que V., # 0.

Remarquons que si 7 est une représentation irréductible k-stable de G telle que
Vi=0, alors on a (f,04) = 0 (A € Isomg(rm,7)). Par suite, grace au lemme
4.6.2, on obtient que

meet(Gw)

la somme portant sur le sous-ensemble fini Y C €(G,w) défini plus haut. On a
donc:

A = Y (f,05)0:(0)

TEEH(Gw)

= > (6,05)0:().

meer(Gw)

Cela achéve la démonstration du théoréme 4.2.2.

A Appendice

On prouve dans cet appendice que si F; et F, sont deux corps r-proches, alors la
correspondance entre représentations de G(F;) et représentations de G(F,) définie
par un isomorphisme d’algebres (: Hy — Hp, comme en 2.2, est compatible a
I'induction parabolique et a la restriction de Jacquet.

A.1  Notons R(G) la catégorie des représentations de G. On appelle paire cuspidale (dans
G) un couple (L, 7) formé d’un sous-groupe de Levi L de G et d’une représentation
irréductible cuspidale 7 de L. Deux paires cuspidales (L, 7) et (L', 7') sont dite
G-inertiellement équivalentes s’il existe un ¢ € G et un caractére non ramifié x’ de L',
telsque L’ = g 'Lget 78 ~ 7/ ®x’. Si (L, T) est une paire cuspidale, on note [L, 7]
sa classe de G-équivalence inertielle. Uensemble de ces classes est noté B(G). Comme
dans [BD, proposition-définition 2.8], pour s € B(G), on définit une sous-catégorie
pleine R*(G) de R(G): si s = [L, T]g, alors avec les notations de [BD], R*(G) est
la catégorie (Alg G)(L, D) ou D désigne I'orbite de 7 sous l'action du groupe des ca-
ractéres non ramifiés de L. D’apres [BD, proposition 2.10], on a la décomposition en
produit direct :

RG) = [[ ®©.

s€B(G)

Pour toute partie non vide S de B(G), on pose R(G) = nge R(G).
Pour a € Z>g, notons R*(G) la sous-catégorie pleine de R(G) formée des repré-
sentations 7 engendrées par V¢ = ﬁ, i.e., telles que V; = w(G)(VE). Le groupe
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I vérifiant les conditions 3.7.1 et 3.7.2 de [BD, p. 28] (e.g, [L3, 1.3]), on peut lui
appliquer [BD, corollaire 3.9]: la catégorie R*(G) coincide avec R®(G) pour une
partie finie S = S(a) de B(G), et le foncteur 7 +— V¢ est une équivalence entre
R (G) et la catégorie des H*-modules & gauche, que 'on note Mod(H,). De plus, ce
foncteur a pour quasi-inverse le foncteur Mod(H?) — R (G), W — (Hxe?) Qgca W
ou e* = ef, désigne I'élément unité de JH{* (i.e., la fonction caractéristique de I"*).

A.2  Soit a € II. Notons R(M,,) la catégorie des représentations de M,,. Comme dans
A.1, on définit ensemble B(M,,) des classes de M, -équivalence inertielle de paires
cupidales dans M,, et pour toute partie non vide S de B(M,,), la sous-catégorie
pleine R®(M,,) de R(M,,). Si (L, T) est une paire cuspidale dans M,,, on note [L, TIm,
sa classe de M, -équivalence inertielle. D’ot1 une application canonique:

lo: B(Ma) — B(G), [L, 7]y, — [L, 76

Si T est une représentation de M,, on note V? (a € Z>() le sous-espace de
V; formé des vecteurs fixés par [*"*. Comme dans A.1, pour a € 7>, on note
R¥(M,) la sous-catégorie pleine formée des représentations 7 de M,, engendrées
par VZ, et S,(a) la partie finie de B(M,,) donnée par R*(M,) = RS (M,).
D’apres la démonstration de la proposition 4 de [B, §1.6], pour a € Z>(, on a
S (a) = 1;1(S(a)).

Soient ¢, = Lg{!: RM,) — R(G) etr, = 1ry,: R(G) — R(M,) les foncteurs
induction parabolique et restriction de Jacquet normalisés. Pour a € Z>(, puisque
Sala) =1;1(S(a)), ces foncteurs induisent par restriction des foncteurs

1 MY (M) — RUG) et 1o RUG) — RY(M,).

A3 Soita = (aq,...,qa;) € II'. Identifions A, & (F*)* et notons A7* C A, le sous-
ensemble formé des (z, ..., z) tels que vp(z;) > vp(z; + 1). Notons P, le sous-
groupe parabolique de G opposé a P, par rapport a M,,. Pour a € 7>, notons M%*
I'ensemble des éléments (P, , I"*)-positifs de M,, :

Mt ={me M, : m(P, NI")ym™' C I etm (P, NI")m C I"}.

On a clairement I*"M&*[*" = M%*. De plus, A" est contenu dans M%* et
coincide avec ensemble des éléments fortement (P, I")-positifs de A, au sens de
[B, §3.1].

Soit a € Z>. Notons A** la sous-algebre de H{** formée des fonctions a sup-
port dans M4™*, et 8 le sous-ensemble de H** formé des fonctions a support dans
T“" AT, Puisque AJTATT = AL, 8% est une partie multiplicativement fermée de
F*%; et d’apres [B, §3.2], H** s’identifie canoniquement avec I'algebre (§ua)~lgoa
(localisation de A%“ en §*%),

On définit comme suit une application linéaire j&: A** — H*: pour m € M%*
et f € H*" a support dans I“"mI*", je(f) est 'unique fonction I"**-biinvariante
a support dans I"*mI" telle que j&(f)(m) = dp, (m) f(m). D’apres [B, §3.3], j& est
un homomorphisme injectif d’algebres.
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Soient J%: Mod(H**) — Mod(H?) et R%: Mod(H*) — Mod(H**) les fonc-
teurs définis comme suit: J¢ est le composé du foncteur restriction Mod(H**) —
Mod(A™*), W — W et du foncteur induction Mod(A**) — Mod(H*), W —
Hom goa (H% W) ;5 et R% est le composé du foncteur restriction Mod(H?) —
Mod(A*Y W — (j2)*(W) et du foncteur localisation Mod(A**) — Mod(H*4),
W — (Sa,a)—lw = x4 ® foa w.

Proposition A.3.1 ([B, §4.1, Corollary 1])  Soient o € 1I} et a € Z>o. Les dia-
grammes suivants

RIUM,) —> Mod(H™)  RI(G) — > Mod(H?)

R(G) ——> Mod(H®)  ROM,) —> Mod(H)

sont commutatifs.

Notons que dans [B, §4.1], Bushnell travaille avec un groupe du type K* pour
a > 1. Mais compte-tenu de A.1 et A.2, son résultat reste vrai pour I"* (a € Z>).

A4  Soientr, Fj, F, et = (7,7) comme dans 2.1. Via les équivalences R"(G(F;)) —
Mod(Hp, ), m1 — Vi et Mod(Hg,) — RY(G(F)), W — (Hp, * ef,) ®ag, W,
I'isomorphisme d’algebres ¢;,: H; — HE, induit une équivalence de catégories

U, R(G(F)) — R'(G(E,)).

Par restriction et passage aux quotients, ¥, induit une bijection entre classes d’équi-
valence de représentations irréductibles : c’est 'application noté v, en 4.6.

Pour a € IIj, Pisomorphisme d’algebres ¢/} : 3" — H3" induit de la méme
maniere une équivalence de catégories

W R (M, (F)) — R (Mo (E2)).

Proposition A.4.1  Soit o € IT}. Les diagrammes suivants

w v,

R'(M,(Fp)) ——= R'(M,(F)) R(G(F)) —— RI(G(F,))
v, A

R(G(F)) — R(G(F)) R (My(Fr)) —— R (M. (F,))

sont commutatifs.
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Démonstration Pour i = 1,2, on définit comme en A.3 les sous-ensembles
Ao(F)™ C Au(F), Mo (F)™ C Mo(F) et 85" C Hp”, la sous-algebre AL C
3z, et ’homomorphisme injectif d’algebres j7, ;. : Ap" — Hj. On a clairement
CrIp"Aa(F)*Y) = Ip"AL(Fy)™, de, ¢(8E™) = 85, Puisque pour i = 1, 2,
M, (F;)" est une partie Ig’o—biinvariante de M, (F;), les décompositions d’Iwahori
pour M, (F;) et M,(F,) impliquent I’égalité j}"(Ma(Fl)”) = M,(F,)"". On en
déduit que ¢, induit par restriction un isomorphisme d’algebres {;' rendant com-
mutatif le diagramme suivant

o

JEy
a,r r
Ap" —— Hy

sgl lc;

JE,
o,r r
Ay —— H,

On conclut grice a la proposition A.3.1. ]
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