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UNE CARACTERISATI ON DES CORPS SATISFAISANT
LE THEOREME DE L’ AXE PRINCIPAL

A. MOVAHHEDI ET A. SALINIER

RESUME. On caractérise les corps K satisfaisant le théoréme de I’ axe principa a
I’aide de propriétés des formes trace des extensions finies de K. Gréce a la carac-
térisation de ces mémes corps due & Waterhouse, on retrouve a partir de 13, de fagon
élementaire, un résultat de Becker selon lequel un pro-2-groupe qui se réalise comme
groupe de Galois absolu d'un tel corps K est engendré par des involutions.

ABSTRACT Wecharacterizegeneral fieldsK, satisfying the Principal Axis Theorem,
by means of properties of trace forms of the finite extensions of K. From this and
Waterhouse's characterization of the same fields, we rediscover, in quite an elementary
way, aresult of Becker according to which a pro-2-group which occurs as the absolute
Galois group of such afield K, is generated by involutions.

1. Introduction. Soit K uncorps. RappelonsqueK est dit formellement réel lorsque
—1 n'est pas une somme de carrés de K, et qu’un corps ordonné maximal est un corps
formellement réel tel quetoute extension algébriqueformellement réelledeK est triviale.
Enfin on dit que K satisfait le théoréme de I’ axe principal si toute matrice symétrique
a coefficients dans K est semblable a une matrice diagonale a coefficients dans K.
Waterhouse [3] a caractérisé les corps satisfaisant le theoreme de |’ axe principal comme
étant les intersections de corps ordonnés maximaux. L’ objet de notre travail est de
présenter une autre caractérisation de ces mémes corps en utilisant les propriétés des
formes traces de leurs extensionsfinies.

Rappelons tout d'abord quelques définitions et notations : si L /K est une extension
finie de corps, on note Tr_ i I'application trace de L dans K, ¢’ est-a-dire I"application
qui ax € L associelatrace de |’ endomorphisme px: y — xy du K-espace vectoriel L. Si
K est un corps, un espace quadratique sur K (ou K-espace quadratique) est simplement la
donnée d’ un espace vectoriel V sur K et d’ une forme quadratique Q: V — K sur V. Une
base autoduale (ou base orthonormale) de I’ espace quadratique (V. Q) (aussi dite base
autoduale de V relativement & la forme quadratique Q) est une base (¢;) de V telle que
B(ei. ¢) = 6;; ot B désignelaforme bilinéaire symétrique associéealaforme quadratique
Q et bjj est le symbole de Kronecker égal alsi i = j et &0 sinon. Voici maintenant la
caractérisation annoncée.

THEOREME 1. Pour un corps K de caractéristique differente de 2, les assertions
suivantes sont équivalentes:
() K satisfait le theoremede I’ axe principal.
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(i) K n'est pas séparablement clos et pour toute extension non triviale finieL de K,
et pour tout « dansL, la forme quadratique Q ,: X — Tr_ /K(axz) n'admet pas de base
autoduale.

La démonstration que nous proposons de ce théoreme utilise desidées dont certaines
sont proches de celles de Waterhouse [ 3].

En combinant cette caractérisation avec celle due a Waterhouse, nous retrouvons le
fait qu’ un pro-2-groupe qui se réalise comme groupe de Galois absolu d’ un corps pytha-
goricien K est topologiquement engendré par des involutions (résultat du a Becker [1]).
Rappelons qu'un corps K est dit pythagoricien lorsque toute somme de carrés de K est
un carré dansK.

Remarquons qu’ en fait tout corps de caractéristique différente de 2 qui satisfait ala
condition (i) du théoreme 1 est de caractéristique nulle. En effet, pour tout entier p, le
polyndme caractéristique de la matrice carrée d’ ordre p dont tous les coefficients sont
égaux a1, est (—1)P(XP — pXP~1).

2. Quelqueslemmes. Rappelonstout de suite qu’un corps formellement réel est de
caractéristique nulle.

Le premier lemme est une caractérisation des corps formellement réels et pythagori-
ciens par la diagonalisabilité des matrices symétriques 2 x 2 a coefficients dans K.

LEMME 1. Pour que toute matrice symétrique 2 x 2 a coefficients dans un corps
K se diagonalise dans K, il est nécessaire et suffisant que K soit formellement réel et
pythagoricien.

DEMONSTRATION. La condition est nécessaire : pour a et b dans K, considérons la
matrice symétrique (g _ba) ; puisqu’elle se diagonalise dans K, ses valeurs propres

sont ééments de K et donc a2 + b? est un carré dans K. Pour montrer que K est formelle-
ment réel, il suffit donc de voir que —1 n’est pas un carré dans K. Or, s —1 = a2

pour un éément a de K, la matrice symétrique ( :‘1 a ) serait nilpotente et non nulle

-1
contrairement a |’ hypothése.

La condition est suffisante : en effet le polyndme caractéristique d’'une matrice
symétrique 2 x 2 non diagonale a coefficients dans K a dans K deux racines distinctes

des queK est formellement réel (donc de caractéristique nulle) et pythagoricien. ]

Une deuxiéme caractérisation des corps formellement réels et pythagoriciens peut
s énoncer en terme d’ existence de bases autoduales pour tout sous-espace d’ un espace
guadratique admettant une base autoduale. Pour simplifier, nous conviendronsd’ appeler
standard tout espace quadratique (V, q) admettant une base autoduale.

LEMME 2. Pour qu'un corps K soit formellement réel et pythagoricien, il est
nécessaire et suffisant que tout sous-espace d'un K-espace quadratique standard soit
aussi standard.
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DEMONSTRATION. La nécessité de la condition résulte de I’ existence d’ une base
orthogonale de tout sous-espace (le fait que le corps K est formellement réel prouvant
gue tout sous-espace est hon dégénéré) et de ce que toute somme de carrés d’ éléments
non tous nuls du corps pythagoricien et formellement réel K est un carré non nul dansK.

Réciproquement, supposonsque tout sous-espaced’ un K-espacequadratique standard
soit standard. Alors en considérant le K-espace K2 muni du produit scalaire canonique,
on voit que si a et b ne sont pas tous deux nuls, la somme a® + b? est en tant que carré
scalaire du vecteur non nul (a, b) un carré non nul dans K, ce qui montre bien que K est
pythagoricien et formellement réel. ]

Lelemme suivant est un cas particulier de [3, Proposition 1]. Nous en proposonsune
démonstration ad hoc.

LemMME 3. Pour gu'un corps K soit formellement réel, il est nécessaire et suffisant
gue le polyndme minimal de toute matrice symétrique a coefficients dans K soit sans
facteurscarrés.

DEMONSTRATION. Montrons d’ abord que la condition est nécessaire. Soit donc un
corps K formellement réel et une matrice symétrique n x n M a coefficients dansK. On
confere au K-espace vectoriel K" une structure d'espace quadratique en le munissant
du produit scalaire canonique. Interprétons alors M comme la matrice dans la base
canonique d’ un endomorphisme u autoadjoint de K". Soient ¢ le polyndme minimal de
M et P un facteur irréductible de ¢ le divisant ala puissance exactementr. Le sous-espace
W := Ker P(u)" est stable par u et le polyndme minimal de u|w (larestriction de u a W)
est précisement P'. Si r était plus grand que 1, alors on aurait pour tout x dans W :

P(U)" () - P (x) = P(U)"(x) - P(u)' (x) = 0.

Ainsi puisquele corps K est formellement réel on aurait P(ujw) ! = 0, ce qui contredit
lefait quele polyndmeminimal de u|y est P'. Doncr = 1 et la condition est nécessaire.

Pour établir qu'elle est aussi suffisante, donnons-nous un corps K non formellement
réel et exhibons une matrice symétrique non nulle de carré nul. Puisque K est supposé
non formellement réel, il existe un nombre fini xg, %o, . . . , X d'éléments de K tels que
—1=x2+x3+---+x2. Considéronsaorslamatriceligne X = (X1, Xp, . . . , X,). On vérifie
facilement que lamatrice

1 X
M= (‘X IXX)

convient, ce qui montre que la condition est suffisante. ]

Nous terminons ces lemmes par une caractérisation des corps pythagoriciensal’ aide
des formes traces de certaines de leurs extensions finies.
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LeEMME 4. Pour uncorpsK decaractéristiquedifferentede 2, lesassertionssuivantes
sont équivalentes:

(1) K estpythagoricien.

(2) Pour toute extension finie L de K contenant une sous-extension quadratiqueF, la
forme quadratique Q_ : X — Tr_ /K(axz) n’'est standard pour aucun « de L.

DEMONSTRATION. Montrons d abord I'implication (1) = (2). Sans restreindre la
généralité, on peut supposer K formellement réel car un corps pythagoricien nonformelle-
ment réel ne possede aucune extension quadratique S'il est de caractéristique différente
de 2. En effet, tout éément d'un corps quelconque K de caractéristique différente de
2 est différence de deux carrés de K, donc aussi un carré si K est pythagoricien non
formellement réel; or, en caractéristique différente de 2, toute extension quadratique est
obtenue par |’ adjonction des racines carrées d'un éément de K. Ceci étant, supposons
qu'il existe o € L et une base B du K-espace vectoriel L tels que B soit autoduale pour
QL.o- Soit x un élément de F qui n’est pas dans K. La multiplication py:y — Xy est
un K-automorphisme de L autoadjoint par rapport alaforme quadratique Q. , donc sa
restriction a F est autoadjointe par rapport a Q,_,|r. Par le Lemme 2, Q,_,|r admet une
base autoduale danslaquelle px|r est représenté par une matrice symétrique 2 x 2. Donc
par leLemme 1, lesvaleurspropresde x| sont élémentsdeK, ce qui est manifestement
impossible.

Montrons maintenant I'implication (2) = (1). SupposonsK non pythagoricien. Alors
il existea € K tel queb := 1+a2 n' est pascarrédansK. ConsidéronslecorpsF := K(v/b)
et o := 2b+2av/b € F. Pour ces choix de F et de , laforme Qg , adanslabase (1, v/b)

lamatrice

4b 4ab

4ab  4b?
qui est de déterminant (4b)2. Comme de plus Qr, représente le carré 4b?, on voit que
Qr, est standard[2, Chapitrel, Proposition5.1]. Lefait que Qg , est standard aurait aussi
pLég étre obtenu en observant que (Z—jﬁ, % — ﬁ) est une base de F autodual e rel ativement
aAF o. L]

3. Démonstration du Théoreme 1. Montrons d'abord I'implication (i) = (ii). On
observe qu’en vertu du Lemme 1, le corps K est formellement réel donc ne peut étre
algébriquement clos, ni séparablement clos puisgue sa caractéristique est nulle. Soit par
ailleursL uneextensiondeK et supposonsqu’il existe« € L tel quelaforme quadratique
QL.« admette une base autoduale. Pour tout x dansL, lamultiplication puy:y — Xy est un
K-endomorphisme de L autoadjoint par rapport alaforme Q. ,, donc représenté par une
matrice symétrique dans une base Q,_ -autoduale. Par ailleurs |es valeurs propres de iy
sont exactement les conjugués de x, donc x € K en vertu de (i) et I'extension L /K est
triviae.

Montrons maintenant I'implication (ii) = (i). Par le Lemme 4, on sait que le corps
K est pythagoricien. Si K n’était pas formellement réel, tout élément de K serait donc
un carré dans K et par conséquent tout K-espace quadratique non dégénéré admettrait
une base autoduale, ce qui est incompatible avec | hypothése (ii). Donc, le corps K est
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formellement réel et pythagoricien.

I ntrodui sons maintenant pour une extensionL deK et pour x € L leK-espacevectoriel
E. x desformes quadratiquesL — K par rapport auxquelleslamultiplication ;Y — Xy
est un endomorphisme autoadjoint de L. Montrons d' abord que
Elx = {Qua : a € L} s x est primitif dans I'extension L /K. Puisque K est de
caractéristique nulle, I'extension L /K est séparable et donc les formes Q. , sont non
dégénérées pour o« # 0. On voit ainsi que I’ application K-linéaire o — Qo de L dans
E. x est injective. Il nous suffit donc d établir que la dimension du K-espace vectoriel
E_x estau pluségale au degré n de |’ extension L /K :

dimK ELAX <n.

Notons B la forme bilingaire symétrique associée a une forme quadratique Q € E, 4.
Puisque x est supposé primitif dansL /K, on peut exprimer B(x', X) comme combinaison
K-linéaire des B(1, x) ou k variede 0 an — 1. D’ ou I’ inégalité désirée.

Ceci étant, soit M une matrice symétrique a coefficients dans K et montrons qu’elle
est diagonalisable sur K. Pour cela, il suffit de montrer que son polyndme minimal ¢ est
produit de facteurs linéaires deux a deux premiers entre eux. Nous savons dgja par le
Lemme 3 que ¢ est produit de facteursirréductibles deux a deux premiers entre eux. I
ne nous reste plus qu’a montrer que tout facteur irréductible de ¢ est lingaire. Soit donc
P un facteur irréductible de ¢. Interprétons M comme matrice dans la base canonique
d’ un endomorphisme u autoadjoint de K" muni du produit scalaire canonique. Fixonsun
vecteur non nul y dans le noyau de P(u). Regardons K" comme un K[X]-module pour
I’action dé&finie par X - z= u(z) pour tout &lement zde K". Alors |’ application

K[X] — K"
Q— Q)(Y)

est un homomaorphisme non nul de K[X]-modules. Comme P est irréductible dans K[X]
cet homomorphisme a exactement pour noyau I'idéal engendré par P, d’ ot un isomor-
phismedeK[X]-modulesentreL := K[X] /(P) et un sous-espaceW de K" stablepar u. Par
transport de structure cet isomorphisme permet de définir sur L une forme quadratique
qui en vertu du Lemme 2 admet une base autoduale, et par rapport alaquelle lamultipli-
cation par laclasse de X est autoadjointe. Cette forme quadratique est, d' apres|’ étude de
E. x ci-dessus, nécessairement une des formes quadratiques Q. .. Ainsi I’ hypothese (i)
entrainequel’ extension L /K est triviale et P est linéaire, ce qui achéveladémonstration.
|

REMARQUE. On peut rapprocher laconstruction del’isomorphisme de K[ X]-modules
entre une extension de K et un sous-espace de K" utiliste dans la démonstration
précédente de la description des “ paires indécomposables’ figurant dans [3, paragraphe
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précédant le Théoreme 2, p. 238]. Plus précisément dans notre construction W est le plus
petit sous-espace de K" contenant y et stable par u. Donc, en notant By, larestriction du
produit scalaire canonique de K" a W, la paire (u|w, Bw) est une paire indecomposable
au sens de [3]. Par conséquent, W s'identifie a une extension finie L de K et dans cette
identification u correspond a la multiplication par un éément primitif de I’ extension
L/K; deplus By s'identifie alaforme bilinéaire associée a une forme quadratique Q.

ExempPLE. Soit K la cléture pythagoricienne d’ un sous-corps M de R maximal pour
I’exclusion de v/2. Alors on voit facilement gue toute extension finie de K contient une
sous-extension quadratique; le Lemme 4 et le Théoreme 1 impliquent donc que le corps
K satisfait le théoreme de I’ axe principal. Cet exempleillustre un fait général que nous
étudions dans la section suivante.

4. Une application. Comme application, nous allons retrouver le résultat suivant
du & Becker [1].

THEOREME 2. Soit K un corps de caractéristique différente de 2 dont le groupe de
Galois absolu Gk est un pro-2-groupe. Alors K est pythagoricien si et seulement si Gg
est topol ogiquement engendré par desinvolutions.

DEMONSTRATION. Sans restreindre la généralité, on peut supposer que K n’est pas
séparablement clos. Puisque Gk est un pro-2-groupe, toute extension finie non triviale
de K contient une sous-extension quadratique.

SupposonsK pythagoricien. En vertu du Lemme 4, on constate que pour toute exten-
sionfinie nontriviale L de K, laforme quadratique Q ,: X — Tr_ /K(axz) N’ est standard
pour aucun « de L, cequi, d aprésle Théoreme 1, signifie que K satisfait le theoreme de
I’ axe principal. Par la caractérisation de ces corps due a Waterhouse [ 3], on en déeduit que
K est une intersection de corps ordonnés maximaux, autrement dit Gy est topologique-
ment engendré par des involutions, puisgu’on sait qu’un corps ordonné maximal est
d'indice 2 dans sa cldture algébrique.

Réciproquement, si Gk est topologiquement engendré par des involutions, alors K
est intersection de corps laissés fixes par des involutions de Gx. Comme on sait par la
théorie d’ Artin-Schreier qu’un corpsd’indice fini dans sa cléture algébrique est un corps
ordonné maximal, on voit que le corps K est, en tant qu’ intersection de corps ordonnés
maximaux, un corps pythagoricien. L]
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