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FILTRAGE APPROCHE ET CALCUL STOCHASTIQUE
NON CAUSAL

MONIQUE PONTIER

§I. Introduction

On considére un signal X partiellement observé par un processus
vectoriel Y, ol la mesure H du signal dépend de 1’observation:

(L.1) Y, =y + j H(X,, Y)ds + B, ye R*, te [0, T].
0

On note %V la filtration naturelle associée & Y et ¥* celle associée
a4 X. On cherche a calculer pour toute variable Z#%;-mesurable et bornée
(par exemple Z = g(X,)) son espérance conditionnelle sachant Y: E(Z/%7).
Pour cela, on 'approche par une fonction des observations prises & des
temps discrets, soit, A étant fixé: h, 2h, - -+, Nh, avec N partie entiere de
T|h, notée [T/h].

On trouve de telles approximations par exemple dans [2] ou [6]. Dans
[11], on applique ces procédés d’approximations au cas ol l'observation
prend ses valeurs dans une variété compacte. On suit ici partiellement
la démarche de Picard [10] qui permet d’obtenir une meilleure vitesse
que dans les papiers sus-cités, du moins dans le cas ol la mesure du
signal H introduite en (1.1) n’est fonction que du signal. Néanmoins,
notre démonstration utilise une méthode complétement différente du fait
que l'approximation introduite fait intervenir une fonction anticipante;
alors, ou bien on utilise les théories de grossissement de filtration comme
le fait J. Picard, ou bien il faut définir V'intégrale stochastique de proces-
sus non adaptés comme le font par exemple E. Pardoux et P. Protter
dans [9] ou utiliser l'intégrale de ‘“‘Skorohod” qui s’appuie sur le calcul dit
de Malliavin, ou “non-causal”, (voir (4], [7], [8], [13], [14], [15] par exemple).
C’est ce dernier choix qui est fait ici.

On suppose que le “bruit” B figurant dans l'observation (1.1) est

Received January 5, 1988.

https://doi.org/10.1017/50027763000002968 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.1017/S0027763000002968

2 MONIQUE PONTIER

indépendant du signal X. On construira le modele dans le paragraphe
suivant sur un espace de probabilité (2, «/, @) muni d’une filtration %
dont %¥*, filtration naturelle associée a X, et %Y, filtration naturelle
associée a Y, sont des sous-filtrations. Puis on montrera ’existence d’une
probabilité P, équivalente a @, sous laquelle X et Y sont indépendants.
I’approximation proposée pour le filtre d’une variable aléatoire Z %i-
mesurable, noté z,(Z) et défini par Ey(Z/%97), est de la forme:

(1.2) n'(Z) = Ep(LyZ|97)|Ep(Ly[97)

ou la variable L? est définie par:

(1.3) N = explgN(Hm(Yih — Yina) — 2| Hy | — hdiv H,y);

H,, note H(X,,, Y.,) et 0,H = oH(x, y)/dy;.

Ainsi, dans le paragraphe suivant, on construit le modele, on définit
la probabilité P et on démontre 'indépendance de X et Y sous P; de plus,
on y précise les hypotheses. Le troisieme paragraphe contient quelques
rappels du calcul stochastique “non causal” [7] et la démonstration de
la convergence de n*(Z) vers n(Z) est donnée dans le dernier paragraphe
avec une majoration de l’erreur dans les deux cas suivants: H est une

fonction bornée, ou bien: H ne dépend que du signal.

§ II. Hypothéses et construction du modéle

L’hypothése d’indépendance entre le “‘bruit” B et le signal X permet
de construire le modeéle du systéme signal-observation de la fagon suivante:
on considére séparément l’espace de probabilité canonique associé a B,
muni de la mesure de Wiener u:

(2.1) (W, B(W), 1)

ol W est I’ensemble des fonctions continues sur [0, 7] nulles en 0 & valeurs
dans R!, muni de la tribu de ses boréliens: B(W), et 1’espace de pro-
babilité du signal X:

22 Q% o, PY)

ol 2 est ’ensemble des fonctions continues sur [0, T'] nulles en 0 & valeurs
dans R" dont ./ est la tribu des boréliens. On supposera que X est une
diffusion a valeurs dans une variété E, dirigée par les champs de vecteurs
(A, A,; a=1,---,n) (cf. [3] p.234) et conduite par un brownien V dont
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(24, o/, P*) est I'espace de probabilité canonique:

dX, = A (X)odB; + Ay(X,)dt.
On note ¥* = o{X,; s < t} et 'on considére I’espace de probabilité produit:
(2.3) Q=2"%X W, 4=o4QBW); Q=P*Qpu,

c’est & dire que 'on prolonge B et V sur 2: B(v, w) = w(t) et V(v, w) =
u(t).

On identifie alors la filtration ¥* a @* ® #(W), sous-filtration de la
filtration ¥ associée au couple (X, B) sur 2: ¢ = ¢{(X,, B,); s < t), on note
de méme %Y la filtration naturelle associée a Y, solution de I’équation
différentielle stochastique (1.1) définie sur 2. De facon classique, sans
changer les notations, on compléte par rapport 4 @ et on rend continues
a droite les filtrations %+ et %Y.

On suppose que la fonction H du signal vérifie:

(2.4) He CHE X R?) et ses dérivées notées A H, A (A H), 3,H, 3;,H sont
uniformément bornées.

On notera dans toute la suite I, l'intervalle 10 — 1)A, ih], i allant de
1 & N, et H" le processus constant et égal & H,, sur I,. On fera I’étude
dans les deux cas suivants:

A. H est uniformément borné;
B. H est uniquement fonction de X

On utilisera dans toute la suite les notations suivantes: par abus de
langage, on notera Q2 aussi bien le brownien (B, V) que l’espace de pro-
babilité; de plus, H désignera également le processus ¢t — H(X,, Y,); enfin,
I’hypothése (2.4) assure l’existence de processus b et ¢ tels que:

(2.5) H, = H, + j “b.ds + f 0.dQ., telo,T],
0 0

ou b, = (AH)X,Y)+ 12AAHENX, YY)+ G,H-H)(X,, Y)
+1/20,,H(X,, Y,)
(A,H)(X, Y)
= [ 8,H(X,, Y)) ]

Il est clair que dans le cas B n’intervient dans l'intégrale stochastique
que la composante B de £2; de plus, dans les deux cas, b et ¢ sont bornés;
on suppose enfin que H, appartient a L%(£2, ) pour tout gq.
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Remarque. Ces hypotheéses ne sont guere différentes dans le cas B
de celles de Picard [10], qui suppose l'existence de b et ¢ et de tous les

moments de H,, J.T[[bsHst et de sup, |lo.|l.
0

Ceci étant, que 1'on soit sous 'une ou l’'autre des hypothéses A ou
B, (2.4)-(2.5) montrent qu’il est possible de définir une (%, Q)-martingale
uniformément intégrable et strictement positive:

(2.0) L, = exp f (—H,-dB, — 1/2|H,|tds)

en sorte que la probabilité P = L,.-Q est équivalente & Q. De plus, le
théoreme de Girsanov montre que Y (1.1) suit la loi d'un mouvement
brownien sous la probabilite P. On montre alors:

LEMME 2.1. Sous les hypothéses précédentes, les processus X et Y sont
indépendants sur l'espace de probabilité (2, 4, P).

Démonstration. 11 suffit de démontrer que pour toute fonction g bornée
sur [0, T'], et pour tout &, tout k-uple (¢, - - -, t,) et toute fonction f bornée
sur E* 1'égalité suivante est vérifiée:

@7 Ep(f(X“, ., X,)expi j: gsdn)
= Ep(f(X., - -, th))EP(exp ;JOT g.d Ys)

On note ¢x,v(f, g) le membre de gauche et on le calcule en utilisant la
définition (2.6).

(2.8) ¢xv(f, 8)
T
— Eqf(X,) exp [ (~ H.dB, — 12| H,1’ds + ig.dB, + ig,H.ds))
0

L’indépendance de X et B sous @ permet de conditionner par %7
sous l'espérance et de sortir f(X,,):

@9 onrlf8) = Bo fX)Eo|exo [ (— H, + ig)dB,
— 121 —H, + ig.|tds — 1/2]g, s/ )

La wvariable conditionnelle en X ci-dessus, au facteur déterministe
T

exp — l/ZI llg;IFds pres, est une martingale de mémes propriétés que L
0

sous les hypothéses choisies; il vient donc:
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(210)  Eofexp [ (— H, + ig)dB, — 12— H, — ig, tds — 112/, tds 51
= exp — 112 Jlg.|Fds.

Du fait que Y suit la loi d’'un mouvement brownien sous P, le membre
T
a droite de (2.10) est justement Ep(exp if gdex).
0

Cetter remarque et les calculs précédents montrent alors:

@) &) = ElfXiy o XD Ep(expi | g.dY,).

Or, si I'on choisit pour g la gonction nulle, la suite des calculs (2.8)-
(2.11) donne simplement

(2.12) Ep([(Xy, -+, X0)) = Eo(f(Xi, -+, X))

ce qui, rapproché de (2.11), achéve la démonstration de (2.7).
L’équivalence des probabilités P et Q permet de traduire le filtre sous
P ou sous Q:

(2.13) w:(Z) = E(Z|91) = Ep(L7'Z|97) [ Ep(Lz' [ %1

N

La variable L% introduite en (1.3) a vocation & approcher la variable Lz
Reppelons ici 'approximation proposée:

(2.14) a(Z) = Ep(LyZ|97)| Ep(Ly|%1)

Remarquons que, grace a l'indépendance sous P de X et Y, z"(Z) est
le quotient de fonctions explicites des observations y;:

EP(LII:'Z/g;) = EPX[Z(Q)X)L%'(G)’ Yo * 0 s y;v)]

Remarque. On ne peut considérer que cette approximation est un
filtre discret comme c’est habituellement le cas ([2], [6]); en effet, du fait
de 'anticipation qui figure dans L% (1.3) (le coefficient de 1’accroissement
de Vobservation dépend de l'instant final), on a besoin, pour obtenir la
convergence, du terme correctif h.div H;, qui empéche L% d’étre un
rapport de vraisemblance entre P et la probabilité qui modéliserait une
observation discréte avec fonction anticipante du signal, & savoir: Y, =
Y;.. + hH,;, + 4,B.

Dans le paragraphe IV, on montre que z(Z) converge vers n(Z) et
on estime la vitesse de convergence. Pour ce faire, on utilise le calcul
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des variations stochastiques afin d’exprimer L% & I’aide de l'intégrale de
Skorohod. On utilise dans la suite de ce papier les notations soit de
D. Nualart [7], soit de S. Watanabe [14]: le mouvement brownien B donne
lieu avec son espace canonique a4 un espace de Wiener (W, p) sur lequel
on note ’intégrale de Skorohod ([8] § 3) et son opérateur dual dit gradient
stochastique [13] ou dérivée de Malliavin ([8] 2.4): § et D. On rappelle
que H" est le processus constant et égal & H,, sur l'intervalle I, et définit
le processus:

215) L = exp r (H'3B, + (H'H, — 1/2|H"|t + D,H" — div H"ds)
0

On montrera auparavant que L% (1.3) coincide au temps NA avec ce
processus L*, aprés avoir donné quelques rappels sur le calcul stochastique
“non-causal”.

§ III. Calcul stochastique non causal

On considére un espace de Wiener standard (W, B(W), p) ou W est
P’espace des trajectoires vectorielles continues sur [0, T'], nulles a 'origine,
B(W) la tribu des boréliens et une mesure de Wiener centrée. Dans
cette partie, on définit les opérateurs 6 et D, intégrale de Skorohod et
gradient stochastique déja cités, sur des espaces simples. Puis on donne
les définitions des espaces de Sobolev ol sont définis ces opérateurs.
Ensuite, on rappelle les propriétés de D et § qui seront utiles par la suite:
régularité, formules d’intégration par parties et de commutation, regles
de dérivation, formule de Clark et “formule de It6”’ étendue aux processus
anticipatifs. On conclut cette partie par la justication du processus L*,
introduit en (2.15), qui utilise certaines des propriétés rappellées.

1. Introduisons comme le fait Nualart ([7] 3.1) les fonctionelles
régulieres de Wiener

3.1) S={F=f(Wt)- - W); fe C7(R"), t;e[0, T]}

ot Cy désigne les fonctions de classe C*~, bornées ainsi que leurs dérivées;
S est contenu dans LYW). On définit pour tout Hilbert séparable E, la
famille de fonctionnelles:

(3.2) St ={u=2.Fl;F. - -F,eS8;l -l,eE}

On utilisera surtout S%, ol L est le Hilbert L*[0, T].
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I y a plusieurs définitions de l'opérateur D, gradient stochastique,
qui toutes coincident de fagcon évidente sur l’espace S, mais dont les
espaces de définitions semblent a priori différents. On choisit ici de le
définir comme ‘“‘dérivée directionnelle”, ou de Fréchet, le long de A, élé-
ment de L:

(3.3) DF(h) = lim (F(w + efo hsds) — F(a))) / ..

-0

Dans S, la limite peut étre prise dans tous les sens “‘classiques” et pour
F décrite en (3.1) on tire:

(3.4) DF() = 3 0.f(W(&) - W) [ huds

Cette expression permet de mettre en évidence 1’élément suivant de S%:
(3.5) DF = =le” S(W(t)- - - W(E)) Ly, ()

qui vérifie

(3.6) DF(h) = {DF, h),,

On adopte ici pour D la définition de Kusuoka citée par Sugita [12]:
une fonctionnelle de Wiener F est stochastiquement différentiable si la
limite (3.3) existe en probabilité sur (W, B(W), p) et définit une fonction-
nelle mesurable DF & valeur dans L telle que la limite, notée DF(h),
vérifie (3.6).

Si Pon peut itérer cet opérateur et obtenir successivement D*F(h; k)
.-+ D¥F(h;,- - - h;,), on définit:

(37 IDF@s = 5 1DF@(hy: b

ol {h;} est une base orthonormée de L, et pour F k fois stochastiquement
différentiable, on définit la semi-norme:

(38 1 Elloe = M F sl + N D*Fllasllo; p>1; kN,

ol || -], est la norme de LW, ). Gréace aux “‘inégalités de Meyer” ([14]
théoreme 1.8), cette semi-norme est équivalente a la norme | - ||, ., utilisée
par exemple dans [13] ou [14], qui fait intervenir 'opérateur &, générateur
infinitésimal du processus de Ornstein-Uhlenbeck.

Ceci étant, on considére les fonctionnelles F 4 valeurs dans un
Hilbert séparable E, “R.A.C.”, c’est-a-dire que pour tout 2 de L, il existe
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une version mesurable de F (a) -+ t‘[ hxds) absolument continue en ¢ (cf.
0

[12]). Soit D(E) 'ensemble de ces fonctionnelles qui sont de plus sto-
chastiquement différentiables. On pose alors pour p > 1 et %k entier
naturel:

(3.9 D, (E) ={FeDE)|F|z et |D‘Flys €L? i=1---k}

On notera ces espaces D,, quand F est & valeurs réelles ou vectorielles.
Sugita montre [12] que cette définition d’espaces de Sobolev par Kusuoka
et Stroock coincide avec les définitions “‘habituelles”, telles celles données
dans [7], [8], [14], ou [15], c’est-a-dire:

(8.10) D, (E) est la complétion de S” pour la norme || |,
p

et le gradient stochastique D défini par la limite en probabilité (3.3) coin-
cide avec celui des références ci-dessus, c¢’est-a-dire que DF est obtenu comme
limite de DF,, ou F, est une suite d’éléments de S* de Cauchy pour la
norme |- |, et convergeant vers F. En particulier, ||| DF, — DF,|lusll,
tend vers 0 pour n et m infinis, et pour E = R, la norme de Hilbert
Schmidt s’écrit simplement en fonction des processus D,F (3.5):

(3.11) |DF, — DFy s = r \D.F, — D,F,}dt.
0

En passant a la limite, on a donc l’existence d'un processus de L, D,F,
dont la norme de Hilbert Schmidt appartient a L? et qui vérifie la
relation (3.6) pour tout A de L.

Par ailleurs, on définit 'opérateur 9§, dit intégrale de Skorohod, sur
Pespace S%, par linéarité a partir de I'image des processus de la forme
F.g, F élément de S et g de L:

(3.12) ¥F-g) = F [ gdW. — DF(g)

T
On notera par la suite d(u) par: f u, W, Puis, utilisant la norme
0

(38.8) pour le cas E = L et la définition (3.9) de D, (L), on définit § sur
les espaces de Sobolev D, (L) par passage a la limite.

Pour montrer qu’un processus est élément de D,;, on se servira le
plus souvent de la caractérisation de Kusuoka-Stroock (3.9) qui offre
I’avantage d’'une vérification plus simple d’appartenance aux espaces de
Sobolev. Ceci étant, on utilisera selon le besoin 'une ou 'autre des deux
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définitions (3.9) ou (3.10). Notons simplement ici que pour un processus
u de L son gradient stochastique Du est un processus sur [0, T']> de norme
de Hilbert-Schmidt:

(319 1Dulfis = [, [[1D,udsat

2. On rappelle maintenant quelques propriétés utiles sur les opéra-
teurs D et § et les espaces D, et D, (L). En premier lieu, D et § ont
une certaine régularité (voir [14] Proposition 1.9):

3.14) D est un opérateur continu de D, ,,, dans D, (L)
' 6 est un opérateur continu de D, ,.,(L) dans D, ,

pour p > 1 et k entier naturel. Ils sont de plus en dualité, grice a la
“formule d’intégration par parties” (voir [8] ou [4]):

(8.15) SiFeD,, et ueD, (L) et 1jp + 1/g < 1: E(Fi(w)) = E(DF, uy,

On peut “dériver” stochastiquement I’intégrale de Skorohod; ceci donne
lieu & une “régle de commutation” ([7], [8], [13]- - -), si u est un processus
tel que Déu et §Du existent:

(3.16) D,ou — é6D,u = u,, Vtel0, T];

ce qui est par exemple le cas pour u dans D,.(L).

Les régles de dérivation s’appliquent aux fonctions de fonctionnelles
a dérivées bornées ([7], [8], [14]): si f est dérivable sur R? & dérivées
bornées, et si F, ---, F, appartiennent a D, ,, alors:

(3.17) DIf(F,, -+, F)l = 2. 0./(F,, - -, Fu)- DF,

Ce n’est pas le cas du produit. On peut néanmoins montrer sans difficulté
(cf. (27) dans [15] et Proposition 1.10 [14]).

Lemme 3.1. Soit F dans D, et G dans D,,.; alors le produit FG
appartient & D,, avec r défini par 1/r = 1/p + 1/q, et

(3.18) D(F-G) = F-DG + G-DF

De fagon plus générale, la définition (3.3) permet d’obtenir la régle
de dérivation suivante:

LemMmE 3.2. Soit F appartenent a D, ,, g > 1 et f une fonction de classe
C' telle que f(F) et Vf(F) appartiennent a L*(1/p + 1/q = 1/r < 1). Alors
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f(F) appartient & D, et admet le gradient stochastique:
(3.19) D(f(F)) =V {(F)-DF

La relation (3.18) et la formule d’intégration par parties (3.15) permet-
tent a Nualart ([7] 4.3) de montrer, pour un processus u de D,,(L) et
F élément de D,, (1/p + 1/g < 1):

(3.20) 3(Fu) = Fo(u) — j u/(D,F)dt

qui prolonge la définition (3.12) de §; la démonstration consiste simplement
4 intégrer le produit de chacun des membres de (3.20) avec une fonction-
nelle G de S et & montrer ’égalité des deux espérances pour tout G.

3. On a considéré jusqu’ a présent W = C([0, T], R); on peut dup-
pliquer cet espace n fois et obtenir des trajectoires dans R®*. On notera
6%, D' les opérateurs correspondant a la i° composante de W. Ces nota-
tions sont utilisées dans le résultat suivant qui est une version de la
formule de Clark pour les fonctionnelles de D,, donnée par Nualart dans
([71 3.12); on peut l'étendre aux fonctionnelles de D, (g > 1), considéré
comme partie de ’espace des distributions I’, en appliquant les résultats
de Ustunel ({13b], Propositions 112 et IV1):

Lemma 3.3. Soit F élément de D,, q > 1. Alors:
T
(3.21) F=EF)+ 5 L E(DiF|9)dW?

ot % est la filtration naturelle engendrée par les applications coordonnées,
et Uintégrale est une intégrale de Ito généralisée.

Ce lemme permet de montrer la proposition suivante:

ProrosrTioN 3.4. Soit un processus u de D, (L), g > 1. Alors, linté-
grale de Skorohod peut éire représentée par:

(3.22) o) = S, LT E(u + L DfuﬁWJ%)dW;‘.

ol lintégrale est une intégrale de Ito généralisée.

Démonstration. Il suffit d’appliquer (3.21) & la fonctionnelle d(z) qui
appartient & D,, grice & 'hypothése, le fait que I'espérance de d(u) est
nulle et la formule de commutation (3.16).
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4. Enfin, la “formule de It6” étendue aux processus anticipatifs
donnée dans [7] ou [13] nécessite des hypothéses relativement contraig-
nantes d’intégrabilité sur les processus, afin de pouvoir s’appliquer a
des fonctions trés générales. On peut montrer cette formule simplement
pour le carré, en affaiblissant un peu les hypotheéses:

ProprosiTiON 3.5, Soit un processus w de D, (L):
T T T s

(3.23) (3w = 2f ud.udW, + j wds + 2 f u, j D,u,sW.ds
0 0 0 0

si u.b.u appartient au domaine de définition de d; d,u note (u 1y, 7).

En revanche, pour 1'exponentielle, on applique simplement le résultat
cité dans [7], en explicitant hypothéses et résultat pour ce cas particulier:

ProposiTION 3.6. Soit un processus u de D, . (L) tel que Du appartient
a L*([0, TP X W) et Du a L***([0, T X W); et soit v un processus de
D, (L) tel que Dv appartient a LY[0, T X W). Alors, le processus L

défini par L, = exp ((i(u) + fﬁ vsds> vérifie:
0

(3.24) L,=1+ f Ls[uS(SWs + v,ds + 1/2uids + u,;(Istu,()‘W, + st,dr)ds]
0 0

5. Pour conclure ce paragraphe, on applique les résultats précédents
pour justifier l'introduction du processus L" défini en (2.15). En effet,
sur ’espace produit construit en (2.3), tout ce qui dépend de X peut étre
considéré comme non aléatoire: X, est un parameétre temporel. Et on
considere 1’espase de Wiener associé au brownien B. Sur cet espace de
Wiener, il convient de s’assurer que Y et H sont des éléments de D, ,(L).
Or, Y est solution de I’équation différentielle stochastique (1.1) dont les
coefficients sont deux fois dérivables & dérivées bornées. En reprenant
exactement la démonstration de [3] (p. 337 & 339) (cf. théoréme 2.1 de [6])
on obtient immédiatement:

(3.25) Y, e D,, pour tout ¢

et comme Y est & valeurs dans L, Y appartient a D, (L). Puis, on obtient,
par les régles de dérivation, que D,Y est solution de:

(3.26)  DiYi= 1[(,,ﬂ(s)(ai,c + ajH:;Dfo;du); Peth=1 .. d
0
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La régle de dérivation (3.17) implique que H est aussi dans D, (L) et son
gradient stochastique vérifie:

(3.27) DH! = 1,0, Hi(30 + | DiHidu)

La bornitude du gradient de H et le lemme de Gronwall montre que DH est
uniformément borné sur 2 X [0, T]2. Comme par ailleurs, les hypothéses
donnent que H est dans L?, on déduit par la définition (3.9).

(3.28) He Dy(L) et H, € D,,, pour tout ¢.

Puisque H est deux fois dérivable, on peut itérer la dérivation
stochastique sur (3.27); la bornitude des dérivées secondes de H (2.4)
montre que D*H est également borné et donc H est de fait dans D,.(L).

On peut alors appliquer la relation (3.20) au couple (H;,, 1) sur
Iintervalle I,:

(3.29) S(Hi1,) = Hi(Bl, — Biyryy) — f DiHids

G-Dh
On déduit par ailleurs de (1.1):

in
(3.30) H, (Y, — Y(i—l)h) = H,;,(Bi, — B(i—l)h) + (’—1)nHMH3dS

Ces deux derniéres relations impliquent:
(8.83)  Hu(Yin — Yuoipn) — b 250,HY,
= | mwB,+ [ (HH, + ¥ DIHY — 30,H)ds
I; I 7 J

ol H! et D,H} désignent les processus constants sur I, et égaux a H;, et
D,H,, respectivement. Si l'on reporte cette expression (3.31) dans la
définition (1.3) de L%, on obtient:

(3.32) L = exp I””(HgaB, + (HH, — 1/2| H*} + D,H" — div H"ds)
0

ol 'on omet sommations et indices, et 1’on vérifie que, effectivement,
le processus L”* défini en (2.15) coincide avec L% au temps Nh.
L’indépendance de X et de B permet de considérer de la méme fagon
V'espace de Wiener associé au mouvement brownien V qui conduit la
diffusion qu’est le signal X, a savoir I’espace introduit en (2.2). On notera
D" le gradient stochastique et Dj, les espaces de Sobolev associés aux
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composantes {V* a« = 1...n} du brownien V, et plus globalement: D¥ et
D}, pour ce qui concerne ’ensemble des composantes. Remarquons que

)

les hypothéses choisies sur H et X montrent que H est un élément de
D} ,(L) pour tout p > 1, en adaptant démonstrations et résultats de Tani-
guchi [16] dont les hypothéses sont plus fortes que dans le cas présent,
ou ceux de Davis ([17], corollaire du théoréme 3.2); prenons ici plus
simplement ’hypothése supplémentaire:

(3.33) H,e D;;, o€ Dj,, be D, pour tout p > 1

ce qui montre immédiatement que H appartient & DZ,(L) pour tout p > 1,
avec (2.5) et (3.14).

On peut alors montrer le lemme suivant dans le cas B ou H ne
dépend que de X:

LEmME 3.7. Sous les hypothéses (2.4) B, (2.5) et (3.33), la variable L;!
définie par L (2.6) est, conditionnellement en %5, un élément de DX, pour
tout r > 1, avec:

(3.34) DXL = L7’ jT DIH,AY, — Hds).
Démonstration. Conditionnellement en %5, ’expression de L;' est:
T
(3.35) Li' = expj (H,dY, — 1/2| H,|ds).
0

Il s’agit d’appliquer le lemme 3.2 et donc de montrer que L;' appartient
T

a LP(2%) et que G =J (H(dY, — 1/2||H,|’ds) appartient a DX avec 1/p
0

+ 1/qg = 1/r < 1. Pour donner un sens a (3.35) ol I’on considére Y comme
un parameétre déterministe, on réécrit I'intégrale stochastique & 'aide de
la formule classique de It6 et de (2.5):

(3.36)  Li' = exp UOT (Ye — Y)(0.dV, + b,ds) — 1/2|lHS{|2ds)]

On met alors le p° moment de L;' sous forme de produit d’'une %7-
martingale par un coefficient positif, borné conditionnellement en Y:

@30 @7y = e || (0¥: — YoV, — 121p(Y; — Yo, 1ds)|

x exp [ (U2Ip(Ys = Yoo, If + P(Yr — Y)b, — pl2/H,)ds
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qui est donc intégrable sur (2%, P¥) pour tout p.
On montre ensuite que l'appartenance de H & D% pour tout ¢ > 1

T
implique celle de 1/2I |H,|F ds a D, pour tout ¢ > 1. Il suffit pour cela
0
d’appliquer le critere (3.10): H est limite d’une suite d’éléments u, de SZ,
T
de Cauchy pour la norme | ||%,; alors 1/2I |tn, |} ds est clairement une
0

suite de S dont on montre qu’elle est de Cauchy pour la norme | |,,.
Par passage a la limite, on obtient de plus:

T T
(3.38) DX 1)2 j | H,|rds =j DYH,H.ds .
0 0

On étudie enfin le terme J‘T(YT — Y)(6,dV, + b,ds). L’hypothése
0

(3.33) montre que ce terme appartient & DY pour tout g et les régles de
dérivation permettent d’obtenir;

(3.39) Dr j (Yy — Y)(0.dV, + b,ds)
— (Yr — Yo, + ij — Y,)(D¥e,dV, + D¥b,ds)

utilisant en outre que le gradient stochastique D,u, est nul si s est

\

inférieur & v lorsque u est adapté (voir (3.5) par exemple- - -)
Ceci étant, une simple identification permet de remplacer (3.39) par
r
j DXH.dY,, en utilisant la formule de It6 comme en (3.36), ce qui acheve
0

la démonstration du lemme.

§IV. Estimation de l’erreur

Il s’agit maintenant d’obtenir un ordre de grandeur en moyenne

quadratique de l’erreur commise en utilisant z*(Z) (2.14) comme filtre &
la place de n,(Z) (2.13). L’objet de cette partie est donc de montrer:

ProposiTioN 4.1. Soit le systéeme de filtrage dont ['observation est
définie en (1.1), ot le “‘bruit” est indépendant du signal, et la fonction du
signal vérifie les hypothéses (2.4) et (2.5). Alors, sous I’hypothese A de
(2.4), pour Z variable %%-mesurable et bornée:

.1 124(Z) — 7o(Z)l = OW )

Sous Ihypothése B de (2.4), pour Z variable %%-mesurable et bornée de
DZ, et si H vérifie (3.33):
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(4.2) 12(Z) — 72(Z)l, = 0(h)

Démonstration. On peut supposer, sans perte de généralité, que le
pas de discrétisation A est exactement T/N, N étant le nombre d’observa-
tions discrétes. Pour tout %, on introduit le processus A*, produit de
L* et L, c’est-a-dire:

43 A’ = exp [5t(m —H)+ j (D,H" — div H" — 1/2||H" — Hsliz)ds]
0

ol comme en (2.15), on omet sommations et indices. Sauf mention con-
traire, D, §, D,, désignent dans ce paragraphe opérateurs et espaces
afférents a 1’espace de Wiener (W, p) donné en (2.1).

La démonstration s’appuie sur l'identité suivante (voir [10] par ex-
emple):

(4.9) t(Z) — 1:(Z) = Egl(Ar — D(Z — n"(Z))/%1]

qui permet d’évaluer ’erreur en fonction la norme quadratique de A% — 1,
puisque (Z — 7™(Z)) est borné; (4.4) se montre simplement en développant
le membre de droite, on utilise (2.13) et (2.14) et on identifie.

Le lemme suivant, clé de la mesure de l’approximation, servira a
plusieurs reprises:

LEmMME 4.2. Pour tout réel q > 1, le processus H* — H vérifie:
" .
(4.5) | [ 1 = mipar] < en
0 q

ou ¢, est une constante.

Démonstration. Sous I’hypothése (2.4), le résultat est classique pour
g = 1. Soit donc g > 1. On tire de (2.4), lorsque ¢ appartient & V’'intervalle
I,:

(4.6) m_m=ﬁ@a+mw
d’our 1l vient:

.1 IH! — H|F < 2(rhbsds)2 + 2( f ihasdQ,)z

t

Le permier terme est inférieur a 2hf |b,[ds dont l'intégrale sur [0, T]
I

se majore de la facon suivante:
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(4.9) p j . 2( j ' bsds>2dt < o f: |b,ds

Puisque b est dans LYQ X [0, T]) pour tout g, la g-norme de (4.8) est
T
[ 18.ds
0 q
On évalue ensuite la q° puissance du second terme & droite de (4.7),

on note c(f) le temps ik lorsque t appartient & I, et on utilise 'inégalité
de Hoélder:

@ ([ enya) <[ ([ sa)a

Fixant ¢, on applique l'inégalité de Burkholder & la martingale J a,df,
(11 2 p. 304):

majorée par 2h*

(4.10) E(ﬁ‘”osdgs)” < (8q)24E<ﬁw la, |2ds)"

Or |o,| est majoré par |o|..:

(4.11) ([ 10.rds)" < (et — 7l

et 'on déduit une majoration de I'espérance de (4.9):

T c(t) 2
f ( j asdQs) dt
0 t

ce qui montre (4.5) avec (4.7) et (4.8).
Si I'on reprend (4.6) en fixant ¢, on peut montrer sous les mémes
hypotheéses et avec les mémes calculs:

(4.12) < Th8q)XE(|e|t9))"

q

(4.13) Vg>1, H" — He LW[0, T]1 X Q) et V¢, H! — H,e Lt

Cette remarque et le lemme 4.2 permettent de montrer ’appartenance
du processus H" — H aux espaces D,,, ce qui permettra de lui appliquer
les résultats de la partie III.

LEMMA 4.3. Sous les hypothéses (2.4) et (2.5), le processus H* — H
appartient ¢ D, (L), pour tout q > 2. Si de plus H est indépendant du
brownien B (hypothése B), H* — H appartient a D, (L), pour tout q et
entier k.

Démonstration. On a vu en fin de troisieme partie que H est un
élément de D, (L) et que DH et D*H sont bornés; il en est donc de méme
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du processus H* — H qui est de plus dans L*(L) pour tout q¢ > 1 grace
a (2.4): la caractérisation (3.9) de D, (L) montre le premier résultat. Le
second est une évidence: sous ’hypothese B, div H est nul donc aussi DH
et tous les gradients stochastiques D*H!

Ceci permet d’appliquer la “formule de It6” au processus A" et
d’obtenir:

LeEMME 4.4. Le processus A" défini en (4.3) vérifie:
T
(4.149) A7 —1=04A"H" — H)) +J AN(D.Hy — divHy) + (Hy — H)M71dt
0
avec le processus vectoriel M":
415 Mi=|  (DHB, + (D(DH! — divHY) — DHNH! — H,)ds]
nt/nl
ou [t/h] désigne la partie entiére de t{h, H" et div H" les processus constants
égaux ¢ H(X,,, Yi,) et div,H(X,,, Yi,) sur I.
(Comme en (2.15) et (3.32), sommations et indices de H sont omis).
Démonstration. On applique simplement la proposition 3.6 a:
(4.16) w,=H!—H, v,=DH!—divH? — 1/2||H} — H,|}

On vient de voir que u appartient & D, (L) et que Du et D*u sont bornés.
De plus, v est un élément de D,,(L) pour tout q: c’est la somme de
processus bornés admettant un gradient stochastique borné et de |uif
qui appartient & D,_,(L) (¢ > 1) grace au lemme 3.1. Evaluons maintenant
Dv en utilisant les régles de dérivation; si ¢ appartient & I;:

417 Dy, = D.D.H! — 1[o,i,ﬂ<s>aﬁsz(1 + j DsHudu)
0
— (DH! — D,H)H! — H).

Les termes de cette somme sont tous bornés, sauf le dernier qui est un
élément de LU([0, T]* X £) pour tout g; il en est donc de méme pour Dv.
Les hypotheéses de la proposition 3.6 sont vérifiées et on obtient (4.14) et
(4.15) aprés avoir, comme en (3.39), utilisé I’adaptabilité de H qui annulle
le gradient stochastique D,H, lorsque s <.

Pour évaluer la norme de A% — 1, on va donc étudier la norme de
chacun des termes de son développement, et comme c’est classique en calcul
de Ito, on décompose I'intégrale s(A*(H* — H)):
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(4.18) 6(AMH" — H)) = o(H* — H) + 6((A* — 1)(H" — H)).

Pour traiter le deuxiéme terme ci-dessus, on utilise 1’existence de
moments de A’ uniformément bornés en h:

LEMME 4.5. Sous les hypothéses (2.4) (2.5), le processus A" défini en
(4.3) vérifie:

(4.19) Il existe p > 2 et h, > 0 tels que Yh < h,, Vte[O, T, AL, < M.

Démonstration. Par définition, le processus A" s’écrit:
2
(4.20) A%:prHh—HMvaﬂs
0

a) Sous I’hypothese (2.4) A, le processus v, et donc le deuxiéme facteur,
est uniformément borné sur £ X [0, 7’]. On peut décomposer le premier
facteur en le produit suivant:
(4.21) expdo,(H" — H)
t 2
= exp », 4,H4,B expf (H, — H,)dB, expj — D,H"ds
0 0

ol la sommation Y s’entend pour (i — 1)h <t et H, est égal & H_,,
sur I,. Le troisiéme facteur de ce produit est uniformément borné. Le

(2
second, au coefficient borné exp — 1/2J |H, — H,|} ds prés, est une mar-
0

tingale appartenant & tout L% Pour traiter le premier facteur, on
majore le produit des accroissements de H et B par la demi-somme de
leur carré:

(4.22) 25 4HAB< Y |4H] + X 4B

.

On a donc & étudier l'intégrabilité du produit suivant:

(429 (Py = expp(2 X |4HI expp/2 3 4B exvp | (H, — H)dB,
On déduit par une inégalité de Holder avec 1/g + 1/r + 1/u = 1:
(424) [P, < llexp 1/2 20 (| 4:H |y exp 1/2 25 [| 4:BIfl5r

Xemﬁm—mws

pu

Parce que H est uniformément borné, le troisiéme facteur est borné
uniformément en ¢ et h. Le deuxiéme facteur est la norme du produit
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de Nd facteurs indépendants, soit exp pr/2|4,B/|* pour i =1---Netj=1
---.d, dont on calcule sans peine l’espérance, connaissant la loi de
l’accroissement du brownien:

(4.25)  E(exp(pr/2)(dB))
— 1V J exp (hpr 2/2) exp (—2*/2)dx = (1 — hpr)~"*

a condition que A soit assez petit (h < 1/pr). Le deuxiéme facteur vaut
donc:

(4.26) lexp1/2 3| 4B, = (L — hpr)-Teier

qui est uniformément borné pour h assez petit.
Enfin, exprimons le carré de ’accroissement de H par la formule de
Ito:

(4.27) | 4H|F = Lz(Hs — H)(b,ds + 0,dW,) — |o,['ds
On a donc a calculer 'espérance de ’exponentielle suivante:
(4.28) exppg f (H, — H)(bds + 0.dW,) + 1/2]0,ds]
— exo (p0) [ [, = Hyo.aW, — 120" [ [(H, — Hoa,ds]
x exp [ (2P |(H, — Hoa.JF + pa(H, — H)b, + pa/2]a.)ds
Le premier facteur & droite de (4.28) est une martingale exponen;cielle
(sous les hypothéses choisies). L’hypothése (2.4)A montre que b et ¢

sont bornés, donc le deuxiéme facteur a droite de (4.28) est borné, ce qui
conclut le cas A avec (4.24) et (4.26).

b) Sous I’hypothése (2.4)B, on déduit de (4.14)
(4.29) Al —1=06,(A"H" — H))

I1 est clair que la %7-espérance conditionnelle d’une intégrale de Skorohod
sur (W, 4%, ) est nulle: il suffit d’appliquer la formule d’intégration par

N

partie & une fonctionnelle F %%-mesurable et bornée, donc de B-gradient
nul a cause de l'indépendance entre X et B:

(4.30) E(Fé((w) = E(DF,uy) =0

Ainsi obtient-on pour tout ¢:
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(4.31) E(AY%E) =1

Notant alors A", le processus obtenu comme A", mais avec pH au lieu
de H, on obtient grdce a la définition (4.3):

(132 (Aty = A3, exp (5 — p)f2 || |1HE — H,tds
On tire de (4.31) et (4.32):

(433) E{(AD?/91] = exp (' — )2 [ |H! — H,[[ds

puisqu’ici H est #f-mesurable. Sous la condition B, b est borné comme
a; (4.7) (4.8) donnent alors la majoration:

2

(4.34) f \H! — H,|*ds < MR + 2 j ‘ ds
0 0

c(s)
j 0. dV,

Ceci permet de majorer (4.33), posant p = p* — p, p étant fixé > 2:

2

(4.35) E(AD?/G}] < K exp p j i f”“’ ¢.dV, | ds
0 §
dont I'espérance est celle d’'un produit que ’on majore par une inégalité
de Holder:
c(s 2
(4.36) Bl <K 11 |expo | |[“oav.]ds
1=1,N I s N

Chacun des N facteurs est la racine N° de l'espérance d’une série entiere
dont on majore chacun des termes:

2ds)r/r! < (,oN)Th’"‘f st/r!

L’inégalité de Burkholder donne une majoration trop forte et 1’on obtient

(4.37) (pN L

c(s)
j . dV,

8

f " edV,

§

I

une série non convergente. Mais la bornitude de ¢ permet d’évaluer au

ce(s) 2r
plus juste I’espérance de ,J. 0,4V, par récurrence. En effet, fixant s
0w 2r
et notant M,(u) I'espérance de H g,dV,ll , on obtient par la formule de
1to:
c(s) u 2r-2
(4.38) M(c(s)) = r@r — 1) j E(HauH? f ¢, dV, )du

c(s)
< r@r — Dol j MW,

En itérant cette majoration, on obtient finalement:
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(4.39) M (c(s)) < @2r — D alE(c(s) — )

L’espérance de la série de terme général (4.37) admet donc la majoration:

(4.40) E <exp (pN Li

c(s)
I a,dV,

st>> < 30 (oNR @ |2)"@r — 1)!Y/r!

Puisque Nh = T, c’est une série entiere dont le rayon de convergence
vaut 1/2 et donc (4.40) est définie dés que A est assez petit et admet de
plus un majorant indépendant de i = 1---N. On se restreint alors a cet
h assez petit pour que le produit des N racines N° des facteurs (4.40),
soit (4.36), soit défini et admette une majoration uniforme, ce qui montre
que le p° moment de A? est uniformément majoré en A et t, et achéve
la démonstration de (4.19) dans le cas B.

Ceci étant, on montre 1’appartenance de A" aux espaces D, ,(L).

LEMME 4.6. Le processus A* défini en (4.3) appartient & D,,(L) sous
Uhypothése A et a D, (L) sous U’hypothese B, pour un p > 2.

Démonstration. Le processus A" est I’exponentielle, fonction de classe
C=, de la fonctionnelle 6(H* — H) + jvsds défini en (4.16). Or, le lemme

4.3 et la régle de commutation permettent de dériver stochastiquement
deux fois 6(H* — H), et on obtient:

(441) D,D(H" — H) = D(H! — H) + D(H} — H,) + 6(D,D(H" — H))

dont les deux premiers termes sont bornés, et le troisieme est l'intégrale
de Skorohod d’une fonctionnelle bornée: 6(H" — H) appartient donc a
D,.(L) pour tout ¢g. On a vu par ailleurs dans la démonstration du
lemme 4.4 que v appartient a D, (L) pour tout g; il en donc de méme
pour son intégrale. Par ailleurs, on vient de montrer que A} admet un
moment d’ordre p,p > 2. Le lemme 3.2 montre alors que A" appartient
a D,(L) (p' > p) avec pour vecteur gradient:

442) DAl = A?(H?” — H+ 5(DiH" — H)) + j ‘ D;vrdr)
0

Si de plus I'hypothése B est vérifiée, P'expression ci-d2ssus se simplifie
notablement du fait que DH est nul:
(4.43) DA} = AHY — HY)

c est-a-dire le produit d’un élément de D, (L) par H* — H qui appartient
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a D, (L) pour tout g; le lemme 3.1 montre que DA" appartient & D,.,
(p” <p’) et donc A" est un élément de D,.(L) pour un p > 2. On a de
plus dans ce cas la matrice gradient stochastique d’ordre 2:

(4.49) DiDIA} = ANHY — H)(H? ~ HY)

Démonstration de 4.1. On est ici sous I’hypothése o H est fonction
de Vobservation Y. On tire de (4.14):

(4.45) |JA? — 1| < [|6(H" — H)I| + [|6(A7 — D(H" — H)||
¥ H f : AXNDH! — div H?)dtl + H f : ANH" — Ht)Mtdt“

La relation (3.27) montre, si ¢ appartient a I;:
ih

(4.46) DH! — divH} =3 ajHth D.Hidu
13

La bornitude de DH et 0H montre que (4.46) est uniformément majoré
par Kh (K constante); cette remarque et le lemme 4.5 impliquent:

(4.47)

f " AMDH! — div HYdt
0

< Kh [UT A?dt“ = O(h)
2 0 2

On étudie ensuite le processus M (4.15). Son premier terme, si ¢ est
dans l'intervalle I,, est I'intégrale de Skorohod de D.H;, sur l’intervalle
[(i — Dh, t]: c’est donc un O(v &) dans tout L¢. Les termes suivants sont
Vintégrale de processus bornés sur ce méme intervalle: ils sont uniformé-
ment majorés par Kh, et il vient:

(4.48) | M,|l, = O(w k) pour tout gq.
On majore alors le quatriéme terme a droite de (4.45):
2
(4.49) ( f " ANH! — Ht)Mtdt)
0
T T 2/p T 2/q
< [Tuerr — mear( [ cavrar) (|71 M0a)
0 0 0

avec 1/p + 1/g = 1/2. On applique une inégalité de Holder & cette majora-
tion afin d’obtenir:

(4.50) E(IT ANH? — Ht)M,dt)Z
0

=|

[Cime - b pas

[ catyrar

([ 3

2/p
q /2 q
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ou p (dans (4.49) et (4.50)) est celui du lemme 4.5, ce qui permet, compte-
tenu également de (4.48) et (4.5), d’obtenir:

(4.51) “( f ANHY — H,)Mtdt)ZHZ )

Passons a ’étude du terme 6((A* — 1)(H* — H)). Les lemmes 4.3 et 4.6
(avec le lemme 3.1), montrent que le processus (A* — 1)(H* — H) ap-
partient 4 D, (L) et son gradient stochastique appartient & L*[0, T]* X Q).
On peut donc appliquer la relation d’isométrie ([8], Proposition 3.1):

(459 E[(A* — D@H" — H)F = || BUAL — V| H! — H,[1ds

+ j j E[D,(A} — 1)(H! — H)D(A" — 1)(H" — H,)ldsdt

La double intégrale est la somme des N intégrales sur I, X I, de Vinté-
grande, qui est nul en dehors de ce domaine 4 cause de la %,,-mesura-
bilité de (A" — 1)(H" — H) sur I,, De plus, & cause des différentes
hypotheses de bornitude, D,(A? — 1)(H?” — H,) est majorée par une variable
du type a + bA! + cAl(D,(H" — H)) dont on peut majorer 1’espérance
du carré indépendamment de s et £. Ainsi, cette double intégrale est-elle
un 0(h) et puisque H est borné, on tire de (4.52):

(4.53) Els(A* — H)H" - H)IF <L KLT E(A} — 1)*dt + 0(h)

On utilise enfin le lemme:

LeEMME 4.7. Sous les hypothéses (2.4) (2.5), la norme quadratique de
8(H" — H) est un 0( h).

Démonstration. C’est en fait la méme que celle de (4.53), en plus
simple, car D(H" — H) est borné, En effet, le processus H" — H étant
élément de D,,, on peut lui appliquer la relation d’isométrie (cf. 4.52):

(4.54) E[6(H* — H)]?
= [" Bim® - Hide + ([ EID(H! — H)D(H: — H)dsdt
0
Le premier terme est un 0(h) (lemme 4.2); le second est la somme de N

intégrales sur I, X I,, & cause de la %,,-mesurabilité de H" — H sur
[0, ih], d’intégrande bornée: DH est borné uniformément sur [0, T'); le
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deuxieme terme de (4.54) est donc aussi un 0(h) ce qui montre le lemme.
Ce lemme, (4.53), (4.51), (4.47) et (4.45) impliquent:

(4.55) E(AL — 1) < O(h) + Kr E(A" — 1)dt

ce qui montre (4.1), & Paide du lemme de Gronwall, puis de (4.4).

Démonstration de 4.2. On ne suppose plus que H est bornée, mais
H est fonction uniquement du signal; alors ¢H et DH sont nuls et la
relation (4.14) est réduite a:

(4.56) At —1=0(H" — H) + (A" — 1)(H" — H)).

Le premier terme est un 0(v/ & ): c’est en fait I’intégrale de Itd ordinaire
du processus ‘‘déterministe” H"* — H, griace a l'indépendance entre H et
B.

Néanmoins, suivant [10] mais par une tout autre méthode, on peut
montrer, pour Z variable %%-mesurable et bornée:

(4.57) | Eo(Zo(H" — H)|97)|. = O(h)

La démonstration de (4.57) comporte plusieurs étapes. En premier
lieu, on obtient, du moins formellement:

(458 BzoH" — )95 = B| [ Bzt — Hy9113B.9% ]

en calculant ’espérance du produit de chacun des deux membres de cette
égalité avec une fonctionnelle F bornée et ¥7-mesurable, par exemple de
la forme: F = f(Y(t)- - - Y(¢,)) avec fe Cy(R"), dont on remarquera que le
gradient stochastique D,F est ¥j-mesurable grice aux regles de dériva-
tion et au fait que D,Y, est déterministe sous ’hypothese B (cf. 3.26).
Puis on transforme l’espérance du produit par la formule d’intégration
par parties, et on constate leur égalité:

@59 [ E(DFZH! - Hydt = | EoD.FEJZH: — H)/93)dt

ce qui montre (4.58), sous réserve de vérifier la validité de (4.58) et (4.59),
4 savoir: I'appartenance de Eo[Z(H! — H,)/%7] & D,, pour un q > 1, qui
donne un sens a l'intégrale & droite de (4.58) et permet d’appliquer (3.15).
Cette appartenance est une conséquence du lemme A.1 montré en annexe
dont on déduit de plus:
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(4.60)  D,EQ[Z(H}! — H)|%1] = El(H, — nr(H)Z(H} — H)|97]
Pour démontrer (4.57) on utilise (4.58) auquel on applique la relation
d’isométrie:
(461)  Ed(EZH" — MDY = | EoEll2(H! — H)/73)dt
+ ([ EoEaltt, — maE) 2CEE — H)I9H)
X Eol(H, — zr(H))Z(H} — H,)|¥91]dsdt

Remarquons que le deuxiéme terme, compte tenu de la symétrie en s et
t, est majoré par:

(4.62) ” Eo(Eol(H, — r-(H)Z(H! — H)|%1]) dsdt

On applique alors le lemme A.2 avec F égal a Z, puis ZH, et Zr.(H,)
pour obtenir (4.57).

Pour traiter le second terme de (4.56), on étudie la ¥%F-espérance
conditionnelle de (3(A" — 1)(H"* — H))* et ’'on montre dans ce but le lemme
suivant:

LemMmE 4.8. Soit un processus u appartenant & D, (L), p > 1. Alors
(4.63) E[6,(u)/%9%] = 0 pour tout t et:
(4.64) E[(3,(w) — 65w)/%s] =0 pour 0 <s <t < T

En particulier, si le processus 6,(u) est & ,-mesurable, avec F, = %¥\/ %,,
alors c’est une (¥, Q)-martingale.

Démonstration. On a déja montré (4.63) précédemment en (4.30).
L’autre relation se montre de fagon analogue en considérant une fonction-
nelle F % ,-mesurable et bornée, par exemple de la forme:

(4.65) F=f(X., B, t: et s, <)

avec f de classe C~ & dérivées bornées. On tire des régles de dérivation:
(4.66) D.F = 3,f(0)1g,s,(r)

et de la formule d’intégration par parties:

(4.67) ElFGw) — 8,w)] = J‘uTD,Fdr =0

ce qui montre (4.64).
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On est alors en mesure de montrer:
LemMme 4.9. E[(6(A" — 1)(H" — H))'|%47]
< [T1mt — HFECAL - 1790de + Blanyon)( [ 1L - Hirdt)
ou A* désigne le sup de A sur [0, T].
Démonstration. On tire de (4.29), pour tout ¢:
(4.68) 0((A» — 1)(H" — H)) = A —1—6(H" — H)

Sous I'hypothése présente, H* — H appartient & tout D, ,(L). Par (3.14),
il en est de méme pour 6(H"* — H). Or A* — 1 appartient & D, (L) (lemme
4.6) pour un p > 2. Donc la somme, soit §((A* — 1)(H* — H)), appartient
a D,.(L) et le produit (A* — 1)(H" — H)6((A* — 1)(H"* — H)) est un élé-
ment de D,(L) avec 1/r = 1/p + 1/q + 1/p gréce au lemme 3.1: c’est un
élément intégrable au sens de Skorohod et on peut appliquer la proposi-
tion 3.5 & (A" — 1)(H" — H):

(4.69) [o(A* — 1)(H* - H)J
~9 f: (A} — 1)(H" — H,)5,(A"* — 1)(H" — H)dB,
+ [ ar =y — s
2 - @ — B[ Ak - H)EHE - H)3B,)ds

ol I'on a remplacé D,((A* — 1)(H* — H)) par sa valeur (4.43) et 14 encore,
on a omis sommations et indices des vecteurs H et B. On applique alors
le lemme 4.8 au premier terme de cette somme, dont 1’intégrande appartient
a D, ,(L); il vient:

@70 EIGA" — D@H" — B)Y/of = [ |H! — HFE(AL - 1/97ds
+2 @ - mE|A - 1) [ Al — B! — H)3B,j95ds

ol on a utilisé que H est ¥Z-mesurable. Sous ’espérance conditionnelle
ci-dessus, on peut faire “entrer” A" — 1 dans l'intégrale de Skorohod a
T’aide de la relation (3.20):

(4.71) (At -1 [ Axat — )@ — H)B,

- j " 016B, + f "AMANH! — H)|H" — H,dr
0 0
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ou 'on a encore utilisé (4.43), et ou ¢° = (A" — )A"(H" — H)(H" — H,)
est un élément de D, (L) avec r > 1; le lemme 4.8 permet d’annuler la ¢3-
espérance conditionnelle de 4(s°1y, ;). Par ailleurs, le processus A" est
positif et le produit A*A”" est uniformément majoré en (A*)’. On déduit
donc de (4.70)-(4.71):

@) EGA" — D@ — Hyes) < [ 1HE - HFE(AL - 1/97)ds
2 [T — B [ - B PEA%Y 981dsdr,
ce qui achéve la démonstration du lemme.
LEMME 4.10. Pour tout t de [0, T,
(4.73) E[(A} — 17/97] < «(R)(1 + «(R)E[(A*)'/%7]
oiv e(h) désigne la variable fT |\H" — H,|dt.

Démonstration. Le processus A" — 1 n’est autre que §(AYH" — H)).
On peut donc appliquer la formule de It6 élargie a4 son carré comme on
vient de le faire pour (A" — 1)(H"* — H):

@) (A1 =2 [ Al — DA — H)oB, + [ (Al |HE - B, s
v 2| A — ([ A — H) @ — H)3B,)ds
Des calculs identiques a (4.69)-(4.72) conduisent & la majoration:
@75 ElA} - 1951 < | |H! — H, s E(A®19]
w2 [ um — m e [ IHE — Hdrds BIATY 93]

Cette derniére majoration implique (4.73).

LEmME 4.11. l6(AY — 1)(H" — H)|l, = 0(h) .

Démonstration. On a a calculer ’espérance:
(476)  E@(A" — D(H" — H) = E(E[(6(A" — D)(H" — H))'/97])
Les lemmes 4.9 et 4.50 donnent la majoration:

477 E[6(A" — DH" — H)Y|97] < («(M)(2 + (R)E[(A*)'|97]
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Il s’agit donc d’étudier E[(A*)*/9¥]). Or, si & est la filtration définie au
lemme 4.8 (¥, = 9% \V 4,), on peut montrer que A" est Z-adapté. En
effet, A* est le produit L*L, avec L processus %-adapté (2.6); de plus,
si on revient & la définition (2.15) de L*, on obtient pour ¢ dans I;:

b 3

H,3B, expj (HoH, — 1/2| H, |P)ds

(i=1)h

@79 Lt =Liguexp

(i—=1h

Le facteur L%_,,, est %y, (donc ¢, donc Z,)-mesurable; le troisieéme
facteur de L* ne dépend que de H, donc est #Z-mesurable; quant au

second, on le réécrit a l’'aide de la relation (3.20), sachant que DH est
nul:

(479 exp | HyB, = exp Ho(B — Bu-y)

qui est F,-mesurable et A" est bien & -adapté. Puisque A" est également
un processus de D, (L), le lemme 4.8 montre que A" est une (&, Q)-
martingale, de tribu initiale ¥7. On lui applique l’'inégalité de Doob:

(4.80) E[(A*y|97] < 4E[(A})|97]

Grace au lemme 4.5, la variable majorante appartient & L?* et on tire
de (4.77), (4.80) et d’une inégalité de Holder:

(4.81)  E@A" — D(H" — H)) < 4[[(e(W)*2 + (M)l | EIAZ (97 [l

avec 1/g + 2/p = 1. Le premier facteur de cette majoration est un 0(h%)
grace au lemme 4.2; le second est uniformément majoré en A par M (lemme
4.5), ce qui achéve la démonstration du lemme.

Ainsi (4.2) est-il démontré en rapprochant le lemme 4.11 des relations
(4.56), (4.57) et (4.4).

§V. Conclusion

Le lemme 4.11 et ’estimation 4.57 utilisent de fagon cruciale l'indé-
pendance de la fonction du signal et du bruit. C’est pourquoi il est
difficile d’espérer que 1’approximation en 0(h) dans le cas de 'indépendance
puisse se généraliser & des fonctions du signal dépendant de I’obervation.
Ceci dit, le recours au calcul stochastique permet, méme dans le cas ol
la fonction du signal est indépendante du bruit, une formalisation agréable
et des calculs relativement simples, le plus souvent grice & la formule

d’intégration par parties.
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Annexe

LemMme A.1. Soit Z une fonctionnelle %%-mesurable admettant des
moments de tout ordre. Alors, sous les hypothéses (2.4) B, (2.5) et (3.33),
Eo[Z|%7]), soit n:(Z), appartient & D,,, pour tout ¢ > 1 et

(A1) D(er(Z)(h) = j wr[(H, — no(H)Z)hds, Vhel.

Démonstration. Pour montrer 1’appartenance de z,(Z) a D, on peut
vérifier le critere de Sugita (cf. (3.3) et sq) c’est-a-dire I’existence de la
limite en probabilité du quotient:

(A.2) [nT(Z)(B te j 0 hxds> - nT(Z)(B)] / .

Sous les hypothéses du lemme, translater les trajectories de B ou de Y
est équivalent grice & la définition (1.1). De plus, les probabilités P et
@ étant équivalentes, on peut étudier la limite en probabilité de (A.2)
aussi bien sous P que sous Q. On réécrit 7,(Z) sur (2, P) comme quo-
tient, en mettant en évidence la dépendance en Y et en utilisant P =
PX¥Q P*:

(A.3) 7(Z) = 00(Z)]a,(1)
0r(Z) = EX[Z exp <H Y, — j Y.dH, + 1/2 r HHstds)]

L’expression (A.2) devient:

(A.4) [a, (Z expe K Hshsds)/o'T (exp € J: H,hsds> — ﬁT(Z)]/e
_ oT(Z(exp EJ: H.hds — 1)/5) . aT(Z)aT<exp eJ:Hsh,ds — 1)/5

aT<exp e f ’ Hshxds> aT(l)aT(exp . r Hshsds>
0 0

Numérateur et dénominateur de ces deux quotients convergent presque
stirement, grice au théoréme de convergence monotone et donc (A.4)
admet a fortiori une limite en probabilité, qui est exactement le membre
a droite de (A.1).

Pour conclure de lemme, il suffit de remarquer que, d’'une part cette
limite permet de définir:

(A5) D(n(2)) = n:[(H, — nx(H,)Z],
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élément de L comme (H — n,(H))Z dont il est une version de ’espérance
conditionnelle; et d’autre part que la norme dans L de (A.5) admet des
moments de tout ordre comme Z et H.

LEmME A.2. Soit F une fonctionnelle de L, soit 4%-mesurable et de

N

L-norme dans tout L?, soit appartenant a D,,(L) pour tout q > 1, & un
ceefficient mesurable et borné prés. Alors

(A.6) [ [ 1Bdr . — HywpiRdtds = 00,

Démonstration.

1. On met d’abord en évidence l'existence d'un processus ¢ tel que,
sitel,:

ih
(A7) E [F(H! — H)/%}) = EQ[ f " du/.%’]
oy = Fib, + au(Dst +F j ’ foHvdB,,)

0

Soit en effet une fonctionnelle G, #%-mesurable et bornée; on calcule
I’espérance du produit de G avec (A.7), en utilisant I’expression (2.5) de
Hsitel:

(A8)  EJGFH! — H)] = EQ[G J ” Fbudu] + EQ[GF L” oud Vu]

Le premier terme a droite de (A.8) donne le premier terme de ¢. On
calcule le second en utilisant la probabilité P = L,Q:

(A.9) EQ[GFf:” auqu] - E,.[L,;l GFﬁ” auqu]

Le lemme 3.7, les hypothéses sur F et ¢, 'indépendance de X et Y sous
P permettent d’appliquer la formule d’intégration par parties relative aux
composantes de V:

(A.10) EP[L;IGFLM auqu]
_ EP[L;l f” Gou<foF + Fr DYH/(AY, — H,,du))du]
t 0
ih T
- EQ[GJ au<D{F + Fj Df{H,,dBv)du]

ce qui donne les deuxiéme et troisiéme termes de ¢ et montre A.7.
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2. On montre ensuite que ¢ est de carré intégrable sur [0, T)* X 2;
c’est le cas des deux premiers termes: ¢ et b sont bornés, et par hypo-
thése, les normes de Hilbert-Schmidt de F et D*F sont dans tout L*.
L’étude du troisieme terme conduit a4 distinguer les deux cas du lemme.
Lorsque F est %%-mesurable, I'indépendance de X et B permet de faire
“entrer” Fg, sous l'intégrale stochastique:

(A.11) o, F fT DYH,dB, — r ¢, FDXH,dB,
dont P’espérance du carré est majorée.
(A.12) Eo|oiF( || DiHB.)| < olLE, [ FiIDIH, Fav

Cette majoration admet comme intégrale sur [0, T']* P’espérance de
WFI3| D¥*H|% <, qui est finie puisque chacun des facteurs est dans tout L.
Lorsque F' est une fonctionnelle de D, (L), on peut appliquer (3.20):

413 oF| " DrH,dB, = [ " ¢.FDXH,3B, + f " 4.D,FDXH,dv

2

Le coefficient ¢ borné ne joue pas de role; on applique la relation d’iso-
métrie au premier terme:

(A.14) EQ( f ! FSD{vaaB,,)Z
— &, f " F|DrH,|rdv + E, f ! r D.F.DXH,D,F.D*H,dtdv

La symétrie en ¢ et v de cette deuxiéme intégrale montre qu’elle est
exactement l’espérance du carré du deuxiéme terme de (A.13) dont on
peut majorer l'intégrale en u, aprés permutation:

T T T
(A.15) j f J f D,,FSD{fH,,DthD{H,dtdvdul
0 w U
— U DstD,qu D;}’Hvathu)dtdvl
< IJIDstl |D,F,|||D*H,|||| D*H, ||, dtdv < | DF, ||| D*H |} s.

qui est intégrable sur [0, T'] X 2 comme produit de facteurs appartenant
a tout L?. Quant au premier terme de (A.14), son intégrale sur [0, T]?
est P'espérance de | F|%||D*H|f;s qui est également finie.
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3. Dans ces deux cas, utilisant alors (A.7) on obtient:
173 2
816 ([ EqEolF.it — HyopIrdsds < [[ Bl [ gu.du] asdt.
t

Considérant d’abord l'intégrale en ¢, fractionnée sur les I;:

(A.17) j EQU”L gou,,du]zdt <[ Gn- t)EQU‘“L goi,xdu]dt < 12 EQJ o du
I; t I; t I;

La somme en i de ces termes, puis l'intégrale en s, est I’espérance de ¢
sur [0, TT X Q au coefficient h*/2 prés, ce qui montre (A.6) pour ces deux

cas.

Remarquons enfin que si F, est multiplié par un coefficient Z borné,
on a:
(A.18) | EQlZF(H? — H\)/%7]|| < M||EQlF(H? — H,)/%7]|

ce qui achéve la démonstration du lemme.
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