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FILTRAGE APPROCHE ET CALCUL STOCHASTIQUE

NON CAUSAL

MONIQUE PONTIER

§ I. Introduction

On considere un signal X partiellement observe par un processus
vectoriel Y, oύ la mesure H clu signal depend de Γobservation:

(1.1) γt=y+[ H(XS, Y3)ds + Bt,ye Rd, t e [0, T] .

On note &γ la filtration naturelle associee a Yet Ήx celle associee
a X On cherche a calculer pour toute variable Z^ί-mesurable et bornee
(par exemple Z — g(Xτ)) son esperance conditionnelle sachant Y: E(Z/@τ).
Pour cela, on Γapproche par une fonction des observations prises a des
temps discrets, soit, h etant fixe: h, 2h, ,Mι, avec N partie entiere de
T/h, notee [T/h].

On trouve de telles approximations par exemple dans [2] ou [5]. Dans
[11], on applique ces procedes d'approximations au cas oύ Γobservation
prend ses valeurs dans une variete compacte. On suit ici partiellement
la demarche de Picard [10] qui permet d'obtenir une meilleure vitesse
que dans les papiers sus-cites, du moins dans le cas oύ la mesure du
signal H introduite en (1.1) n'est fonction que du signal. Neanmoins,
notre demonstration utilise une methode completement differente du fait
que Γapproximation introduite fait intervenir une fonction anticipante;
alors, ou bien on utilise les theories de grossissement de filtration comme
le fait J. Picard, ou bien il faut definir ]'integrate stochastique de proces-
sus non adaptes comme le font par exemple E. Pardoux et P. Protter
dans [9] ou utiliser Fintegrale de ftSkorohod" qui s'appuie sur le calcul dit
de MaΠiavin, ou tfnon-causaΓ, (voir [4], [7], [8], [13], [14], [15] par exemple).
C'est ce dernier choix qui est fait ici.

On suppose que le "bruit" B figurant dans Γobservation (1.1) est
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2 MONIQUE PONTIER

independant du signal X. On construira le modele dans le paragraphe

suivant sur un espace de probabilite (Ω, <$/, Q) muni d'une filtration ^

dont &x, filtration naturelle associee a X, et ^ F , filtration naturelle

associee a Y, sont des sous-filtrations. Puis on montrera Γexistence d'une

probabilite P, equivalente a Q, sous laquelle X et Y sont independants.

L'approximation proposee pour le filtre d'une variable aleatoire Z &$-

mesurable, note πτ{Z) et defini par EQ(ZI&%), est de la forme:

(1.2) πΛ(Z) = EP{

oύ la variable L% est definie par:

(1.3) L% = exp Σ (Hih{Yih - Y{ί_1)h) _ hl2\\Hih\f - hdivHίh);

Hίh note H(Xih, Yih) et dfi = dH(x9 y)ldys.

Ainsi, dans le paragraphe suivant, on construit le modele, on definit

la probabilite P et on demontre Γindependance de X et Y sous P; de plus,

on y precise les hypotheses. Le troisieme paragraphe contient quelques

rappels du calcul stochastique "non causal" [7] et la demonstration de

la convergence de πh{Z) vers πτ(Z) est donnee dans le dernier paragraphe

avec une majoration de Γerreur dans les deux cas suivants: H est une

fonction bornee, ou bien: H ne depend que du signal.

§ II. Hypotheses et construction du modele

L'hypothese d'independance entre le "bruit" B et le signal X permet

de construire le modele du systeme signal-observation de la fagon suivante:

on considere separement Γespace de probabilite canonique associe a B,

muni de la mesure de Wiener μ:

(2.1) (W,B(W),μ)

oύ W est Γensemble des functions continues sur [0, T] nulles en 0 a valeurs

dans Rd, muni de la tribu de ses boreliens: B(W), et Γespace de pro-

babilite du signal X:

(2.2) (Ω\ jt, Px)

oύ Ω est Γensemble des fonctions continues sur [0, T] nulles en 0 a valeurs

dans Rn dont $£ est la tribu des boreliens. On supposera que X est une

diffusion a valeurs dans une variete E, dirigee par les champs de vecteurs

(Ao, Aa; a = 1, , n) (cf. [3] p. 234) et conduite par un brownien V dont
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FILTRAGE APPROCHE ET CALCUL STOCHASTIQUE 3

(Ωx, yJ, Px) est Γespace de probabilite canonique:

dXt = Aa(X)odB«t + AQ(Xt)dt.

On note C3X = σ{Xs; s < t) et Γon considere Γespace de probabilite produit:

(2.3) Ω = Ωx X W; & = s/®B(W); Q = Px®μ,

c'est a dire que Γon prolonge B et V sur Ω: B(v, w) = w(t) et V(v, w) =
υ(t).

On identifie alors la filtration &x a r3x ® MW), sous-filtration de la
filtration rS associee au couple (X, B) sur Ω: & = σ{(X8, Bs); s < t), on note
de meme $γ la filtration naturelle associee a Y, solution de Γequation
differentielle stochastique (1.1) definie sur Ω. De fagon classique, sans
changer les notations, on complete par rapport a Q et on rend continues
a droite les nitrations &x et ^ F .

On suppose que la function H du signal verifier

(2.4) HeC\Eχ Rd) et ses derivees notees AaH, Aa(AaH), dJI, difl sont
uniformement bornees.

On notera dans toute la suite I{ Γintervalle ](ί — ί)h, ίh], i allant de
1 a N, et Hh le processus constant et egal a Hih sur Iτ. On fera Γetude
dans les deux cas suivants:

A. H est uniformement borne;
B. H est uniquement fonction de X

On utilisera dans toute la suite ]es notations suivantes: par abus de
langage, on notera Ω aussi bien le brownien (B, V) que Γespace de pro-
babilite; de plus, H designer a egalement le processus t -> H(Xt, Yt); enfin,
Γhypothese (2.4) assure Γexistence de processus b et σ tels que:

(2.5) Ht = # 0 + f bsds + Γ σsdΩs, t e [0, T],
Jo Jo

oύ bt = (A0H)(Xt, Yt) + ll2(A.(AJI))(Xt, Yt) + (dyH-H)(Xt, Yt)

+ H2duH(Xt, Yt)

\(AJIHXt, 1
Ot ' dvH{Xt, Yd

II est clair que dans le cas B n'intervient dans Γintegrale stochastique
que la composante B de Ω; de plus, dans les deux cas, b et a sont bornes;
on suppose enfin que Ho appartient a L"(Q, Q) pour tout q.
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4 MONIQUE PONTIER

Remarque. Ces hypotheses ne sont guere differentes dans le cas B

de celles de Picard [10], qui suppose Γexistence de b et a et de tous les

moments de iί0, ||6s | |
2ds et de suptll^H.

Jo

Ceci etant, que Γon soit sous Γune ou Γautre des hypotheses A ou

B, (2.4)-(2.5) montrent qu'il est possible de definir une (^, Q)-martingale

uniformement integrable et strictement positive:

(2.G) U = exp Γ {-HsdBs - ll2\\Hsfds)
Jo

en sorte que la probabilite P = Lτ Q est equivalente a Q. De plus, le

theoreme de Girsanov montre que Y (1.1) suit la loi d'un mouvement

brownien sous la probabilite P. On montre alors:

LEMME 2.1. Sous les hypotheses precedentes, les processus X et Y sont

independants sur Γespace de probabilite (Ω, &, P).

Demonstration. II suffit de demontrer que pour toute fonction g bornee

sur [0, T]9 et pour tout k, tout A-uple (tl9 , tk) et toute fonction / bornee

sur Ek, Γegalite suivante est verifiee:

(2.7) EP(f(Xtl, - , Xtk) exp i Γg.dY.)
\ Jo /

== EP(f(Xtl, , Xt))l

On note φx,Y{f, g) le membre de gauche et on le calcule en utilisant la

definition (2.6).

(2.8) φx,y(f,g)

= EQ(f(Xtt)exp [T(-HsdBs - l!2\\Hsfds + igsdBs + ίgsHsds))

L/independance de X et B sous Q permet de conditionner par <3$

sous Γesperance et de sortir f(Xti):

(2.9) φZtT(f9 g) = EQ(f(Xtt)EQ[ext>]^ (- Hs + ίgs)dBs

+ igs\fds -

La variable conditionnelle en X ci-dessus, au facteur deterministe

exp — 1/2 \\gs\fds pres, est une martingale de memes proprietes que L
Jo

sous les hypotheses choisies; il vient done:
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(2.10) # β [ e x p £ ( - Hs + ίgs)dBs - 1/2|| - Hs - ίgstfds

= e x p - 1 / 2 Γ lift ||2<fe.
Jo

Du fait que Y suit la loi d'un mouvement brownien sous P, le membre

a droite de (2.10) est juεtement EP(exiρ ί gsdYs).

Cetter remarque et les calculs precedents montrent alors:

(2.11) φXtY(f, g) - EQ(f(Xtl, , XJ)JSP(exp i £ gsdγ)j .

Or, si Γon choisit pour g la gonction nulle, la suite des calculs (2.8)-

(2.11) donne simplement

(2.12) EP(f(Xtι, , XJ) - £Q(/(X£l, , XJ)

ce qui, rapproche de (2.11), acheve la demonstration de (2.7).

Inequivalence des probabilites P et Q permet de traduire le filtre sous

P ou sous Q:

(2.13) πτ(Z) - EQ{Zm) = EP{L^Zm)lEP{L-τψ^γ

τ)

La variable L7^ introduite en (1.3) a vocation a approcher la variable h?1,

Reppelons ici Γapproximation proposee:

(2.14) πh(Z) = EP(L%ZI&Ϊ)IEP(L%I&Ϊ)

Remarquons que, grace a Γindependance sous P de X et Y, 7rΛ(Z) est

le quotient de functions explicites des observations y{:

Remarque. On ne peut considerer que cette approximation est un

filtre discret comme c'est habituellement le cas ([2], [5]); en effet, du fait

de Γanticipation qui figure dans L% (1.3) (le coefficient de Γaccroissement

de Γobservation depend de Γinstant final), on a besoin, pour obtenir la

convergence, du terme correctif h. div Ήih qui empeche Lh

N d'etre un

rapport de vraisemblance entre P et la probabilite qui modeliserait une

observation discrete avec fonction anticipante du signal, a savoir: Yt =

Yi-t + hHih + ΔtB.

Dans le paragraphe IV, on montre que πh(Z) converge vers π(Z) et

on estime la vitesse de convergence. Pour ce faire, on utilise le calcul
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6 MONIQUE PONTIER

des variations stochastiques afin d'exprimer Lh

N a Γaide de Γintegrale de

Skorohod. On utilise dans la suite de ce papier les notations soit de

D. Nualart [7], soit de S. Watanabe [14]: le mouvement brownien B donne

lieu avec son espace canonique a un espace de Wiener (W, μ) sur lequel

on note Γintegrale de Skorohod ([8] § 3) et son operateur dual dit gradient

stochastique [13] ou derivee de Malliavin ([8] 2.4): δ et D. On rappelle

que Hh est le processus constant et egal a Hih sur Γintervalle lt et definit

le processus:

(2.15) Lϊ = exp Γ {Hh

sδBs + (HΪH, - 1/2 \\Hϊtf + DM - άivH^ds)
Jo

On montrera auparavant que Lh

N (1.3) coincide au temps Nh avec ce

processus Lh, apres avoir donne quelques rappels sur le calcul stochastique

"non-causal".

§ III. Calcul stochastique non causal

On considere un espace de Wiener standard (W, B(W), μ) oύ W est

Γespace des trajectoires vectorielles continues sur [0, T], nulles a Γorigine,

B(W) la tribu des boreliens et une mesure de Wiener centree. Dans

cette partie, on definit les operateurs δ et D, integrale de Skorohod et

gradient stochastique deja cites, sur des espaces simples. Puis on donne

les definitions des espaces de Sobolev oύ sont definis ces operateurs.

Ensuite, on rappelle les proprietes de D et δ qui seront utiles par la suite:

regularite, formules d'integration par parties et de commutation, regies

de derivation, formule de Clark et "formule de Itό" etendue aux processus

anticipatifs. On conclut cette partie par la justication du processus Lh,

introduit en (2.15), qui utilise certaines des proprietes rappellees.

1. Introduisons comme le fait Nualart ([7] 3.1) les fonctionelles

regulieres de Wiener

(3.1) S = {F = f{W(U) . W(tn)); fe CΓ(Λ"), U e [0, T]}

oύ C^ designe les functions de classe C°°, bornees ainsi que leurs derivees;

S est contenu dans L\W). On definit pour tout Hubert separable E, la

famille de fonctionnelles:

(3.2) S* = {u = ΣFili;Fι.-FneS;l1...lneE}

On utilisera surtout Sx, oύ L est le Hubert L2[0, T].
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FILTRAGE APPROCHE ET CALCUL STOCHASTIQUE 7

II y a plusieurs definitions de Γoperateur D, gradient stochastique,

qui toutes coincident de faςon evidente sur Γespace S, mais dont les

espaces de definitions semblent a priori differents. On choisit ici de le

definir comme "derivee directionnelle", ou de Frechet, le long de h, ele-

ment de L:

(3.3) DF(h) = lim (F(<O + ε ί h,ds\ - F(ω)) £ .

Dans S, la limite peut etre prise dans tous les sens "classiques" et pour

F decrite en (3.1) on tire:

(3.4) DF(h) = Σ diKWiU) - W(tn)) Γ h,ds
i = l,n JO

Cette expression permet de mettre en evidence Γelement suivant de SL:

(3.5) DtF = Σ dif(W{U)- - W(tn))lιo,tiβ)

qui verifie

(3.6) DF(h) =

On adopte ici pour D la definition de Kusuoka citee par Sugita [12]:

une fonctionnelle de Wiener F est stochastiquement dίffέrentiable si la

limite (3.3) existe en probabilite sur (W, B(W), μ) et definit une fonction-

nelle mesurable DF a valeur dans L telle que la limite, notee DF(h),

verifie (3.6).

Si Γon peut iterer cet operateur et obtenir successivement D*F(h; k)

- 'DkF(hh- - -hiX on definit:

(3.7) ||D*F(ω)||Ls. = Σ \D"F{ω){hH -hίk)\2

ΐi ί*

oύ {hi} est une base orthonormee de L, et pour F k fois stochastiquement

differentiable, on definit la semi-norme:

(3.8) \\F\U = \\\\FUP + WU&FWv.s.W,; p>l; keN,

oύ || \\p est la norme de LP(W, μ). Grace aux "inegalites de Meyer" ([14]

theoreme 1.8), cette semi-norme est equivalente a la norme || H^, utilisee

par exemple dans [13] ou [14], qui fait intervenir Γoperateur β, generateur

infinitesimal du processus de Ornstein-Uhlenbeck.

Ceci etant, on considere les fonctionnelles F a valeurs dans un

Hubert separable E, "R.A.C.", c'est-a-dire que pour tout h de L, il existe
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une version mesurable de Fyω + t\ hsds\ absolument continue en t (cf.

[12]). Soit D(E) Γensemble de ces fonctionnelles qui sont de plus sto-
chastiquement differentiables. On pose alors pour p > 1 et k entier
naturel:

(3.9) DUE) = {FeD(E)l\\F\\E et \\DΨ\U. e Is, i = l -k}

On notera ces espaces DPtk quand F est a valeurs reelles ou vectorielles.
Sugita montre [12] que cette definition d'espaces de Sobolev par Kusuoka
et Stroock coincide avec les definitions "habituelles", telles celles donnees
dans [7], [8], [14], ou [15], c'est-a-dire:

(3.10) DP)k(E) est la completion de SE pour la norme || \\Pιk

et le gradient stochastique D defini par la limite en probabilite (3.3) coin-
cide avec celui des references ci-dessus, c'est-a-dire que DF est obtenu comme
limite de DFn, ou Fn est une suite d'elements de SE de Cauchy pour la
norme || ILfc e t convergeant vers F. En particulier, | | | |DFn — DFTO||H.s.llp
tend vers 0 pour n et m infinis, et pour E = R, la norme de Hubert
Schmidt s'ecrit simplement en fonction des processus DtF (3.5):

(3.11) \\DFn - DFm\\ls. = Γ \DtFn - DtFJdt.

En passant a la limite, on a done Γexistence d'un processus de L, DtF,
dont la norme de Hubert Schmidt appartient a Lp et qui verifie la
relation (3.6) pour tout h de L.

Par ailleurs, on definit Γoperateur δ, dit ίntέgrale de Skorohod, sur
Γespace SL, par linearite a partir de Γimage des processus de la forme
Fg, F element de S et g de L:

(3.12) δ(F g) = F {TgtdWt - DF(g)
Jo

On notera par la suite δ(u) par: utδWt. Puis, utilisant la norme
Jo

(3.8) pour le cas E = L et la definition (3.9) de DPiU(L)y on definit δ sur
les espaces de Sobolev Dp>k(L) par passage a la limite.

Pour montrer qu'un processus est element de Dp,k, on se servira le
plus souvent de la caracterisation de Kusuoka-Stroock (3.9) qui offre
Γavantage d'une verification plus simple d'appartenance aux espaces de
Sobolev. Ceci etant, on utilisera selon le besoin Γune ou Γautre des deux
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FILTRAGE APPROCHE ET CALCUL STOCHASTIQUE 9

definitions (3.9) ou (3.10). Notons simplement ici que pour un processus

u άe L son gradient stochastique Du est un processus sur [0, T]2 de norme

de Hilbert-Schmidt:

(3.13) \\Du\\ls. = \T [T\Dsutfdsdt
Jo Jo

2. On rappelle maintenant quelques proprietes utiles sur les opera-

teurs D et δ et les espaces Dpk et DPtk(L). En premier lieu, D et δ ont

une certaine regularity (voir [14] Proposition 1.9):

D est un operateur continu de DPik+ί dans DPfk(L)

δ est un operateur continu de DP)k+1(L) dans DPtk

pour p > 1 et k entier naturel. Us sont de plus en dualite, grace a la

"formule d'integration par parties'' (voir [8] ou [4]):

(3.15) Si FeDqΛ et ueDpΛ(L) et 1/p + \\q < 1: E(Fδ(u)) = E(DF, u)L

On peut "deriver" stochastiquement I'integrale de Skorohod; ceci donne

lieu a une "regie de commutation" ([7], [8], [13] •)> si u est un processus

tel que Dδu et δDu existent:

(3.16) Dtδu - δDtu = ut, Vί e [0, T]

ce qui est par exemple le cas pour u dans Dli2(L).

Les regies de derivation s'appliquent aux fonctions de fonctionnelles

a derivees bornees ([7], [8], [14]): si / est derivable sur Rd a derivees

bornees, et si Fu -,Fd appartiennent a DpU alors:

(3.17) D [ f ( F u •••,Fd)) = Σ dif(Fu •••,Fd) DF{

Ce n'est pas le cas du produit. On peut neanmoins montrer sans difficulte

(cf. (27) dans [15] et Proposition 1.10 [14]).

LEMME 3.1. Soίt F dans Dp,k et G dans Dq>k; alors le produit FG

appartient a Drtk avec r defini par Ijr = Ijp + ljq, et

(3.18) D(F- G) = FDG + GDF

De fagon plus generale, la definition (3.3) permet d'obtenir la regie

de derivation suivante:

LEMME 3.2. Soίt F appartenent a DqΛ, q > 1 et f une fonctίon de classe

C1 telle que f(F) et Ff(F) appartiennent a Lp(l/p + 1/g = 1/r < 1). Alors
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10 MONIQUE PONTIER

f{F) appartίent a DrΛ et admet le gradient stochastίque:

(3.19) D(f(F)) = Ff(F)DF

La relation (3.18) et la formule d'integration par parties (3.15) permet-

tent a Nualart ([7] 4.3) de montrer, pour un processus u de DpΛ(L) et

F element de Dq>ί (1/p + 1/g < 1):

(3.20) δ(Fu) = Fδ(u) - Γ ut(DtF)dt
Jo

qui prolonge la definition (3.12) de δ; la demonstration consiste simplement

a integrer le produit de chacun des membres de (3.20) avec une fonction-

nelle G de S et a montrer Γegalite des deux esperances pour tout G.

3. On a considere jusqu' a present W = C([0, T], R); on peut dup-

pliquer cet espace n fois et obtenir des trajectoires dans Rn. On notera

δ\ D* les operateurs correspondant a la ί° composante de W. Ces nota-

tions sont utilisees dans le resultat suivant qui est une version de la

formule de Clark pour les fonctionnelles de D2Λ donnee par Nualart dans

([7] 3.12); on peut Γetendre aux fonctionnelles de DqΛ (q > 1), considere

comme partie de Γespace des distributions D\ en appliquant les resultats

de Ustunel ([13b], Propositions 112 et IVl):

LEMMA 3.3. Soίt F element de DqΛ q > 1. Alors:

(3.21) F = E(F) + Σi Γ E{D\FI&t)dW\
Jo

oύ & est la filtration naturelle engendree par les applications coordonnees,

et Γintegrale est une integrate de Ito generalίsee.

Ce lemme permet de montrer la proposition suivante:

PROPOSITION 3.4. Soίt un processus u de Dq,2{L), q > 1. Alors, Γίnte-

grale de Skorohod peut etre reprέsentέe par:

(3.22) δ(u) = Σ

oύ Γintέgrale est une integrate de Ito gέneralίsee.

Demonstration. II suffit d'appliquer (3.21) a la fonctionnelle δ(ύ) qui

appartient a DqΛ grace a Γhypothese, le fait que Γesperance de δ(ύ) est

nulle et la formule de commutation (3.16).
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4. Enfin, la "formule de Itό" etendue aux processus anticipatifs
donnee dans [7] ou [13] necessite des hypotheses relativement contraig-
nantes d'integrabilite sur les processus, afin de pouvoir s'appliquer a
des fonctions tres generates. On peut montrer cette formule simplement
pour le carre, en affaiblissant un peu les hypotheses:

PROPOSITION 3.5. Soit un processus u de D2f2(L):

(3.23) (δ(u))2 = 2 Γ u,δ,uδW, + Γ u\ds + 2 Γ us Γ DsurδWrds
Jo Jo Jo Jo

si u.δ.u appartίent au domaίne de definition de δ; δsu note δ(u l[0)5]).

En revanche, pour Γexponentielle, on applique simplement le resultat
cite dans [7], en explicitant hypotheses et resultat pour ce cas particulier:

PROPOSITION 3.6. Soit un processus u de D2y2(L) tel que Du appartίent
a L4+ε([0, T]2 X W) et D2u a L4+ε([0, Tf X W); et soit v un processus de
D2Λ{L) tel que Dv appartient a L4([0, T]2 X W). Alors, le processus L

defini par Lt = exp(δt(u) + vsds\ verίfie:

(3.24) Lt = 1 + £ Ls[usδWs + vsds + 1/2u\ds + us(^DsurδWr + Dsυrdr^ds\

5. Pour conclure ce paragraphe, on applique les resultats precedents
pour justiίier Γintroduction du processus Lh defini en (2.15). En effet,
sur Γespace produit construit en (2.3), tout ce qui depend de X peut etre
considere comme non aleatoire: Xt est un parametre temporel. Et on
considere Fespase de Wiener associe au brownien B. Sur cet espace de
Wiener, il convient de s'assurer que Y et H sont des elements de D2Λ(L).
Or, Y est solution de Γequation differentielle stochastique (1.1) dont les
coefficients sont deux fois derivables a derivees bornees. En reprenant
exactement la demonstration de [3] (p. 337 a 339) (cf. theoreme 2.1 de [6])
on obtient immediatement:

(3.25) Yt e A,i pour tout t

et comme Y est a valeurs dans L, Y appartient a D2Λ(L). Puis, on obtient,
par les regies de derivation, que DSY est solution de:

(3.26) Dk

sY\ = l[M](s)(sίfc + £djHiDk

sYίduj i et k = 1, , d.
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12 MONIQUE PONTIER

La regie de derivation (3.17) implique que H est aussi dans D2Λ(L) et son
gradient stochastique verifie:

(3.27) D*Hi = ltwWdjHlζδn + £ Dk

sHίduj

La bornitude du gradient de H et le lemme de Gronwall montre que DH est
uniformement borne sur Ω X [0, T]2. Comme par ailleurs, les hypotheses
donnent que H est dans L2, on deduit par la definition (3.9).

(3.28) HeD2i(L) et HteD2Λ pour tout t.

Puisque H est deux fois derivable, on peut iterer la derivation
stochastique sur (3.27); la bornitude des derivees secondes de H (2.4)
montre que D2H est egalement borne et done H est de fait dans D2t2(L).

On peut alors appliquer la relation (3.20) au couple (Hίh, 1) sur
Γintervalle It:

pί?ι

(3.29) WkW = HUBL - BU)h) - D&kds
J (ί-l)h

On deduit par ailleurs de (1.1):

(3.30) Hih(Yih - yH.1)Λ) = Hih(Bth - B(1_1)Λ) + HihHsds
J (ί-l)h

Ces deux dernieres relations impliquent:

(3.31) Hih(Yth - Yit-1J)h) - h Σ djHL

= f H*δB, + f (ffffl, + ΣDiH^ -ΣdjH^ds
Jli JΠ j j

oύ iϊf et DSH% designent les processus constants sur It et egaux a Hih et
DsHih respectivement. Si Γon reporte cette expression (3.31) dans la
definition (1.3) de L%, on obtient:

fNK

(3.32) L% = exp (ίί*3B, + (Hh

sHs - 1/2||H5

Λ||2 + A i ί f - divHfids)
Jo

oύ Γon omet sommations et indices, et Γon verifie que, effectivement,
le processus Lh defini en (2.15) coincide avec L% au temps Nh.

L'independance de X et de B permet de considerer de la meme faςon
Γespace de Wiener associe au mouvement brownien V qui conduit la
diffusion qu'est le signal X, a savoir Γespace introduit en (2.2). On notera
Da le gradient stochastique et Da

p>k les espaces de Sobolev associes aux
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FILTRAGE APPROCHE ET CALCUL STOCHASTIQUE 13

composantes {Va, a = l -n} du brownien V, et plus globalement: Dx et

Dp}k pour ce qui concerne Γensemble des composantes. Remarquons que

les hypotheses choisies sur H et X montrent que H est un element de

DX

Λ(L) pour tout p > 1, en adaptant demonstrations et resultats de Tani-

guchi [16] dont les hypotheses sont plus fortes que dans le cas present,

ou ceux de Davis ([17], corollaire du theoreme 3.2); prenons ici plus

simplement Γhypothese supplementaire:

(3.33) Ho e Dx

k, σ e D£2, b e Dξtk pour tout p> 1

ce qui montre immediatement que H appartient a Dx

>k(L) pour tout p > 1,

avec (2.5) et (3.14).

On peut alors montrer le lemme suivant dans le cas B oύ H ne

depend que de X:

LEMME 3.7. Sous les hypotheses (2.4) B, (2.5) et (3.33), la variable Lτι

definίe par L (2.6) est, condίtionnellement en ^, un element de DfΛ pour

tout r > 1, avec:

(3.34) Dζ(L?) - W Γ DξHs(dYs - Hsds).
J v

Demonstration. Conditionnellement en $1, Γexpression de Lγλ est:

(3.35) Lr1 = exp Γ(ff,dY, - l/2| |# s | |
2ds).

Jo

II s'agit d'appliquer le lemme 3.2 et done de montrer que L^1 appartient

a LP(ΩX) et que G = Γ(Hs(dYs - lj2\\Hs\fds) appartient a Dx

ql avec 1/p
Jo

+ \\q = 1/r < 1. Pour donner un sens a (3.35) oύ ]'on considere Y comme

un parametre deterministe, on reecrit Γintegrale stochastique a Γaide de

la formule classique de Itό et de (2.5):
(3.36) L?1 = exp \^((Yτ - Y.)(β,dVt + bsds) -

On met alors le p° moment de L^1 sous forme de produit d'une

martingale par un coefficient positif, borne conditionnellement en Y:

(3.37) (Lϊψ = exp [ £ (p(Yτ - Ys)σsdVs - l/2||p(YΓ - Ys)σs||
2rf

X exp Γ(l/2||p(YΓ - Ys)σsf + p(Yτ - Ys)bs - Pl2\\Hsf)ds
Jo
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14 MONIQUE PONTIER

qui est done integrable sur (Ωx, Px) pour tout p.

On montre ensuite que Γappartenance de H a Dx

x pour tout q > 1

implique celle de 1/2 | |iί s | |
2 ds a Dqί pour tout <? > 1. II suffit pour cela

JO

d'appliquer le critere (3.10): H est limite d'une suite d'elements un de SL,
rr

de Cauchy pour la norme || \\^Λ\ alors 1/2 | |wn s | |
2 ds est clairement une

Jo

suite de S dont on montre qu'elle est de Cauchy pour la norme || ||Pιl.

Par passage a la limite, on obtient de plus:

(3.38) Dξ 1/2 Γ \\Hs\fds = Γ DξHaH.ds.
Jo Jo

On etudie enfin le terme (Yτ — Ys)(σsdVs + bsds). L'hypothese

(3.33) montre que ce terme appartient a Dx

λ pour tout q et les regies de

derivation permettent d'obtenir;

(3.39) Dξ Γ\YT - Ys)(σsdVs + bsds)
Jo

= (Yτ - Yυ)συ + \\YT - Ys)(DξσsdVs + Dξb,ds)

utilisant en outre que le gradient stochastique Dvus est nul si s est

inferieur a v lorsque u est adapte (voir (3.5) par exemple •)
Ceci etant, une simple identification permet de remplacer (3.39) par

T

DxHsdYsy en utilisant la formule de Itό comme en (3.36), ce qui acheve
0

la demonstration du lemme.
ί;
§ IV. Estimation de l 'erreur

II s'agit maintenant d'obtenir un ordre de grandeur en moyenne

quadratique de Γerreur commise en utilisant πh(Z) (2.14) comme filtre a

la place de πτ(Z) (2.13). L'objet de cette partie est done de montrer:

PROPOSITION 4.1. Soίt le systeme de filtrαge dont Vobservation est

definίe en (1.1), oύ le "bruit" est ίndependant du signal, et la fonctίon du

signal verίfie les hypotheses (2.4) et (2.5). Alors, sous Γhypothese A de

(2.4), pour Z variable &x~mesurable et bornee:

(4Λ) \\πh(Z)-

Sous Γhypothese B de (2.4), pour Z variable @x-mesurable et bornee de

ΌX

Λ et si H verίfie (3.33):
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(4.2) \\πh(Z) - πτ(Z)\\2 = 0(h)

Demonstration. On peut supposer, sans perte de generalise, que le

pas de discretisation h est exactement T/N, N etant le nombre d'observa-

tions discretes. Pour tout h, on introduit le processus Ah, produit de

Lh et L, c'est-a-dire:

(4.3) At = exp [δt(Hh - H) + ^{DsΉ
h

s - άivHh

s - 1/21|#? - Hs\\2)ds]

oύ comme en (2.15), on omet sommations et indices. Sauf mention con-

traire, D, δ, DPfk designent dans ce paragraphe operateurs et espaces

afferents a Γespace de Wiener (W, μ) donne en (2.1).

La demonstration s'appuie sur Γidentite suivante (voir [10] par ex-

emple):

(4.4) πh(Z) - πτ(Z) - EQ\(Ah

τ - \){Z - πh(Z))l&ϊ]

qui permet d'evaluer Γerreur en fonction la norme quadratique de AT — 1,

puisque (Z — πh(Z)) est borne; (4.4) se montre simplement en developpant

le membre de droite, on utilise (2.13) et (2.14) et on identifie.

Le lemme suivant, cle de la mesure de Γapproximation, servira a

plusieurs reprises:

LEMME 4.2. Pour tout reel q > 1, le processus Hh — H verifie:

(4.5)

oύ cq est une constante.

Jo
dt

Q

Demonstration. Sous Γhypothese (2.4), le resultat est classique pour

q = 1. Soit done q > 1. On tire de (2.4), lorsque t appartient a 1'intervalle

(4.6) m-Ht = Jt (bsds + σsdΩs)

d'oύ il vient:

^ bsds) + 2 ^ asdΩή

Le permier terme est inferieur a 2h \bs\
2ds dont Γintegrale sur [0, T]

Jli

se majore de la faςon suivante:
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16 MONIQUE PONTIER

(4.8) Σ f 2 ( Γ bsdsXdt < 2W J* \bsfds

Puisque b est dans Lq(Ω X [0, Γ]) pour tout q, la g-norme de (4.8) est

majoree par 2h2 \bs\
2ds .

I J θ q

On evalue ensuite la q° puissance du second terme a droite de (4.7),

on note c(t) le temps ih lorsque t appartient a It et on utilise Γinegalite

de Holder:

<4 9) (ίo(l °>dΩ)dt) ^ ^ I λ i *>dΩ)dt

Fixant t, on applique Γinegalite de Burkholder a la martingale aadΩs

([1] 2 p. 304):

α (ί)

Or \σs\ est majore par ||<J|U:

α C(t) \q

\σsfdsj <
et Γon deduit une majoration de l'esperance de (4.9):

(4.12)
CT / fc(t)

ίo([ σ* < Th(8q)\E(\\σ

ce qui montre (4.5) avec (4.7) et (4.8).

Si Γon reprend (4.6) en fixant t, on peut montrer sous les memes

hypotheses et avec les memes calculs:

(4.13) Vg > 1, Hh - HeLq([0, T] x Ω) et Vί, Hh

t - HteLq

Cette remarque et le lemme 4.2 permettent de montrer Γappartenance

du processus Hh — H aux espaces Dpk, ce qui permettra de lui appliquer

les resultats de la partie III.

LEMMA 4.3. Sous les hypotheses (2.4) et (2.5), le processus Hh — H

appartient a Dq,2(L), pour tout q > 2. Sί de plus H est independant du

brownien B (hypothese B), Hh — H appartient a DQιk(L), pour tout q et

entier k.

Demonstration. On a vu en fin de troisieme partie que H est un

element de D2^(L) et que DH et D2H sont bornes; il en est done de meme
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du processus Hh — H qui est de plus dans L2q(L) pour tout q > 1 grace

a (2.4): la caracterisation (3.9) de Dq,2{L) montre le premier resultat. Le

second est une evidence: sous Γhypothese B, div i ί est nul done aussi DH

et tous les gradients stochastiques DkH\

Ceci permet d'appliquer la "formule de Itό" au processus Ah et

d'obtenir:

LEMME 4.4. Le processus A'1 defini en (4.3) verifie:

(4.14) A£ - 1 = δ(Ah(Hh - H)) + Γ AΪ[(DtHΪ - div if?) + {Hh

t - Ht)M*]dt
Jo

aυec le processus υectoriel Mh\

(4.15) Mΐ = Γ [DtHϊδB, + (Dt(D,H* - div if?) - DtHi(HΪ - Hs))ds]
J hit/hi

oil [t/h] dέsigne la partίe entiere de t/h, Hh et div Hh les processus constants

egaux a H(Xih, Yih) et divyH(Xih, Yih) sur /,.

(Comme en (2.15) et (3.32), sommations et indices de H sont omis).

Demonstration. On applique simplement la proposition 3.6 a:

(4.16) ut = Hi - Ht, υt = DtHΪ - diviί^ - 1I2\\HΪ - Ht\f

On vient de voir que u appartient a D2,2(L) et que Du et D2u sont bornes.

De plus, v est un element de DqΛ(L) pour tout q: c'est la somme de

processus bornes admettant un gradient stochastique borne et de \\u\\2

qui appartient a Dq,2(L) (q > 1) grace au lemme 3.1. Evaluons maintenant

Dv en utilisant les regies de derivation; si t appartient a It:

(4.17) D.υt = DsDtH
h

t - lίQιiφ)32m(l + J* DsHuduj

- (DSHΪ - D,Htχm - Ht).

Les termes de cette somme sont tous bornes, sauf le dernier qui est un

element de Z/([0, T]2 X Ω) pour tout q; il en est done de meme pour Dv.

Les hypotheses de la proposition 3.6 sont veriίiees et on obtient (4.14) et

(4.15) apres avoir, comme en (3.39), utilise Γadaptabilite de H qui annulle

le gradient stochastique DtHs lorsque s < t.

Pour evaluer la norme de AT — 1, on va done etudier la norme de

chacun des termes de son developpement, et comme c'est classique en calcul

de Itό, on decompose Γintegrale δ(Ah(Hh — H))\
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(4.18) δ(Ah(Hh - H)) = δ(Hh - H) + δ((Ah - l)(Hh - H)).

Pour traiter le deuxieme terme ci-dessus, on utilise Γexistence de

moments de A\ uniformement bornes en h:

LEMME 4.5. Sous les hypotheses (2.4) (2.5), le processus Ah definί en

(4.3) vέrifie:

(4.19) // existe p > 2 et h0 > 0 tels que V/i < /ι0, Vί e [O, Γ], || A?||p < Λf.

Demonstration. Par definition, le processus AΛ s'ecrit:

(4.20) A? = exp δt{Hh - H) exp Γ usds
Jo

a) Sous Γhypothese (2.4) A, le processus υ, et done le deuxieme facteur,

est uniformement borne sur Ω X [0, T]. On peut decomposer le premier

facteur en le produit suivant:

(4.21) exp δt(Hh - H)

= exp Σ ΔJIΔtB exp Γ (Hs - Hs)dBs exp Γ - DsH
h

sds
Jo Jo

oύ la sommation 2] s'entend pour (ί — ί)h < t et Hs est egal a H{i_ί)h

sur Ĵ . Le troisieme facteur de ce produit est uniformement borne. Le

second, au coefficient borne exp — 1/2 \\HS — Hs\f ds pres, est une mar-
Jo

tingale appartenant a tout ZΛ Pour traiter le premier facteur, on

majore le produit des accroissements de H et B par la demi-somme de

leur carre:

(4.22) 2 Σ AiHΛB < Σ H4fl|l! + Σ I

On a done a etudier Γintegrabilite du produit suivant:

(4.23) (PhY = expp/2 Σ UMf expp/2 Σ UM expp Γ (H, - Hs)dBs
Jo

On deduit par une inegalite de Holder avec \fq + 1/r + 1/u = 1:

(4.24) 11̂ *11, ̂  llβxp 1/2 ΣIM 1H|| ί | | ϊ ρ | |θxp

exp f£ (H, - Hs)dBs
Jo

X

Parce que H est uniformement borne, le troisieme facteur est borne

uniformement en t et h. Le deuxieme facteur est la norme du produit
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de Nd facteurs independants, soit exp pr/2 | ΔtB
άΊ2 pour i = l N et j = 1

• d, dont on calcule sans peine Γesperance, connaissant la loi de

Γaccroissement du brownien:

(4.25) £(exp(pr/2)(zlB)2)

exv(hprx2/2)exv(-x2/2)dx = (1 -Ϊ

a condition que h soit assez petit (h < 1/pr). Le deuxieme facteur vaut

done:

-Tdβhpr(4.26) || exp 1/2 Σ IIΔtB ||2|!pr = (1 - hpr)

qui est uniformement borne pour h assez petit.

Enfin, exprimons le carre de Γaccroissement de H par la formule de

Itό:

(4.27) i|ΔJi\f = ί 2{HS - Hs)(bsds + σsdWs) - |σs|
2cfe

Jli

On a done a calculer Γesperance de Γexponentielle suivante:

(4.28) exppq f [(H, - Hs)(bsds + σsdWs) + 1/2\σs\
2ds]

Jo

= exp(pg) \(HS — Hs)σsdWs — 1/2 p2q2 {{(H,

fί — —

X exp (Il2p2q \\(HS — Hs)σs\\ + pq(Hs — Hs)
Jo

Le premier facteur a droite de (4.28) est une martingale exponentielle

(sous les hypotheses choisies). L'hypothese (2.4) A montre que b et a

sont bornes, done le deuxieme facteur a droite de (4.28) est borne, ce qui

conclut le cas A avec (4.24) et (4.26).
b) Sous l'hypothese (2.4) B, on deduit de (4.14)

(4.29) At - 1 = δt(A\Hh - H))

II est clair que la ^f-esperance conditionnelle d'une integrale de Skorohod

sur (W, &B, μ) est nulle: il sufBt d'appliquer la formule d'integration par

partie a une fonctionnelle F ^f-mesurable et bornee, done de JB-gradient

nul a cause de Γindependance entre X et B:

(4.30) E(Fδ((u)) = E((DF, u}) = 0

Ainsi obtient-on pour tout t:
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(4.31)

Notant alors Ah

Ptt le processus obtenu comme Ah, mais avec pH au lieu

de H, on obtient grace a la definition (4.3):

(4.32) (A'lY = A';,t exp (p2 - p)/2 Γ ||ff* - i ϊ s ||
2ds

Jo

On tire de (4.31) et (4.32):

(4.33) E[(Ai)*l&f] = exp (p2 - p)/2 Γ \\H* - Hs\fds
Jo

puisqu'iei H est ^f-mesurable. Sous la condition B, b est borne comme

σ; (4.7) (4.8) donnent alors la majoration:

(4.34) P rr rc(s)

\ σudVu

JO J s

ds

Ceci permet de majorer (4.33), posant p — p1 — p, p etant fixe > 2:

(4.35) <Kexvp Γ fC<S) audVu
JO J s

ds

dont Γesperance est celle d'un produit que Γon majore par une inegalite

de Holder:

(4.36) E[(AΪ)>] <K expp L 7udVn ds

Chacun des N facteurs est la racine N° de Γesperance d'une serie entiere

dont on majore chacun des termes:

(4.37) ds/rl

L'inegalite de Burkholder donne une majoration trop forte et Γon obtient

une serie non convergente. Mais la bornitude de a permet d'evaluer au
ΛC(S) i

plus juste Γesperance de

et notant Mr(u) Γesperance de

Itό:

(4.38) Mr(φ)) = r(2r - 1

<r(2r-l) | | σ | |L

En iterant cette majoration, on obtient finalement:

par recurrence. En effet, fixant s

, on obtient par la formule de
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(4.39) Mr(φ)) < (2r -ϊ)U\\σ||£(Φ) - s)r

L'esperance de la serie de terme general (4.37) admet done la majoration:

(4.40)

Puisque Nh = T, e'est une serie entiere dont le rayon de convergence
vaut 1/2 et done (4.40) est definie des que h est assez petit et admet de
plus un major ant independant de i = l N. On se restreint alors a cet
h assez petit pour que le produit des N racines N° des facteurs (4.40),
soit (4.36), soit defini et admette une majoration uniforme, ce qui montre
que lep° moment de Ah

t est uniformement majore en h et t, et acheve
la demonstration de (4.19) dans le cas B.

Ceci etant, on montre Γappartenance de Ah aux espaces DPιk(L).

LEMME 4.6. Leprocessus Ah defini en (4.3) appartient a DpΛ(L) sous
Γhypothese A et a DPti(L) sous Γhypothese B, pour un p > 2.

Demonstration. Le processus Ah est Γexponentielle, fonction de classe

C00, de la fonctionnelle δ(Hh - H) + ϊ vsds defini en (4.16). Or, le lemme

4.3 et la regie de commutation permettent de deriver stochastiquement
deux fois δ(Hh — H), et on obtient:

(4.41) DsDtδ(Hh - ff) = D,(Hΐ - Ht) + Dt{Hh

s - Hs) + δ{DsDt{Hh - H))

dont les deux premiers termes sont bornes, et le troisieme est Γintegrale
de Skorohod d'une fonctionnelle bornee: δ(Hh — H) appartient done a
Dq,2(L) pour tout q. On a vu par ailleurs dans la demonstration du
lemme 4.4 que v appartient a DqΛ(L) pour tout q; il en done de meme
pour son integrale. Par ailleurs, on vient de montrer que Ah

t admet un
moment d'ordre p,p > 2. Le lemme 3.2 montre alors que Ah appartient
a DP,(L) {pf > p) avec pour vecteur gradient:

(4.42) D[Ai = AifHΪ* - H\ + δt(D*(HA » H)) +

Si de plus Γhypothese B est verifiee, Γexpression ci-dossus se simplifie
notablement du fait que DH est nul:

(4.43) D\Ah

t -

c est-a-dire le produit d'un element de DV,Λ{L) par Hh — H qui appartient
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a DqΛ{L) pour tout q; le lemme 3.1 montre que DAh appartient a ΏvnΛ

(p/ ; < pθ et done Ah est un element de DPt2(L) pour un p > 2. On a de
plus dans ce cas la matrice gradient stochastique d'ordre 2:

(4.44) - Hξ)(Hh/ - Wr)

Demonstration de 4.1. On est ici sous Γhypothese oύ H est fonction
de Γobservation Y. On tire de (4.14):

(4.45) - 1|| < \\δ(Hh - H)\\ + \\δ(Ah

τ -

Γ
Jo

-H)\\

%{Hh - Ht)MtdtA'ί(DtH'ί - div m)dt\\ +

La relation (3.27) montre, si t appartient a

(4.46) DtHΪ-divHϊ = Σdβi*

La bornitude de Diϊ et 8iί montre que (4.46) est uniformement majore
par Kh (K constante); cette remarque et le lemme 4.5 impliquent:

(4.47) Ϊ - div Hϊ)dt\\ < Kh
Jo

dt = 0(h)

On etudie ensuite le processus M (4.15). Son premier terme, si t est
dans Γintervalle Iu est Γintegrale de Skorohod de DtHih sur Γintervalle
[(ί — ϊ)h, t]: e'est done un 0(V h) dans tout LQ. Les termes suivants sont
Γintegrale de processus bornes sur ce meme intervalle: ils sont uniforme-
ment majores par Kh, et il vient:

(4.48) \\Mt\\q = O(V"Λ) pour tout q.

On majore alors le quatrieme terme a droite de (4.45):

(4.49) {jAh

t(HΪ - Ht)Mtdtj

(Jo l | M i l i ' d ί )
avec Ijp + 1/q = 1/2. On applique une inegalite de Holder a cette majora-
tion afin d'obtenir:

(4.50)

\τ\\m-Ht\tdt\
Jo II

PT \\2/p / C

(A»ydt\\ (
Jo ||jθ/2 \ J

2/q
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oύ p (dans (4.49) et (4.50)) est celui du lemme 4.5, ce qui permet, compte-

tenu egalement de (4.48) et (4.5), d'obtenir:

(4.51) I ( [TA[im - Ht)Mtdt)2\\ = 0(h)
I \Jθ / ||2

Passons a Γetude du terme δ((Ah - ΐ)(Hh - H)). Les lemmes 4.3 et 4.6

(avec le lemme 3.1), montrent que le processus (Ah — l)(Hh — H) ap-

partient a D2Λ{L) et son gradient stochastique appartient a L2([0, T]2 X Ω).

On peut done appliquer la relation d'isometrie ([8], Proposition 3.1):

(4.52) E[δ((Ah - l)(Hk - H))Y = Γ E[(Aΐ - l)2\\Hh

t - Ht\\2]dt
Jo

Mt - ϊ)(Hξ - Ht)Dt(Ah

s - l)(Hh

s - Hs)]dsdt

La double integrale est la somme des N integrales sur It X It de J'inte-

grande, qui est nul en dehors de ce domaine a cause de la ^Λ-mesura-

bilite de (Ah — ΐ)(Hh — H) sur 7?:. De plus, a cause des differentes

hypotheses de bornitude, Ds(Af — l)(Hί — Ht) est majoree par une variable

du type a + bAh

t + cA%dt(Ds(Hh — H)) dont on peut majorer Γesperance

du carre independamment de s et t. Ainsi, cette double integrale est-elle

un 0(/ι) et puisque H est borne, on tire de (4.52):

(4.53) E[δ(Ah - ϊ)(Hh - H)]2 < K Γ E(A'ί - Ifdt + 0(h)

Jo

On utilise enfin le lemme:

LEMME 4.7. Sous les hypotheses (2.4) (2.5), la norme quadratique de

δ(Hh - H) est un 0(V~h).

Demonstration. C'est en fait la meme que celle de (4.53), en plus

simple, car D(Hh — H) est borne, En effet, le processus Hh — H etant

element de DqΛi on peut lui appliquer la relation d'isometrie (cf. 4.52):

(4.54) E[δ(Hh - H)]2

= £ E\\Hh - Hfdt + ^E[Ds(Hΐ - Ht)Ds{Hh

s - Hs)]dsdt

Le premier terme est un 0(h) (lemme 4.2); le second est la somme de N

integrales sur It X Iu a cause de la ^-mesurabilite de Hh — H sur

[0, ih], d'integrande bornee: DH est borne uniformement sur [0, T]2; le
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deuxieme terme de (4.54) est done aussi un 0(h) ce qui montre le lemme.

Ce lemme, (4.53), (4.51), (4.47) et (4.45) impliquent:

(4.55) E(Ah

τ - I)2 < 0(h) + K Γ E{Ah

t - Vfdt
Jo

ce qui montre (4.1), a Γaide du lemme de Gronwall, puis de (4.4).

Demonstration de 4.2. On ne suppose plus que H est bornee, mais

H est fonction uniquement du signal; alors dH et DH sont nuls et la

relation (4.14) est reduite a:

(4.56) Af - 1 = δt(Hh -H) + δt{(Ah - l ) ( ί P - H)).

Le premier terme est un O(V^): e'est en fait Γintegrale de Itό ordinaire

du processus "deterministe" Hh — H, grace a Γindependance entre H et

B.

Neanmoins, suivant [10] mais par une tout autre methode, on peut

montrer, pour Z variable ^ί-mesurable et bornee:

(4.57) \\EQ(Zδ(Hh - H)in% = 0(h)

La demonstration de (4.57) comporte plusieurs etapes. En premier

lieu, on obtient, du moins formellement:

(4.58) EQ[Zδ(Hh - H)I91\ = #«[£" EQ[Z(H{ -

en calculant Γesperance du produit de chacun des deux membres de cette

egalite avec une fonctionnelle F bornee et ^^-mesurable, par exemple de

la forme: F = /(Y(^) Y(tJ) avec feC^{Rn), dont on remarquera que le

gradient stochastique DtF est ^^-mesurable grace aux regies de deriva-

tion et au fait que DtYs est deterministe sous Γhypothese B (cf. 3.26).

Puis on transforme Γesperance du produit par la formule d'integration

par parties, et on constate leur egalite:

(4.59) Γ EQ(DtFZ(Hi - Ht))dt = Γ EQ{DtFEQ[Z{Hh

t - Ht

Jo Jo

ce qui montre (4.58), sous reserve de verifier la validite de (4.58) et (4.59),

a savoir: Γappartenance de EQ[Z(Hf — Ht)l&τ] a DqΛ pour un q > 1, qui

donne un sens a Γintegrale a droite de (4.58) et permet d'appliquer (3.15).

Cette appartenance est une consequence du lemme A.I montre en annexe

dont on deduit de plus:
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(4.60) DsEQ[Z(H'ί - Ht)l9fi = EQ[(HS - πτ{Hs))Z(Hh

t -

Pour demontrer (4.57) on utilise (4.58) auquel on applique la relation

d'isometrie:

(4.61) EQ[δ(EQ[Z(Hh - H)inW = Γ EQ(EQ[Z(Hf - HύWWdt
J 0

S - πτ(Hs))Z(HΪ - Ht)l&ϊ]

X EQ[(Ht - πτ(Ht))Z(m ~ H,)l&ϊ])dsdt

Remarquons que le deuxieme terme, compte tenu de la symetrie en s et

t, est majore par:

(4.62) jJEQ(EQ[(H9 - πτ(Hs))Z(m - Ht)/^])2dsdt

On applique alors le lemme A.2 avec F egal a Z, puis ZHS et Zπτ(Hs)

pour obtenir (4.57).

Pour traiter le second terme de (4.56), on etudie la ^-esperance

conditionnelle de (δ(Ah — l)(Hh — H)f et Γon montre dans ce but le lemme

suivant:

LEMME 4.8. Soit un processus u appartenant a DpΛ(L), p > 1. Alors

(4.63) E[δt(u)l&$] = 0 pour tout t et:

(4.64) E[(δt(u) - δ8(u))l&s] = 0 pour 0<s<t<T

En partίculier, si le processus δt(u) est ^rmesurable, aυec ^ t = &% V ^ ,

alors c9est une (&', Q)-martingale.

Demonstration. On a deja montre (4.63) precedemment en (4.30).

1/autre relation se montre de faςon analogue en considerant une fonction-

nelle F ^s-mesurable et bornee, par exemple de la forme:

(4.65) F = f(Xtv BSj; tt et 8j < s)

avec / de classe C°° a derivees bornees. On tire des regies de derivation:

(4.66) DrF = 3/(ω)l[0,Si](r)

et de la formule d'integration par parties:

(4.67) E[F(δt(u) - δs(u))] = J urDrFdr = 0

ce qui montre (4.64).
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On est alors en mesure de montrer:

LEMME 4.9. E[(δ(Ah -

oύ A* dέsigne le sup de A% sur [0, T].

Demonstration. On tire de (4.29), pour tout t:

(4.68) δ t ( ( A h - l ) ( H h - H ) ) = = A h

t - I - δ t ( H h - H)

Sous Γhypothese presente, Hh — H appartient a tout Dqf1c(L). Par (3.14),

il en est de meme pour δ(Hh — H). Or Ah — 1 appartient a DP>2(L) (lemme

4.6) pour un p > 2. Done la somme, soit δ((Ah — ΐ)(Ha — if)), appartient

a DP,2(L) et le produit (Ah - ϊ)(Hh - H)δ((Ah - ΐ)(Hh - H)) est un ele-

ment de Dr,2(L) avec 1/r = 1/p + \\q + \\p grace au lemme 3.1: e'est un

element integrable au sens de Skorohod et on peut appliquer la proposi-

tion 3.5 a (Ah - ΐ)(Hh - H):

(4.69) [δ(Ah - l)(Hh - H)f

= 2 Γ (Ah

s - ΐ)(H}: - Hs)δs(Ah - l)(Hh - H)dBs
Jo

+ F(A* - iy\\m - Hs\fds
Jo

+ 2 £ (A? - l)(ίΓί - Hs)^A'XHi - H.χm - Hr)δΈt)ds

oύ Γon a remplace Ds((Ah — l)(Hh — iί)) par sa valeur (4.43) et la encore,

on a omis sommations et indices des vecteurs H et B. On applique alors

le lemme 4.8 au premier terme de cette somme, dont Γintegrande appartient

a Drt2(L); il vient:

(4.70) E[(δ(Ah - l ) ( ί P - H)YI&f] = Γ \\H! - Hs\fE[{Ah

s -
Jo

oύ Γon a utilise que i/ est ^f-mesurable. Sous Γesperance conditionnelle

ci-dessus, on peut faire "entrer" A% — 1 dans Γintegrale de Skorohod a

Γaide de la relation (3.20):

(4.71) (A? - 1) Γ A%H* - Hs){Hh

r - Hr)δBr

Jo
= \Sσs

rδBr + \SAh

rA
h

s(Hh

r - Hr)\\Hh

r - Hr\fdr
Jo Jo
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ou l'on a encore utilise (4.43), et oύ σs = (A? - l)Ah{Hh - H)(H* - Hs)

est un element de DrΛ{L) avec r > 1; le lemme 4.8 permet d'annuler la f̂-

esperance conditionnelle de d(<7sl[0,S]). Par ailleurs, le processus Ah est

positif et le produit A^A^ est uniformement majore en (A*)2. On deduit

done de (4.70)-(4.71):

(4.72) E[(δ(Ah - l)(Hh - H)fl9?\ < Γ \\Hh

s - Hs\fE[{Ah

s -
Jo

+ 2 Γ||ίΓί - iί,||2 ['\\H» - Hr\
Jo Jo

ce qui acheve la demonstration du lemme.

LEMME 4.10. Pour tout t de [0, T],

(4.73) E[(Ai - Vfm\ < ε(A)(l +

oΐi ε{h) dέsίgne la variable \\HJ

t

ι — Ht\fdt.
Jo

Demonstration. Le processus Ah — 1 n'est autre que δ(Ah(Hh — H)).

On peut done appliquer la formule de Itό elargie a son carre comme on

vient de le faire pour (Ah - ΐ)(Hh - H):

(4.74) (A? - I)2 - 2 Γ (A£ - l)A?(tf? - FS)^JBS + Γ(A?)2||ff? - Hs\\2ds
Jo Jo

+ 2^Ah

s{Hh

s - /ίs)Q[A?(ί/? - #,)(#» - Hr)δB)jds

Des calculs identiques a (4.69)-(4.72) conduisent a la majoration:

(4.75) E[(Ai - DΊ&?} < Γ \\H* - H,\?dsE[(A*Yl&f]
Jo

+ 2 f \\m - H.tf Γ \\HΪ - Hr\fdrdsE[(A*yi&$]
Jo Jo

Cette derniere majoration implique (4.73).

LEMME 4.11. \\δ(At - l)(Hh - H)\\2 = 0(A).

Demonstration. On a a calculer Γesperance:

(4.76) £(^(AΛ - l ) ( ί P - iί))2 = ί;(ί;[(^(AΛ - l)(Hh -

Les lemmes 4.9 et 4.50 donnent la majoration:

(4.77) E[(δ(Ah - l)(Hh - H)fm\ < (e(h))\2
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II s'agit done d'etudier E[(A*)2l&f\. Or, si & est la filtration definie au

lemme 4.8 (SFt — <&* V &t)9 on peut montrer que Ah est J^-adapte. En

effet, Ah est le produit LhL, avec L processus ^-adapte (2.6); de plus,

si l'on revient a la definition (2.15) de LΛ, on obtient pour t dans I{:

(4.78) U = L%.m exp f HthδB, exp f (HthH, - 1/21| tf,Λ ||2)ds

Le facteur L^.1)Λ est ^«_i)Λ (done ^,, done J^-mesurable; le troisieme

facteur de Lh ne depend que de H, done est ^f-mesurable quant au

second, on le reecrit a Γaide de la relation (3.20), sachant que DH est

nul:

(4.79) exp Γ HthδB, = expHίh(Bt - S ( i.1 ) Λ)

qui est jPrmesurable et Ah est bien J^-adapte. Puisque A" est egalement

un processus de DPil(L), le lemme 4.8 montre que Ah est une (eF, Q)-

martingale, de tribu initiale ^f. On lui applique Γinegalite de Doob:

(4.80) E[(A*fm] < 4E[(Ah

τ)
2m]

Grace au lemme 4.5, la variable majorante appartient a Lpβ et on tire

de (4.77), (4.80) et d'une inegalite de Holder:

(4.81) E(δ(A* - l ) ( ί P - HW < 4||(ε(/ι)2(2 + e(h))\\q\\E[(A¥fl&$\\p/2

avec \\q + 2jp = 1. Le premier facteur de cette majoration est un 0(/ι2)

grace au lemme 4.2; le second est uniformement majore en h par M (lemme

4.5), ce qui acheve la demonstration du lemme.

Ainsi (4.2) est-il demontre en rapprochant le lemme 4.11 des relations

(4.56), (4.57) et (4.4).

§ V. Conclusion

Le lemme 4.11 et Γestimation 4.57 utilisent de fagon cruciale Γinde-

pendance de la fonction du signal et du bruit. C'est pourquoi il est

difficile d'esperer que Γapproximation en 0(h) dans le cas de Γindependance

puisse se generaliser a des fonctions du signal dependant de Γobervation.

Ceci dit, le recours au calcul stochastique permet, meme dans le cas oύ

la fonction du signal est independante du bruit, une formalisation agreable

et des calculs relativement simples, le plus souvent grace a la formule

d'integration par parties.
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Annexe

LEMME A.I. Soίt Z une fonctίonnelle ^-mesurable admettant des

moments de tout ordre. Alors, sous les hypotheses (2.4) B, (2.5) et (3.33),

EQ[ZI&%], soίt πτ(Z), appartient a DqΛ, pour tout q > 1 et

(A.I) D(πτ(Z)(h)) = Γ πτ[(Hs - πτ(H8))Z]hsds, VheL.
Jo

Demonstration. Pour montrer Γappartenance de πτ(Z) a DqΛ on peut

verifier le critere de Sugita (cf. (3.3) et sq) c'est-a-dire ^existence de la

limite en probabilite du quotient:

(A.2) \πτ(Z)(B + ε Jo M s ) - πτ(Z)(H)]/ε

Sous les hypotheses du lemme, translater les trajectories de B ou de Y

est equivalent grace a la definition (1.1). De plus, les probabilites P et

Q etant equivalentes, on peut etudier la limite en probabilite de (A.2)

aussi Men sous P que sous Q. On reecrit πτ(Z) sur (Ω, P) comme quo-

tient, en mettant en evidence la dependance en Y et en utilisant P =

PX®PY\

(A.3) πτ(Z) = στ(Z)lστ(X)

στ(Z) = E*[zexp(HτYτ - £ Y,dH, + 1/2

L'expression (A.2) devient:

(A.4) σ Γ ίZexpε | Hshsds) / στ(exp ε \ Hshsds\ — πτ(Z)\

στ(z(expε Hshsds — l ) A ) στ(Z)στ(exp ε j Hshsds —) ) j
Hshsds) στ(l)στίexp ε\ Hshsds)

Numerateur et denominateur de ces deux quotients convergent presque

sύrement, grace au theoreme de convergence monotone et done (A.4)

admet a fortiori une limite en probabilite, qui est exactement le membre

a droite de (A.I).

Pour conclure de lemme, il suffit de remarquer que, d'une part cette

limite permet de definir:

(A.5) Ds(πτ(Z)) = π,[(H, - πH(HJ)Z],
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element de L comme (H — πτ(H))Z dont il est une version de Γesperance

conditionnelle et d'autre part que la norme dans L de (A.5) admet des

moments de tout ordre comme Z et H.

LEMME A.2. Soit F une fonctίonnelle de L, soίt ^x-mesurable et de

L-norme dans tout Lp, soίt appartenant a DqΛ(L) pour tout q > 1, ά un

coefficient mesurable et borne pres. Alors

(A.6) Γ Γ \\Eβ[F.(Hΐ - Ht)in]\\ίdtds =
Jo Jo

Demonstration.

1. On met d'abord en evidence Γexistence d'un processus φ tel que,

si teli'.

(A.7) EQ[F,(HΪ - m

Ψu,s = Fsbu + σu{DξFs + Fs

Soit en effet une fonctionnelle G, ^^-mesurable et bornee; on calcule

Γesperance du produit de G avec (A.7), en utilisant Γexpression (2.5) de

H si telt:

(A.8) EQ[GF(Hf - Ht)] = EQ[β £ * Fbudu] + EQ[GF^ σudVu~\

Le premier terme a droite de (A.8) donne le premier terme de φ. On

calcule le second en utilisant la probabilite P = LTQ:

(A.9) E*[GF\h

t

 σ"dVu] = Ep[Lτl G F Γ σ"dVu\
Le lemme 3.7, les hypotheses sur F et σ, Γindependance de X et Y sous

P permettent d'appliquer la formule d'integration par parties relative aux

composantes de V:

(A.10) EphfGFJ* σudVu]

? J|Λ Gσu(D*F + F£ DξHv(dYv - Hvd

£* σu(Dx

uF + F £ 2>f HβdBβ)dM]

ce qui donne les deuxieme et troisieme termes de φ et montre A.7.
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2. On montre ensuite que φ est de carre integrable sur [0, T]2 X Ω;

c'est le cas des deux premiers termes: σ et b sont bornes, et par hypo-

these, les normes de Hilbert-Schmidt de F et DXF sont dans tout ZΛ

L'etude du troisieme terme conduit a distinguer les deux cas du lemme.

Lorsque F est ^-mesurable, Γindependance de X et B permet de faire

"entrer" Fσu sous Γintegrale stochastique:

(A.11) σuF Γ DξHvdBυ = Γ σuFDξHvdBv
J u J u

dont Γesperance du carre est majoree.

(A.12) ί ψ j F Q* DξHvdBvJ] < \\σ\\iEQ£ F\\\DξHv\fdv

Cette majoration admet comme integrale sur [0, T]2 Γesperance de

!!F||i||Z)xiί!|τ
2

τ.s.5 qui est finie puisque chacun des facteurs est dans tout ZΛ

Lorsque F est une fonctionnelle de DqΛ(L), on peut appliquer (3.20):

(A.13) σuF Γ DξHvdBv - Γ σuFD*HvδBv + Γ σuDυFD?LHvdv
J u J u J u

Le coefficient a borne ne joue pas de role; on applique la relation d'iso-

metrie au premier terme:

= EQ Γ FlWDξHΛfdv + EQ Γ Γ DtFsDξHvDvFsDξHtdtdυ
J u J u J u

La symetrie en t et v de cette deuxieme integrale montre qu'elle est

exactement Γesperance du carre du deuxieme terme de (A. 13) dont on

peut majorer Γintegrale en u, apres permutation:

(A.15) I Γ \T Γ DvF,D*HvDtFtD*Htdtdυdu
I J 0 J u J u

< jj\DυFs\\DtFs\\\D^Hv\\\\DxHt\\Ldtdv < \\DFs\\l\\DxH\\ks.

qui est integrable sur [0, T] X Ω comme produit de facteurs appartenant

a tout Lp. Quant au premier terme de (A. 14), son integrale sur [0, T]2

est Γesperance de ||F||i||Dzi2]|H.s. qui est egalement finie.
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3. Dans ces deux cas, utilisant alors (A.7) on obtient:

(A.16) ^EQ\\EQ[F,(Ht - Ht)in]\fdsdt < JJ EQU* φUιSduJdsdt.

Considerant d'abord Γintegrale en t, fractionnee sur les It\

(A.17) £ EQ[jl* φu,sdujdt < £ (ίh - t)EQ^}l φlsdu^dt < h2/2 EQ £ φl>sdu

La somme en i de ces termes, puis Γintegrale en s, est Γesperance de φ2

sur [0, Tf X Ω au coefficient /ι2/2 pres, ce qui montre (A.6) pour ces deux
cas.

Remarquons enfin que si Fs est multiplie par un coefficient Z borne,
on a:

(A.18) \\EQ[ZFs(Hΐ - m\n\ ll < M\\EQ[FS(HΪ - Ht)im]\\

ce qui acheve la demonstration du lemme.
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