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SUITES D'INTERPOLATION POUR LES CLASSES DE 
BERGMAN DE LA BOULE ET DU POLYDISQUE DE Cn 

ERIC AMAR 

INTRODUCTION 

Soit Dn = {z = (z\ . . . , zn) e Cn, |sz'| < 1} le polydisque de Cn et \n la 
mesure de Lebesgue de Cn normalisée sur Dn. Pour b > 0, .on définit les 
espaces de Bergman Ap(\n) de la manière suivante: 

Ap(\n) est l'espace des fonctions analytiques dans Dn telles que: 

11/11/ = / \f\'dK<co. 

Si a = {zk, k Ç N} est une suite de points de Dn, on définit l'opérateur Tp 

de Ap(\n) dans l'espace des suites par: 

V /É Ap(Xn), Tpf= {((1 - |z t |
2 ) ) 2*/(z t ) , * É N ) , 

o u ( ( l - | z , | 2 ) )= f i ( 1 - l«*T)-

On dit que a est d'interpolation Ap(\n) si rp(^4p(Xn)) contient /P(N). 
On dit que a est fortement d'interpolation Av(\n) si, de plus, Tv est borné 

d e ^ ( X j dans lp(N). 
On dit que cr possède la propriété d}extension linéaire bornée s'il existe un 

opérateur linéaire Up borné de lp(N) dans Ap(\n) tel que TPUV soit l'identité 
de lp(N). 

Enfin on dit que la suite a est séparée s'il existe un réel positif b tel que la 
distance de Gleason [8] de 2 points distincts de a soit minorée par 8. 

L. Carleson [5] a caractérisé les suites d'interpolation ^4°°(Xi); le premier 
résultat sur les suites d'interpolation Ap(\i), où p est fini est un contre-exemple 
dû à D. Amar. Sarroste [1] et montrant qu'il existe une suite fortement 
d'interpolation ^42(^i) et qui n'est pas d'interpolation ^4°°(Xi); ce qui souligne 
la différence avec le cas des suites d'interpolation pour les espaces de Hardy 
du disque [14]. 

L'essentiel des idées du présent travail se trouve dans [2]. 
Le but qu'on se propose est de montrer les résultats suivants, qui sont à 

rapprocher de ceux de [4] : 
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712 ERIC AMAR 

THÉORÈME 1. Soit a une suite séparée dans Dn; alors pour tout p positif, a est 
une réunion finie de suites a 7- fortement d'interpolation Ap(\n); de plus si p ^ 1, 
<ji possède la propriété d}extension linéaire bornée de lp(N) dans Ap(\n). 

Ce résultat est le meilleur possible à cause du théorème suivant établi grâce 
aux travaux de C. Horowitz [9] sur les zéros des fonctions des classes de 
Bergman. 

THÉORÈME 2. Pour tout p > 0, il existe deux suites ai et a2 fortement d'inter­
polation Av(\\) telles que <n U o-2 soit séparée mais ne soit pas d'interpolation 
A'(M). 

On obtient encore un raffinement du théorème de D. Amar. Sarroste. 

THÉORÈME 3. Pour tout p positif, il existe q > p et une suite a fortement 
d'interpolation Ap(Xi) et qui n'est pas d'interpolation AQ(\i). 

Grâce à la méthode déjà utilisée dans [1] on démontre des théorèmes ana­
logues aux théorèmes 2 et 3 pour les classes de Hardy du polydisque et de la 
boule unité Bn de Cn si n ^ 2. 

On a aussi les mêmes résultats pour les classes de Bergman de la boule unité 
B „ d e C n : 

THÉORÈME 4. Soit a une suite séparée dans Bw; alors pour tout p positif, a est 
une réunion finie de suites a t fortement d'interpolation Ap(Y$n); de plus si p ^ 1, 
ai possède la propriété d'extension linéaire bornée de lp(N) dans Ap(Bn). 

Utilisant exactement la même méthode que dans [3] on obtient aussi: 

THÉORÈME 5. Soit a une suite d'interpolation ^ ( B , , ) (resp. ^4œ(Dn)) alors 
pour tout p > 0, a possède la propriété d'extension linéaire bornée de lp(N) dans 
Ap(Bn) (resp.Ap(Dn)). 

Le même théorème, avec les mêmes preuves est valable pour les classes de 
Hardy de la boule et du polydisque [3] de Cn généralisant ainsi des théorèmes 
de H. Shapiro et A. L. Shields [14] et Kabaila [11] obtenu pour n = 1. 

La preuve du théorème 1 donnée ici, plus simple que la preuve originelle, 
m'a été suggérée par A. Bonami qui m'a indiqué le lemme 2.1.2 de [7]. 

CHAPITRE I 

1.1. Définitions et premières propriétés. Soient Bw la boule unité de Cn, 

B n = | z = (*\ . . . , *n) G Cw, è |*'|2< l } , 

Sn le bord de Bn, 

5„= | z = (Z\..., zn) e c, g N 2 = i } , 
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Xn la mesure de Lebesgue de R2^ normalisée sur B„, et an la mesure de Lebesgue 
normalisée sur Sn. 

Soit p > 0; on définit l'espace de Hardy: 

Hp(an) est l'espace des fonctions/ analytiques dans Bn et telles que 

sup f \f(rO\Pd<Tn(0 = 11/11/ < oo 

et i7°°(o-n) est l'espace des fonctions analytiques et bornées dans Bn. 

On définit de même les espaces de Bergman: 

Ap(\n) est l'espace des fonctions analytiques dans Bn telles que 

/ 1/(01^(0 = 11/11/ < « 
Bn 

et HmM = Aœ(\n). 

Soit (7 une suite, <r = {zu t É N | dans B„ et soit p un réel positif ou p = 
+00. 

On définit deux opérateurs TP
A et TV

H à valeurs dans l'espace des suites. 

Vf € 4*(X„), r / / = {(1 - N *)<"+»/»/(z«), * G N} 

V / 6 J 3 » ( 0 , r , f f / = {(1 - M * ) » * / ^ ) , « € N}. 

On peut alors donner les définitions suivantes: 

On dit que a est d'interpolation Ap si TP
A(AP) contient lpÇN). 

On dit que a est fortement d'interpolation Ap si de plus TP
A est borné de Ap 

dans/p(N). 
On dit que a a la propriété d'extension linéaire bornée s'il existe un opérateur 

UP
A, borné de lp(N) dans Ap(\n) tel que TP

AUP
A soit l'identité de lp(N). 

On donne les définitions analogues dans le cas des classes de Hardy avec 
l'opérateur TP

H. 
Soit z un point de Bw et soit p > 1; ez

(p) est le noyau de Cauchy Bergman 
de z normalisé dans Ap(\n). 

(1 — \z\2)(n+1)/Q 

ez(P) ( Ç) = c(z, p, n) - , _ _ *VHT" ou g est le conjugue de £. 

c(z, £, w) est un réel tel qu'il existe 2 réels positifs indépendants de z vérifiant: 

(1.1) 0 < a(p, n) ^ c(z, p, n) ^ 0(p, n). 

On note 2(p) la suite 2(p) = {e^p\ z £ <r} et Eff
(p) le sous-espace fermé de 

Ap(\n) engendré par 2<*>. 
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714 ERIC AMAR 

On rappelle que S(p) est une base de Ea
{p) équivalente à la base canonique 

de lp(N) si on a la relation: 

(1.2) 3D> 0, Va = {at,ie N} G f (N) , 

D \,£ d j6n 
(p) < D\\a\ 

On peut énoncer le lemme de dualité suivant (1/p + \/q = 1): 

LEMME 1.1.1. La suite a de Bn est fortement d'interpolation Ap(\n) si le seule­
ment si S(ç) est une base de Ea

{<1) équivalente à la base canonique de lq(N). 

Preuve. Supposons que a soit fortement d'interpolation Ap\ on considère 
a = {au i Ç N} Ç /Ç(N) et la fonction/ définie par 

/(<) = E W'CO; 
Î = 1 

on va calculer le norme de / dans Aq(\n) en utilisant le fait que le dual de 
Aq(\n) est Ap(Xn), propriété qui sera démontrée au paragraphe suivant. 

On a donc 

\\f\\ç^Bg SUp / gfdK 

où Bq est une constante. 

13 â, I i 
î = l •/ 7Tn 

,-lwdX» 

Par Holder il vient: 

I g/#X 

co 

E 5 i C ( Z i ) ( l - | 2 i |
2 ) ( K + 1 )^(Z i ) 

1=1 

/ o c \ 1/ff / en \ 1/p 

^ ( E ^(z .or j ( g ci - |Zj|
2r+1ig(Zi)rj . 

Utilisant (1.1) et l'hypothèse que TP
A est borné par c > 0 (a étant forte­

ment d'interpolation Ap) on a: 

||/||e g 5 /̂3(5)1 H|,. 

Réciproquement si TP
A est continu et surjectif, il existe g £ Ap(\n) tel que 

(1 - |*,|2)<n+1>"g(z<) = <ï,|a<|<-2. 

IUHP ^ ^ i l M I / - 1 où Z>i est une constante indépendante de a (d'après 
le théorème de l'application ouverte). 

On a donc: 

x g/dx» IglI^AlMI.HI/l 
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d'où 

1 °° 
- nTÛÏT^ 1 1 ^ \c(Zi)\\at\ Ui\\a\\q 2-=i 

d'où d 'après (1.1), 

i - > a
 M i 

I.̂ IW 
Supposons main tenant que 2(<2) soit une base de Ea

(q) équivalente à la base 
canonique de lq(N) et soit g G i p ; o n a 

\TP
Ag\\p = sup 

a € * * ( N ) , | | a l U = l 
£ a , ( l - |z , |2)U + 1 ) /^(Z , ) 

SUP I jferfXn 
« € l « ( N ) , | | a | | « = l I ^ B n 

où l'on a p o s é / = ]£?=i a ic(z i)~1^Zt.
(ff). 

D 'après l 'hypothèse 11/11 ? ^ (D/a) | |a | | f f , d 'où: 

^ .. . J 5 
|rA||^~||g||,. a 

Pour obtenir l 'autre inégalité, il suffit de montrer que l 'adjoint TP
A* de 

TP
A vérifie | |Tp

A*a\\q ^ (1/Z)j8)||a||ff; mais pour a = ( a ^ G N I 0 2 ( N ) o n a : 

oo i 

Tp
A*a = E ^ ( z , ) ^ d'où | | r / * a | | ^ - i - | | a | | , 

grâce à (1.1) et l 'hypothèse que S ( e ) est une base de E^q) équivalente à la 
base canonique de lq(N). 

Nous aurons aussi besoin de la notat ion suivante: Soient a une suite dans 
Bw, cr = {2 ,̂ i Ç N } , >̂ un réel plus grand que 1 et g le conjugué de p(l/p + 
1/ç = 1). On di t que c est strictement d'interpolation Ap{\n) si <J est fortement 
d ' interpolation Ap(\n) et si de plus le dual de Ea

{q) est isomorphe à £ f f
(p). 

On a le lemme 

L E M M E 1.1.2 Si a est une suite strictement d'interpolation Ap(\n) dans B n , elle 
possède la propriété d'extension linéaire bornée. 

Preuve. Puisque S ( ? ) est une base de Ea
(q) équivalente à la base canonique 

de lqÇN), il existe un opérateur bicontinu Q de l9(N) sur Ea
{q) tel que, si on 

appelle {eu i £ N} la base canonique de lqÇN), on a 

\/zt G o-, Qet = ezi. 

Par duali té on en déduit un opérateur Ç -1* borné de lp(N) sur le dual de 
Ea

{q), c 'est-à-dire par hypothèse sur Ea
(p) ; notons [lu i £ N} la base canonique 

de lpÇN) ; pour i Ç N o n pose <pi = Q - 1 % . 
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La suite {çu i Ç N} est une base de Ea
(p) équivalente à la base [lu i £ N} 

et on a: 

V* € N, Vi € N, {<p{, e z /« ) = <e-i*i4, Qej) 

Soit maintenant « = [uit i € N} une suite de /"(N); on pose 
on 

i=i 

on a alors 
TpUp(œ) = œ 

car: 
V / G 4*(A„), </,ez<«>> = / ( z O ( l - |z,|2)<»+i>Mz„g) 

et 

l l^(«) l l ,= Ç ** X c(z*, g ) ^ * IIC^H^IN 
L'opérateur Up répond à la question. Tous les résultats énoncés dans ce 

paragraphe pour les espaces de Bergman restent valables, avec des preuves 
analogues, pour les espaces de Hardy, et s'étendent au cas du polydisque de Cn. 

2. Un lemme de subordination. Soit ((, £) un point de Bw+i où < G Bn. 
Soit alors / £ Hp(Bn+i), p > 0 et considérons la projection P ainsi définie 

iY(CÉ) =/(C,0); 

on a alors le lemme de "subordination". 

LEMME 1.2.1. Soit p > 0 et f £ Hp(Bn+i). Alors la projection P est une con­
traction de Hp(Bn+i) sur Ap(\n). 

Preuve. S i / G Ll{an+i) ne dépend que de (, en appliquant le théorème de 
Fubini on a: 

(2.1) f / ( C f ) ^ B + 1 ( C , £ ) = f /(C,0)dX„(f). 
^ S n + 1 ^ Bn 

On a utilisé au paragraphe 1 la propriété que le dual de Ap(\n) est Ag(\n); 
on va maintenant le démontrer. 

LEMME 1.2.3. Pour 1 < p < co, le dual de Ap(Xn) est Aq(\n). 

Preuve. On sait que le dual de Hp(an+i) est Hq(an+i) [12]. Il faut montrer 
qu'il existe Bv > 0 telle que: 

V / 6 ^ ( X , ) , H/H, g 5 sup \(f,g)\. 
gGA<i(\n),\\g\\q=l 
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Pour cela considérons/ comme élément de Hp(an+i); on sait qu'il existe 
Bv > 0 telle que pour t o u t / £ Hp(an+i), il existe g G HQ(an+1) vérifiant: 

ll/IL,^ B,(f, g) et ||g|U.(„+l) = 1. 

M a i s / = P /d 'où : 

(/, g) = <P/, g> = (Pf, P*g)-

On a clairement 

P*£«) = g(C,0) = P g ( 0 

et d'après le lemme de subordination 

||^g|U(Xn) ^ | |g| |wn+l) ^ 1, 

d'où 

||/||P ^ 5P</, gi) avec gi = Pg et ||gi||A*(x„) g 1 

ce qui prouve le lemme 2.3. 

Remarque 1.2.1. Soit k ^ n — 1; considérons la mesure \k
(n) sur B^ définie 

parX*™ = (1 - |z|2)»-*+iXifc-

Si (Ç, 0 G 5W avec Ç G B^, Ç G Bw_/i; on définit le projecteur PUtk par: 

V/GJ^(O, -P».* / = /(Ç,0) 

alors 

f | i , » / r d X * W = f |Pn./ |Pd«r,g f |/fd«r,. 

Remarque 1.2.2. Il y a des résultats plus fins (l'existence d'une projection 
bornée de L1 sur A1) pour les classes de Bergman dans [13]. 

CHAPITRE II 

2.1. Le théorème principal pour les classes Ap(\i). On dit qu'une suite 
a de D est séparée s'il existe 8 > 0, tel que pour tout z Ç a, et tout ii> Ç c, 
w T̂  z alors d(z, «/) > <5, où d est la distance de Gleason, c'est-à-dire dans le 
cas de D, 

d(z, w) = 
1 — zw 

THÉORÈME 2.1.1. Soit a une suite séparée dans D; alors pour 0 < p < +°o , 
a est une réunion finie de suites <ju i = 1, . . . , k, fortement d'interpolation 
Ap(\i); de plus si p ^ 1 chaque at possède la propriété d'extension linéaire 
bornée de lp (N) dans Ap (Ai). 

On suppose d'abord p > 1. 
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Réduction du problème. Soit v un entier positif; et soit A = 2V. Considérons 
la partition de D en ' 'cellules" allongées Dnk pour n ^ v e t 0 ^ k < 2n~v 

définies par: 

Dntk = {z = reid, 1 - 2~n S r < 1 - 2~n-\ 

2wkA2~n ^ 6 < 2ir(k + l)A2-n\. 

a étant séparée, chaque cellule Dnk contient un nombre de points de a 
uniformément majoré par rapport à n et k par un entier M; on peut donc 
écrire a = \j]Li vi avec card (at C\ DUt1c) S 1. 

Considérons alors les quatre familles d'indices suivantes: 

Ai = {(n, k), n = 0 (mod 2), k = 0 (mod 2)} 

A2 = {(n, k), n=l (mod 2), k = 0 (mod 2)} 

A3 = {(n, k), n = 0 (mod 2), k = l (mod 2)} 

A4 = {(w, k), n = 1 (mod 2), k = 1 (mod 2)}. 

On peut alors considérer les 4Jkf sous-suites de c: 

(m, A:) ÇA/ 

pour 1 ^ i ^ M, i S j ^ 4. 
Pour m £ N, m ^ r, notons Cm la couronne 

2 m - v _ l 

7=0 

On pose encore 

0"2,;\fc = U (&i,j^ Cm) 
m=k(moô. v) 

pour U i ^ ¥ , l ^ i ^ 4 , U i ^ . 
Il suffit donc de montrer qu'on peut choisir ^ pour que chaque aiJtk soit 

d'interpolation forte Ap(\i). 
Cette réduction étant faite, pour (i, j , k) fixé on pose 5 = <TiJtk et sm = 

s H Cm. 
Grâce à la réduction, on note zmtV l'unique point, s'il existe, de DMti Pi sm; 

si zm>l G smetzmth G sm on a / = /z(mod 2.). 
On notera 

A = {(m, /), t.q. zm> i existe dans s], et 

Am = {l £ N t.q. 3 zmJ dans 5 H Dmtl}. 

Preuve du théorème. Soit p > 1. Soit donc 5 la suite obtenue après réduction; 
on va montrer que 5 est strictement d'interpolation Av(\i). 

1ère partie. Soit a = {an>1, (n, l) £ A} £ Zff(N) et posons 

(n , ï ) çA 
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on va montrer q u e / est borné dans Aq(\i). 
On a: 

,ÛBP sup |</,g) | 
» € A I > , | | » | l p - l 

grâce au lemme 1.2.2. 

11/11. ^ 5 „ sup 
Q 

par Holder il vient 

Z ) ân,i(g,eZnil
iQ)) 

(»,«)€ A 

'«, il i I ai) II/II, ^ /jfe^ifan,sup i E ignora - k 
g V(n,Z)€A 

Montrons alors le lemme. 

LEMME 2.1.1. 5W/ s une suite séparée dans D; il existe alors une constante C 
positive telle que, pour 0 < p ^ +00, 

(1.2) Vg € ^ ( X i ) , E IgCOI'U ~ M*)* ^ C| |g | | / . 
z£s 

Preuve du lemme. a) p ^ 1: Puisque 5 est séparée il existe 5, 0 < 8 < J, tel 
que les disques Dz de centre z et de rayon 5(1 — |z|2) sont disjoints lorsque z 
est dans 5. 

Notons \DZ\ = \i(Dz), on a, grâce à la propriété de la moyenne: 

i = hT, \D.\\{W\ f fMdM<p)}\' = iZ l^ lw |{ / /}r 
à 2ç, I \\L>2\ JDZ ) I 0 zes | \JDz ) I 

utilisant alors Holder dans l'intégrale: 

I^iZ f \f\'d\ = h[ \f\"èi H/11/. 
à zts JDZ à JDz à 

b) 0 < p < 1: S o i t / G ^4p(Xi); alors g = |/|p est sous-harmonique dans D 
et est dans L ^ D ) ; on a donc: 

r=T, a-i*rVi/(*)r 
zÇ.s 

= Z (i - M2)2g(*) ^ p Z f gd\ûh f gd\ 

donc I g (l/ô2)||g||i = (1/S2)H/H/. 
Appliquant le lemme 2.1.1 à (1.1) il vient: 

(1.3) H/H, ^ 0(g)£,C|M|,. 

2ème partie. Pour montrer que 5 est strictement d'interpolation Av il suffit 
alors de montrer que, avec/comme dans la première partie, il existe 7 > 0 avec: 

(1.4) sup \{f,g)\^y\\a\ 
€W, lk l l p =l 
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écrivant 

E b. ~ w 
g = 2^ °m,kezm, 

(m,Jfc)€A 

avec 6 = {6mffc, (w, fe) G A} G /P(A) cela revient à montrer que l'opérateur 
matriciel 

(\ u i2\2/*Vi u iV/« (1 — |gWtt| j (1 — \zm,k\ ) 
H - |2 Qp(n, l;m, k) 

est d'inverse borné de lq(A) dans /ff(A). 
Posons & = Çp - / , où / est l'identité de lQ(A) dans lq(A); il suffit de 

montrer que \\QP\\ est strictement inférieure à un; pour cela on va utiliser le 
lemme suivant [7] issu d'un théorème de Schur. 

LEMME 2.1.2. [7] Soit n une mesure positive sur un espace X et Q une applica­
tion de X X X dans [0, +co] ; soit g une fonction positive sur X telle qu'il existe 
deux nombres aetb positifs tels que: 

L Q(x,y)g(jyd„(y)ga'[g(x)r 
" X 

et 

f Q(x,y)f(x)d»(x) ^bp[g(y)]P, 
J X 

alors Vopérateur 

Tf(x) = j Q(x,y)f(y)dn(y) 
J X 

est borné de Lp dans Lv et on a \\T\\ ^ ab. 

On va prendre X = A, muni de la mesure de dénombrement, Q la fonction. 
définie ci-dessus. 

On va montrer, avec le v de la réduction. 

PROPOSITION 2.1.1. Pour tout 0, (2/g) — 1 < S < 2/q il existe une constante 
positive KetV

p telle que 

(1.5) £ &(» . h m, k) (1 - \zn, l\
2)6 g K,„(l ~ l*».*l V . 

n, l 

et Ke,v tend vers zéro quand v tend vers Vinfini. 

Preuve de la proposition 2.1.1. 

1= Yl Qp(n,l; m, k)(l — \zn,i\
2)6 = Ii + h + Iz avec 

(» , Ï )€A 

Ii= £ £ Q,(n,l;m,k)(l- \zna\y 

h= £ Q,(n,l;m,k)(l- Ktf)' l£A„ 

/ » = £ E QP(n,l;m,k)(l- |zn. ; |
2)e 

n>m J£An 
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Voyons jfi. On a: 

(1.6) V U , /) € A, 2-*-1 £ (1 - | ^ | 2 ) S 2 - ^ 

à cause de la réduction, de plus, 

|1 - *„.I*m,*|2 ^ ô ( ( 2 - ^ « + 2-^+1>)2 + (^WtI - ^ ,*) 2) 

où ô est une constante absolue et <pn>l est l'argument de zn> Ù cette relation vaut 
dès que \znj\ ^ \ et |zm>fc| ^ | par exemple; à cause de la réduction, on peut 
réindicer les points pour écrire: 

Wn,l- <PmA ^ /27T2-+"-1; 

il vient alors 

(1.7) |1 - ën,lZm,k\
2 è T2Ô2-2n22'\l2 + f ^ (1 + 2- ( m-n >)2} 

on en déduit 

22n 

^ 11 _ * - I2 — -2^o2v Z ^ o-2 

que Ton peut majorer par: 

lZm,k\ Tt 52 " j>o ,2 , 2 , (OT_n)v2 

47T 

Z i L 

i 1 — Z», 

22re , 2 2 n 2 2 "4TT 2 

îTT "J ÏT i |i - ^ , ^ , * l = ^ ' - ' ( l + 2-lm-"0 ' TW (1 + 2- l m-B0-
que l'on majore encore par 

2.2" 
, ^ 1 ^ 5 ( 1 + 2-

(m-ns) 

On en déduit, puisque grâce à la réduction m = n (mod v) 

(1.8) 2 ^ -Tj - - ^ S Yn , 0-(m-nh 
Z | 1 — Z n , 

r> o-n((2/p)+0)o2n Q 

I^ = l 2 2^ i , 9-(m-n) ^ T 2 2l^ 2 
n=m(v) n=m{v) 

Soit 

r ^- 2 1 cy-md 

11 — S 2({2/9)~e)v — 1 

et, grâce à (1.6) il vient 

( 1 . 9 ) Il ^ ô / 2 « 2 / f f ) - * ) r _ jN ( 1 — |2|»,*| ) • 

/ t | | 2 \ 2 / p / t I | 2 \2 / ( 7 / 1 | |2vfl 
A _ V ^ U ~ \Zn,l\ ) U — Pm.fcl ; U — |Zro,ll J 

2 ~~ < " I l " I 2 

Z £ A m | 1 — Zm,kZn,l\ 

https://doi.org/10.4153/CJM-1978-062-6 Published online by Cambridge University Press

https://doi.org/10.4153/CJM-1978-062-6


722 ERIC AMAR 

grâce à (1.6) et (1.7) avec n = m il vient: 

2m ^ ^ V^ 1 

T OZ Z>1 ,2 , Z  

ZTT 

où on a / ^ 1 grâce au fait que zm<i ^ zmtk\ soit: 
c\—m6 -j cy—mO 

par (2.6) on a 

(1.10) 7 , 1 ^ ( 1 - |2m,*|2)*. 

Forons 73. 

/ 1 i |2\2/<7/-, i |2x(2/p) + 0 
r V^ V^ (1 ~ \zm,k\ ) (1 — \Zn,l\ )  

^3 = 2Li 2-J ii _ - p  
n>m IÇ.AH 11 Zm,kZn,l\ 

n=m{v) 

grâce à (1.6) et (1.8) il vient 

T <? o-w(2/ç) 2 ^ 2 •' Z Z 0-(2m/(?) V^ o-w((2/p) + 0-l),y 
^3 ^ ^ . 2 - . "l l O -im-n) = 1 ^ Zs * * 

0 n>m 1 ~T Z 0 n>m 

O 0-n«2/p) + 6)02n 0 

^ V^ Z Z ^ Z ^-(2m/o) ^~^ ^-n((2/p) + 6-l)r>m 

n=m(v) n=m(p) 

2 ^-(2m/<7) 0m V^ o-n(l-(2/tf) + 0) r < ~ 9—(2m/ff) 9 m V^ 9-

n=?ttO) 

Z 9m(l-(2/ç)) 
-m(l-(2/ç) + 0)9-Kl-(2/ç) + 0) 

1 _ 9-(l-(2/ff)+0)* 

d'où (1.11) 

„(l„(2/ f f) + 0) 

r ^ Z _ _ r / i 1 i2\0 
^3 =̂  ~ -. __ ()-(i-(2/q)+d)v U ~~ pw,A;| ) • 

Posons alors: 

^ > 4 1 1 2-*i-(*/«>+.> • 
~" ô 2 ( ( 2 / < z ) ~ 0 ) l ' - 1 12 2 2 1 _ 9-(i-(2/ç)+<?) 

on a bien la proposition 2.1.1. 
Soit alors £ > 1 et posons /„^ = (1 — \zn>i\2)a, a > 0; grâce à la proposition 

2.1.1 si 

(*) (2/q) - K a p < 2/q 

alors on a 

(1.12) Z QP(n,l;m,k)tntl
p ^ KapJtm„ 

https://doi.org/10.4153/CJM-1978-062-6 Published online by Cambridge University Press

https://doi.org/10.4153/CJM-1978-062-6


SUITES D'INTERPOLATION 723 

échangeant dans la proposition 2.1.1 les rôles de p et q il vient, si 

(**) (2/p) -l<aq< 2/p, 

(1.13) E &(». /;»». £)<»>/ ^ *«,,.,%./• 
m,k 

Mais p > 1 donné on voit que (**) implique 2/q — p/q < ap < 2/q et donc, 
en prenant 

-èË+-»-{(H-(M)}]-2£ U i \g / \g g/ 

on a que (*) et (**) sont vérifiés donc aussi (1.12) et (1.13). Appliquant alors 
le lemme 2.1.2 à Qp on a 

(1.14) ) Z) Qp(n,l;m,k)antl1 (m,k) € Aï 
\ n,l J 

<r fzr v\llp(T<r q\ll(l\\n\\ 

Preuve du théorème pour p > 1. Soit a = {aWiZ, (w, /) G A} G /ff(A) et & = 
{&n.i» («,/)} G lp( A); posons 

/ = Z) a>ntieZn.i
{q) et g = Z^ bn%ieZnil

{p\ 

Par (1.3) on a ||/|f, ^ ^(g)^^ | |a | | , et ||g||p g /3 (p)^ | |6 | | p , et 

(n, 0€A 
(m,fc)ÇA 

n u i V / 2 Y i u i2\2/tf 
(/»£> = 1^ antic(zn,i;q)bm,rf(zm,k;p) L~jz z—;—r2 , 

V 1 "~ zn, lzm,k) 

d'où avec la définition naturelle de Rp(n, l; tn, k): 

(f,g) = Z an,ic(znti; q)bmtkc(zmy, p)Rp(n, l;m, k). 

Mais 

Rp(n, l; m, k) = I + Rp(n, l; m, &) 

et grâce à (1.14) 

\\{Rp(n,l;m,k)}\\ S \\Qp(n,l;m,k)\\ £ {Kap/)^(Kaq/)^. 

Choisissons donc v assez grand pour que la norme de RP(n, l; m, k) soit stricte­
ment inférieure à un; on en déduit que Rp est inversible et donc qu'il existe 
7 > 0 tel que pour tout a = {aUih (n, l) G A} G lq(A) il existe 

b = {&»,„ («,/) G P(A)}avec|</ ,g>| è a(p)a(q)y\\a\\Q\\b\\v 

On en déduit que 

* sup | < / , g ) | * g ^ % ' | f l | 1 ' 
I M I P < 1 
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donc que 2Ç est une base de Eff
q équivalente à la base canonique de lg(A) 

d'une par t , ce qui grâce au lemme 1.1.1 prouve que s est for tement d ' interpola­
tion Ap(\i), et d 'au t re pa r t cela prouve que le dual de Ea

q est isomorphe à Ea
p 

ce qui achève la preuve du théorème dans le cas p > 1, à cause du lemme 1.1.2. 

Remarque 2.1.1. On a que l 'opérateur Rp n 'est au t re que Rp = TqTp* e t on 
vient de montrer que Rp est d' inverse borné. Il en va de même de Rq = Rp* = 
TPT*\ posons alors Up = T*R-\ Up est borné de lp(N) dans Ep C Ap(\1) 
et on a TPUP = TpT*(TpT*)~l = identi té de lp; on a donc directement l'ex­
tension linéaire bornée de lp(N) dans Ap(\i). 

Cette remarque v a u t également pour les chapitres suivants . 

2.2. Cas p < 1. Soit c = {zu i G N) une suite dans D . 
On dit que S = {ez

{2\ z G c} possède une suite de conjugués bornés s'il 
existe une suite {<pu i G N} d'éléments de ^42(Xi) vérifiant: 

(2.1) V i 6 N , V j G N, {<puezW) = btj = *,<(*,)<;(*„ 2) (1 - | z , | 2 ) 

(2.2) 3 Z > 0 , V i G N, | | ^ | | 2 ^ X . 

On a alors 

PROPOSITION 2.2.1. Si a est une suite telle que 2 = {ez
(2\ z G <r) possède une 

suite de conjugués bornés alors a possède la propriété d'extension linéaire bornée 
de lp(N) dans AP(X1) pour tout p de la forme p = l/k, k G N - {0). 

Preuve. Soit CO={COJ, i G N } G / l A"(N). On pose: 

U1/k(u) = Zt<*ic(zi,2)-2k<Pt2k. 
On a: 

/
I 1 1 | / c 

Y, o>ic(zi, 2)~2k<pi2k\ dXi 

* J « ( 2 ) " 2 ( i : \<*t\1/k\vt\2)d\i 

^ a ( 2 ) - 2 Ç IcoJ^/ l^ l^Xx 

^ . ( 2 ) - 2 X 2 | | c o | | 1 / ^ 

d 'après (4.2) d'où L71/A. applique /1/A'(N) dans A1/k(\i). D 'après (2.1) on a 
clairement Ti/kUi/k(œ) = œ. 

COROLLAIRE 2.2.1. Si a est une suite séparée dans D , alors a est une réunion 
finie de suites at telles que pour k G N — {0}, at possède la propriété d'extension 
linéaire bornée de l1/k(N) dans Al/k(\i). 

Preuve. Grâce au § 1 on peut écrire a comme réunion de suites au i = 1, . . . , 
M, telles que at soit fortement d ' interpolation ^42(Xi). Mais Eai

{2) é t an t un 
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espace de Hilbert , son dual est isomorphe à Eai
(2) et donc at est s t r ic tement 

d' interpolation yl2(Xi). 

Il existe donc une suite {<pk, k Ç N} dans £<r/2) telle que (<pk, ezi
(2) ) = ôk>t et 

H^A-lh ^ K où K est une constante. D'après la proposition 2.2.1, cr* possède la 
propriété d'extension linéaire bornée de ll/k(N) dans A1/k(\i), d'où le corollaire. 

La proposition suivante achèvera la preuve du théorème principal dans le 
cas de D. 

PROPOSITION 2.2.2. Soit a une suite fortement d'interpolation Ap'(\i) pour 
p' > 1. Alors a est fortement d'interpolation Ap(\i) pour p = pf/k,k £ N — {0}. 

Preuve. Puisque a est fortement d ' interpolation Av'(Xi), a est séparée (c'est 
facile à voir) et donc grâce au lemme 2.1.1 on obt ient que pour tout r > 0, 
Tr est continu de AT(\i) dans / r ( N ) . 

Soit alors co = {coz-, i Ç N} un élément de lp,/k(N) et considérons une suite 
a = {ai, i Ç N} telle que pour tout i £ N, ak = coz; a appar t ient à lv'(N) et il 
existe d o n c / Ç ^4p/(Xi) vérifiant: 

V* € N, (1 - |Zl-|
2)2/"7(z*) = at; 

d'où en élevant à la puissance k, 

Vi £ N , (1 - |*,|2)2*'*7*(s<) = co,; 

et posant g = f on a bien: 

g 6 ^ ' H X O et 7V/,g = co. 

Fin de /a preuve du théorème principal. Soit 0 < p ^ 1 ; il existe m £ N tel 
que mp = pf > 1. Soit a une suite séparée dans D ; dans le § 3 on a montré 
que a est une réunion finie de suites fortement d ' interpolation Ap'(\i), et 
grâce à la proposition 4.2, on peut en déduire que chacune de ces suites est 
fortement d' interpolation Ap(\i). 

Remarque 2.2.2. Dans le cas 0 < p < 1 on ne sait pas prouver qu'il y a 
toujours extension linéaire bornée mais on a une extension non linéaire bornée 
ainsi: 

Soit m Ç N telle que mp = p' > 1, m fixé et considérons co = {coA;, k £ N} Ç 
lp(N). À co associons cô une des suites de lpf (N) telles que cô = {cô/v-, fe G N} avec 
V& G N, cô/* = co*. Appelons 7̂  cet opérateur. Soit alors Uv> l 'extension linéaire 
bornée de lp/ dans Apf (M) et 7?' l 'opérateur de Av' dans ^ ainsi définit; \/f Ç 
,4p / , R'f = fm Ç Ap. Posons enfin Ûp = R'UP>R\ on voit que Ûp est une exten­
sion non linéaire mais bornée sur les boules de centre 0 de lp(N) dans Ap(\i). 

Cette remarque vau t aussi pour les chapitres I I I et IV. 

2.3. Comparaison avec les suites de zeros de fonctions de Ap(\1). On va 
montrer que les résultats obtenus sont les meilleurs possibles dans le sens sui­
van t : pour p > 0 donné, il existe une suite séparée dans D qui n 'est même 
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pas un zéro pour la classe Ap(\i), donc qui ne peut être d ' interpolat ion Ap(\i). 
Nécessairement une telle suite est une réunion d 'au moins deux suites d ' inter­
polation Ap(\i). 

On va utiliser le théorème suivant dû à C. Horowitz [9]. 

T H É O R È M E 2.3.1. [9]. Soit f dans Ap(\i), 0 < p ^ oo, / ( 0 ) ^ 0 et soit 
\zk, k G N} la suite des zéros ordonnés par modules croissants de f alors: 

N 

(3.i) n if. = °(N1/P)-
* = 1 \Zk\ 

On va montrer les théorèmes suivants : 

T H É O R È M E 2.3.2. Pour tout p > 0, il existe deux suites ai et a2 fortement 
d'interpolation AP(X1) et telles que la réunion ai U a2 est séparée et n est pas une 
suite d'interpolation Ap{\^). 

T H É O R È M E 2.3.3. Pour tout p > 0, il existe g > p et une suite a qui est forte­
ment d'interpolation Ap{\i) mais qui n est pas d'interpolation ^4e(Xi). 

Ces deux théorèmes soulignent la différence avec le cas des classes Hp{ai). 

Preuve du théorème 2.3.2. Soit y > 1 et soit v £ N ; considérons la suite 
(7(7, v) suivante: 

M m G N , m ^ v + 1; \/l Ç N, 1 g / ^ E[ym~v], 

zm,i = (1 - 7 - r o ) e i 2 ^ - m ^ ' 
où £[x] est la part ie entière de x. 

Appliquons le critère de Horowitz à cette suite: 
siiV = J^k=v+iE[yk~v], N est équivalent, quand m —> 00 à 7 (1 —ym~v)/(l — 7 ) 
d 'où: 

(3.2) log N ~ m Log 7 

quand m tend vers + 0 0 . 

m E(yk~v) + m, 

n n T-;^= n 
d'où 

Il - 7 J 

log / = - £ E h * " ' ] log (1 - 7~*) 

et 

(3.3) log / <~^ my~v 

quand m —• 00 . 

On déduit des relations (3.2) et (3.3) et du théorème 2.3.1 de C. Horowitz 
que, pour que \zm,x\ m, 1} soit contenu dans un ensemble de zéros d 'une fonc­
tion de Ap{\i) nécessairement on a: 

(l/p) log N ^ log I. 
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Soit: 

(3.4) , ^ W l o g r 

Soit alors po > 0 donné et 1 < y < ePo. La suite a (y, 0) construite ci-dessus 
ne peut être une suite d' interpolation APo(\i); en effet toute suite d ' interpola­
tion APo(^i) est incluse dans un ensemble de zéros d 'une fonction de APo(\i), 
à savoir une f o n c t i o n / interpolant l 'élément (1, 0, 0, . . . , 0, . . .) de lPo(N). 
A cause de (3.4) et du choix de y, a (y, 0) ne vérifie pas (3.1) et donc ne peut 
être incluse dans un ensemble de zéros d 'une fonction de Ap(\i) et n 'est pas 
d ' i n t e r p o l a t i o n ^ (Ai). 

Toutefois la suite a (y, 0) est séparée et donc d 'après le théorème principal, 
CT(Y, 0) = U i=i <ïi où (ji est fortement d ' interpolation ^4Po(X]) et M un entier, 
on en déduit le théorème 2.3.2. 

Preuve du théorème 2.3.3. Soit p > 0 donné, dans la preuve du théorème 
principal, on a montré que que pour y et v assez grands (7(7, v) est fortement 
d ' interpolation Ap(\\)\ il suffit alors de considérer q > yv log y pour que 
(7(7, v) ne soit pas d' interpolation Aq(\i) à cause de (3.4) et du raisonnement 
ci-dessus. 

2.4. App l i ca t ions aux espaces de Hardy. Comme corollaire du 2.3 on va 
montrer les théorèmes suivants. 

T H É O R È M E 2.4.1. a) Pour tout p > 0, il existe deux suites Si et s2 fortement 
d'interpolation Hp(a2) et telles que la réunion s\ \J s2 est séparée mais n'est pas 
une suite d'interpolation Hp (a2). 

b) Pour tout p > 0, il existe q > p et une suite s qui est fortement d'interpola­
tion Hp(ar2) mais qui n'est pas d'interpolation NQ(a2). 

Preuve, a) On considère les suites Si et s2 du théorème comme é tan t dans le 
plan w = 0 de la boule {\z\2 + \w\2 < 1} de C2 , on utilise alors le lemme 2.2 
de subordination pour conclure; pour montrer le b) on procède de la même 
façon. 

Soit m2 la mesure de Lebesgue sur T 2 , on définit les classes de H a r d y de la 
manière usuelle: 

Hp(m2) = )f analytique dans D2 telle que 

sup I 
r<l u v 

\f(r<p)\pdtn2 = \\f\\p
P<Hl p>0 

oÇT2 

et 

Hœ(D2) = {/ analyt ique et bornée dans D 2 } . 

T H É O R È M E 2.4.2. a) Pour tout p ^ 1, il existe deux suites si et s2 fortement 
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d'interpolation Hp(m2) et telles que la réunion s\ U s2 est séparée mais n est pas 
aV interpolation Hp (m2). 

b) Pour tout p è li il existe q < p et une suite s qui est fortement d'interpola­
tion Hp(m2) mais qui n est pas d'interpolation Hq(m2). 

Preuve, a) Soit s\ = {zkJ k G N} et s2 = {wk} k G N} les suites du théorème 
2.3.2; on considère dans D2 les suites suivantes: 

si = {(zk,zk),k £ N} et s2 = {(wk1wk),k 6 N} . 

C. Horowitz et D. AI. Oberlin [10] ont montré que pour p ^ 1, l'opérateur T 
définit sur HP(D2) ainsi: 

V / e i ^ ( D 2 ) , Tf(z) =f(z,z) 

est continu et surjectif sur AP(D) ; il est alors clair que les suites Si et s2, portée 
par la diagonale de D2, vérifient le a) du théorème. 

b) On procède de la même façon pour b) en plaçant sur la diagonale de D2 

la suite s du théorème 2.3.3 et en utilisant le théorème de C. Horowitz et 
D. Oberlin. 

CHAPITRE III 

Classes de Bergman du polydisque de Gn. 

On fera les démonstrations dans le cas de D2, le cas général s'en déduisant 
aisément. 

On note z = (z, w), n = (nïy n2) G N2 et zn = (zni, wnJ, la mesure de 
Lebesgue de C2 restreinte et normalisée à D2 sera encore notée X2. 

On note Ap(\2) les classes de Bergman. 

Ap(\2) = "w analytique dans D2 telle que 

f | / | ' dA,= 11/11/< +00 }, P>0 

4̂°°(X2) = )/analytique et bornée dans D \ \\f\\œ = sup | / ( z ) | 

Siz = (z,w) G D2 et sic* e R o n note ((1 - |z|2))« = (1 - \z\2)a(l - \w\2)«. 

3.1. On va généraliser les lemmes 1.2.3 et 2.1.1 au cas du polydisque. 

LEMME 3.1.1. Pour p supérieur à un, le dual de Ap(\2) est isomorphe à AQ(\2), 
avec 1/p + \/q = 1. 

Preuve. Comme dans D, il suffit de montrer que l'on a une projection bornée 
deLp(X2) sur Ap(\2), p > 1. 
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La mesure X2 étant le produit de la mesure Ai sur D par elle même, on vérifie 
directement par itération que l'intégrale avec le noyau de Cauchy Bergman 
réalise bien une projection bornée de Lp{\2) sur Ap{\2)> la constante étant 
Bv\ 

LEMME 3.1.2. Soit a = {zn, n G Nj une suitee séparée dans D2 ; il existe une 
constante C positive telle que 

(î.i) MP > 0, v/e A'(\t), Z ((i - W2))2l/(z»)|p ^ en/H/. 
n 

Puisque la suite est séparée il existe ô > 0 tel que les polydisques 

DZn = {{<p, ri) e D2, telle que \<p - zn\ < 5(1 - |sn|2), 

\rj - wn\ < 5(1 - K | 2 } 

sont disjoints. On recopie alors la preuve du lemme 2.1.1. 

Le but de ce chapitre est de montrer le 

THÉORÈME 3.1.1. Soit a une suite séparée dans Dn . Pour p > 1, a est une union 
finie de suites strictement d'interpolation Ap{\2); pour p > 0, a est une union 
finie de suites a { fortement d'interpolation Ap{\n), et de plus, si p = 1/k avec 
k £ N, at possède la propriété d'extension linéaire bornée de lp{N) dans Ap{\n). 

3.2. Reduction du problème. Soit encore v dans N et posons, comme au 
chapitre II, 

Vn G N , V K N, k < 2*-", Dn>k = {z = re**, 1 - 2~n ^ r 

< 1 _ 2-"- i et k2-n+'2ir g tp < {k + l)27r2-n+"}. 

Si n = {nu n2) et k = {ki, k2) on pose 

-^n.k = Uni,ki X JJn2tic2-

Soit a une suite séparée dans D2. Dans chaque cellule Dnk il existe un nombre 
de points de a uniformément majoré par un entier M; on peut donc écrire 
a = U i=o ai avec pour i ^ 1, Card {at C\ DUik) ^ 1 et cr0 constituée des points 
(2, w) de a tels que \z\ ^ 1 — 2~v et |w| g 1 — 2~", tr0 n'ayant qu'un nombre 
fini de points est strictement d'interpolation Ap{\2) pour ^ ^ 1 et fortement 
d'interpolation Ap{\2) avec la propriété d'extension linéaire pour 0 < p < 1. 

On procède alors comme au chapitre II et on a 

<?i = U <Ti,j,k-
J = l , , , , , 4 2 
k=l v 

On pose, pour i,j, k fixés, 

s = <ri,j,k = {zm.i» m = (wi, w2), 1 = {lu h)} 

où ^m,i est l'unique point, s'il existe, de 5 dans Dm\. 
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On a les propriétés suivantes: 

/9 \ 2m,i et s m k dans 5 ==> Zi = &i(mod 2), /2 = &2(mod 2) 
2m>1 et s n i dans 5 => mi = ^i(mod y), ra2 = w2(mod p). 

On pose encore: 

A = {(m, 1) G N2 X N2, telle que 3 zm.i £ *} 

Am = {1 G N2 telle que 3 zm,i G 5}. 

3.3. Preuve du théorème. Soit p > 1. Soit a = {am>1, (m, 1) G A} G /5( A) 
et posons e^q) (<p) = ez^ (<p)ej9) (rj) où z = (2, w) Ç D2 et <p = (<p, 77) 6 D2. 
Posons encore 

f(<p) = 12 atn,ie2ml
(Q)(<p)'> 

(m, l )ÇA ' 

comme au chapitre II et grâce au lemme 3.1.2 on a 

(3.1) \\f\\r/ è B^(q)C\\a\\p«. 

De même, si on pose b = {6m,i, (m, 1) £ A} £ /P(A) on a 

( m , l ) € A ' 

et 

(3.2) \\g\\/ S Bp^(p)C\\b\\/. 

Reprenant exactement les arguments du chapitre II, il nous faut alors montrer 
que l'opérateur matriciel 

G;(n,1;m,k) . l a ^ m ^ Û Ï ? <„.„ * (m,k) 

et Q / ( m , k; m, k) = 0, avec ((1 - z • z '))2 - (1 - zz')2(l - ww')2 où 
z = (2, w) et z' = (s', z*/), peut-être rendu de norme inférieure à un par un 
choix convenable de v. Cela sera conséquence de la 

PROPOSITION 3.3.1. Pour tout 6, (2/q — 1) < d < 2/q, il existe une constante 
positive KetV

v telle que 

(3.3) E a / ( « , Z ; m f * ) ( ( l - |s„,,|2))' g KeJ((l - |zm>k |2))' , 
(n , l )€A 

<?/ j?0,„ /end z/ers zéros quand v tend vers Vinfini. 

Preuve de la proposition. On a: 

E &'(n,l;m,k)((l- |2n,,|
2))» = E + E 

( n . l ) ç A (n, l )GA (n , l )€A 
( n , l ) ^ ( m , k ) (wi ,Zi)^(w2,fc2) («2, l->)^(m2 ,*2) 

Voyons le premier terme: 

Z Ç/((l - |2„,i|2))9 = £ ftfei,;»,^,) 
(n , l )ÇA (n, l)GA 

( n i , h)^(mi,ki) ( n i , Z i )^ (mi ,fci) 

X (1 - |^i,*i|V<2p(^2, /2ÎW2, &2)(1 — K2,Z2|V 
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où Qv et Qp sont les opérateurs définis au chapitre II. Le 2e membre s'écrit 
comme un produit, et, utilisant la proposition 2.1.1 il vient 

E Ç/((l - |2n,,|2))9 g (1 + K,.*)Ktl,*«l - \zm,k\
2))e. 

(n.l)eA 

Exactement de la même manière on a: 

£ & ' ( ( ! - |2n,i|2))' g (1 + K,,*)Kt,*({l - |2,„,k |2))s 

(n,l)€A 
O2, h)^(m2,k2) 

d'où la proposition 3.3.1 en posant X*,/ = 2(1 + Ke,v
v)Kd,v

v. 

On achève alors la preuve du théorème 3.1.1 à partir de cette proposition 
comme au chapitre II ; le cas p ^ 1 se traite exactement comme au chapitre II 
également. 

CHAPITRE IV 

Espaces de Bergman de la boule Bn de C \ 

4.1. Pseudo métrique sur Sn = dBn. Introduisons la pseudo-distance d 
définie par: 

c e snr\ e sny d(ç,*\) = | i - C-TII; 

d est invariante sous l'action de SU(n). Etudions quelques unes de ses pro­
priétés: 

(1.1) ] ^ > 0 ,V« ,r i , 0 G S„ 3 , ^« , ri) ^K.idilO + d ( t î | ) ] . 

Pour h > 0, posons i ?« , h) = fî] G Sn, d(r\, Ç) < h] où 1 = (1, 0, . . . , 0) ; 
on a alors 

(1.2) 3 K2 > 0, 3 K, > 0, VA > 0, i£2A
n ^ er„(£(C, A) S K,hn. 

Soit £ G N, considérons la couronne (1 = (1, 0, . . . , 0)): 

C»( l ) = { < e S B , / f t g d ( l , 0 < (t+l)h\; 

on a alors 

(1.3) 3K, > 0,3 K5 > 0, ((/ + 1)* < 1) => {K,tn~%n S *n(Cth(l)) 

^ Kbt
n~lhn). 

Les relations (1.1) et (1.2) peuvent se trouver dans [6]. La relation (1.3) se 
démontre ainsi: si Ç = (f1, . . . , fn), d( l , Ç) = |1 - fi|, on pose A = [z G 
D, *ft ^ |1 - z| < (t+ l)h\. 

Il vient grâce au lemme (1.2.1) de subordination: 

^(c«(D) = «„ f (î - Isl2)-^!^), 
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où an est une constante absolue; on remarque alors que A est l'intersection du 
disque D et de la couronne centrée en 1 de rayons (ih\ (t + l)h). On en déduit 
aisément (1.3). 

Il existe une constante K$ > 0, telle que pour tout h > 0, il existe un entier 
Nh, un réseau ^ h = {Ç*., k £ Na} de points de Sn vérifiant: 

(1.4) !?(&,*) H # ( { „ * ) =0 s'ik^l. 

(1.5) U R(i*,Kth) = Sn. (Voir [6]). 
kÇN 

Enfin de (1.1) on tire aisément la relation: 

(1.6) V ( C , Î | , C , Î | ' ) € Sn\ J(C,tl) >jtfdU',v[)-y^p-dU, {',• 

On a alors 

LEMME 4.1.1. Il existe un entier y > 0 tel que pour tout h > 0, il existe M 
réseaux^\{i\i = 1, . . . , M, M S y vérifiant que Sn est l'union des R(Ç, h/4:Ki2) 
quand < parcourt U ^ V l ) , i = 1, . . . . M, 

Preuve. Soit J r^ (0 ) un réseau vérifiant les relations (1.4) et (1.5); soit (0 

un point de J^V0) et soit i?(Ço, K^h) la boule de centre Co et de rayon K%h. 
Utilisant le théorème de [6], il existe une suite {Ço.i, i = 1, • • • , M) de points 
de i?(Ço, KQJI) telle que, si on pose h' = h/^K^ on ait: 

a) RUo.i, h'/K6) nR(totj, h'/Kt) = 0 
M 

b) U-R(ç<u,A') DR(^o,Keh). 
i=l 

Soit alors Ç un point de UÏ=i ^((0,1, h'/K6); soit i l'indice tel que 
C G i?(Co.i, A'/^e). On a d'après (1.1): 

d(Co,C) ^ ^i[d(Co,Co,t) + <*((<>.<, ()] 
d'où: 

d(Co,C) ^ K1[K6h+ (h'/Ke)] 
donc 

AT 

U R(to,t,h'/K,) ç Ri^KriKeh + (h'/K,))). 
1=1 

D'après (1.2) et la propriété a), 

d'où 
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En notant y la partie entière de [(K^/K2)K1
sHnK&

n(K& + (l/ÏK^K«))"], on 
a M S y et y ne dépend pas de h. 

Clairement si &~n est un réseau jouissant des propriétés (1.4) et (1.5) et si 
u £ SU{n), alors u^~h = {uÇk, k £ N} est encore un réseau possédant les pro­
priétés (1.4) et (1.5) puisque la pseudo métrique est invariante par SU(n). 
Soit alors uu i = 1, . . . , M l'élément de SU{n) vérifiant ufo = Ç0,*, i = 1, 
. . . , M et posons #V* } = z^#V0 ) ; alors la suite «^V0 , i = 1, . . . , M répond 
à la question parce que chaque u{ transforme une pseudo boule en pseudo boule 
de même rayon. 

4.2. Etude d'une convolution sur SU{n). Soit pour t0 £ N, h < 0 et 
a ^ 0 la fonction suivante 

OÙ 

m _ i 1 s i ç e 2 2 ( l , l ) / 2 î ( l , a ) 
x*»«) - \ 0 s i n o n < 

Posons 

^ • ^ T J ^ Ï T T Ï F * 1 7 7 5 s i a > 0 

et <p(/0, 0) = Z 5 E ^ « o 1A2 si a = 0. On a alors: 

L E M M E 4.2.1. La jonction Kh<tÇ)ta appartient à L1(an)et vérifie \\KhttQ)a\\ ^ 
<p(to, a); la convolution avec KhjtQia est donc un opérateur borné de Lp(an) dans 
Lp(an) de norme inférieure à <p(to, a). 

Si iKO Ç L*(Sn) on note: 

vu e 5;, (Kh,t0ta * ,)(„) = f ^ M i O i ^ n ^ l ^ 2-i(n+l)/2 

°ù X]io/î,i[(x) e s t la fonction indicatrice de ]/o^, 1[; cette expression s'interprète 
aisément comme une convolution sur SU(n). 

Preuve. On a 

D O m-zi^ioM 
grâce au lemme de subordination, d'où 

|2sn-2 

/

/-i i \2\n 

ïïï «.i2 J_ „2z,2 i ( n + 1 ) /2^X i(2) 
.fe.„ ,> [|1 — z| -f- a /* J 

7 r ' \{th£\l-z\<(t+l)h} 

\\Kji,t0la\\i = h 2s r/2 _L ^(n+n^TW+i crw(C^(l)) 

,n—1 

| |^ .<o,a | | i ^ ^ Z r,2 , 2i0i+i)/2 grâce à (1.3) 
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d'où en comparant la série et l'intégrale ||i£ /Mo)0||i ^ <p(t0, a). On remarque 
bien que <p (/0, a) ne dépend pas de h. 

Puisque an est une mesure invariante par SU(n), la convolution avec 
Kh,t0,a

 e s t bien bornée de Lv dans Lv avec comme norme <p(to, a). 

On aura aussi besoin du lemme suivant. 

LEMME 4.2.2. Soit a = {zk, k £ N] une suite séparée dans Bn; alors il existe 
une constante positive C telle que: 

VP > o, v / e Ap(\n), z l/(z*)l'(i - M2)n+1 ^ CII/II/. 

Preuve. A z dans Bw, z ^ 0, on associe la droite complexe Rz déterminée 
par 0 et z, et l'espace JTZ orthogonal à Rz en z dans C". Tz est de dimension 
complexe n — 1. Pour <5, 0 < 5 < | , on associe à z le polydisque Dz = Dz

l X 
£>z

2 où 

^ z X = {<?G 22*, \Z- <p\< ô(l - |Z|2)} 

# z
2 = {*>€ r2, | z - ?>| < Ô V T Iz |2 l 

on a Â„(£>z) = Ô2W(1 - |zl2)n+1. 
Soit maintenant a = {zk} k £ N\ ; il existe <5, 0 < ô < §, tel que les poly-

disques Z)Z/t soient disjoints. Reprenant alors exactement la preuve du lemme 
2.1.1 on montre le lemme 4.2.2. 

4.3. Reduction du problème. On considère v G N, m G N, m ^ v et le 
système de réseaux ^[iLm i = 1, . . . , M, introduit au paragraphe 1; on 
définit alors les cellules de la manière suivante: 

Dm,Ç (i) 

= { c e Bw, (s = rx\,l-2-m^r< 1 - 2~m~\ i] G R[ <*(0, f ^ ) } . 

Soit a- une suite séparée dans Bn ; il existe donc un entier N tel que: 

Vi = 1, • • • , M, \Jm ^ v, \/k G N, card (a- H Dm<uU)) ^ iV. 

Soit c7-, i = 1, . . . , M, définie par: 

Alors c = U ï l i o-j et il existe aitj1j = 1, . . . , TV, telle que card (o-M P\ Dm^kU)) 
S. 1 et Uj=i o"z,i = o-<. 

Si Cm
(i) = U*ÉN Dm,çk

{i) posons pour k = 1, . . . , v 

<Ti,j,k = u (o-*,j n c m
 l ). 

m=/c(mod v) 

On a alors 

o- = U <ritj,k, i = 1, . . . , M, j = 1, . . . , N, k = 1, . . . , v 
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On étudiera 5 = aiJjk pour i, j , k fixés. Il existe au plus un point de 5 dans 
An,çj(i) = Dmj\ on notera zm>t ce point et on pose 

Am = {l 6 N, s r\Dmtl9* 0} et sm = {zm>k, k 6 Am}. 

L'indice i étant fixé dans cette étude, soit Çm>j l'élément ^i{i) du réseau 
Jr2v~m{i) et soit zMil = rm<lr\m)l. On a alors: 

(3.1) Vm ^v,Vle Aw, 1 _ 2~w g rWil < 1 - 2 ^ 

(3.2) (zmtl£ s, zmtle s) => m = m' (mod i>) 

(3.3) d({W t l , iim.z) ^ i ^ x 

(3.4) / ^ & =» d(îiroil, i w ) è - ^ r 

d'après la relation (1.6). 

LEMME 4.3.1. On a: 

1 rtWl(»+l) 

(3.5) 2^ 77 ^ ^ r+î = - ^ n ^ ( ^ ^ h 
2€Aw» I 1 ~~~ L m , l ' & m ' , k \ L 1 — ^ J 

si m ?£ m! et 

(3.6) £ _ ' — ^ â ir8^(,)2m("+1> 

ou \[/(y) tend vers 0 quand v tend vers Vinfini. 

Preuve. Avec les notations ci-dessus on a, il existe K9 > 0 et Kw > 0 telles 
que: 

(3.7) |1 - zm>l • zmVc|
2 è X 9 [ ( 2 ^ + 2 - ' ) 2 + Il - ï\m,i ' w l 2 ] 

dès que d(rjmth rjm> tk) < ! et 

(3.8) |1 - zmJ • z^fJfc|
2 è #io dès que d(t\m,h rjm>tk) ^ 1. 

La somme (3.5) peut donc s'écrire: 

Z€A, 

avec 
- € A m I 1 % , l *"m'tk\ 

Z€ATO | 1 — ZOT,j ' Zm',ic\ 
( iCIm. l . l in ' . tXl 

et 

^ 2 ~ Z^ Il _ T . 7 In+1 ' 
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Voyons I\. On a grâce â (3.7) 

l ^ L 

Posons 

Kt éw, [(2_m + 2~m Y + |1 - r\m,ir\m',k\} ' 
d ( n „ , , ; , 1 m ' , t ) < l 

/(<) = E XB».,(0 et g(n) = xn»'.*(n) 
ï6Am 

avec £m ,z = R^mj, 2"V4^i 2 ) , 5 ^ . * = i?G>,*, 2~m'/±KS) et x * la fonction 
indicatrice de E. On a ||/||œ = 1 et ||g||i g Kz2~m'^l\ Posons encore h = 2~m, 
t0 = 0, et a = 1 + 2~im,~m) et appliquons le lemme 4.2.1 ; on a 

|<#*.oW.S>l â*(0,a)||/|U|g||i 

ce qui donne aisément, grâce aux relations (3.1) (3.2) (3.3) (3.4), 

r)W(n+l) 

(3.9) Ii g X n T^-T"^^711^)] s i m ^ m ' -

Si m = m', on choisit /0 = partie entière de 2V/2KX
2 et a = 0 et il vient: 

(3.10) h ^ 2£i2*>(*o)2w<n+1> = K12J,(v)2m(n+v 

avec ^(Ï>) = <̂ (/o) —> 0 quand v —» + co . 

Foyows J2: On a 72 ^ | Am| ^ 2(w-")* grâce à (3.8) donc 

I è Ki ^-—-^=(^7-^77 si m 7^'ra . 

I ^K^{v)2m{n+l) sim = mf. 

Reprenant alors exactement les arguments utilisés dans le cas du disque on 
montre la 

PROPOSITION 4.3.1. Pour p > 1, pour toute, (n + 1/q) — 1 < 6 < (n + l ) /g , 
iZ existe une constante positive Ke,f telle que: 

Eft(»,/;«',*)(i - kd2)9 ^ i^./U - K'A'Y 
et i ^ , / tend vers 0 quand v tend vers Vinfini, ou Von a posé 

Q„(m, l;m',k)= ±-^f >_ V --AffiLL  

avec (m, /) ^ (m', k) et 0 sinon. 

De cette proposition et utilisant le lemme puis des arguments identiques 
à ceux du chapitre II on tire le 

THÉORÈME 4.3.1. Soit a une suite séparée dans B„. Pour p > 1, a est une 
union finie de suites strictement d'interpolation Ap(\n). Pour p > 0, a est une 
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union finie de suites at fortement d'interpolation Ap(\n). De plus, si p est inverse 
d'entiers, at possède la propriété d}extension linéaire bornée de lp(N) dans Ap(\n). 
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