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SUITES D’INTERPOLATION POUR LES CLASSES DE
BERGMAN DE LA BOULE ET DU POLYDISQUE DE C"

ERIC AMAR
INTRODUCTION

Soit D* = {z = (z!, ..., z") € C", |z{] < 1} le polydisque de C" et ), la
mesure de Lebesgue de C* normalisée sur D”. Pour b > 0,.on définit les
espaces de Bergman 4?()\,) de la maniére suivante:

A?()\,) est I'espace des fonctions analytiques dans D" telles que:

i = | s <o,

Si o = {z;, k € N} est une suite de points de D", on définit I'opérateur. T,
de A47()\,) dans I’espace des suites par:

Ve A0, Tof = (1 = |z:))""f(z), k € N},
ou (1 — |zl]*) = H a = &',

On dit que o est d’interpolation AP(\,) si T,(47(N\,)) contient ?(N).

On dit que o est fortement d’interpolation A?(\,) si, de plus, T, est borné
de A?()\,) dans I?(N).

On dit que ¢ posséde la propriété d'extension linéaire bormée s'il existe un
opérateur linéaire U, borné de /?(N) dans 47(\,) tel que 7, U, soit l'identité
de ?(N).

Enfin on dit que la suite o est séparée s'il existe un réel positif § tel que la
distance de Gleason [8] de 2 points distincts de ¢ soit minorée par 4.

L. Carleson [5] a caractérisé les suites d’interpolation 4“(\;); le premier
résultat sur les suites d’interpolation 47 (\1), ou p est fini est un contre-exemple
dft 2 D. Amar. Sarroste [1] et montrant qu’il existe une suite fortement
d’interpolation 42(\;) et qui n’est pas d'interpolation A”(\;); ce qui souligne
la différence avec le cas des suites d’interpolation pour les espaces de Hardy
du disque [14].

L’essentiel des idées du présent travail se trouve dans [2].

Le but qu’on se propose est de montrer les résultats suivants, qui sont a
rapprocher de ceux de [4]:
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THEOREME 1. Sott ¢ une suite séparée dans D"; alors pour tout p positif, o est
une réunion finie de suites o; fortement d'interpolation A?(\,); de plus st p = 1,
o posséde la propriété d'extension linéaire bornée de IP (N) dans AP (\,).

Ce résultat est le meilleur possible a cause du théoréme suivant établi grace
aux travaux de C. Horowitz [9] sur les zéros des fonctions des classes de
Bergman.

THEOREME 2. Pour tout p > 0, il existe deux suites oy et oo fortement d'inter-
polation AP (\;) telles que a1 \J oy soit séparée mais ne soit pas d'interpolation
AP (\).

On obtient encore un raffinement du théoréme de D. Amar. Sarroste.

THEOREME 3. Pour tout p positif, il existe ¢ > p et une suite o fortement
d'tinterpolation AP (\;) et qui n'est pas d'interpolation A1(\1).

Gréce a la méthode déja utilisée dans [1] on démontre des théorémes ana-
logues aux théorémes 2 et 3 pour les classes de Hardy du polydisque et de la
boule unité B, de C*si n = 2.

On a aussi les mémes résultats pour les classes de Bergman de la boule unité
B, de C":

THEOREME 4. Soit ¢ une suite séparée dans B,; alors pour tout p positif, o est
une réunion finie de suites o ; fortement d'interpolation A?(B,), de plus si p = 1,
o possede la propriété d'extension linéaire bornée de IP(N) dans A7 (B,,).

Utilisant exactement la méme méthode que dans [3] on obtient aussi:

THEOREME 5. Sott ¢ une suite d'interpolation A*(B,) (resp. A°(D")) alors
pour tout p > 0, o posséde la propriété d’ extension linéaire bornée de [ (N) dans
A7 (B,) (resp. A?(D")).

Le méme théoréme, avec les mémes preuves est valable pour les classes de
Hardy de la boule et du polydisque [3] de C* généralisant ainsi des théorémes
de H. Shapiro et A. L. Shields [14] et Kabaila [11] obtenu pour n = 1.

La preuve du théoréme 1 donnée ici, plus simple que la preuve originelle,
m’a été suggérée par A. Bonami qui m’a indiqué le lemme 2.1.2 de [7].

CHAPITRE I

1.1. Définitions et premieres propriétés. Soient B, la boule unité de C?,

I

Bn={z &, ...,8eC, X [zi|2<1},
S, le bord de B,,

-
Il
-

S,,={z (' ...,2") eC, Z |zi|2=1},
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\. la mesure de Lebesgue de R?" normalisée sur B,, et ¢, la mesure de Lebesgue
normalisée sur .S,,.
Soit p > 0; on définit 'espace de Hardy:

H?(qs,) est I'espace des fonctions f analytiques dans B, et telles que

wp [ 1560 Pan (D) = N1 <o
et H”(o,) est I'espace des fonctions analytiques et bornées dans B,.

On définit de méme les espaces de Bergman:

A?P()\,) est I'espace des fonctions analytiques dans B, telles que

fB FQPDD = [If]] < o
et H”(a,) = A”(\,).

Soit ¢ une suite, ¢ = {z;, ¢ € N} dans B, et soit p un réel positif ou p =
+o0.

On définit deux opérateurs 7,4 et 7,7 & valeurs dans I'espace des suites.
Ve A2\, Ty*f = {(1 — |z4|*)"+V7f(z,), i € N}
Vf € H?(a,), T,0f = {(1 — |z4*)""f(2), 4 € N}.

On peut alors donner les définitions suivantes:

On dit que o est d'interpolation A? si T,* (A7) contient /7(N).

On dit que o est fortement d'interpolation A? si de plus T,* est borné de A?
dans ?(N).

On dit que o a la propriété d’extension linéaire bornée s'il existe un opérateur
U,4, borné de [7(N) dans 47()\,) tel que T,4U,* soit I'identité de ?(N).

On donne les définitions analogues dans le cas des classes de Hardy avec
I'opérateur 7T,".

Soit z un point de B, et soit p > 1; ¢,® est le noyau de Cauchy Bergman
de z normalisé dans A7()\,).

- (1 _ |Z|2)(n+l)/q
e, (0) = c(z, p, n) AZz.gm g est le conjugue de p.

Z.0= ; gt

c(z, p, n) est un réel tel qu'il existe 2 réels positifs indépendants de z vérifiant:
(1.1) 0 <alp,n) =c(z,p,n) < B, n).

On note =@ la suite Z® = {¢,, z € ¢} et E,® le sous-espace fermé de
AP(\,) engendré par =@,

https://doi.org/10.4153/CJM-1978-062-6 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.4153/CJM-1978-062-6

714 ERIC AMAR

On rappelle que 2@ est une base de E,® équivalente & la base canonique
de ?(N) si on a la relation:

(1.2)  dD > 0,VYa = {a;ic N} € P(N),

Lilell = < Dlfally

Z aiezz_(p)
i=1 »
On peut énoncer le lemme de dualité suivant (1/p + 1/¢ = 1):

LeMME 1.1.1. La suite o de B, est fortement d'interpolation A?(\,) st le seule-
ment s1 2 est une base de E, P équivalente d la base canonique de 1(N).

Preuve. Supposons que ¢ soit fortement d’interpolation 4?; on considére
a = {a; 1 € N} € I/(N) et la fonction f définie par

f() = 2 @657 ()5

on va calculer le norme de f dans A?()\,) en utilisant le fait que le dual de
A1(\,) est A?(N,), propriété qui sera démontrée au paragraphe suivant.

On a donc
f gfd,

n

[flle = B, sup

geAP,|lgll =1

ol B, est une constante.

‘ f gfd,

S )
Z a-i géu(q d>\n
i=1 T

Z ac(zy) (1 — Izi|2)<n+l)/ug(zt)

1=

Par Hélder il vient:

‘ f gfdx,

Utilisant (1.1) et 'hypothése que 7, est borné par ¢ > 0 (¢ étant forte-
ment d'interpolation 4?) on a:

[1flls = BoeB(g)lalle
Réciproquement si 7, est continu et surjectif, il existe g € A¥(\,) tel que

(1 — ]zilz)(n-kl)/pg(zi) = di|a’i‘q_2'

1/p

< (3 aezor) " (5 a = 12y eczor)

i=

llgll, = Dilla]|,! ot D, est une constante indépendante de « (d’aprés
le théoréme de 'application ouverte).
On a donc:

’ f gfdn,

= /llllells = Dallal I f
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1 N ‘
flle Z A ; le(z:)|]a:|
d’ot d’aprés (1.1),

1511, 2 - lall.

Supposons maintenant que Z(? soit une base de E,(? équivalente a la base
canonique de [?(N) et soit g € A?; on a

T %, = sup 2 ai(l — |z,[) " Vg (z)

a€l4(N), [lallq=1

= sup fedx,

a€1?(N),|lallqe=1

Bn

ol l'on a posé f = > 51 ac(z:) e, 0.
Draprés I'hypothése|[fll, < (D/a)l[all,, d'oi:

175l < 2 gl

Pour obtenir 'autre inégalité, il suffit de montrer que l'adjoint 7,4* de
T,4 vérifie || T,**a||, = (1/DB)||a||,; mais pour @ = {a;, 1 € N} € {2(N) on a:

% = Y e (200 dob 11,7 al] 2 3 llell,
=1 Dg
grice A (1.1) et I'hypothése que Z( est une base de E,? équivalente A la
base canonique de [7(N).

Nous aurons aussi besoin de la notation suivante: Soient ¢ une suite dans
B,, ¢ = {24 7 € N}, p un réel plus grand que 1 et ¢ le conjugué de p(1/p +
1/q = 1). On dit que ¢ est strictement d'interpolation A?(\,) si ¢ est fortement
d’interpolation 4”(\,) et si de plus le dual de E,©@ est isomorphe a E,®.

On a le lemme

LEMME 1.1.2 St o est une suite strictement d’interpolation A?(\,) dans B, elle
posseéde la propriété d extension linéaire bornée.

Preuve. Puisque Z(?@ est une base de E,? équivalente & la base canonique
de I9(N), il existe un opérateur bicontinu Q de [¢(N) sur E,@ tel que, si on
appelle {¢;, 2 € N} la base canonique de [(N), on a

Vzi E g, Qei = €g,-

Par dualité on en déduit un opérateur Q=% borné de /?(N) sur le dual de
E,, c’est-a-dire par hypothése sur E,® ; notons {&;, 7 € N} la base canonique
de #(N); pour ¢« € N on pose ¢; = Q€.
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La suite {¢;, 1 € N} est une base de E,® équivalente a la base {&;, ¢ € N}
et on a:

\/1 E Nv VJ E N, <‘piy ezj(m>

(Q~"&;, Qej)
= (&1 €5)
= 5“.
Soit maintenant w = {w;, ¢ € N} une suite de {?(N); on pose

[c3)

Up(w) = Zl c(Zy Qwies;

P
on a alors
1,U,(w) = o

car:

vf € AT)()\n)v <fv ezi(q)> = f(Zl)(l - lzi‘z)(n+l)/pc(zi7 g)

et

= e 1B@ 1l

14

Up ()], = HQ_I* i c(2Z; @) wie

i=

L'opérateur U, répond a la question. Tous les résultats énoncés dans ce
paragraphe pour les espaces de Bergman restent valables, avec des preuves
analogues, pour les espaces de Hardy, et s'étendent au cas du polydisque de C*.

2. Un lemme de subordination. Soit (¢, {) un point de B,;; ou £ € B,,.
Soit alors f € H?(B,;1), » > 0 et considérons la projection P ainsi définie

Pf(Z, &) = [, 0);

on a alors le lemme de ‘‘subordination’’.

LevmE 1.2.1. Soit p > 0 et f ¢ H?(B,,1). Alors la projection P est une con-
traction de H? (B, 1) sur A?(\,).

Preuwve. Si f € L'(0,.1) ne dépend que de {, en appliquant le théoréme de
Fubini on a:

ey [ s@odnateo = [ o,

On a utilisé au paragraphe 1 la propriété que le dual de A?(\,) est A2(\,);
on va maintenant le démontrer.

LEMME 1.2.3. Pour 1 < p < 0, le dual de A7 (\,) est A1(\,).

Preuve. On sait que le dual de H?(o,.1) est H?(o,41) [12]. Il faut montrer
qu'’il existe B, > 0 telle que:

Vi€ A0, lIfllb =B sup (s )l

gEAIn), gl g=1
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Pour cela considérons f comme élément de H?(s,1); on sait qu'il existe
B, > 0 telle que pour tout f € H?(0,.1), il existe g € H(o,41) vérifiant:

111, < By(frg) et |lgllusnn = 1.
Mais f = Pf d'ol:
(fyg) = (Pf,g) = (Pf, P*g).
On a clairement
P*g(t) = ¢, 0) = Pg(y)
et d’aprés le lemme de subordination
[|Pgllasow = llgllaa@mn S 1,
d’on
fllo £ By(f, ¢1) avec g1 = Pget||gl|acom = 1
ce qui prouve le lemme 2.3.

Remarque 1.2.1. Soit & < n — 1; considérons la mesure \,® sur B, définie

par M = (1 = 22"+,
Sl ((Y E) E Sn avec { 6 Bka { e Bn—/:, on déﬁnlt ]e projecteur ])71,1\1 par:

vf e Hp(qn)v Pn,kf = f({v 0)

alors

Jopwra = [ ptan s [ i
B: Sn Sn

Remarque 1.2.2. 11 y a des résultats plus fins (I'existence d'une projection
bornée de L' sur A') pour les classes de Bergman dans [13].

CHAPITRE II

2.1. Le théoreme principal pour les classes 47(\;). On dit qu'une suite
o de D est séparée s'il existe § > 0, tel que pour tout z € o, et tout w € o,
w # z alors d(z, w) > 8, ol d est la distance de Gleason, c’est-a-dire dans le
cas de D,

Z— w
d(z, w) = \
(2, ) 1 — 2w
THEOREME 2.1.1. Soit o une suite séparée dans D; alors pour 0 < p < +o0,
o est une réunion finie de suites a;, 1 =1, ..., k, fortement d'interpolation
AP (Ny); de plus st p = 1 chaque oy posséde la propriété d'extension linéaire
bornée de 1P (N) dans A7 (\1).

On suppose d'abord p > 1.
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Réduction du probléme. Soit v un entier positif; et soit 4 = 2*. Considérons
la partition de D en ‘“‘cellules” allongées D, pour n = v et 0 = kb < 2"
définies par:

Dn,k = {Z = 76”1 1—-2 é r<1-— 2_n_1v
21kA2" < 0 < 27 (k 4 1)A427"}.

o étant séparée, chaque cellule D, ; contient un nombre de points de ¢
uniformément majoré par rapport & # et k par un entier 3 ; on peut donc
écrire ¢ = UYL, oy avec card (o, N\ D, ) < 1.

Considérons alors les quatre familles d’indices suivantes:

A= {(n, k), n=0(mod2), k=0 (mod?2)}
Ay = {(n, k), n=1(mod?2), k=0 (mod2)}
Ay = {(n, k), n=0(mod?2), k=1 (mod2)}
Ay ={(n k), n=1(mod2), k=1 (mod2)}.

On peut alors considérer les 43 sous-suites de o:

Ti,j = U {O'imDm'k}

(m,k)EA;
pourl 1= M,1=j =4
Pour m € N, m = », notons C,, la couronne

2m—vy—_1

Cm = U Dm.l-

1=0

On pose encore

Oi gk = U (O'Mm Cm)

m=~k(mod »)

pourl £ =M, 1=7=41=2k=vw

Il suffit donc de montrer qu'on peut choisir » pour que chaque o;, ;. soit
d’interpolation forte A?(\;).

Cette réduction étant faite, pour (7, j, k) fixé on pose s = o, ,, et s, =
s M C,y,.

Gréce a la réduction, on note 2z, , I'unique point, s'il existe, de D, ;M sy;
S1 Zm,1 € Smetzuy € sponal = h(mod2.).

On notera

A = {(m, 1), t.q. 2, existe dans s}, et
An = {l € Ntq.3 z,,,dans s N\ D, ,}.

Preuve du théoréme. Soit p > 1. Soit donc s la suite obtenue aprés réduction;
on va montrer que s est strictement d'interpolation A?(\1).

1ére partie. Soit a = {a,,,, (n,1) € A} € I7(N) et posons

f= Z an.lezmz(w;

(n, HeEA
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on va montrer que f est borné dans 47(\;).
On a:

IIfllo =B, sup [{f g)l

gEAP,|lgllp=1

grice au lemme 1.2.2.

”f”ll é Bﬂ sup Z dn.l<g’ ez",l(q)>
[4 (n, HeEA

par Holder il vient

(1.1) [Ifll; < B(@)B,llall, Sl;p{ Z lg () [P (1 — ’zn.llz)z} '

(n, DEA

Montrons alors le lemme.

LEMME 2.1.1. Soit s une suite séparée dans D; il existe alors une constante C
positive telle que, pour 0 < p = 40,

(12) Vg€ A7\, ; lg@[PA — 511" = Cllgli,"-

Preuve du lemme. a) p = 1: Puisque s est séparée il existe §, 0 < § < 3, tel
que les disques D, de centre z et de rayon §(1 — |2|?) sont disjoints lorsque z

est dans s.
Notons |D,| = M\ (D,), on a, grice A la propriété de la moyenne:
1 1 » - »
I=% 2 DAy | fleddh(e) | == 2 ID: f
0 z€s IDZI D ) z€s Dz

utilisant alors Holder dans l'intégrale:

Iéslig Lz,flpd)\=glg Lzlflpéslﬁllf”ﬂy

b) 0 < p < 1: Soit f € A?(\,); alors g = |f|” est sous-harmonique dans D
et est dans L'(D); on a donc:

I= ZE: A = P

1 1
=2 1-1M%k =5 ONES fgdk
z€s D

2€s D

donc I = (1/6)|[glln = (1/8*)]If1],"-
Appliquant le lemme 2.1.1 & (1.1) il vient:

(1.3) Il = B(9)BLllalle

2éme partie. Pour montrer que s est strictement d’interpolation A? il suffit
alors de montrer que, avec f comme dans la premiére partie, il existe y > 0 avec:

(1.4) sup [{fr &) = 7llall,

€EsP|lgllp=
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écrivant

(»)
g = Z bm,kez,,..k ]
(m,k) €A

avec b = {bnyx, (m, k) € A} € I?(A) cela revient & montrer que 'opérateur
matriciel

(L — [z A = fomalH™*
11— 2 2l
est d’inverse borné de [¢( A) dans [9(A).
Posons Q, = Q, — I, ou I est 'identité de /9(A) dans 1?(A); il suffit de
montrer que ||Q,|| est strictement inférieure & un; pour cela on va utiliser le
lemme suivant [7] issu d’un théoréme de Schur.

Q,(n,l;m, k) =

LEMME 2.1.2. [7] Soit u une mesure positive sur un espace X et Q une applica-
tion de X X X dans [0, +o0]; soit g une fonction positive sur X telle qu'il existe
deux nombres a et b positifs tels que:

fX Q@, ¥)g(¥)'du(y) = a’lg®)]

et
L Qx, y)g ®)du(x) = [z,

alors U'opérateur

Tf(x) = f . Qx, y)f(¥)duly)

est borné de L? dans L? et on a ||T|| £ abd.

On va prendre X = A, muni de la mesure de dénombrement, Q la fonction .
définie ci-dessus.
On va montrer, avec le » de la réduction.

ProrositioN 2.1.1. Pour tout 8, (2/q) — 1 < 6 < 2/q il existe une constante
positive Kq P telle que

(1.5) E, Qo(m, l;m, k) (L — |2,,4)")" < Ko,s(1 — [z’

et Ko , tend vers zéro quand v tend vers I'infini.

Preuve de la proposition 2.1.1.

I = (z):AQp(n,l;m, k)(l - lzn,z|2)a =1+ 1,4+ I; avec
n,l)€E
L= 2 Qpln lim, B) (1 — [z,

n<m 1€An

I, = ,ezA Qp(n, L;m, kY (1 — |2,,")

Ik

2 2 O, Lm, BY(A — |z’

n>m l€An

I
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Voyons I;. On a:
(1.6) V(n 1) e A2 12 (1= 3,2 2
a cause de la réduction, de plus,
1 — 2, zn el = §((27CHD - 270D)2 + (g, 1 — @ i)?)

ol & est une constante absolue et ¢, ; est 'argument de z, ;; cette relation vaut
dés que |z,,)] = % et |zn4] = % par exemple; & cause de la réduction, on peut
réindicer les points pour écrire:

[0n,1 = Omal = 1202701,
il vient alors

2—2v
47’

(17) l]. — Zn,lzm,kl2 g 1]_262—271221;{12 —I— (1 + 2—(7n—n))2}

on en déduit

1 2% 1
- 7 S o Z =%
1 Il zn,lZm,kl T 027 50 l2 + iﬂﬂ (1 + 2—(m—n))2

que l'on peut majorer par:
1 22n 2271, 221/47l_2
Z — 2 § v—1 — (m—n) + 2¢0 2v — (m—n)\ 2
i R 62" (1 4 2 ) T2 (1 +2 )

que 'on majore encore par

1 2.2™
8 2 7o A+ )

- 3 =
Zn,lzm,ll
On en déduit, puisque grice a la réduction m = # (mod »)
) g ERTO 2 ami (2/0)=0)
I, S Zo™mene — e = T2 ma QuE/0=0

n<m n<m
n=m(v) n=m(»)

Soit

2 1 _
I = 5 srem=o =7 2 "

et, grice a (1.6) il vient

4
(L9) L= 5@ ) (1 = lzmal®)".

Voyons I,.
L=y 4= o )" (L — om0 — |2 o[*)"
i€hn 1 — Zna2n|
Ik

https://doi.org/10.4153/CJM-1978-062-6 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.4153/CJM-1978-062-6

722 ERIC AMAR

grice a (1.6) et (1.7) avec n = m il vient:

g~ fmom 1

—2m
IZ é 2 7r2622v . 2—2v )

olton al = 1 grice au fait que 2, ; # Zy.x; Soit:

/. < 2—m9 1 2—m0

= 71_262211 = lfl - 662'21: ]

par (2.6) on a

1
(110) To < oo (1 — I
Voyons I;.
(1 _ |ka|2)2/<I(l _ |Zn 112)(2/p)+9
I; = : - >
’ ?Zv(n) IGZA:n Il - Zm,kzn,l|

grice 4 (1.6) et (1.8) il vient

. )9 2—n((2/p)+0)22n 2 /0 o (2/p)+0—1)
13 < 2—m( /0 = Z s < _2—( m/q Z 2 n((2/p)+6— 2m
6 n>m 1 + 2 6 n>m
n=m(v) n=m(v)
I; < 2 o—(m/a) om Z o—n(1-(2/0)+6)
t T 6 n>m
n=m(v)
D) A—2/0) Z—m(l—(2/q)+0)‘)—V(l—(2/q)+0)
— = omUl=(2/q =
- 5 2 1 — ‘)—(1—(2/(1)+9)V
d’ou (1.11)
o—v(1--(2/@)+6)
4 o 2,6
Iy = §1 — o -oFoy (I = lzml)"

Posons alors:

:)—"(1—(2/Q)+9)

, 4 1 1
K, = 3 [2((2/4)—9)u 1t ey T 2—(1-(2/o>+e>]

on a bien la proposition 2.1.1.
Soit alors p > 1 et posonst, ;, = (1 — |z,,/]%*)% @ > 0; grice a la proposition
2.1.1 si

*) (2/9) — 1 < ap < 2/q

alors on a

(1'12) ZI Qp(n7 lv m, k)tn.lp é K(zp,vptm,kp'
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échangeant dans la proposition 2.1.1 les roles de p et ¢ il vient, si
%) (@/p) — 1 <ag <2/p,
(113) 25 Qp(m, L;m, k)twi < Kogos b

m,k

Mais p > 1 donné on voit que (**) implique 2/q — p/q < ap < 2/q et donc,
en prenant

- 3wl 1) (2]

on a que (*) et (**) sont vérifiés donc aussi (1.12) et (1.13). Appliquant alors
le lemme 2.1.2 3 Q, 0on a

< Koo)' EagsDlal ]

q

{; Qp(n, L;m, k)an, 1, (m, k) € A}

Preuve du théoréme pour p > 1. Soit a = {a,,1, (n, 1) € A} € [9(A) et b =
{bn.1y (n, 1)} € IP(A); posons

f= Z an,leth(q) et g = Z bn.lezml(p)'

(n, )EA (n, 1)EA

Par (1.3) on a ||f|t, = B(g)Bcllall, et [[gll, = B(p)B,cl[b]l, et
<fyg> = Z an.l£m,k<32n.x(q)r ezm,f;(p)>
(n, EA

(m,k)€EA

(1.14)

lzn, 1‘2) 2/17(1 - 'zm,kIQ) 2

(I = 24, 2mx)”

<f,g> = Z an,lc(zn,l;g)Em.kC(zm,k;p) (1 —

k)

d’otl avec la définition naturelle de R,(n, I; m, k):
(fr8) = X n,16(n,15 D¢ mas 0) Ry, Iy m, k).
Mais
R,(n,l;m, k) = I+ R,(n,l;m, k)
et grice a (1.14)
[{R, (n, 1y m, B = [|Qp(my 1y my R)|| S (Kap,P) VP (Kag, ) V4

Choisissons donc » assez grand pour que la norme de R,(#n, [; m, k) soit stricte-
ment inférieure & un; on en déduit que R, est inversible et donc qu’il existe
v >0 tel que pour tout @ = {a,,;, (n, I) € A} € I2(A) il existe

b= {bau, (n,1) € P(A)} avec |(f, g)| = a@)a(@)vllalllb]l-
On en déduit que

@@ |lell,
17llez sup 147, )] 2 SEEE0E

gEET
Igll,<1

https://doi.org/10.4153/CJM-1978-062-6 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.4153/CJM-1978-062-6

724 ERIC AMAR

donc que 2¢ est une base de E,? équivalente & la base canonique de /7(A)
d’une part, ce qui grice au lemme 1.1.1 prouve que s est fortement d’interpola-
tion A”(\,), et d’autre part cela prouve que le dual de E,? est isomorphe a E,?
ce qui achéve la preuve du théoréme dansle cas p > 1, a cause du lemme 1.1.2.

Remarque 2.1.1. On a que I'opérateur K, n'est autre que R, = 7,7,* et on
vient de montrer que R, est d’inverse borné. Il en va de méme de R, = R,* =
1,1 *; posons alors U, = T,*R,;~'. U, est borné de #(N) dans £ C 4?(\1)
etona 1I,U, = T,1°*(T,T*)" = identité de I7; on a donc directement 'ex-
tension linéaire bornée de ?(N) dans A7(\y).

Cette remarque vaut également pour les chapitres suivants.

2.2, Cas p < 1. Soit ¢ = {3;, % € N} une suite dans D.

On dit que £ = {e,®, 2 € o} posséde une suite de conjugués bornés s'il
existe une suite {¢;, 7 € N} d’éléments de 42(\;) vérifiant:
(21)  Vie N,Vje N, (pie;®) =084 = ¢i(z,)c(z;,2) (1 — [z]%)
(22) JK>0,Vi€N,|ledl: £ K.

On a alors

PRroposITION 2.2.1. Si o est une suite telle que T = {e,?, z € o} posséde une
suite de conjugués bornés alors o posséde la propriété d’extension linéaire bornée
de IP(N) dans AP (\1) pour tout p de la forme p = 1/k, k € N — {0}.

Preuve. Soit w = {w;, 1 € N} € [V5(N). On pose:

U1/k(¢0) = Zz wiC(Zm 2) e 2%,
On a:

1%

dM\

HU1/1c(‘-U)H1/kl/k = f( Zl wic (24 2)_%({’1‘%

Joe@ (5t e an,

=
< a2’ Z Iwill"kf|¢i|2d)\1
< a@)7K o] 1"

d’apres (4.2) d'ott Uiy applique /#(N) dans AY%(\;). D’aprés (2.1) on a
clairement 7', U, (0) = w.

COROLLAIRE 2.2.1. St ¢ est une suite séparée dans D, alors ¢ est une réunion
finie de suites o, telles que pour k € N — (0}, o, posséde la propriété d'extension
linéaire bornée de IV*(N) dans AV*(\,).

Preuve. Grace au § 1 on peut écrire ¢ comme réunion de suites o5, 7 = 1,.. .,
M, telles que ¢, soit fortement d'interpolation A2(X\;). Mais £,,® étant un
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espace de Hilbert, son dual est isomorphe a E,;® et donc o; est strictement
d’interpolation 42(\;).

Il existe donc une suite {¢;, & € N} dans E, @ telle que (g4, ¢,,¥ ) = §; et
[l¢x]]e £ K ot K est une constante. D’aprés la proposition 2.2.1, ¢; posséde la
propriété d’extension linéaire bornée de [V*(N) dans A*(\;), d’ot le corollaire.

La proposition suivante achévera la preuve du théoréme principal dans le
cas de D.

ProrosiTiON 2.2.2. Soit ¢ une suite fortement d'interpolation A* (\1) pour
P’ > 1. Alors o est fortement d'interpolation AP (\,) pour p = p'/k, k € N — {0}.

Preuve. Puisque ¢ est fortement d’interpolation 47’ (\;), o est séparée (c’est
facile & voir) et donc grice au lemme 2.1.1 on obtient que pour tout » > 0,
T, est continu de A7(\;) dans I"(N).

Soit alors w = {w;, 2 € N} un élément de /#”/%(N) et considérons une suite
a = {a, 1 € N} telle que pour tout 2 € N, ¢ = w;; a appartient & /7 (N) et il
existe donc f € 4?7 (\,) vérifiant:

VieN, (1 —[z)*f(z) = as;
d’otl en élevant a la puissance k&,

VieN, (1 — [z)"7f(z) = g
et posant ¢ = f* on a bien:

g€ APE(N) et Typg = o

Fin de la preuve du théoréme principal. Soit 0 < p = 1; il existe m € N tel
que mp = p’ > 1. Soit ¢ une suite séparée dans D; dans le § 3 on a montré
que ¢ est une réunion finie de suites fortement d’interpolation A7’ (\;), et
grice A la proposition 4.2, on peut en déduire que chacune de ces suites est
fortement d’interpolation A?(\;).

Remarque 2.2.2. Dans le cas 0 < p < 1 on ne sait pas prouver qu'il y a
toujours extension linéaire bornée mais on a une extension non linéaire bornée
ainsi:

Soit m € N telle que mp = p’ > 1, m fixé et considérons w = {w, & € N} €
?(N). A w associons & une des suites de /7’ (N) telles que @ = {a;, # € N} avec
Yk € N, @™ = w,. Appelons R cet opérateur. Soit alors U, ’extension linéaire
bornée de I’ dans A% (\;) et R’ 'opérateur de A?’ dans A? ainsi définit; Vf €
AY, R'f = fm ¢ A”. Posons enfin U, = R'U, R; on voit que U, est une exten-
sion non linéaire mais bornée sur les boules de centre 0 de /(N) dans 4?7 (\;).

Cette remarque vaut aussi pour les chapitres 111 et IV.

2.3. Comparaison avec les suites de zeros de fonctions de 47()\;). On va

montrer que les résultats obtenus sont les meilleurs possibles dans le sens sui-
vant: pour p > 0 donné, il existe une suite séparée dans D qui n’est méme
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pas un zéro pour la classe 47(\,), donc qui ne peut étre d'interpolation A7 (\,).
Nécessairement une telle suite est une réunion d’au moins deux suites d’inter-
polation A?(\;).

On va utiliser le théoréme suivant di a C. Horowitz [9].

THEOREME 2.3.1. [9]. Soit f dans A?(\;), 0 < p £ 0, f(0) = 0 et sout
{2:, B € N} la suite des zéros ordonnés par modules croissants de f alors:
N 1 Y
(3.1) — = 0OWV"?).
k=1 lzkl
On va montrer les théorémes suivants:

TuEOREME 2.3.2. Pour tout p > 0, il exisie deux suiles oy et oo fortement
d'interpolation A% (\,) et telles que la réunion oy \J o, est séparée et n'est pas une
suite d'interpolation A7 (\;).

THEOREME 2.3.3. Pour tout p > 0, il extste ¢ > p et une suite o qui est forte-
ment d'interpolation A” (\1) mais qui n'est pas d'interpolation A*(\y).

Ces deux théorémes soulignent la différence avec le cas des classes H” ().

Preuve du théoreme 2.3.2. Soit v > 1 et soit » € N; considérons la suite
a (v, v) suivante:

Vm e N,m=zv4+1; VieN/1 =212 E[y™],
Zm,a = (1 - ,Y—m)ci%ry_ml'yv
ol E[x] est la partie entiére de x.

Appliquons le critére de Horowitz a cette suite:
siV = > ;i1 E[¥¥], Nest équivalent, quand m — o0 ay(1 — y")/(1 — «)
d’ou:

(3.2) log N ~mLog~

quand m tend vers +o0.

m  E(ykE-Y) 1 m 1
r= A0 I =5 = I =
e S T
d’ou
log I = — ZlE['qu] log (1 —~7")
k=v+
et

3.3) log I ~my™

quand m — o0,

On déduit des relations (3.2) et (3.3) et du théoréme 2.3.1 de C. Horowitz
que, pour que {2, ,; m, [} soit contenu dans un ensemble de zéros d'une fonc-
tion de A?(\;) nécessairement on a:

(1/p) log N = log I.
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Soit:
. m log v .
(34) p = —;17%7— = v logv.

Soit alors po > 0 donnéet 1 < vy < ¢?o. La suite o (y, 0) construite ci-dessus
ne peut étre une suite d’interpolation 4?¢(X\;); en effet toute suite d'interpola-
tion 479(\;) est incluse dans un ensemble de zéros d’une fonction de A?o(\;),
A savoir une fonction f interpolant I'élément (1, 0, 0, ..., 0, ...) de Po(N).
A cause de (3.4) et du choix de v, (v, 0) ne vérifie pas (3.1) et donc ne peut
étre incluse dans un ensemble de zéros d’une fonction de 4?()\;) et n’est pas
d’interpolation 4?7 (\;).

Toutefois la suite o(y, 0) est séparée et donc d’apreés le théoréme principal,
o(v,0) = U o, 0ll o, est fortement d’interpolation A79(\;) et A/ un entier,
on en déduit le théoreme 2.3.2.

Preuve du théoréme 2.3.3. Soit p > 0 donné, dans la preuve du théoréme
principal, on a montré que que pour v et » assez grands o (y, ») est fortement
d’interpolation 47(X\;); il suffit alors de considérer ¢ > v* log v pour que
o (v, v) ne soit pas d’interpolation 4?(\;) a cause de (3.4) et du raisonnement
ci-dessus.

2.4. Applications aux espaces de Hardy. Comme corollaire du 2.3 on va
montrer les théorémes suivants.

THEOREME 2.4.1. a) Pour tout p > 0, 1l existe deux suites s, et s, fortement
d'interpolation H?(aq) et telles que la réunion sy \J sq est séparée mais n'est pas
une suite d'interpolation H? (a3).

b) Pour tout p > 0, 1l existe ¢ > p et une suite s qui est fortement d'interpola-
tion H?(a3) mats qui w'est pas d’inlerpolation N%(a,).

Preuve. a) On considére les suites s; et s, du théoréme comme étant dans le
plan w = 0 de la boule {|z]2 + |wl> < 1} de C?, on utilise alors le lemme 2.2
de subordination pour conclure; pour montrer le b) on procéde de la méme
fagon.

Soit m, la mesure de Lebesgue sur T?, on définit les classes de Hardy de la
maniére usuelle:

H?(my) = {f analytique dans D” telle que
swp | (o bam = 1 <}, p>0
r<1 0cT?
et

H*(D?) = {f analytique et bornée dans D?}.

THEOREME 2.4.2. a) Pour tout p = 1, il existe deux suites sy et sy fortement
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d’inter polation H? (my) et telles que la réunion s, \J s, est séparée mais n'est pas
d'interpolaiton H? (m,).

b) Pour tout p = 1, 1l existe ¢ < p et une suite s qui est fortement d'interpola-
tion H? (m2) mais qui n'est pas d'interpolation H(ms).

Preuve. a) Soit s;" = {z;, B € N} et 52’ = {wy, B € N} les suites du théoréme
2.3.2; on considére dans D? les suites suivantes:

S1 = {(Zky Zk)7k E N} et S2 = {(wkywk)yk E N}

C. Horowitz et D. M. Oberlin [10] ont montré que pour p = 1, l'opérateur I°
définit sur H?(D?) ainsi:

Vi€ H (DY), Tf(z) = f(z2)

est continu et surjectif sur A?(D); il est alors clair que les suites s; et s,, portée
par la diagonale de D2, vérifient le a) du théoréme.

b) On procéde de la méme fagon pour b) en plagant sur la diagonale de D?
la suite s du théoréme 2.3.3 et en utilisant le théoréme de C. Horowitz et

D. Oberlin.

CHAPITRE 111
Classes de Bergman du polydisque de C".
On fera les démonstrations dans le cas de D?, le cas général s’en déduisant
aisément.
On note z = (2, w), n = (m, n2) € N? et z, = (2,,, w,,), la mesure de

Lebesgue de C? restreinte et normalisée a D2 sera encore notée \,.
On note 47(\:) les classes de Bergman.

AP(\,) = {f analytique dans D* telle que

j;z [fFdNe = [[f]l," < +oo } >0

A (\2) = {f analytique et bornée dans D*, ||f]|.. = sup ‘f(z)|} .
zeD? /
Siz = (z,w) € D?etsia € R on note ((1 — |z]2))* = (1 — |z]2)=(1 — |w|?)~
3.1. On va généraliser les lemmes 1.2.3 et 2.1.1 au cas du polydisque.

LEMME 3.1.1. Pour p supérieur a un, le dual de A? (\;) est isomorphe @ A7(\,),
avec1/p + 1/q = 1.

Preuve. Comme dans D, il suffit de montrer que I'on a une projection bornée
de L7(\,) sur A?(\z), p > 1.
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La mesure X\, étant le produit de la mesure A\; sur D par elle méme, on vérifie
directement par itération que l'intégrale avec le noyau de Cauchy Bergman
réalise bien une projection bornée de L?(\.) sur A?(X\;), la constante étant
B2

LEMME 3.1.2. Soit ¢ = {Z,, n € N} une suitee séparée dans D?; il existe une
constante C positive telle que

(L) wp > 0,Vf e A"(\), Zn: (A = [z N1 f(z)]" = IS

Puisque la suite est séparée il existe § > 0 tel que les polydisques
D,, = {(¢,n) € D telle que ¢ — z,| < 8(1 — |z,[*),
In — | <81 — |w,|?}
sont disjoints. On recopie alors la preuve du lemme 2.1.1.
Le but de ce chapitre est de montrer le

THEOREME 3.1.1. Soit o une suite séparée dans D™. Pour p > 1, o est une union
finte de suites strictement d'interpolation A?(N.); pour p > 0, o est une union
finie de suites o fortement d'interpolation A?(N\,), et de plus, si p = 1/k avec
k € N, o, posséde la propriété d extension linéaire bornée de IP(N) dans AP (\,).

3.2. Reduction du probleme. Soit encore » dans N et posons, comme au
chapitre 11,

Vn € N,Vk € N,k < 2", D, = {Z=1’6i¢,1 — 2" <y
<1 — 27" letk2™2r £ o < (kB + 1)272—7+}.
Sin = (n1, n2) etk = (ky, k2) on pose
Dn.k = Dn1,k1 X Dnz,kz-

Soit ¢ une suite séparée dans D2 Dans chaque cellule D,, y il existe un nombre
de points de ¢ uniformement majoré par un entier M; on peut donc écrire
o = Uiloosavecpours = 1, Card (¢; N D, ) < 1 et o, constituée des points
(z, w) de o telsque |2 £ 1 — 2 et |[w| £ 1 — 27, oo n'ayant qu'un nombre
fini de points est strictement d'interpolation 4?(\z) pour p = 1 et fortement

d’interpolation 4?(\:) avec la propriété d’extension linéaire pour 0 < p < 1.
On procéde alors comme au chapitre Il et on a

[ U 04,5,k
i=1,,,,,42
k=1,,,,,v

On pose, pour 1, j, k fixés,
S = 0i5% = {Bmp M = (my, ms), 1 = (s, 5)}

ol 2, est I'unique point, s'il existe, de s dans Dy, ;.
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On a les propriétés suivantes:

(2.1)

Zm.1 et 2m x dans s = 1 = ky(mod 2), I, = ky(mod 2)
Zma €t a1 dans s = m; = n1(mod v), ms = n2(mod »).

On pose encore:
A= {(m,1) € N2 X N2, telle que 3 2z € s}
Am = {1 € N2 telle que 3 24,1 € s}.

3.3. Preuve du théoreme. Soit p > 1. Soit ¢« = {am,y, M, 1) € A} € 19(A)
et posons ¢, (¢) = €,V (p)e,?(n) ot z = (z, w) € D? et ¢ = (¢, 1) € D%
Posons encore

fle) = ( Zl) \am,lezm'l(w(@);
m,l) €/

comme au chapitre I et griace au lemme 3.1.2 on a

3.1 Ifll" = B2 (@) Cllall,".
De méme, si on pose b = {1, (M, 1) € A} € [?(A) on a

(p)
g = Z bm.1€;
(mDeA m,1

et

(3.2)  lell,> = B,*8(p)Cl[b]],-
Reprenant exactement les arguments du chapitre 11, il nous faut alors montrer
que 'opérateur matriciel

2\\2/p 2\\2/¢
et 0,/(m,k;m, k) =0, avec (1 — zZ-2))* = (1 — 2')2(1 — @ww’)? ou
z = (z, w) etz = (g, w'), peut-&tre rendu de norme inférieure a un par un
choix convenable de v. Cela sera conséquence de la

ProposiTioN 3.3.1. Pour tout 6, (2/q — 1) < 6 < 2/q, il existe une constante
positive K, P telle que
B3) 3 0 lm ) (L= [e)) = Ko (1= Jmal )’
n,he
et Kq,, tend vers zéros quand v tend vers I'infini.

Preuve de la proposition. On a:

2016
2 O mLm k) (1= |z = 2+
(n,DeA (n,1)€A (n,1)eA
(n,)=(m,k) (n1, 1)~ (me,k2) (n2, 12) 3 (mg,k2)
Voyons le premier terme:
Q) ((1 — Izn,l|2))o = Z Qp(n1, 1y my, ky)

(n,DeA (n,heA
(n1, 1) #=(my,k1) (n1, 1) #(m1,k1)

X (1 - Izn1,11|2)9(?p(7121 laima, ke) (1 - Iznz,lz[2)9
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ot Q, et (, sont les opérateurs définis au chapitre I1. Le 2e membre s'écrit
comme un produit, et, utilisant la proposition 2.1.1 il vient

274\ 0 2\\19
2 QA= |z’ = 1+ Ko )Ko, (1 = [zmal)"
(n,D)eA
(n1, 1) #(m1,k1)
Exactement de la méme maniére on a:
2y\0 7 2\ 0
2 Q= [z’ = (1 + Ko VKo (1 = [2m i)
(n, €A
(ng, 12) #(m2,k2)
d’ol la proposition 3.3.1 en posant Kg,” = 2(1 + K, ,?)K, 7.
On achéve alors la preuve du théoréme 3.1.1 A partir de cette proposition
comme au chapitre IT;le cas p = 1 se traite exactement comme au chapitre 11
également.

CHAPITRE 1V
Espaces de Bergman de 1a boule B, de C*.

4.1. Pseudo metrique sur S, = 9dB,. Introduisons la pseudo-distance d
définie par:
tesSmesS, dgn) =I[1-Cn;

d est invariante sous I'action de SU(n). Etudions quelques unes de ses pro-

priétés:
Pour & > 0, posons R({, k) = {q € S,,d(n, ) <hloul = (1,0,...,0);
on a alors

(1.2)  3K;>0,3K;>0,Vh >0, Koh" < 0,(R({, h) £ Kb,
Soit ¢t € N, considérons la couronne (1 = (1,0,...,0)):
Ca(l) = {8 € S,th 2d(1,0) < (t+ 1)h};

on a alors

(1.3) IK:>0,3K:; >0, (¢ +1Dh<1) = (Kof"'h" = 0,(Cu(1))
é Kstn_lhn>.

Les relations (1.1) et (1.2) peuvent se trouver dans [6]. La relation (1.3) se
démontre ainsi: si { = (¢4, ..., ¢"),d(1, 0 = |1 — 1], on pose A = {z €
D,th £ |1 — 2z < (t+ 1)h}.

Il vient grice au lemme (1.2.1) de subordination:

oa(Ca(1)) = o fA (1 — [ M),
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oll «, est une constante absolue; on remarque alors que A est 'intersection du
disque D et de la couronne centrée en 1 de rayons (tk; (¢ + 1)%). On en déduit
aisément (1.3).

Il existe une constante K¢ > 0, telle que pour tout & > 0, il existe un entier
N, un réseau % , = {{, k € N,} de points de S, vérifiant:

(14) R(GA)NR(LE) =0 sik#L
(1.5) U R(&, Keh) = S, (Voir [6]).

kEN

Enfin de (1.1) on tire aisément la relation:

1 d ) ! ’
(16) \V/((vnv {,vn’) E Snl;r d({v n) gk-_§d((’vn’) —_(%n)_d(cv ()'
1 1

On a alors

LEMME 4.1.1. I] existe un entier v > 0 tel que pour tout h > 0, il existe M
réseaux F 0,0 = 1,..., M, M < yvérifiant que S, est 'union des R (L, h/4K,2)
quand T parcourt \JF 0, i = 1,.... ] M,

Preuve. Soit F,9 un réseau vérifiant les relations (1.4) et (1.3); soit &
un point de %, et soit R (L, Keh) la boule de centre ¢, et de rayon Kgh.
Utilisant le théoréme de [6], il existe une suite {{p 1,2 = 1, ..., M} de points
de R (¢, Kg¢h) telle que, si on pose ' = h/4K,? on ait:

a) R(Lo,0 B'/K") N R (o, W' /Ks) = 0
M
b) 'k—Jl R(Co.iv h,) D Ie(((hKGh)‘
Soit alors ¢ un point de U, R({., #'/Ks); soit 7 'indice tel que
€ R, W/Ks). On a d’aprés (1.1):
d({Or {) g Kl[d((OV CO,l) + d((o,iv ()]

d'ol:
d(&o, {) = Ki[Keh + (B'/Ks)]
donc

M
Y R(&o,u k' /Ks) © R( Lo, K1(Koh + (1'/Ks))).

D’aprés (1.2) et la propriété a),

M

1 o m 0 "\
Kg Z Eﬁ}l §K3K] (Keh +I_l.é_e') )

i=1
d’otl
KB 3n 4 n( 1 )n
0.7 < == -
M_KzKl 4K K6+4K12K6 .
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En notant v la partie entiére de [(K;/K.)K,*"4"K¢"(Ks + (1/4K,2K¢))"], on
a M = vyety nedépend pas de h.

Clairement si.%# , est un réseau jouissant des propriétés (1.4) et (1.5) et si
u € SU(n), alors u%, = {ul;, k € N} est encore un réseau possédant les pro-
priétés (1.4) et (1.5) puisque la pseudo métrique est invariante par SU(#n).
Soit alors u;, ¢ = 1, ..., M I'élément de SU(n) vérifiant u,{o = o4, 1 = 1,
..., M et posons % ,(0 = u,F,O; alors la suite # 9,7 = 1, ..., M répond
a la question parce que chaque #; transforme une pseudo boule en pseudo boule
de méme rayon.

4.2. Etude d’une convolution sur SU(n). Soit pour f{, € N, k < 0 et
@ = 0 la fonction suivante

K, 19.0(8) = 1—1 '};T2mfi-(£32h2]("+l)m
ou
B {1 sif£ € R(1,1)/R(1, toh)
xn(®) = 0 sinon.
Posons

K; f+°° Y 'y .
to, @) = =2 ————rne sia > 0
‘P( 0, @) @ o/ [y2 -+ 1]< +1)72

et ¢(to, 0) = K5 > 124 1/t2sia = 0. On a alors:

LeMME 4.2.1. La fonction K, ... appartient & L'(ay)et vérifie ||Ky 1.0 =
¢(to, @); la convolution avec Ky, 4.4 €st donc un opérateur borné de L?(s,) dans
L?(q,) de norme inférieure a ¢ (ty, a).

Siy(§) € L?(S,) on note:

, _ X1 on,a1 (|1 — M - &)do (§)
V'l € 5,” (Kh,to,a * ¢)('l) = j;n [|1 — - E]Z + a2h2](n+15/2

ol X1 i0n,11(x) est la fonction indicatrice de Jfoh, 1[; cette expression s'interpréte
aisément comme une convolution sur SU(n).

Preuve. On a

f Kh,to.a(f)da'n(‘z) = ay
Sn

f R — |z "dM(z)
[Il — ZI2 + a2h2](7t+1)/2
DN {I1—z|>toh}

grice au lemme de subordination, d’ou
(1 — |ofy
”Kh.zo,aHl = azh E [Il — le ¥ a2h2](n+15/2 dkl(z)

=10
=P (= al < D)

1
HKh,to.aHI =h Z [tz + aZ](n+1)/2hn+l G'n(czh(l))

=
n—1
HKh,lo,aHl < K; t; Eﬁ"_i_ag—J(,,_‘.lm grace a (1.3)
>0
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d’ot en comparant la série et 'intégrale ||K; ¢, /1 £ ¢(to, @). On remarque
bien que ¢ (ty, a) ne dépend pas de h.

Puisque ¢, est une mesure invariante par SU(n), la convolution avec
K1, .0 st bien bornée de L? dans L? avec comme norme o(to, @).

On aura aussi besoin du lemme suivant.

LEMME 4.2.2. Soit ¢ = {Z;, k € N} une suite séparée dans B,; alors 1l existe
une constante positive C telle que:

w>QVMANm,g%muwa—mm“§CWW-

Preuve. A z dans B,, z # 0, on associe la droite complexe K, déterminée
par 0 et z, et 'espace 7, orthogonal a R, en z dans C". 7}, est de dimension
complexe n — 1. Pour §, 0 < § < %, on associe a z le polydisque D, = D,' X
D,? ot

D' = {e€ Ry lz — ¢f <8(1— |2z[")

D, = (o€ Ty lz — ¢ <6V1—|z|'};

on a \,(D,) = 67(1 — |zl?)ntL,

Soit maintenant ¢ = {z,, £ € N}; il existe §, 0 < § < 3, tel que les poly-
disques D,, soient disjoints. Reprenant alors exactement la preuve du lemme
2.1.1 on montre le lemme 4.2.2.

4.3. Reduction du probleme. On considere » ¢ N, m € N, m = v et le
systéme de réseaux # (', i = 1, ..., M, introduit au paragraphe 1; on
définit alors les cellules de la maniére suivante:

(€]
.Dmvgk

/

L, oo m
— < — — oM < _ 2—m—l ( .(1) < )} .
l( E an c rny 1 =7 < J- ] n 6 1{ (k ) 4K12

Soit ¢ une suite séparée dans B,,; il existe donc un entier N tel que:
Vi=1,...,M,¥Ym =z v»,Vk € N, card (¢ N\ D, ) = N.
Soit ¢4,2 = 1,..., M, définie par:
o = UL (6 M Dy ().

Alors ¢ = U3, o, et il existe o] =1,..., N, tellequecard (g; ;M Dy g, 0)
_S__ 1 et U‘;\;lo'i']‘ = 0.
Si Cu® = Upken Dog,(» posons pour kb =1, ...,
Oi,gk = U (00N C™).
m=k(mod »)
On a alors
c=Uoaijp t=1,...,M,7=1,... N, k=1,...,»
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On étudiera s = o, pour 2, J, k fixés. Il existe au plus un point de s dans
D, (9 = D, ;; on notera Z,,,; ce point et on pose
A ={lEN,sN D, Z0 etsy, = {2k Ayl

L’indice ¢ étant fixé dans cette étude, soit {, ; I'élément (¥ du réseau
Fp—m(D et $Oit Zy.; = ¥, Mm, - On a alors:

31) Vmzn Vi€ A, 1—2"<r,, <1—-2""

(3'2) (Zm,l € Sy Ly, € S) = m = m' (mod V)

—v—m

2
(3.3) A(Gnty Mma1) = 4K12

g—r-m

2K,*

(34) Ik = dMpp Mmr) =

d’aprés la relation (1.6).

LEMME 4.3.1. On a:

1 2m(n+1)
3-5 —_ n é K — (m/—m
(3.5) l§n [1 — Zp,1 Zm',lcl i ! 1—-2 o )]

sim #= m' et

1
3.6 = a1 <K gminth
(3.6) lGZAm L= Zp,y Zna/™ = W)
1=k

ou ¥ (v) tend vers 0 quand v tend vers 'infina.

Preuve. Avec les notations ci-dessus on a, il existe Ky > 0 et Ko > 0 telles
que:

BT (L = Zp1 Zw af? Z K277+ 27)2 + |1 — A1 1w 4]
dés que d(p, 1y M i) < et

(38) |1 —Zyp i Zwil?> 2 Ko dés que &, 1yt 2) = 1.

La somme (3.5) peut donc s'écrire:

1

= S I+ I,
1€EAm |1 — Zn,1 zm’,kl
avec
1
I, = Z = 1
1€Am |1 — Zn,1* Zo |
d(Mm,y 1M’ 1) <1
et
1
I, = Z = nFl -
i€Am 1= Zni* Zn

Myl M’ k) 21
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Voyons I;. On a grice 4 (3.7)

_l_ Z 7 1 2
Ky & [@7"+27") 4 |1 = MMl

dMm 1M’ 1) <1

I =

Posons

(o) = Z Xemi (0) et g(n) = X5 k(M)

1€EAm
AMm, 1My k) <1

avec By, = R(¢m. 1y 27/4K\2), By x = R(Cr iy 27™ /4K1?) et xz la fonction
indicatrice de E. On a [|f]|, = 1et||g]|: £ K;2=™' V. Posons encore h = 27",
to=0,eta =14 2-™-™ et appliquons le lemme 4.2.1; 0n a

[(Knoa*f, )| = (0, a)||fllllgll:
ce qui donne aisément, grice aux relations (3.1) (3.2) (3.3) (3.4),
omnt D ‘
39 I,= Kuh—rz—_my] sim #= m'.
Si m = m’, on choisit ¢, = partie entiére de 2"/2K;*> et « = 0 et il vient:
(3.10) I = K10 (t0)27+D = Ky () 2mD
avec ¥ (v) = ¢(ty) = 0 quand v — + 0.
Voyons I.: Ona I, < |A,| < 2" grice 4 (3.8) donc

2m(n+l)
1 4 2= ™=
I £ Ky (02" sim = m'.

Reprenant alors exactement les arguments utilisés dans le cas du disque on
montre la

I £ K, sim #ZE'm.

ProrositionN 4.3.1. Pour p > 1, pour toutd, (n +1/q¢) —1 <6< (n + 1)/q,
il existe une constante positive Kq P telle que:

Z Qll(mv ];m’r k)<1 - |Zm,l|2)0 § KO,vp(l - |Zm’.lcl2)0
et K, o tend vers O quand v tend vers I'infini, ou I'on a posé

(1 — lzm,llz)(ﬁ-l)/ﬂ(l _ lzm'.k|2)(n+l)/q
ll - im.l . Zm;‘k'"qH

Qp(m, Lym’, k) =

avec (m, 1) # (m', k) et 0 sinon.

De cette proposition et utilisant le lemme puis des arguments identiques
a ceux du chapitre I1 on tire le

THEOREME 4.3.1. Sott o une suite séparée dans B,. Pour p > 1, o est une
unton finie de suites strictement d'interpolation A?(\,). Pour p > 0, o est une
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union finie de suites o, fortement d'interpolation A?(\,). De plus, si p est inverse
d’entiers, a; posséde la propriété d'extension linéaire bornée de I?(N) dans A?(\,).
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