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SUR LES CONES CONVEXES DE RIESZ ET LES NOYAUX DE

CONVOLUTION COMPLETEMENT SOUS-HARMONIQUES

MASAYUKI ITO

l Introduction

Soit X un groupe abelien localement compact et denombrable a
Γinfini ξ sera sa mesure de Haar. Dans les articles precedents [10] et
[11], pour un noyau de convolution de Hunt N sur X, nous avons defini
la famille sous-ordonnee H(N X) au noyau N, qui est une large classe
de noyaux de convolution de Hunt sur X definie par N et la totalite des
noyaux de convolution de Hunt bornes sur la droite reelle R portes par
R+ = it G R' t > 01

Dans Γautre article [7], nous avons montre le theoreme suivant:
Supposons que, pour un noyau de convolution N sur X, il existe la

resolvante (Np)p^0 associee au noyau N. Pour une mesure de Radon
positive v quelconque sur R+ et pour une constante non-negative c, le

noyau de convolution cε + Npdv(p) sur X satisfait au principe de domi-

nation des que cela a un sens, oύ ε est la mesure de Dirac a Γorigine

dans X.

Cette proposition entraίne que la somme de puissances fractionnaires
de N satisfait aussi au principe de domination. D'autre part, la formule
de Riesz eoneernant les potentiels de Uiesz-Frostman est bien connue et
tres utile. Ces deux resultats portera naturellement la definition du cone
convexe de Riesz relatif a un noyau de convolution de Hunt sur X.

Notre premier but sera de montrer le theoreme suivant:

Pour un noyau de convolution de Hunt N sur X, il existe uniquement
un cone convexe de Riesz CR(N) relatif au noyau N contenu dans
H(N X) = H(N X) U {0}. Soit (NP)P^Q la resolvante associee au noyau
N; alors CR(N) est la totalite des noyaux de convolution sur X de la
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112 MASAYUKIITO

forme cε + Npdv(p), oύ c et v sont respectivement une constante non-

negative et une mesure de Radon positive sur R+. On obtiendra en

meme temps CR(N) = ΓΊ C(N), oύ C(N) est un cone convexe de Riesz

relatif au noyau N.
La deuxieme part de cet article sera consacree a la determination

explicite d'un cone convexe de Riesz relatif au noyau newtonien. Soit
Rn Γespace euclidien a n(^> 1) dimensions; on notera \x\ la distance entre
x et Γorigine. Un noyau de convolution N sur Rn sera dit complete-
ment sous-harmonique en dehors de Γorigine si Γon a, quel que soit k
un entier >̂ 1, ΔkN ^ 0 au sens des distributions en dehors de Γorigine,
oύ Δ est Γoperateur de Laplace sur Rn et Δk = Δk~ιΔ (k ;> 2). Pour un
nombre p > 0, designons par Gp le noyau de convolution sur Rn dont la
transformee de Fourier est egale a (p + \x\2)~1. Si un noyau de convo-
lution N sur Rn est completemet sous-harmonique en dehors de Γorigine
et invariant par rotations, alors il satisfait au principe complet du

maximum et il est de la forme N = cx + c2ε + Gpdv(p), oύ ct {% = 1,2)

et v sont respectivement une constante non-negative et une mesure de
Radon positive sur R+. Soit SrtQ(Rn) la totalite des noyaux de convolu-
tion sur Rn completement sous-harmoniques en dehors de Γorigine, in-
variants par rotations et s'annulant a Γinfini alors si n >̂ 3, Sr>0(Rn) sera
un seul cone convexe de Riesz relatif au noyau newtonien sur Rn et
constitue par de noyaux de convolution sur Rn invariants par rotations.

2. Preliminaires

Dans cette note, on notera:
CK(X) Γespace vectoriel topologique usuel des fonctions finies et con-

tinues dans X a support compact,

MK(X) Γespace vectoriel topologique usuel des fonctions f-mesurables
et bornees dans X a valeurs reelles et a support compact,

Lloe(X) Γespace vectoriel topologique usuel des fonctions localement
f-sommables dans X a valeurs reelles.

Cκ(X), M£(X) et LtodX) sont respectivement leur sous-ensembles des
fonctions non-negatives.

Dans la theorie du potentiel, un noyau de convolution N sur X
signifie une mesure de Radon positive dans X. On appelle le noyau
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CONES CONVEXES DE RIESZ 113

adjoint N de N la mesure symetrisant avec N par rapport a Γorigine.
Si, en particulier, N = N, il est dit symetrique. Si N est de la forme
dN = K(x)dξ(x), on Ke LfJJX), alors N est un noyau-fonction de convo-
lution sur X, et dans ce cas, on utilisera souvent K au lieu de N. On
dit qu'un noyau de convolution N sur X est borne (resp. s'annule a
Γinfini) si, quelle que soit / de CK(X), la fonction N*f est bornee sur
X (resp. N*f(x) tend vers 0 avec x —» oo).

Soit N un noyau de convolution sur X. Pour une mesure de Radon
reelle μ dans X, N*μ s'appelle le 2V-potentiel de μ des que cette convolu-
tion a un sens. S'il est absolument continu par rapport a ξ, sa densite
s'ecrira Nμ. Pour une fonction / de Ll0C(X), on notera N*f et Nf au
lieu de N*(fξ) et N(fξ) des que ceux sont definis. Pour une fonction
borelienne / dans X, on peut supposer Nf = AT*/ des que, quel que soit
x de X, τxf est iΫ-sommable, oύ τxf est la fonction obtenue de / par
la translation x.

On dit qu'un noyau de convolution N sur X satisfait au principe de
domination (resp. au principe complet de maximum) si, queues que soient
/ et g de C£(X), Γimplication suivante a lieu:

^ Ng (resp. Nf <> Ng + 1) sur supp (/)

Ng (resp. Nf^Ng + 1) sur X ,

oύ supp (/) designe le support de /. Si N est borne, alors les deux
principes pour N sont equivalents (cf. [8]). On connait bien que le
principe de domination pour N (resp. le principe complet du maximum
pour N) est equivalent au principe de domination pour iV" (resp. au
principe complet du maximum pour iΫ). D'autre part, il est aussi connu
que le principe de domination pour N (resp. le principe complet du
maximum pour N) est equivalent au principe du balayage pour N (resp.
au principe du balayage avec diminution de masse pour N). On dit que
N satisfait au principe du balayage si, pour une mesure de Radon posi-
tive μ dans X et pour un ouvert relativement compact ω de X, il existe
une mesure de Radon positive μi dans X portee par ω telle que N*μ
>̂ N*μ'ω dans X, N*μ = N*f£ dans ω et, quelle que soit μt' une mesure de

Radon positive dans X portee par ω, N*//m ^ N*μ" dans X des que
N*μ" ^ N*μ dans ω. On dit que p[m est une mesure balayee de μ sur ω
relativement au noyau N. Si N satisfait au principe du balayage et,
quels que soient μ une mesure de Radon positive dans X a support com-
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114 MASAYUKIITO

pact et ω un ouvert relativement compact de Z, dμ'ω ̂  f dμ, alors on

dit que N satisfait au principe du balayage avec diminution de masse.

Un noyau de convolution N sur Z satisfait au principe de domina-

tion et verifie la condition supplementaire "regularite" si et seulement

s'il existe la resolvante associee au noyau N (cf. [9]). Une famille (Np)p>0

de noyaux de convolution sur X s'appelle une resolvante si, quels que

soient p > 0 et q > 0,

Np — Nq = (q — p)Np*Ng (Equation resolvante) .

Si, pour un noyau de convolution N sur X, il existe une resolvante

(Np)p>o telle que limp_0 Np = N (au sens de la topologie vague), alors elle

est uniquement determinee et (NP)P^Q s'appelle la resolvante associee au

noyau N, oύ No = N. Supposons que, pour un noyau de convolution N

sur Z, il existe la resolvante (Np)p^0 associee au noyau N; alors N

satisfait au principe complet du maximum si et seulement si, quel que

soit v > 0, v ί dNp ^ 1.
p ^

PROPOSITION 1 (cf. [7]). Soίt N un noyau de convolution sur X et

supposons qu'ίl existe la resolvante associee au noyau N. Alors, pour

une constante non-negative c et pour une mesure de Radon positive v

sur R+, il existe la resolvante associee au noyau cε + \Npdv(p) des que

cela a un sens.

Un noyau de convolution de Hunt N sur Z est, par definition, un

noyau de convolution sur Z de la forme

N
Λoo

= atdt ,
Jo

oύ (at)t^0 est un semi-groupe vaguement continu de mesures de Radon

positives dans Z ; c'est-a-dire, a0 = ε, at*a8 = at+8 (v£ ^ 0, v s ^ 0) et

Γapplication t -> at est vaguement continue. Dans ce cas, (at)t>0 est

uniquement determine, qui s'appellera le semi-groupe associe au noyau

N.

PROPOSITION 2 (cf. [11]). Pour qu'un noyau de convolution N sur X

soit un noyau de convolution de Hunt sur Z, il faut et il suffit quHl
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CONES CONVEXES DE RIESZ 115

existe la resolvante associee au noyau N et que N soit non-periodiquea).

Λoo

Pour un noyau de convolution N = atdt sur X, on obtiendra
Jo

facilement que les trois enonces suivants sont equivalents:
(a) N est borne.
(b) \dat ^ 1 (yt ^ 0).

(c) II existe une fonction definie-negative ψ dans le groupe dual X
de X, et une seule telle que la transformee de Fourier de at soit de la
forme άt = exp(—tψ).

Dans ce cas, ψ s'appelle la fonction definie-negative associee au noyau
N. On a evidemment N = 1/ψ des que cela a un sens. Une fonction
complexe et continue ψ dans X est, par definition, definie-negative si
Γon a:

(1) ψ(0) ^ 0 et ψ(-x) = ψ(5) (v^ e X).

(2) Quels que soient n un entier ^ 1, (Xi)^=ι c ί et (cd^i nombres

complexes avec 2J?=I C* — 0»

n n

ΣΣΣ Σ Ψ( î - Λi)cΛ ^ o .

En particular, un noyau de convolution de Hunt symetrique sur X
s'appelle un noyau de convolution de Dirichlet sur X, qui satisfait
toujours au principe complet du maximum.

PROPOSITION 3 (cf. [10] et [11]). Supposons quHl existe un espace
vectoriel topologique E appartenant a X et homeomorphe avec R, et soit
tc un noyau de convolution non-zero sur R porte par R+. Alors pour

Λoo

que, quel que soit N = atdt un noyau de convolution de Hunt sur X,
Jo

N(κ) = atdκ(t) soit aussi un noyau de convolution de Hunt sur X, il

faut et il suffίt que K soit un noyau de convolution borne de Hunt sur R.

Pour simplifier la notation, H{A) et Hb(A) designeront respectivement
la totalite des noyaux de convolution de Hunt sur X portes par A et
son sous-ensemble des noyaux de convolution de Hunt bornes, oύ A est un
semi-groupe ferme dans X. D'apres la proposition 3, on arrive a la
definition suivante:

(1) Cela signifie que, quel que soit x φ 0 de X, N Φ N*εXf oύ εx est la mesure de
Dirac a x.
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116 MASAYUKIITO

DEFINITION 1 (cf. [10] et [11]). Soit N = f atdt un noyau de con-

volution de Hunt sur X. On note

qui s'appelle la famille sous-ordonnee au noyau N. On notera ensuite

H(N;X) = H(N;X) U {0}.
Soit κQ un noyau dΉeaviside sur R c'est-a-dire dtcQ = eίί sur 2?+ et

AT0 = 0 dans R — R+. Alors on a evidemment

3. Les cones convexes de Riesz

Commenςons d'abord avec la definition du principe relatif de domi-

nation. Soient N1 et N2 deux noyaux de convolution sur X. On dit

que Nt satisfait au principe de domination relatif a N2 si, queues que

soient / et g de Mi, Γinegalite Nλf ^ N2g est satisfaite presque partout

pour ξ (note desormais f-p.p.) sur X des qu'elle Test f-p.p. sur {xeX;

f(x) > 0}. On notera, dans ce cas, Λ^ -< N2 En particulier, si, pour

un noyau de convolution N sur X, N < ξ, on dit qu'il satisfait au

principe classique du maximum.

PROPOSITION 4. Soient No et H(N0 X) un noyau de convolution de

Hunt sur X et la famille sous-ordonnee au noyau No, respectivement.

Alors tout le noyau de convolution N de H(N0 X) satisfait au principe

de domination relatif a NQ et il existe un autre noyau de convolution Nf

sur X, et un seul tel que N*N' = NQ.

Λoo

LEMME 1. Soit N = atdt un noyau de convolution de Hunt sur
Jo

X; supposons que, pour trois mesures positives λ19 λ2 et λ2 dans R+,

χ^χ2 = χz. Alors N{λi) — atdλi(t) (ί = 1,2) a un sens et a

des que Nih) a un sens et λ3 Φ 0.

En effet, on a
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CONES CONVEXES DE RIESZ 117

N(λ3) =

= J Jαt*α,<Mi(t)<M2(s) = N(il)*NM ,

d'oύ notre lemme.

LEMME 2. Pour un noyau de convolution K de Hb(R+), il exίste un

autre noyau de convolution κf sur R porte par R+ tel que

d(κ*κ') = dt sur R+ et —κf ^ 0
dt

au sens des distributions dans (0, +00).

En effet, soit κ0 le noyau dΉeaviside sur R. II suffit de montrer

que K satisfait au principe de domination relatif a κ0. Si c'est vrai, il

existe un autre noyau de convolution borne κr sur R porte par R+ tel

que κ*κ! = κ0 (cf. [5]). Done, au sens des distributions, ((d/dt)κ')*fc = ε,

oil ε designe aussi la mesure de Dirac a Γorigine de R. K etant de la forme

K = atdt, la famille ((ε — at)/t)t>0 converge vers la distribution {d\dϊ)κf

au sens des distributions dans R avec ί | 0 , d'oύ (d\dϊ)κr ^ 0 dans (0, +00).

Pour que K satisfasse au principe de domination relatif a κ09 il suffit que

Γimplication suivante ait lieu: Queues que soient /, g de Mi(R),

xf ^ Koβ P P sur supp (fdt) <=> icf ^ κog p.p. sur R

(cf. [8]). Done il suffit de voir que, dans tout Γintervalle ferme [α, b]

dans le complement de supp {fdt), /cf <̂  Λro#p.p. sur [α, 6]. Soient fa et

ga les restreintes de / et de g sur (— 00,α]; alors κf — κfa et κog = κoga

sur (— 00, δ]. On a

Ko9a — gadt p.p. sur [α, b] et tcoga ̂  gadt p.p. sur supp (fadt) .

K etant borne, il satisfait au principe classique du maximum (cf. par

exemple, [9]). Done κfa ^ \gadt p.p. sur [α, 6], d'oύ fcf ^ κog p.p. sur

la,b].

On obtiendra facilement Γinverse du lemme 2 dans la section 4.

La proposition 4 resultra immediatement des deux presents lemmes. Soit

o l e semi-groupe associe au noyau No; alors il existe un noyau de
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convolution de Hunt tc de Hb(R+) tel que JV = atdκ(t). D'apres le lemme

2, il existe un autre noyau de convolution κr sur R tel que supp (/cθ c j?+

et d(κ*κf)(t) = dt sur R+. D'apres le lemme 1, on a

IV*2V(O = No .

Par consequent, d'apres le principe de domination pour N, on a evi-

demment N < No.

Pour simplifier la notation, on note H(X) = H(X) U {0} et Hb(X)

= Hb(X) U {0}.

DEFINITION 2. Soit No un noyau de convolution de Hunt sur X.

Une famille C(NQ) contenue dans H{X) s'appelle un cone convexe de

Riesz relatif au noyau No si elle est un cone convexe vaguement ferme

de vertex 0 qui verifie les conditions suivantes:

(1) NoeC(No).

(2) Pour un noyau de convolution de Hunt quelconque N de C(N0),

il existe un autre noyau de convolution de Hunt N' de C(NQ) tel que

N*N' = No.

Dans (2), N' est uniquement determine, d'apres le principe d'unicite

pour Λr(2), et il s'appellera le noyau dual de N relatif au noyau 2V0. La

definition 2 est une notion induite de la formule classique de Riesz et

de la proposition 1.

Remarque 1. Soient No et C(N0) un noyau de convolution de Hunt

sur X et un cone convexe de Riesz relatif au noyau No, respectivement

alors on a, quel que soit JV de C(N0), N < JV0. Cela resulte immediate-

ment de (2) et du principe de domination pour JV.

PROPOSITION 5. Soient No et C(NQ) un noyau de convolution de Hunt

sur X et un cone convexe de Riesz relatif au noyau NQ, respectivement.

Alors, pour tout le noyau de convolution de Hunt N de C(JV0), la

resolvante associee au noyau N est contenue dans C(NQ).

Demonstration. Soit N' le noyau dual de N relatif au noyau 2V0.

Alors, quel que soit p > 0, N' + pNQ e C(N0). Soit Np le noyau dual de

N' + pNQ relatif au noyau NQ alors, quels que soient p > 0 et q > 0,

(2) Cela signifίe que, quelle que soit μ une mesure de Radon reelle dans Z, μ = 0
des que N*μ a un sens et N*μ = 0.
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W + pNQ)*Np = (N' + qNQ)*Nq = NQ .

On a, d'apres le theoreme de Fubini,

(N' + qN0)*Nq = (N' + pN0 + (q- p)(N' + pN0)*Np)*Nq

= (N' + pN0)*(Nq + (q- p)Np*Nq) .

N' + pN0 satisfaisant au principe d'unicite, on a Np — Nq = (q —p)Np*Nq,
et done (Np)p>0 est une resolvante. On a aussi N — Np = pN*Np (vp > 0).
N etant un noyau de convolution de Hunt sur X, on a limp_0 Np = N
(au sens de la topologie vague), d'oύ (Np)p^0 est la resolvante associee
au noyau N, oύ No = N. La demonstration est ainsi complete.

On notera m^R*) et m(Z) la totalite des mesures de Radon positives
dans R+ de masse totale finie et la totalite des mesures de Rodon posi-
tives dans X, respectivement.

DEFINITION 3. Soit (at)t^Q un semi-groupe vaguement continu de
mesures de Radon positives dans X tel que, quelle que soit v de rn^lf1"),

atdv(t) a un sens dans m(X). Si Γapplication mx(R+) sv-*\ atdv{t) e m(X)

est injective, alors ce semi-groupe est dit injectif.

Pour un noyau de convolution de Hunt N = atdt sur X, atdv(t)

a un sens dans m{X) (vι^em1(i?+)).

Remarque 2. Soit (at)t^0 un semi-groupe vaguement continu de

mesures de Radon positives dans X tel que \ dat <̂  1 (t ^ 0) alors il

existe une fonction definie-negative ψ dans X, et une seule telle que Γon
ait άt = exp(-tψ) (t^ 0) (cf. par exemple, [4]). Si {ψ(x)eC;xeX}
Π{zeC; Re. z > 0} contient un ensemble relativement compact et infini
dans {zeC; Re. 2 > 0}, alors (at)t>0 est injectif. On note ici C le champ
complexe et Re. z designe la partie reelle de z.

En effet, il est evident que, quelle que soit v de mx{R+), atdv(t) a

un sens dans m(X), et on a

ί atdv(t)(x) = ί exp (-tψ(x))dι>(t)
j J

pour tout x de X. Posons Fv(z) — exp(—tz)dv(t) sur {zeC; Re. 2 ^ 0};
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alors Fv est continue sur {z e C Re. z ^ 0} et elle est analytique dans
{z e C; Re. z > 0}. En utilisant le theoreme de coincidence dans la theorie
classique de fonction et le fait que la transformation de Laplace est
injective, on peut affirmer facilement que (at)t^0 est injectif.

Rappelons ensuite le theoreme de Bernstein dans la theorie classique
d'analyse harmonique.

PROPOSITION 4 (cf. par exemple, [13]). Soίt φ une fonction non-
negative et infiniment derivable dans (0,+oo). Pour que φ soit com-
pletement monotone, il faut et il suffit qu'il existe une measure de Radon
positive λ sur R+ telle que

φ(t) = exp(—ts)dλ(s) dans (0, +oo) .

On dit que φ est completement monotone si, quel que soit m un
entier non-negatif, (-l)> ( T O )(ί) ^ 0 dans (0, +oo), oύ φm = φ et φim) est
la derivee de φ d'ordre m.

Nous montrerons notre premier theoreme principal suivant:

THέOREME 1. Soient N et (Np)p^0 respectivement un noyau de con-
volution de Hunt sur X et la resolvante associee au noyau N. Alors la

totalite des noyaux de convolution sur X de la forme cε + I Npdλ(p) est

un cone convexe de Riesz relatif au noyau N, oύ c et λ sont une constante
non-negative et une mesure de Radon positive dans R+, respectivement.
En partίculier, si le semi-groupe associe au noyau N est injective, alors
cela est un seul cone convexe de Riesz relatif au noyau N appartenant
dH(N;X).

On preparera d'abord un lemme elementaire.

LEMME 3. Soient n, (Pi)^Q, (α^J.o et c un entier posίtif, une famille
de nombres avec 0 = p0 < pλ < < pn, une famille de nombres positifs
et un nombre positif, respectivement. La fonction

f(t) = *

s^r R est de la forme
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n U

fit) - Σ ~ — >

oύ Pi< qt < pi+1 (ΐ = 0,1, , n — 1), qn > pn et bt > 0 (i = 0,1, , n).

Posons

g(t) = ct(t + Pί) ... (t + pn) + Σ '

alors g(—p2k) > 0 et ^(—p2m+i) < 0 des que 2fc ^ n et 2m + 1 <; n. D'autre

part, il existe une constante positive A telle que, quel que soit t ^ A,

(—Dn#(—t) < 0. Done il existe une famille (qdi^ de nombres positifs

telle que g(—qt) = 0 (0 ^ < ̂  n), p< < gr€ < p<+1 (0 ^ i ^ n — 1) et qn> pn.
Done on peut ecrire

ί=o t -\- qi

oύ 6€ est une constante reelle. Remarquons

- Pi) it + p n ) .

on a alors

lim f{t) = + oo ,

et par suite 6̂  > 0 (0 <] i ^ n), d'oύ notre lemme.

Demonstration du theoreme 1. Soit κQ le noyau dΉeaviside sur R;

(κp)pizo designe la resolvante associee au noyau κ0. On a alors κv — 0

dans (—oo,0) et cΪA p(i) = exp(—pt)dt sur i?+. On notera CR(κQ) la totalite

des noyaux de convolution sur R de la forme cε + κpdλ(p)f oύ c et Λ sont

une constante non-negative et une mesure de Radon positive sur R+,

respectivement.

On montrera d'abord que CR(κ0) est un seul cone convexe de Riesz

relatif au noyau AT0. II est bien connu que CR(/cQ) appartient a H(K0 R)

= Hb(R+) (cf. [7] et [11]). Evidemment CR(tc0) est un cone convexe de

vertex 0. D'apres le lemme 1, pour un noyau de convolution de Hunt

cε + κpdλ(p) de CR(κ0), il existe un noyau de convolution κf sur R porte
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par R+, et un seul tel que Γon ait

(cε + κpdλ(p))*κ' = κ0 .

Pour que κf appartienne a CR(fc0), il suffit que, quel que soit m un entier
non-negatif, (—ϊ)m(dm/dtm)κ' ^ 0 au sens des distributions dans (0, +oo),
d'apres le theoreme de Bernstein. Soit κfn un noyau de convolution sur
X qui verifie Γegalite

alors il est uniquement determine, et la suite OOίΓ-i converge vaguement
vers κf avec n-* +oo. Done on peut supposer que c > 0 et λ est a sup-
port compact. Si λ est de la forme

oύ α̂  > 0, p0 = 0, Pi > 0 (1
point Pi, on a alors

et εPi est la mesure de Dirac au

dans (0, + oo), oύ ΐ ' est la transformee de Laplace de A/. On remarque

ici que 7' a un sens, d'apres le fait que K' est borne (cf. le lemme 2).

Done

Σ αit

D'apres le lemme 3, on a

*/(f) = Σ
ί=4 ί +

oύ g« > 0 et &ί > 0, et par suite

d'oύ, quel que soit m un entier non-negatif, {—l)m{dmjdtm)ιcf ^ 0 au sens
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des distributions dans (0,+00). En general, pour une mesure de Radon

positive λ dans R+ a support compact, il existe une suite CU~=1 de

mesur.es de Radon positives sur R+ de la presente forme qui converge

vaguement vers λ avec n-* +00. On note encore κf

n le noyau de convolu-

tion sur R tel que

ce + \ κpdλn(p)\*κfn = κ0 ,

et alors la suite (*£)»=1 converge vaguement vers κf avec n-+ +00. On

a done, quel que soit m un entier non-negatif, (—l)m(dm/dtm)/c/ ^ 0 au

sens des distributions dans (0,+00), d'oϋ κ'eCR(ιc<). Supposons qu'une

suite de CR(κ0) converge vaguement vers un noyau de convolution K sur

R; alors on a aussi (—l)m(dm/dtm)ιc >̂ 0 au sens des distribution dans

(0,+00), et done, d'apres la proposition 6, tc appartient a CR(tc0). Par

consequent, CR(tc0) est vaguement ferme, d'oύ CR(tc0) est un cone convexe

de Riesz relatif au noyau κ0.

Soit C(κ0) un autre cone convexe de Riesz relatif au noyau κ0.

D'apres la proposition 5, on a CR(κ0) c C(κ0). On remarque ici que

ε e C(κ0) resulte de κQ e C(fc0). D'apres le lemme 2, on a, quel que soit K de

COO, —(d/dt)κ ^ 0 au sens des distributions dans (0, +00). Soit m un

entier positif et supposons que, quel que soit tc de C(κQ), (—l)7rι(dm/ dtm)/c >̂ 0

au sens des distributions dans (0, +00). Soit K un noyau de convolution

de Hunt quelconque de C(AC0); κf designe le noyau dual de K relatif au

noyau AT0. On note ensuite (κQp^ l a resolvante associee au noyau κf alors

(cf. la proposition 5). On a

— p2ιc*/c'*ιsfp = pκ0 — p2ιc0*κfp ,

et par suite

Par consequent, on a

au sens des distributions dans (0, +00). Faisant p-> +00, on obtient
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(-1)"
dtn

au sens des distributions dans (0,+00), car limp^+oo pκp = ε (au sens de
la topologie vague). Par recurrence on obtient, quels que soient K de
COO et m un entier non-negatif, (—l)m(dm/ dtm)κ ;> 0 au sens des distri-
butions dans (0, +00), d'oύ CR(tc0) D C(κ0). Done CΛ(/c0) est un seul cone
convexe de Riesz relatif au noyau κ0.

Soient N un noyau de convolution de Hunt sur X et (NP)P^Q la re-
solvante associee au noyau N. On designera par CR(N) la totalite des

noyaux de convolution sur X de la forme cε + Npdλ(p), oύ c et λ sont

respectivement une constante non-negative et une mesure de Radon posi-
tive dans R+. Alors cela est evidemment un cone convexe de vertex 0
verifiant les conditions (1), (2) dans la definition 1, car on a, quelle que
soit λ une mesure de Radon positive sur R+,

J Npdλ(p) = Γat ί exp (~pt)dλ(p)dt,

oύ (at)t^0 est le semi-groupe associe au noyau N. Montrons que CB(N)

est vaguement ferme. Si une famille ( Npdλa(p)) est vaguement bornee

dans X, alors (λa)a^Λ est aussi vaguement bornee sur R+. Done il sufRt
de montrer que si une suite CU«=i de mesures de Radon positives sur R+

converge vaguement vers une mesure de Radon positive λ sur R+ et si

ί \Npdλn(p)\ est vaguement bornee dans X, alors tout sa sous-suite

converge vaguement vers un noyau de convolution de CR(N) des qu'elle
converge vaguement. On a, quelle que soit / une fonction de CK(R),

lim \f(p)Npdλn{p) = ϊf(p)Npdλ(p)

au sens de la topologie vague dans X. Done on peut supposer qu'il
existe un nombre r > 0 tel que supp (λn) c [r, + 00) (yn ̂  1). Evidemment

la suite ( fcpdλn(p)j est vaguement bornee dans R, et on peut supposer

qu'elle converge vaguement vers un noyau de convolution K de CR(κQ)
avec n-+ +00. De la meme maniere que pour CR(ιc0), on obtient que
CR(/cr) est aussi un cone convexe de Riesz relatif au noyau κr. La famille
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(κr+p)p^0 etant la resolvante associee au noyau κr, on a (I £pcUn(p)]

c CR(κr) et K e CR(κr). On peut supposer λn Φ 0 C*n ̂  1), λ Φ 0, et done

A: ^ 0. Soient Λ̂  et K! le noyau dual de npdλn{p) et le noyau dual de K

relatifs au noyau κr, respectivement. Alors 0O~=1 converge vaguement

vers κf avec w—> +oo. Ayant

= J -- cttn(p) Jd£ = Jd* r = 1 et

on obtient que la suite ( —-dλn(p)) est bornee. D'autre part, on a,
\J p /n-l

quelle que soit / une fonction de CK(X), limί_+ββ at*f(0) = 0. Done

lim Npdλn(p) = j α^ekίί)

au sens de la topologie vague dans Z. Par consequent, CX(N) est vague-

ment ferme, d'oύ CR(N) est un cone convexe de Riesz relatif au

noyau N.

Supposons finalement que le semi-groupe (at)t^0 associe au noyau N

est injectif. Soit C(N) un cone convexe de Riesz quelconque relatif au

noyau N appartenant a H(N;X). Pour que C(N) = CB(N), il suffit de

montrer que la famille

= |/c e ?+) J αtdc(ί) e C(iV)}

appartient a CB(κ0), car on a toujours C(2V) D CR(N). C'B(K0) est evi-

demment un cone convexe de vertex 0. Soit K un noyau de convolution

de Hb(R+) Π CR(κ0) alors il existe un autre noyau de convolution K' de

Hb(R+) Π CiGcβ) tel que

ΛΓ = (f a tdKt))*(f ΛίΛc'(ί)) - J atd(

Soient (ίcp)p^0 et (κp)p^0 respectivement la resolvante associee au noyau K

et la resolvante associee au noyan ί; on a alors, pour trois nombres

p > 0, q > 0 et r > 0,

J atdκp*(ε - qίcq)*(ε — ric'r)(t) = J atdκq*i?r*(e — ptcp)(t) .
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Ayant d\/ep*(ε — pίcv)*{e — pκ'p)\ < +00 et d\ίcq*fc'r*(ε — p/cp)\ < + 0 0 , on

obtient

ιcP*(ε — QtCq)*(e — rκfr) = icq*^r*(e — pfcp) .

Faisant separement p[0, q\,0 et r | 0 , on a κ0 = «**'. Done, de la meme

maniere que ci-dessus, on a C'B(κ0) C CE(K0). La demonstration est ainsi

complete.

Remarque 3. Soient iV un noyau de convolution de Hunt sur X et

(Cα(iV))α6Λ une famille de cones convexes de Riesz relatifs au noyau N.

Alors Π«€Λ Ca(N) est aussi un cone convexe de Riesz relatif au noyau

N. CR(N) est le plus petit cone convexe de Riesz relatif au noyau N.

4. Les noyaux de convolution completement sous-harmoniques en dehors de

Γorigine.

Des maintenant, X est toujours Γespace euclidien Rn a n ( ^ 1)

dimensions. Pour un point x = (x19 x2, , xn) de i?w, on notera \x\

= (x2i + xl+ -" + 4) 1 / 2 On designera par 2 = ^(i?71) et ^ = ^(i?w) Γespace

vectoriel topologique usuel des f onctions complexes et infiniment derivables

dans X a support compact, et Γespace vectoriel topologique usuel des

f onctions complexes et infiniment derivables dans X a decroissance rapide.

Soit k un entier non-negatif. On notera

θ* (resp. θs) Γideal de 3f (resp. Sf) constitue par toutes les fonctions

qui s'annulent ainsi que leurs derivees d'ordre < k a Γorigine,

ΘQ (resp. θf) Γideal de convolution forme des fonctions φe@ (resp.

e 5f) telles que, quel que soit a un multi-indice avec \a\ < fc, x"φ(x)dx = 0.

Pour un multi-indice a = (aua2, ,α n), on ecrit \a\ = ax + a2 +

+ an. Pour »=(»!, x2f , xn) de Rn

9 xa designe xlxxl% xa

n

n. La definition

suivante est mis en ordre par C. S. Herz [4].

DEFINITION 4. ( i ) Soit k un entier non-negatif. Une distribution

M dans Rn sera dite fc-conditionnellement positive si, quelle que soit φ de

(ii) Une distribution v dans i?n sera dite fc-conditionnellement de

type positif si, quelle que soit φ de θl, v*φ*φ(β) ̂  0, oύ φ(x) = ^D(—X).

Si une distribution v dans Rn est fc-conditionnellement de type positif,
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alors v est une distribution dans Rn a croissance lente (cf. [4]), et done,
quelle que soit φ de 0*, v*φ*φ (0) ^ 0, car θ% est dense dans θk. C. S. Herz
[4] montre le theoreme fundamental suivant, qui est une generalisation
du theoreme de Bochner.

PROPOSITION 7. Les deux enonces suivants sont equivalents:
(a) Une distribution v dans Rn est k-conditionnellement de type posi-

tίf.
(b) v = ύ, oύ u est une distribution k-conditionnellement positive

dans Rn a croissance lente.

Rappelons ici que, dans cette note, la signe Λ represente la trans-
formation de Fourier. D'apres la definition de fonction definie-negative,
on obtient immediatement que, pour une fonction definie-negative ψ dans
Rn, —ψ est 1-conditionnellement de type positif. Rappelons que, d'apres
le theoreme de Levy-Khinchine, une fonction definie-negative ψ dans Rn

est de la forme

ψ(x) = c f

\y f

oύ x = (x19x29 •• ',xn)> y = (i/i,l/2, ••-,!/»), 5C-2/ = Σΐ-i^tl/o c ^ 0, α<, et
j ^ (ΐ, y = 1,2, , n) sont constantes reelles Σ?-i Σ5-i &ijχi%3 est une
forme quadratique non-negative σ est une mesure de Radon positive en
dehors de Γorigine avec

dσ(x) < +oo .
+ \x\

Remarque 4. Soient ψ une fonction definie-negative dans Rn et
le semi-groupe vaguement continu de mesures de Radon positives dans
Rn tel que άt = exp (—ίψ). Alors fe)^0 est injectif des que ψ ^ 0. Cela
resulte immediatement de la remarque 2.

En particulier, si une fonction definie-negative ψ dans Rn est invari-
ante par rotations, alors elle est non-negative et de la forme

r
= d + c2\x\2 + (1 •— exp
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oύ Ci (i = 1,2) est une constante non-negative et σ est une mesure de

Radon positive en dehors de Γorigine invariante par rotations et verifiant

la presente inegalite.

LEMME 4. Soit φ une function non-negative et continue sur R+. Si,

pour un entier posίtίf m, ψm(x) = φ(\x\) est definίe-negative dans Rm,

alors, quel que soit n un entier positif avec n ^ m, la fonction ψn(x)

— p(|#|) dans Rn est aussί definίe-negative.

II est facile de voir ce lemme. Dans le present lemme, pour un

entier n> m, la fonction ψn(x) — φ(\x\) dans Rn n'est pas toujours definie-

negative (voir [11]).

DEFINITION 5. ( i) Un noyau de convolution N sur Rn est condi-

tionnellement sous-harmonique si Γon a ΔN >̂ 0 au sens des distributions

en dehors de Γorigine.

(ii) N est dit completement sous-harmonique en dehors de Γorigine

si Γon a, quel que soit k un entier non-negatif, ΔkN ^ 0 au sens des

distributions en dehors de Γorigine.

On note ici Δ Γoperateur de Laplace sur 2?n, et Δ1 = Δ, Δk = {.Δk~ι)Δ.

LEMME 5. Soit φ une fonction infiniment derivable dans (0, +oo).

Si, quel que soit k un entier non-negatif, φ{2k) ^ 0 et ^ΪΆt^+00φ{t) < +oo,

alors φ est completement monotone.

En effet, φ est convexe et on a limί_+oβp(ί) < +oo, et done — ψ\t) ^ 0

dans (0,+oo). Supposons qu'il existe un entier positif k tel que φ{2k)

ne soit pas decroissante au sens large. On peut supposer ici que, quel

que soit m un entier non-negatif avec m < k, φ(2m) est decroissante au

sens large. Done lim^+0O ψ{2m\t) < +oo. Soit t0 un nombre positif tel

que φ(2k+1)(t0) > 0. Alors

φ φ [t0, oo) ,

et done

φ(2k)(t) ^ φ(2k+1\toKt - t0)

pour tout t de [ί0, +oo). Soit / une fonetion non-negative et non-zero

de ^(R1); alors

lim f φ™\\t - s\)f(s)ds ^ Hm f 9

m+1\t0)(\t - β| - to)f(s)ds =
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On a, d'autre part,

lim [φi2k)(\t - s\)f(s)ds = lim (V2ft-2)(|ί - s\)f"(s)ds < +00 ,

d'oύ une contradiction. Par consequent, quel que soit m un entier non-

negatif, ( - l » ( m ) ^ 0.
Dans le present lemme, on peut remplacer limt_+oo φ(t)/t = 0 au lieu

de la condition Ifin^ „ φ(t) < +00. Des maintenant, nous considererons
principalement les noyaux de convolution sur Rn invariants par rotations.

LEMME 6. Soit N un noyau de convolution borne et conditionnelle-
ment sous-harmonique sur Rn invariant par rotations alors il existe une
fonction definie-negative ψ dans Rn invariante par rotations, et une seule

telle que ψ = —ΔN.
En effet, on remarque d'abord que N s'ecrit

dN = cdε + Φ(\x\)dx ,

oύ c et Φ sont respectivement une constante non-negative et une f onction
finie et continue dans (0, +00), car N est evidemment absolument continu
par rapport a la mesure de Lebegue et sa densite est sous-harmonique
au sens des distributions en dehors de 0 et invariante par rotations.
Pour une fonction quelconque / de Ci(Rn) invariante par rotations, N*f

est bornee sur Rn et sous-harmonique dans \xeRn;\x\> sup \y\\,

Done Φ est decroissante au sens large dans (0, +00). Par consequent,
pour notre lemme, on peut supposer que Φ tend vers 0 avec ί—• +00.
N satisfaisant au principe classique du maximum et etant egal a une
fonction en dehors de Γorigine, N est de type positif (cf. [8]), et par
suite — ΔN est aussi de type positif au sens des distributions. Soit σ
la restriction de ΔN en dehors de Γorigine; alors σ est une mesure de
Radon positive en dehors de Γorigine invariante par rotations. Pour un
nombre positif r, on pose σr la restriction de σ sur {xeRn; \x\ :> r}, et
alors elle est consideree comme une mesure de Radon positive dans Rn.
Quelle que soit ψ de @(Rn), la fonction (—ΔN + στ)*φ*φ — σr*φ*φ est de
type positif, et par suite

σr*φ*φdx <; (—ΔN + σr)*φ*φdx + 0 0
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car (—ΔN + ar)*φ*φ est a support compact. Par consequent, \dσr < +00.

D'autre part, soit φx une fonction non-negative de @(Rn) invariante
par rotations telle que φx <̂  1 et ψx(x) = 1 sur {x e Rn | x | <; 1} on pose,
pour un entier positif m, φm(x) = ^^ma;). On a alors

lim

et par suite, en utilisant la formule de Green,

+ oo > f Δ (\xf (ψl(.x)r)Φ(\x\)dx

= lim f Δ(\xf (ίΨι(.x)y - (<pm(.x)y))Φ(\x\)dx

Γ Γ
= l im \\x\2 ((ψλ(x))2 - (φm(%))2)dσ(%) ^

d'oύ

\^l—da{x) < +00 .

Par consequent, on peut ecrire

= d + c\xf + J(1 - exp (x>y</=l))dσ(y) ,

oύ c7 est une autre constante reelle, car —ΔN est une distribution dans
Rn invariante par rotations et d'ordre ^ 2. En utilisant encore le fait

que — ΔN est de type positif, on a c' ^ 0, d'oύ — ΔN est definie-negative
dans Rn.

Si n ;> 3, 1/ψ est localement sommable des que N n'est pas constant.
Mais, dans le cas oύ n — 1,2, cela n'est pas toujours vrai.

On notera Sr,0 = Sr>Q(Rn) la totalite des noyaux de convolution sur Rn

completement sous-harmoniques en dehors de Γorigine, invariants par
rotations et s'annulant a Γinfini.

Remarque 5. Soit N un noyau de convolution borne sur Rn complete-
ment sous-harmonique en dehors de Γorigine et invariant par rotations;
alors il est de la forme N = No + c, oύ IVQ est de STtQ et c est une con-
stante ^ 0.

Le lemme suivant est obtenu par C. S. Herz [4].
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LEMME 7. Soit k un entier positif; alors les deux enonces suivants

sont equivalents.

(a) Une distribution v dans Rn est k-conditionnellement de type

positif.

(b) v = p2k(x) + vf, ou p2k est un polynδme homogene de degre 2k

et fortement positif et vf est conditionnellement de type positif et verifiant

vr = o(\x\2k) a Γinfinί.

vf est dite conditionnellement de type positif s'il existe un entier

kr }> 0 tel que vf soit ^-conditionnellement de type positif. v! = o(\x\2k)

a Γinfini signifie que, quelle que soit φ de @(Rn), v'*φ = o(\x\2k) a Γinfini.

D'apres le lemme 7, on obtiendra facilement le lemme suivant:

LEMME 8. Soit N un noyau de convolution de Sr,0(Rn). Alors, quel

que soit k un entier positif, ΔkN est k-conditionnellement positive.

En effet, posons ψ = —ΔN; alors -ψ est definie-negative dans Rn.

On a done

11 λy\JU) — \—Λ.J I «Λ/ I

On peut ecrire

ψ(x) = d + c2 \xf + ( 1 — e x p

oύ ct (i = 1,2) est une constante non-negative et σ est une mesure de

Radon positive en dehors de Γorigine invariante par rotations avec

. . ,odσ(x) < + oo .

Soit v la distribution dans Rn definie par la fonction x -> ( — l)k \x\2(k~v(ψ(x)

— c2\x\2); alors v = o(\x\2k) a Γinfini. La distribution Δk{N — c2ε) verifie

la condition: Quelle que soit φ ̂  0 de @(Rn) avec supp (φ) 3 0, on a

Δk(N — c2ε)(φ) ̂  0. En utilisant le fait que la distribution Δk(N — c2ε) est

d'ordre fini dans un voisinage de Γorigine, il existe un entier positif kf

tel que Δk(N — c2ε) est AZ-conditionnellement positive, et par suite v est

fe^conditionnellement de type positif, d'apres la proposition 7. v est done

A -conditionnellement de type positif (cf. le lemme 7). Par consequent,

ΔkN = c2Δ
k + Δk{N — c2ε) est ^-conditionnellement positive.

LEMME 9. Soit φ une fonction finie et continue sur R+ telle que,
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pour un entier positif n, φ(\x\) soit definie-negative dans Rn. Si, pour
un entier positif k, la fonction ψn(x) = (—l)k \x\2{k~υφ(\x\) dans Rn est k-
conditionnellement de type positif, alors la fonction ψx(ί) = (—l)k\t\uk~1)φ(\t\)
dans R1 est aussi k-condίtionnellement de type positif.

En effet, soit fx une fonction de @+(Rn) invariante par rotations telle
que

supp (/i) c {x e Rn \x\ ̂  1} et f fxd% = 1 .

On pose ensuite, quel que soit m un entier positif, fm(x) = mnfx(mx).
En posant

Ψl.m(«) = Ψn*/m*/m (ί, 0, , 0) ,

on obtient que la suite (φltm)Z-i converge uniformement vers ψx sur tout
compact de R1 avec m—> +00. ψn etant fc-conditionnellement de type
positif dans R1, la fonction

est de type positif. La fonction ψ w */ m */ m etant invariante par rota-
tions, on a

^ . 0, , 0) = 4

pour tout ί de Jf1. Par consequent,

est de type positif. Faisant m—> +00, on obtient que (—l)k(d2k/
est de type positif au sens des distributions dans R1, d'oΰ, quelle que
soit / de

dtkJ) \dtk

On remarque ici que, dans R1,
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qui est facilement montre. C. S. Herz a montre sa forme generate (cf.
[4]). Par consequent, ψj est fc-conditionnellement de type positif.

Dans cette note, on notera toujours G(

Q

n) ou bien r2~n le noyau new-
tonien. Dans ce cas, on peut supposer G(

o

n) = l/\x\2. Pour tout p > 0,
il existe le noyau de convolution de Dirichlet G^ sur Rn in ;> 1) dont
la transformee de Fourier est de la forme

P + \X\2

La famille ((rpn))p>0 est evidemment une resolvante. On a lim^o Gpn) = (τ£w)

sur 2?n (n, ̂  3), et dans ce cas, (G^n))p^o s'appelle la resolvante associee
au noyau newtonien.

THEOREME 2. (1) Soit N un noyau de convolution borne sur Rn

completement sous-harmonique en dehors de Vorigine et invariant par
rotations alors il est de la forme

N = c2ε + J Gfdλ(p) ,

oύ d (i = l,2) et λ sont respectivement une constante non-negative et
une mesure de Radon positive sur R+, et N satisfait au principe complet
du maximum.

(2) Dans Rn (n ^ 3), Srt0(Rn) est un seul cone convexe de Riesz
relatif au noyau newtonien sur Rn et constitue par de noyaux de convolution
invariants par rotations.

Demonstration. Onmontrera d'abord Γenonce (1). D'apres le lemme
6, il existe une fonction non-negative, finie et continue φ sur R+ telle
que la fonction

soit definie-negative dans Rn. Posons ψ^t) = φ(\t\) sur R1; alors ψx est
definie-negative dans RK Pour tout Γentier positif fc, ΔkN est fc-condi-
tionnellement positive, et done la fonction

dans Rn est fc-conditionnellement de type positif (au sens des distribu-
tions). D'apres le present lemme, la fonction
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est fc-conditionnellement de type positif dans R1. Soit u la distribution

1-conditionnellement positive dans Rι dont la transformee de Fourier est

egale a —ψι. Ayant, quel que soit k un entier non-negatif,

dt2

on obtient que (d2k/dt2k)u est (k + l)-eonditionnellement positive. Done

il existe une fonction non-negative et infiniment derivable φ1 dans (0, + oo)

telle que u = φx(\t\)dt en dehors de Γorigine et, quel que soit k un entier

non-negatif, (d2k/dt2k)φx{t) ^ 0 dans (0,+00). ψλ etant definie-negative,

on peut ecrire

ψ^t) = Cl + c2t
2 + f (1 - exp

oύ c< (i = 1,2) et σ sont respectivement une constante non-negative et

Γ ί2

une mesure de Radon positive en dehors de Γorigine avec -2dσ(t)

< + o o . On a M = α en dehors de Γorigine, et par suite

-j-
+oo .

On a done lim^+oo φx{t) = 0. D'apres le theoreme de Bernstein et le

lemme 5, il existe une mesure de Radon positive λ sur R+ telle que

φλ(t) = ί exp (-ts)dv(s) Q*t > 0) .

D'apres limt_+0O φλ(t) = 0, on a v({0}) = 0. On a done

(1 — exp(ίsΛ^I))9i(|s|)dδ

= 1(1 (1 — exp (tsV^ϊ)) exp (—sr)ds
J \J s>0

+ (1 — exp (teV^Ί)) exp (5r)ds j

= 2 f(i -
J V

t = 2 ffl
J V

_ W . ) 2 ffl
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Par consequent, on a

f S\ 1

ψ^t) == cλ + c2t
2 + 2 1 (1 — s2G(

s

et par suite

- Δ N ( x ) = 0, + c 2 \ x \ 2 + 2 Ϊ ( 1 -

dans Rn. Soit iV0 l e noyau de convolution sur Rn de Srt0 tel que N — NQ

soit constant (cf. la remarque 5). Alors la transformee de Fourier de
No est egale a une fonction et on a

N0(x) = Λ + c2 + Λ f (1 - s2G$Kx))±

Si n = 1,2, alors cx = 0, car iV0 est localement summable. Soit λ la
mesure de Radon positive sur R+ definie par

= 2

pour toute la fonction / de CK(R+). Posons encore cx-= N — No; alors

N = cλ + c2ε + ΪGln)dλ(s) .

D'apres la proposition 1, No est un noyau de convolution de Dirichlet
sur Rn des que No Φ 0, et par suite N satisfait au principe complet du
maximum. La demonstration de (1) est ainsi complete.

Avant la demonstration de Γenonce (2), on preparera le lemme
suivant:

LEMME 10. Soit C(r2"n) un cone convexe de Rίesz relatif au noyau
newtonien sur Rn in ;> 3). Alors tout Velement de Ciχ2'n) est complete-
ment sous-harmonique en dehors de Vorigine et s'annulant a Uinfini.

En effet, d'apres la remarque 1, on a, quel que soit N de C(r2~n),
N < G{

o

n), et par suite, N s'annule a Γinfini. Soit N un noyau de con-
volution de Hunt quelconque sur X contenu dans C(r2~n) on designe par
N' son noyau dual relatif au noyau newtonien. Alors on a (—JN)*N' = ε.
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Λoo

N' etant un noyau de convolution de Hunt sur Rn, on a N' = I a'tdt,
Jo

oύ (a't)t;>o βst un semi-groupe vaguement continu de mesures de Radon

positives dans X avec \ da't <J 1. Done

lim £ ~ "* = -AN

au sens des distributions dans Rn, d'oύ JiV ^ 0 au sens des distributions

en dehors de Γorigine. Soit m un entier positif et supposons que, quel

que soit N de C(r2~n), ΔmN ^ 0 au sens des distributions en dehors de

Γorigine. Soit N un noyau de convolution de Hunt de C(r2~n) on designe

ensuite par Λ/7 le noyau dual de N relatif au noyau newtonien, et par

CWPpfco la resolvante associee au noyau Λ/7. On a alors (Np)p^0 c C(r2~n),

d'apres la proposition 5. Ayant, quel que soit p > 0,

(pN'p)*N = pN*N' - p2N*N'*N'p = pG}>n) - p2G{in)*Np ,

on obtient done

dm+1(pN'p)*N = — p J w + p2JmNp

au sens des distributions dans JR\ D'apres notre hypothese, on a

au sens des distributions en dehors de Γorigine. D'apres p dNp <̂  1

Qfp > 0) et lim^+oo pNp = ε (au sens de la topologie vague), on a Am+1N ^ 0

au sens des distributions en dehors de Γorigine. Par recurrence N est

completement sous-harmonique en dehors de Γorigine, d'oύ notre lemme.

Montrons (2) dans le theoreme 2. D'apres le theoreme 1, la totalite

CB(r2~n) des noyaux de convolution JV sur Rn de la forme N = cε + Gp

n)dλ(p)

est un cone convexe de Riesz relatif au noyau newtonien, oύ c et λ sont

respectivement une constante ^ 0 et une mesure de Radon positive sur

R+. Soit C(r2~n) un cone convexe de Riesz quelconque relatif au noyau

newtonien sur Rn et constitue par noyaux de convolution invariants par

rotations. D'apres Γenonce (1), on a STt0 c CB(r2~n), et d'apres la

remarque 3, CR(r2~n) c C(r2~n). En utilisant finalement le lemme 10,

C(r2~w)cS r,0, d'oύ Sr>0 = C(r2~n). La demonstration est ainsi complete.
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Remarque 6. Pour un noyau de convolution de Hunt borne K sur
R porte par R+ et pour un nombre p > 0, le noyau de convolution

N(*.p) = I at e χ P (—pt)dκ(t)

sur Rn est aussi un noyau de convolution de Dirichlet sur Rn, oύ
est le semi-groupe associe au noyau newtonien, car le noyau de convo-
lution AT(P) sur R satisfait au principe complet du maximum, oύ dκ(p)(t)
= exp(—pt)dκ(f). Est-ce qu'une discussion analogue pour (NiKtP))p^0 a
lieu?

Nous discuterons finalement sur une generalisation du theoreme de
Bernstein.

Soit C°°(0, + oo) Γespace vectoriel topologique des fonctions reelles et
infiniment derivables dans (0, + oo) muni des semi-normes

Pm.*(/) = sup^ |/<*>(f)| (m = 1,2, Λ = 0,1,2, 0 .

Rappelons le theoreme de Krein-Milman et le lemme 5. Alors le theoreme
de Bernstein affirme Γeconce suivant:

Le sous-ensemble

CM, = {/ e C-(0, + oo) f™(t) ^ 0 _
dans (0, +oo), Bm/(t) ^ 1, Πm f(t) < +00}

est convexe et compact dans C°° (0, +00), et on a

ex. CM, = {gp 0 <; p ^ 00} ,

oύ ex. CM, est Γensemble des points extremes de CM,, gp(t) = exp (—*/pt)
(0 ^ p < 00) et sUί) = 0.

DEFINITION 6. Soit a un entier non-negatif. Une fonction / de
C°° (0, +00) sera dite competement monotone d'ordre a si Γon a, quel
que soit k un entier non-negatif,

(Bay(t — \fit) ^ 0 dans (0, + 00) et ϊϊϊn f(f) < + 00 ,

oύ
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et

On notera CMaΛ la totalite des functions completement monotones

d'ordre a dans (0, +00) telles que Vΐmt_+oa f(t) <Ξ 1. En utilisant la fonc-

tion besselien, on obtient que, pour tout le nombre p ^ 0, il existe une

fonction gv

a) de CMa>1, et une seule telle que

Λ\g? pg? et lim #>(«) = 1 .
at/

On a evidemment g{

o

a) = 1. II est evident que g^ = gp ( vp ̂  0). Cela

est, d'autre part, compris par

dans Rtt+Z — {0}, oύ φ et J sont respectivement une fonction de C°° (0, +00)

et le laplacien sur Ra+Z.

LEMME 11. Soίent a un entίer non-negatif et f une fonction non-

negative de classe C2 dans (0,+00) telle que Ba(t\ d/dt)f(t) ;> 0 dans

(0, +00) et Iίm£_+O0 f(t) < + 0 0 ; alors f est dέcroίssante (cm sens large).

En effet, posons n = a + 3. On a

JΆ\x\)\ = Ba(\x\;d/dt)f(\x\)
\\x\n-2/ \x\n~2

dans Rn — {0}. Done la fonction /(|#|)/|#|w~2 est sous-harmonique en

dehors de Γorigine. Elle tendant vers 0 avec |#|-> +00, il est facile de

voir que / est decroissante (au sens large).

Par consequent, pour toute la fonction / completement monotone

d'ordre a, la limite \\mt^f(t) existe, qui notera /(0) = \im.t^f(t). En

generalisant le theoreme de Bernstein, on obtient le theoreme suivant:

THEOREME 3. Soίt a un entier non-negatif. Alors CMaΛ est un sous-

ensemble convexe et compact de C°° (0, +00), et Vensemble des points

extremes ex.CMaΛ de CMaΛ est egal a {g(

p

a) ;0<,p<* + 00}, oύ #Lα) =-0.

Demonstration. Evidemment CMaΛ est convexe. Pour que CMaΛ soit

compact, il suffit qu'il soit ferme et borne dans C°° (0, +00). On rappelle
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ici le theoreme d'Ascoli. II est facile de voir qu'il est ferme. Montrons
que CMaΛ est borne dans C°° (0, +00). On a, quels que soient m un entier
>̂ 1 et / une fonction de CMaΛ9 pm,Q (/) ̂  1. Pour simplifier la nota-

tion, on pose n = a + 3. Pour tout Γentier non-negatif k et pour toute
la fonction / de CMaΛ, la fonction

B»a(\x\;d/dt)f(\x\)
\x\n~2

est sous-harmonique dans Rn — {0}. On a, quelle que soit φ ̂ > 0 de

\ χ - y r 2 r I , I - + - J \x-yr

et done

l i m Bt(\x\;d/dt)f(\x\)_0^
I -»• I _»-I-oo |/y |W~2

Par consequent, Bk

a(t; d/dt)f(t) est decroissante (au sens large) dans
(0, +00).

Soit k un entier quelconque ^ 1, et supposons que, pour un entier
quelconque j avec 0 ̂  j <; 2k et pour un entier quelconque m ̂ > 1, il existe
une constante cmJ > 0 telle que, quelle que soit / de CMaΛ, pmj(f) ^ cmJ.
Alors, pour un entier quelconque / avec 0 <̂  j ^ k, il existe un autre
constante positive amJ telle que, quelle que soit / de CMa>1,

sup

Soit m un entier positif fixe. Alors il existe une constante cm avec
0 < cm < 1 telle que

<Pm(%) = J Gon)(% - V)ds1/2m(y) - c m J GΓ }(# - y)ds1/im(y) - (1 - c J

% n ) ( ^ - y)dsum(y)

soit zero sur {xe Rn; \x\<> l/4m ou \x\>l/m}, oύ, pour r > 0 , sr designe
la mesure uniforme sur {xeRn; \x\ = r} de masse totale d'unite. On a,
dans ce cas, £>m(#) > 0 dans {xeRn; l/4m < \x\ < 1/m}. On a ensuite,
quelle que soit / de CMa>1,
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J Bl+K\x\;dldt)f(\x\)
p̂

4m
A ~)f(-
m dt) \m

dt

car

au sens des distributions dans Rn. On a done

m m

La fonction Bl+ι(t,d/dt)fit) etant decroissante dans (0,+00), pour tout
Γentier m 5> 1, il existe une constante positive αm>fc+1 telle que, quelle
que soit / de CMaΛ,

B«Mt"sup

On a, pour une fonction / de CMaΛ,

et

Done

sup
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^ (i + f

et par suite

sup 2m2aamΛ + 2ro(l + -^
\ 2αί

On a, en meme temps,

sup ( sup * B * ( t ; ! )/(«) I) < +00 .

feCMa,i \l/m£ί£m &Γ \ (It/ 1/

On obtient ainsi que, quel que soit m un entier >1,

SUP pm,2k + i(f) < +00 et SUP Vm,2iΊc+i)(f) < +
eCM feCMPar recurrence, CAfβjl est borne dans C°° (0, +00), d'oύ CMaA est un sous-

ensemble convexe et compact de C°° (0, +00).
Montrons ensuite ex. CMaΛ = {g^ 0 ̂  p ^ + 00}. Rappelons encore

que, quelle que soit φ de C°° (0, +00),

\ I Ύ |W—2 / I /yi \Ίl~'ί

On a alors

^P W ) = , , J da? ( v p > 0) .
|a?r~2

Soit / une fonction non-zero de ex. CMaA. Alors on a evidemment
/(0) = 1. Le noyau de convolution (/(|ίc|)/|a;|n"2)daj sur Rn appartenant
a Srt0(Rn), il existe une mesure de Radon positive λ dans [0, +oo) de
masse totale d' unite telle que

Supposons que λ n'est pas une mesure d'unite a un point. Alors il
existe un nombre t> 0 tel que ^([0, t)) > 0 et λ([t, +oo)) > 0. Soient λx

et λ2 les restrictions de λ sur [0, t) et sur [t, + oo), respectivement. On
a alors

https://doi.org/10.1017/S002776300001624X Published online by Cambridge University Press

https://doi.org/10.1017/S002776300001624X


142 MASAYUKIITO

/ ± (f A J 9P

a)dλx{p) ~ J ^ i J ̂ α) A(P)) € CMβfl ,

et par suite

Mais cela est en contradiction avec gp

a) > g(

q

a) dans (0, + oo) des que p < q,

d'oϋ λ est une mesure d'unite a un point. Par consequent, ex. CMaA — {0}

c {gp

a) 0 <̂  p < +oo}. On montrera Γinclusion inverse. Supposons que

Γinclusion inverse n'a pas lieu alors il existe un nombre q > 0 et une

mesure de Radon positive λ Φ εq dans [0, + oo) de masse totale d'unite

tels que

g? = $ g?dλ(p) ,

et done

On a alors

1 - f 1 ,
t2 + q J t2 + p

sur j?1, et par suite

exp ( - Vqt) = ί exp (-Vpt)dλ(p) (v« ^ 0) ,

d'apres Γinjectivite de la transformation de Fourier. Mais cette egalite

est en contradiction avec Γinjectivite de la transformation de Laplace.

Par consequent, Γinclusion inverse a lieu. II est evident que 0 est

extreme. La demonstration est ainsi complete.

COROLLAIRE 1. Soient a un entier non-negatif et ψ une fonction de

C°° (0, +oo). Pour que φ soίt completement monotone d'ordre a, il faut

et il suffit quHl existe une mesure de Radon positive λ sur [0, + oo) telle

que
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Dans.ce cas, λ est uniquement determinee.

Cela resulte immediatement des theoremes 2 et 3.

COROLLAIRE 2. Soίt Sty Id totalite des noyaux de convolution N sur
Rn (n ^> 3) completement sous-harmoniques en dehors de Vorigine, in-
variants par rotations, syannulant a V in find et verifiant N({0}) = 0 et
ϊίϊn^oN(x)\x\n~2 <L 1(3). Alors Sty est convexe et compact dans C°°(Rn — {0})
et on a

ex.Sty = {Gf;0^p^ +00} ,

oύ G£° = 0, ou C°° (Rn — {0}) est Γespace de Frέchet usuel des fonctions
reelles et infinίment derivables en dehors de Γorίgίne et oύ ex. Sty est
Γensemble des points extremes de Sty.

Cela est un resultat immediat du theoreme 3.
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