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SUR LES CONES CONVEXES DE RIESZ ET LES NOYAUX DE
CONVOLUTION COMPLETEMENT SOUS-HARMONIQUES

MASAYUKI ITO

1. Introduction

Soit X un groupe abélien localement compact et dénombrable 2
Pinfini; & sera sa mesure de Haar. Dans les articles précédents [10] et
[11], pour un noyau de convolution de Hunt N sur X, nous avons défini
la famille sous-ordonnée H(N; X) au noyau N, qui est une large classe
de noyaux de convolution de Hunt sur X définie par N et la totalité des
noyaux de convolution de Hunt bornés sur la droite réelle R portés par
Rt ={teR;t =0}

Dans 'autre article [7], nous avons montré le théoréme suivant:

Supposons que, pour un noyau de convolution N sur X, il existe la
résolvante (N,),., associée au noyau N. Pour une mesure de Radon
positive v quelconque sur R* et pour une constante non-négative ¢, le

noyau de convolution ce + Jdiu(p) sur X satisfait au principe de domi-

nation dés que cela a un sens, ou ¢ est la mesure de Dirac a l’origine
dans X.

Cette proposition entraine que la somme de puissances fractionnaires
de N satisfait aussi au principe de domination. D’autre part, la formule
de Riesz concernant les potentiels de Riesz-Frostman est bien connue et
trés utile. Ces deux résultats portera naturellement la définition du cone
convexe de Riesz relatif & un noyau de convolution de Hunt sur X.

Notre premier but sera de montrer le théordme suivant:

Pour un noyau de convolution de Hunt N sur X, il existe uniquement
un cone convexe de Riesz Cp(N) relatif au noyau N contenu dans
H(N; X) = H(N; X) U {0}. Soit (N,),s, la résolvante associée au noyau
N; alors Cr(N) est la totalité des noyaux de convolution sur X de la
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forme ce + prdu(p), oll ¢ et vy sont respectivement une constante non-

négative et une mesure de Radon positive sur R*. On obtiendra en
méme temps Cz(N) = N C(N), ou C(N) est un cone convexe de Riesz
relatif au noyau N.

La deuxiéme part de cet article sera consacrée i la détermination
explicite d’un cOne convexe de Riesz relatif au noyau newtonien. Soit
R™ T’espace euclidien & n(= 1) dimensions; on notera |z| la distance entre
z et Porigine. Un noyau de convolution N sur R® sera dit compléte-
ment sous-harmonique en dehors de 'origine si I’on a, quel que soit %
un entier =1, 4*N = 0 au sens des distributions en dehors de ’origine,
ol 4 est P'opérateur de Laplace sur R* et 4* = 4*7'4 (k = 2). Pour un
nombre p > 0, désignons par G, le noyau de convolution sur R" dont la
transformée de Fourier est égale a (p + |#)~'. Si un noyau de convo-
lution N sur R" est complétemet sous-harmonique en dehors de I’origine
et invariant par rotations, alors il satisfait au principe complet du

maximum et il est de la forme N = ¢, + ¢ + JGpdu@), ol ¢; 1=1,2)

et v sont respectivement une constante non-négative et une mesure de
Radon positive sur R*. Soit S, (R") la totalité des noyaux de convolu-
tion sur R" complétement sous-harmoniques en dehors de l’origine, in-
variants par rotations et s’annulant & P'infini; alors si n = 3, S, (R") sera
un seul cone convexe de Riesz relatif au noyau newtonien sur R” et
constitué par de noyaux de convolution sur R™ invariants par rotations.

2. Préliminaires

Dans cette note, on notera:

Cx(X) I’espace vectoriel topologique usuel des fonctions finies et con-
tinues dans X a support compact,

M (X) Vespace vectoriel topologique usuel des fonctions &-mesurables
et bornées dans X & valeurs réelles et & support compact,

L, (X) T'espace vectoriel topologique usuel des fonctions localement
&-sommables dans X a valeurs réelles.

CiX), MiAX) et Li(X) sont respectivement leur sous-ensembles des
fonctions non-négatives.

Dans la théorie du potentiel, un noyau de convolution N sur X
signifie une mesure de Radon positive dans X. On appelle le noyau
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adjoint N de N la mesure symétrisant avec N par rapport a l’origine.
Si, en particulier, N = N, il est dit symétrique. Si N est de la forme
dN = K(x)d&(z), ou K e Lj;(X), alors N est un noyau-fonction de convo-
lution sur X, et dans ce cas, on utilisera souvent K au lieu de N. On
dit qu’un noyau de convolution N sur X est borné (resp. s’annule a
Pinfini) si, quelle que soit f de Cx(X), la fonction Nxf est bornée sur
X (resp. Nxf(x) tend vers 0 avec z — o).

Soit N un noyau de convolution sur X. Pour une mesure de Radon
réelle 4 dans X, Nxu s’appelle le N-potentiel de x dés que cette convolu-
tion a un sens. S’il est absolument continu par rapport & &, sa densité
g’écrira Nyu. Pour une fonction f de L,.(X), on notera Nxf et Nf au
lieu de Nx(f&) et N(f¢) dés que ceux sont définis. Pour une fonction
borélienne f dans X, on peut supposer Nf = Nxf dés que, quel que soit
z de X, z,f est N-sommable, ol r,f est la fonction obtenue de f par
la translation .

On dit qu’un noyau de convolution N sur X satisfait au principe de
domination (resp. au principe complet de maximum) si, quelles que soient
f et g de Ci(X), 'implication suivante a lieu:

Nf < Ng (resp. Nf < Ng + 1) sur supp (f)
=> Nf < Ng (resp. NF<Ng+1) surX,

ou supp (f) désigne le support de f. Si N est borné, alors les deux
principes pour N sont équivalents (cf. [8]). On connait bien que le
principe de domination pour N (resp. le principe complet du maximum
pour N) est équivalent au principe de domination pour N (resp. au
principe complet du maximum pour N). D’autre part, il est aussi connu
que le principe de domination pour N (resp. le principe complet du
maximum pour N) est équivalent au principe du balayage pour N (resp.
au principe du balayage avec diminution de masse pour N). On dit que
N satisfait au principe du balayage si, pour une mesure de Radon posi-
tive ¢ dans X et pour un ouvert relativement compact o de X, il existe
une mesure de Radon positive g, dans X portée par @ telle que Nxu
= Ny, dans X, N#p = Nxy, dans o et, quelle que soit x” une mesure de
Radon positive dans X portée par @, Nxy, < Nxy”/ dans X dés que
Ny’ = Nxp dans . On dit que 4, est une mesure balayée de p sur o
relativement au noyau N. Si N satisfait au principe du balayage et,
quels que soient gz une mesure de Radon positive dans X & support com-

https://doi.org/10.1017/5002776300001624X Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.1017/S002776300001624X

114 MASAYUKI ITO

pact et » un ouvert relativement compact de X, Id,u; < fd,u, alors on

dit que N satisfait au principe du balayage avec diminution de masse.
Un noyau de convolution N sur X satisfait au principe de domina-
tion et vérifie la condition supplémentaire “régularité” si et seulement
s’il existe la résolvante associée au noyau N (cf. [9]). Une famille (N,),s,
de noyaux de convolution sur X s’appelle une résolvante si, quels que

soient p >0 et ¢ > 0,
N, — N, = (¢ — p)N,xN, (Equation résolvante) .

Si, pour un noyau de convolution N sur X, il existe une résolvante
(Np)pso telle que lim,_, N, = N (au sens de la topologie vague), alors elle
est uniquement déterminée et (IV,),., s’appelle la résolvante associée au
noyau N, ou N,= N. Supposons que, pour un noyau de convolution N
sur X, il existe la résolvante (N,),», associée au noyau N; alors N
satisfait au principe complet du maximum si et seulement si, quel que

thp>0,pIde§1.

PROPOSITION 1 (cf. [7]). Soit N un noyau de convolution sur X et
supposons qu’il existe la résolvante associée au noyou N. Alors, pour
une constante non-négative ¢ et pour une mesure de Radon positive v

sur R*, il existe la résolvante associée au noyau ce + '[diy(p) dés que
cela a un sens.

Un noyau de convolution de Hunt N sur X est, par définition, un
noyau de convolution sur X de la forme

N:fma,
0

ol (@);», est un semi-groupe vaguement continu de mesures de Radon
positives dans X; c’est-a-dire, o, = ¢, ayxa, = a;,, (Y6 =0, Vs> 0) et
P’application ¢t —a, est vaguement continue. Dans ce cas, (a);s, est
uniquement déterminé, qui s’appellera le semi-groupe associé au noyau
N.

PROPOSITION 2 (cf. [11]). Pour qu’un noyau de convolution N sur X
soit un noyau de convolution de Hunt sur X, il faut et il suffit qu’il
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existe la résolvante associée au noyau N et que N soit non-périodique®.

Pour un noyau de convolution N = r a,dt sur X, on obtiendra
0

facilement que les trois énoncés suivants sont équivalents:
(a) N est borné.

o) jdaz <1 ("t = 0).

(c) 1l existe une fonction définie-négative  dans le groupe dual X
de X, et une seule telle que la transformée de Fourier de «, soit de la
forme &, = exp (—&y).

Dans ce cas, 4 s’appelle la fonction définie-négative associée au noyau
N. On a évidemment N = 1/y dés que cela a un sens. Une fonction
complexe et continue + dans X est, par définition, définie-négative si
Pon a:

1) 0) =0 et y(—2) =@ (VieX).

(2) Quels que soient » un entier > 1, (£,)7., C X et (¢)r., nombres
complexes avec > 7., ¢; =0,

Zi Z.; Y(L; — 'ﬁj)cic‘j =0.
i=1j=

En particular, un noyau de convolution de Hunt symétrique sur X
s’appelle un noyau de convolution de Dirichlet sur X, qui satisfait
toujours au principe complet du maximum.

ProOPOSITION 3 (cf. [10] et [11]). Supposons qu’il existe un espace
vectoriel topologique E appartenant a X et homéomorphe avec R, et soit
£ un noyau de convolution non-zéro sur R porté par R*. Alors pour

que, quel que soit N = r a,dt un noyau de convolution de Hunt sur X,
0

N, = jatdx(t) soit aussi un noyau de convolution de Hunt sur X, il

faut et il suffit que k soit un noyau de convolution borné de Hunt sur R.

Pour simplifier la notation, H(A) et H,(A) désigneront respectivement
la totalité des noyaux de convolution de Hunt sur X portés par A et
son sous-ensemble des noyaux de convolution de Hunt bornés, ot 4 est un
semi-groupe fermé dans X. D’aprés la proposition 3, on arrive a la
définition suivante:

@ Cela signifie que, quel que soit * + 0 de X, N # Nxe,, ou &; est la mesure de
Dirac a «.
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DEFINITION 1 (cf. [10] et [11]). Soit N = r a,dt un noyau de con-
0

volution de Hunt sur X. On note
HON; X = (N = [ads®); e Hi®Y)}

qui s’appelle la famille sous-ordonnée au noyau N. On notera ensuite
H(N; X) = H(N; X) U {0}.

Soit £, un noyau d’Heaviside sur R; c’est-a-dire dr, = dt sur R* et
£, = 0 dans R — R*. Alors on a évidemment

Hy(R*) = H(ky; B) .

3. Les cones convexes de Riesz

Commencons d’abord avec la définition du principe relatif de domi-
nation. Soient N, et N, deux noyaux de convolution sur X. On dit
que N, satisfait au principe de domination relatif & N, si, quelles que
soient f et g de Mz, 'inégalité N,f < N,g est satisfaite presque partout
pour & (noté désormais &-p.p.) sur X dés qu’elle I'est &-p.p. sur {xre X;
f(x) > 0}. On notera, dans ce cas, N, < N,. En particulier, si, pour
un noyau de convolution N sur X, N <&, on dit qu’il satisfait au
principe classique du maximum.

PROPOSITION 4. Sotent N, et H(N,; X) un noyau de convolution de
Hunt sur X et la famille sous-ordonnée au noyau N, respectivement.
Alors tout le noyau de convolution N de H(N,; X) satisfait au principe
de domination relatif & N, et il existe un autre noyau de convolution N’
sur X, et un seul tel que NxN’' = N,.

LEMME 1. Soit N = r adt un noyau de convolution de Hunt sur
L]
X; supposons que, pour trots mesures positives A, A, et i, dans R,

A#dy = A5 Alors N, = j‘a,dli(t) t=1,2) a un sens et a

Ny*Nay = N,
dés que N, a un sens et A, # 0.

En effet, on a

https://doi.org/10.1017/5002776300001624X Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.1017/S002776300001624X

CONES CONVEXES DE RIESZ 117

Nep = jatd(xl*zzxt) = [ dn®ar
= Iat*asdzl(t)dzz(s) = N(il)*N(la) ’

d’olt notre lemme.

LEMME 2. Pour un noyau de convolution r de H,(RY), il existe un
autre noyau de convolution ' sur R porté par R* tel que

desr’)) = dt sur R* et —(%—/c’ <0

au sens des distributions dans (0, + o).

En effet, soit x, le noyau d’Heaviside sur R. Il suffit de montrer
que k satisfait au principe de domination relatif & x,. Si c¢’est vrai, il
existe un autre noyau de convolution borné x’ sur R porté par R* tel
que r*xx’ = k, (cf. [5]). Done, au sens des distributions, ((d/db)&)*x =&,
oli ¢ désigne aussi la mesure de Dirac a ’origine de R. « étant de la forme

k= r adt, la famille ((¢ — «;)/t),5, converge vers la distribution (d/dt)«’
0

au sens des distributions dans R avec £ 0, d’ou (d/dt)x’ £ 0 dans (0, + oo0).
Pour que x satisfasse au principe de domination relatif & x,, il suffit que
Pimplication suivante ait lieu: Quelles que soient f, g de Mi(R),

£f £ k9 p.p. sur supp (fdt) = «kf < kg p.p. Sur R

(cf. [8]). Donec il suffit de voir que, dans tout l’intervalle fermé [a, d]
dans le complément de supp (fdt), v£f < kg p.p. sur [a,b]l. Soient f, et
J. les restreintes de f et de g sur (—oo,a]; alors £f = kf, et k9 = x9.
sur (—oo,b]l. On a

Koo = J g.dt p.p. sur [a,b] et kg9, < Igadt p.p. sur supp (f,dt) .

x étant borné, il satisfait au principe classique du maximum (cf. par
exemple, [9]). Donc kf, < fgadt p.p. sur [a,b], d’ou £f < kg pP.p. SUr
[a, b].

On obtiendra facilement l’inverse du lemme 2 dans la section 4.

La proposition 4 résultra immédiatement des deux présents lemmes. Soit
(a);>0 le semi-groupe associé au noyau N,; alors il existe un noyau de

https://doi.org/10.1017/5002776300001624X Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.1017/S002776300001624X

118 MASAYUKI ITO

convolution de Hunt « de H,(R*) tel que N = Ia,d:c(t). D’apreés le lemme

2, il existe un autre noyau de convolution ' sur R tel que supp () C R*
et d(k++)(t) = dt sur R*. D’apreés le lemme 1, on a

N#*N ., = N, .

Par conséquent, d’aprés le principe de domination pour N, on a évi-
demment N < N,.

Pour simplifier la notation, on note H(X) = H(X) U {0} et H,(X)
= H,(X) U {0}.

DEFINITION 2. Soit N, un noyau de convolution de Hunt sur X.
Une famille C(N,) contenue dans H(X) s’appelle un cone convexe de
Riesz relatif au noyau N, si elle est un cone convexe vaguement fermé
de vertex 0 qui vérifie les conditions suivantes:

(1) N,eC(Ny.

(2) Pour un noyau de convolution de Hunt quelconque N de C(N,),
il existe un autre noyau de convolution de Hunt N’ de C(N, tel que
N«N’ = N,.

Dans (2), N’ est uniquement déterminé, d’aprés le principe d’unicité
pour N®, et il s’appellera le noyau dual de N relatif au noyau N,. La
définition 2 est une notion induite de la formule classique de Riesz et
de la proposition 1.

Remarque 1. Soient N, et C(N,) un noyau de convolution de Hunt
sur X et un cone convexe de Riesz relatif au noyau N,, respectivement;
alors on a, quel que soit N de C(N,), N < N,. Cela résulte immédiate-
ment de (2) et du principe de domination pour N.

PROPOSITION 5. Soient N, et C(N,) un noyau de convolution de Hunt
sur X et un cone convexe de Riesz relatif au noyau N,, respectivement.
Alors, pour tout le noyau de convolution de Hunt N de C(N,), la
résolvante associée au noyau N est contenue dans C(N,).

Démonstration. Soit N’ le noyau dual de N relatif au noyau N,.
Alors, quel que soit p > 0, N’ + pN,e C(N,). Soit N » le noyau dual de
N’ 4+ pN, relatif au noyau N,; alors, quels que soient p > 0 et ¢ > 0,

@ Cela signifie que, quelle que soit # une mesure de Radon réelle dans X, ¢ =0
dés que N=#x a un sens et Niu = 0.
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(N’ + PNJ*N, = (N’ + gN*N, = N, .
On a, d’aprés le théoréme de Fubini,

(N’ + qN)*N, = (N' + pN, + (¢ — DN + pNY*N )xN,
= (N" 4+ pNY+(Ny + (¢ — DIN,xN,) .
N’ 4 pN, satisfaisant au principe d’unicité, on a N »— N .= (g —p)N p*N o
et donc (N,),, est une résolvante. On a aussi N — N, = pN+N, (Y¥p > 0).
N étant un noyau de convolution de Hunt sur X, on a lim, (N, =N
(au sens de la topologie vague), d’ott (N,),s, est la résolvante associée
au noyau N, o N, = N. La démonstration est ainsi compléte.
On notera m,(R*) et m(X) la totalité des mesures de Radon positives
dans R* de masse totale finie et la totalité des mesures de Rodon posi-
tives dans X, respectivement.

DEFINITION 3. Soit (a,);», un semi-groupe vaguement continu de
mesures de Radon positives dans X tel que, quelle que soit v de m,(R"),
Ja,dv(t) a un sens dans m(X). Sil’application m,(R*) 2y — I a:dy(t) e m(X)
est injective, alors ce semi-groupe est dit injectif.

Pour un noyau de convolution de Hunt N = I: adt sur X, Iatdu(t)

a un sens dans m((X) (Yve m,(RY)).

Remarque 2. Soit (a);», un semi-groupe vaguement continu de
mesures de Radon positives dans X tel que Jda, <1 ({=0); alors il

existe une fonction définie-négative 4+ dans X, et une seule telle que ’on
ait &, = exp (—ty) (t = 0) (cf. par exemple, [4]). Si {y(B)eC;Le X'}
N{zeC; Re.z > 0} contient un ensemble relativement compact et infini
dans {ze C; Re.z > 0}, alors (), est injectif. On note ici C le champ
complexe et Re. z désigne la partie réelle de z.

En effet, il est évident que, quelle que soit v de m,(RY), Jatdv(t) a

un sens dans m(X), et on a

S

j (&) = j exp (— tyr(£))du(t)

pour tout £ de X. Posons F(2) = fexp (—tz)du(t) sur {ze C;Re.z = 0};
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alors F, est continue sur {zeC;Re.z =0} et elle est analytique dans
{ze C;Re.z > 0}. En utilisant le théoréme de coincidence dans la théorie
classique de fonction et le fait que la transformation de Laplace est
injective, on peut affirmer facilement que (a,);s, est injectif.

Rappelons ensuite le théoréme de Bernstein dans la théorie classique
d’analyse harmonique.

PROPOSITION 4 (cf. par exemple, [13]). Soit ¢ une fonction mon-
négative et infiniment dérivadble dans (0, + o). Pour que ¢ soit com-
pléetement monotone, il faut et il suffit qu’il existe une measure de Radon
positive A sur R* telle que

o) = j exp (—t9)da(s) dans (0, +oo) .

On dit que ¢ est complétement monotone si, quel que soit m un
entier non-négatif, (—1mp™ () = 0 dans (0, 4 o0), oll ¢ = ¢ et o™ est
la dérivée de ¢ d’ordre m.

Nous montrerons notre premier théoréme principal suivant:

THEOREME 1. Sotent N et (N,),», respectivement un noyou de con-
volution de Hunt sur X et la résolvante associée au noyau N. Alors la

totalité des noyaux de convolution sur X de la forme ce + IN,,dl(p) est

un cone convexe de Riesz relatif au noyau N, on ¢ et 2 sont une constante
non-négative et une mesure de Radon positive dans R*, respectivement.
En particulier, st le semi-groupe associé au noyau N est injective, alors
cela est un seul come convexe de Riesz relatif au noyou N appartenant
o H(N; X).

On préparera d’abord un lemme élémentaire.

LEMME 3. Soientn, (0,)%.q (@)%, et ¢ un entier positif, une famille
de nombres avec 0 =p, <p, < --. < p,, une famille de nombres positifs
et un nombre positif, respectivement. La fonction

1
ct + 3 __g’i_t_
=0t + py

S@) =

sur R est de la forme
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b
t) = —t
1) = 3 2

O’I:L pi<Qi<pi+l (7:2071""’”'—1)’ Qn>pn Bt bi>0(i=0’1,"'7n)-

Posons

90 = ot + p) -+ (¢ + pp) + 33 LB - EFpa)
=0 t 4 D,

alors g(—p,:) >0 et g(—Pym.) <0 dés que 2k <n et 2m+1 < n. D’autre
part, il existe une constante positive A telle que, quel que soit t = A,
(—=Drg(—t) < 0. Donc il existe une famille (q,)2., de nombres positifs
telle que g(—¢) =0 (0=i=n), p;<¢; <P, 0=i=<n—1) et ¢, > p,.
Donc on peut écrire

n bi

t) = s
10 =35

ou b, est une constante réelle. Remarquons

&+mp) -+ p,)
t= 1 n;
J® o)

on a alors

lim () = + o0,

tl-qq
et par suite b, > 0 (0 < i < n), d’olt notre lemme.

Démonstration du théoréme 1. Soit x, le noyau d’Heaviside sur R;
(kp)pso désigne la résolvante associée au noyau x,. On a alors x, =0
dans (—o0,0) et di,(t) = exp (—pt)dt sur R*. On notera Cg(x,) la totalité

des noyaux de convolution sur R de la forme ce + I:c,,dl(p), ol ¢ et 1 sont

une constante non-négative et une mesure de Radon positive sur R*,
respectivement.

On montrera d’abord que Cg(r,) est un seul cone convexe de Riesz
relatif au noyau ,. Il est bien connu que Cgz(x,) appartient & H(x,; R)
= H,(R*) (cf. [7] et [11]). Evidemment Cr(x,) est un cone convexe de
vertex 0. D’aprés le lemme 1, pour un noyau de convolution de Hunt

ce + prdZ(p) de Cgr(xy), il existe un noyau de convolution £ sur R porté
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par R*, et un seul tel que 'on ait
(Ce + J‘/cpdl(p))*/c’ =K.

Pour que «’ appartienne & Cg(x,), il suffit que, quel que soit m un entier
non-négatif, (—1)™(d™/dt™x’ = 0 au sens des distributions dans (0, 4+ o),
d’aprés le théoréme de Bernstein. Soit £, un noyau de convolution sur
X qui vérifie I’égalité

((c + l)e + f /cpdz(p))*x; = Ky;
n 0

alors il est uniquement déterminé, et la suite («});_, converge vaguement
vers £’ avec m— +oo. Donc on peut supposer que ¢ > 0 et 1 est & sup-
port compact. Si 1 est de la forme

n
A= Zaiep‘ ’

=0

ot a; > 0,09,=0,p, >0 A1 m) et ep, est la mesure de Dirac au
point p;, on a alors

& @ N\ o 1
<c+i§t+pi)x(t)— t

dans (0, +o0), ol ¥ est la transformée de Laplace de . On remarque
ici que ¥ a un sens, d’aprés le fait que &’ est borné (cf. le lemme 2).

Donc
) = 1 t
ooa
ct + i
iz=“" t+ »
D’aprés le lemme 3, on a
~ o b.
/t — T ,
0= T g

ol q; > 0 et b, > 0, et par suite

n
¥ =7 bikg, »
=0

d’ol1, quel que soit m un entier non-négatif, (—1)™(d™/dt™)x’ = 0 au sens
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des distributions dans (0, +o0). En général, pour une mesure de Radon
positive 1 dans R* & support compact, il existe une suite ()=, de
mesures de Radon positives sur R* de la présente forme qui converge
vaguement vers 1 avec 7 — +oco. On note encore &, le noyau de convolu-

tion sur R tel que
(ce + [ rott@)sss = .

et alors la suite («));_, converge vaguement vers x’ avec #— +oo. On
a done, quel que soit m un entier non-négatif, (—1)™(d™/dt™)r’ = 0 au
sens des distributions dans (0, + o), d’ot &' € Cg(k,). Supposons qu’une
suite de Cg(x,) converge vaguement vers un noyau de convolution £ sur
R; alors on a aussi (—1)™(d™/dt™kr = 0 au sens des distribution dans
(0, +o0), et donc, d’aprés la proposition 6, « appartient & Cgz(x,). Par
conséquent, Cgz(x,) est vaguement fermé, d’ou Cx(x,) est un cone convexe
de Riesz relatif au noyau «,.

Soit C(k,) un autre cone convexe de Riesz relatif au noyau «,.
D’apreés la proposition 5, on a Cx(k) C C(s). On remarque ici que
e € C(x,) résulte de r,e C(k,). D’aprés le lemme 2, on a, quel que soit « de
C(x,), —(d/dt)k = 0 au sens des distributions dans (0, + o). Soit m un
entier positif et supposons que, quel que soit x de C(x,), (—1)™(d™/dt™)r = 0
au sens des distributions dans (0, +oc0). Soit £ un noyau de convolution
de Hunt quelconque de C(x,); ' désigne le noyau dual de « relatif au
noyau x,. On note ensuite («,),5, la résolvante associée au noyau «’; alors
(£)p20 € C(xy) (cf. la proposition 5). On a

(PE)xk = Pr*’ — Dkxk'5K), = Dy — DKok,
et par suite

dm+1
dtm+1

dm ’

(=1)m*t o K, .

(PR, = p(—l)m“%% + p(=D)m

Par conséquent, on a

dm+l

(_ 1)m+1 dtm+1

(pE)*x = 0

au sens des distributions dans (0, +o0). Faisant p — 4 oo, on obtient
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(_1)m+l ar* k>0
dtm+t =

au sens des distributions dans (0, + o), car lim,_,. pr, = ¢ (au sens de
la topologie vague). Par récurrence on obtient, quels que soient x de
C(r,) et m un entier non-négatif, (—1)™(d™/dt™x = 0 au sens des distri-
butions dans (0, + o), d’oit Czlk) D Clky). Donc Cr(k,) est un seul cone
convexe de Riesz relatif au noyau «,.

Soient N un noyau de convolution de Hunt sur X et (N,),s, la ré-
solvante associée au noyau N. On désignera par Cr(N) la totalité des

noyaux de convolution sur X de la forme ce + jN,.dZ(p), oll ¢ et 1 sont

respectivement une constante non-négative et une mesure de Radon posi-
tive dans R*. Alors cela est évidemment un cone convexe de vertex 0
vérifiant les conditions (1), (2) dans la définition 1, car on a, quelle que
soit 1 une mesure de Radon positive sur R*,

f N,da(p) = f:ac f exp (—pt)da(p)dt ,

ol (@;):zo est le semi-groupe associé au noyau N. Montrons que Cgz(N)

est vaguement fermé. Si une famille (I N pdl,,(p)) est vaguement bornée
acd

€
dans X, alors (1,).cs est aussi vaguement bornée sur R*. Done il suffit

de montrer que si une suite (1,);-; de mesures de Radon positives sur R*
converge vaguement vers une mesure de Radon positive 1 sur R* et si

<I diz,,(p)>w est vaguement bornée dans X, alors tout sa sous-suite

n=1

converge vaguement vers un noyau de convolution de Cr(N) des qu’elle
converge vaguement. On a, quelle que soit f une fonction de Cx(R),

lim [ f@)N,d3@) = [ J@N,di®)
au sens de la topologie vague dans X. Donc on peut supposer qu’il
existe un nombre >0 tel que supp (1,) C [r, + ) (Yrn=1). Evidemment

la suite (‘[ /cpdzn(p)>
n=1
qu’elle converge vaguement vers un noyau de convolution r de Cg(k,)
avec n — +oo. De la méme maniére que pour Cz(x,), on obtient que
Cr(x,) est aussi un cone convexe de Riesz relatif au noyau #,. La famille

est vaguement bornée dans R, et on peut supposer
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oo

(krip)p20 étant la résolvante associée au noyau k,, on a (f xpdzn(p)>

n=1

C Crlk,) et ke Cglr,). On peut supposer 1, #0 (n=1), 10, et donec
£+ 0. Soient +, et £ le noyau dual de j/c,,dln(p) et le noyau dual de &

relatifs au noyau k,, respectivement. Alors («));_, converge vaguement
vers £ avec m — +4-oco. Ayant

f j dr,d2,(0) f dr, = j % d2,(v) fd,c;, - fd/c, = % et f d,cfdx/ - % ,

oo

on obtient que la suite (fldzn(p)> est bornée. D’autre part, on a,
D

n=1

quelle que soit f une fonction de Cx(X), lim,,,. a,+f(0) = 0. Donc

lim [ N,d2,@) = joz,d/c(t)
au sens de la topologie vague dans X. Par conséquent, Cr(N) est vague-
ment fermé, d’ou Cr(N) est un cone convexe de Riesz relatif au
noyau N.

Supposons finalement que le semi-groupe («,);-, associé au noyau N
est injectif. Soit C(N) un cone convexe de Riesz quelconque relatif au
noyau N appartenant & H(N; X). Pour que C(N) = Cgr(N), il suffit de
montrer que la famille

Cate) = {r e HR"); [ audi(t) e OOV}
appartient a Cgz(x), car on a toujours C(N) D Cr(N). Chlk,) est évi-
demment un coéne convexe de vertex 0. Soit £ un noyau de convolution

de H,(R*) N C%(ky); alors il existe un autre noyau de convolution x’ de
H,(R*) N Chlry) tel que

N = ( f atd/c(t))*( f a,dx'(t)) = I a,d(ex)(D) .

Soient (£,),20 €t (£,),20 respectivement la résolvante associée au noyau «
et la résolvante associée au noyan %; on a alors, pour trois nombres
p>0,9>0et r>0,

f cdr+(e — qi*(e — TE)(E) = Iatdﬁq*ﬁ'r*(e OR
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Ayant J d|kp#(e — PE)*(e — PEY| < + oo et fdpeq*g;*(e — pry)| < 400, on
obtient

kpx(e — qR)*(e — Tk)) = Rk, x(e — PKyp) .

Faisant séparément p|0,q)0 et |0, on a £, = k++’. Done, de la méme
maniere que ci-dessus, on a C%x(x,) C Cr(x,). La démonstration est ainsi
compléte.

Remarque 3. Soient N un noyau de convolution de Hunt sur X et
(CA(N))yes une famille de cones convexes de Riesz relatifs au noyau N.
Alors (Maes C.(N) est aussi un cone convexe de Riesz relatif au noyau
N. Cx(N) est le plus petit cone convexe de Riesz relatif au noyau N.

4. Les noyaux de convolution complétement sous-harmoniques en dehors de
Porigine.

Dés maintenant, X est toujours l’espace euclidien R* a n (= 1)
dimensions. Pour un point « = (2, «,, ---, 2,) de R", on notera |x|
=@+ xi+ --- +22)"%. On désignera par 2 = 2(R") et ¥ = F(R") I’espace
vectoriel topologique usuel des fonctions complexes et infiniment dérivables
dans X a support compact, et ’espace vectoriel topologique usuel des
fonctions complexes et infiniment dérivables dans X & décroissance rapide.
Soit k£ un entier non-négatif. On notera

0% (resp. 6%) I’idéal de 2 (resp. &) constitué par toutes les fonctions
qui s’annulent ainsi que leurs dérivées d’ordre < k& a l'origine,

éZ‘ (resp. /0}) I’idéal de convolution formé des fonctions ¢ € 2 (resp.
€ &) telles que, quel que soit « un multi-indice avece |«| < k, fx“go(m)dx =0.
Pour un multi-indice « = (¢, ), -+ -, @,), on écrit |¢|=a; + &, + - --

+ a,. Pour x=(x,x,, - -,x,) de R*, x* désigne x{*x5? - - - 2. La définition
suivante est mis en ordre par C. S. Herz [4].

DEFINITION 4. (i) Soit k¥ un entier non-négatif. Une distribution
% dans R™ sera dite k-conditionnellement positive si, quelle que soit ¢ de
65, u(pf) = 0.

(ii) Une distribution » dans R* sera dite k-conditionnellement de
type positif si, quelle que soit ¢ de éZ‘, vx*p(0) = 0, ol (&) = p(—2x).

Si une distribution v dans R™ est k-conditionnellement de type positif,
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A

alors v est une distribution dans R* & croissance lente (cf. [4]), et done,
quelle que soit ¢ de 6%, vxpxp (0) = 0, car 6§ est dense dans ¢%. C.S. Herz
[4] mentre le théoréme fondamental suivant, qui est une généralisation
du théoréme de Bochner.

PROPOSITION 7. Les deux énoncés suivants sont équivalents:

(@) Une distribution v dans R™ est k-conditionnellement de type posi-
tif.

() v=1, o u est une distribution k-conditionnellement positive
dans R"™ 4 croissance lente.

Rappelons ici que, dans cette note, la signe A représente la trans-
formation de Fourier. D’apreés la définition de fonction définie-négative,
on obtient immédiatement que, pour une fonction définie-négative  dans
R", —+ est 1l-conditionnellement de type positif. Rappelons que, d’apres
le théoréme de Lévy-Khinchine, une fonction définie-négative 4 dans R”
est de la forme

Y(@) = ¢ + Zn; i‘lai]xifl’j + Zn: bz —1
i=1j= =1

+ J(l - l—a—:—_?f/g_/l—zm — exp (x-yxf—-—l)>da(y) ,

0U 2= (Zyy &y -5 %n)y Y=Y, Yo+ ¥Yn)y Y =205 ¢20, a et
b;(@,j=1,2,.--,n) sont constantes réelles; > 7., >7_, a;x;x; est une
forme quadratique non-négative; ¢ est une mesure de Radon positive en
dehors de l'origine avec

12 o) < 400 .
1+ |xf
Remarque 4. Soient 4 une fonction définie-négative dans R" et (@),
le semi-groupe vaguement continu de mesures de Radon positives dans
R” tel que &, = exp (—ty). Alors (a,);», est injectif dés que  # 0. Cela
résulte immédiatement de la remarque 2.
En particulier, si une fonction définie-négative 4+ dans R" est invari-
ante par rotations, alors elle est non-négative et de la forme

V@) = o, + ¢,[af + [ (1 = exp @-yy " D)dotw) ,
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ol ¢; (1 =1,2) est une constante non-négative et ¢ est une mesure de
Radon positive en dehors de 1’origine invariante par rotations et vérifiant
la présente inégalité.

LEMME 4. Soit ¢ une fonction non-négative et continue sur R*. Si,
pour un entier positif m, ¥,(x) = ¢(x|) est définie-négative dans R™,
alors, quel que soit m un entier positif avec n < m, la fonction +,(x)
= ¢(x|) dans R" est aussi définie-négative.

Il est facile de voir ce lemme. Dans le présent lemme, pour un
entier n > m, la fonction ,(x) = ¢(z)) dans R™ n’est pas toujours définie-
négative (voir [11]).

DEFINITION 5. (i) Un noyau de convolution N sur R” est condi-
tionnellement sous-harmonique si 'on a AN = 0 au sens des distributions
en dehors de D’origine.

(ii) N est dit completement sous-harmonique en dehors de ’origine
si I'on a, quel que soit & un entier non-négatif, 4*N = 0 au sens des
distributions en dehors de I’origine.

On note ici 4 'opérateur de Laplace sur R*, et 4' = 4, 4* = (4*~)4.

LEMME 5. Soit ¢ une fonction infiniment dérivable dans (0, + o).
Si, quel que soit k un entier non-négatif, ¢®® = 0 et lim,., . .o(t) < + oo,
alors ¢ est complétement monotone.

En effet, ¢ est convexe et on a lim,_..., o) < + o0, et donec —¢/(t) =0
dans (0, + o). Supposons qu’il existe un entier positif & tel que ¢®*
ne soit pas décroissante au sens large. On peut supposer ici que, quel
que soit m un entier non-négatif avec m <k, ¢®™ est décroissante au
sens large. Donc lim,.,. ¢*™(t) < +oo. Soit ¢, un nombre positif tel
que o%*0(t) > 0. Alors

PPEI(E) = p®R*O(t)  sur  [{y; o0) ,
et done
SD(Zk)(t) Z ¢(2k+1)(t0)(t — tﬂ)

pour tout ¢ de [t,, +o0). Soit f une fonction non-négative et non-zéro
de 2(RY); alors

lim [¢™(t — sDf(@ds = lim [+t — 5] — £ (Hds = +oo .

=+
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On a, d’autre part,
lim | p®®(|t — s f(s)ds = lim jgom"”(lt — sDf"(8)ds < 4+ o0,
st t—+ 00

d’olt une contradiction. Par conséquent, quel que soit m un entier non-
négatif, (—D™p'™ = 0.

Dans le présent lemme, on peut remplacer lim,_ .. ¢()/t = 0 au lieu
de la condition lim,_... ¢(f) < +co. Deés maintenant, nous considérerons
principalement les noyaux de convolution sur R” invariants par rotations.

LEMME 6. Soit N un noyou de convolution borné et conditionnelle-
ment sous-harmonique sur R™ invariant par rotations; alors il existe une
fonction définie-négative  dans R™ invariante par rotations, et une seule
telle que = —Jz\v.

En effet, on remarque d’abord que N g’écrit

dN = cde + O(z)Ddx ,

ol ¢ et @ sont respectivement une constante non-négative et une fonction
finie et continue dans (0, + o), car N est évidemment absolument continu
par rapport & la mesure de Lebegue et sa dénsité est sous-harmonique
au sens des distributions en dehors de O et invariante par rotations.
Pour une fonction quelconque f de Ci(R™) invariante par rotations, Nxf

est bornée sur R" et sous-harmonique dans {x € R";|xz| > sup |y]},
y€supp(f)

Donc @ est décroissante au sens large dans (0, +o). Par conséquent,
pour notre lemme, on peut supposer que @ tend vers 0 avec t— 4 oo.
N satisfaisant au principe classique du maximum et étant égal & une
fonction en dehors de l’origine, N est de type positif (cf. [8]), et par
suite —4N est aussi de type positif au sens des distributions. Soit ¢
la restriction de 4N en dehors de ’origine; alors ¢ est une mesure de
Radon positive en dehors de ’origine invariante par rotations. Pour un
nombre positif r, on pose g, la restriction de ¢ sur {reR";|x| =17}, et
alors elle est considérée comme une mesure de Radon positive dans R*.
Quelle que soit ¢ de 2(R"), la fonction (—AN + ¢,)*p*d — a,xpxdp est de
type positif, et par suite

J‘ o kprpd < f (—AN + o)spipde < +oo
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car (—4N + g,)*px) est & support compact. Par conséquent, Jdor < 4 co.

D’autre part, soit ¢, une fonction non-négative de 2(R*) invariante
par rotations telle que ¢, <1 et ¢(x) =1 sur {x e R";|z| < 1}; on pose,

pour un entier positif m, ¢,(x) = ¢,(mx). On a alors

lim | 4(zf (pn(@2)DP(xDd2 = 0,

M=+ 00

et par suite, en utilisant la formule de Green,
+o0 > [ 4aF (G@PIO(2)da

= lim | 4(zP (0, (2))? — (pn(x)))D(2)d2

m—+ o0

= lim | [2f ((¢p(2))" — (pn(2)))do(x) = Lg]molxlz do(2) ,

m—+ o0

12 o) < 4o .
1+ |xf

Par conséquent, on peut écrire
N\
—IN@ = ¢ + claf + [ — exp @y =D)oW) ,

ol ¢’ est une autre constante réelle, car —4N est une distribution dans
R" invariante par rotations et d’ordre < 2. En utilisant encore le fait
que —4N est de type positif, on a ¢/ = 0, d’ou —z/IZ\V est définie-négative
dans R".

Si n =3, 1/¢ est localement sommable dés que N n’est pas constant.
Mais, dans le cas ou n = 1,2, cela n’est pas toujours vrai.

On notera S, = S, (R") la totalité des noyaux de convolution sur R®
complétement sous-harmoniques en dehors de ’origine, invariants par
rotations et s’annulant & Pinfini.

Remarque 5. Soit N un noyau de convolution borné sur R® compléte-
ment sous-harmonique en dehors de l'origine et invariant par rotations;
alors il est de la forme N = N, + ¢, ou N, est de S,, et ¢ est une con-
stante = 0.

Le lemme suivant est obtenu par C. S. Herz [4].
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LEMME 7. Soit k un entier positif; alors les deux énoncés suivants
sont équivalents.

(a) Une distribution v dans R" est k-conditionnellement de type
positif.

(b) v = pu(x) + v, ouh D, est un polynéme homogeéne de degré 2k
et fortement positif et v’ est conditionnellement de type positif et vérifiant
v = o(x[*) & Uinfini.

v’ est dite conditionnellement de type positif §’il existe un entier
k' = 0 tel que v’ soit k’-conditionnellement de type positif. v = o(z[*)
a l’infini signifie que, quelle que soit ¢ de 2(R™), v'xp = o(|z[*) & I’infini.

D’apres le lemme 7, on obtiendra facilement le lemme suivant:

LEMME 8. Soit N un noyau de convolution de S, (R"). Alors, quel
que soit k un entier positif, 4*N est k-conditionnellement positive.

En effet, posons 4 = —A/Rf ; alors  est définie-négative dans R".
On a donc

A*N(x) = (=" |2 e Py() .

On peut écrire
V@) = ¢ + 6 |zf + j (1 — exp (z-yv/—D)do(v)

ou ¢; (1 =1,2) est une constante non-négative et ¢ est une mesure de
Radon positive en dehors de l’origine invariante par rotations avec

2P go(2) < 4 oo

14 |a)?
Soit v la distribution dans R* définie par la fonction z — (—1)* [z[*~V(y(x)
— ¢ |xzP); alors v = o(|z[*) a I'infini. La distribution 4*(N — c,) vérifie
la condition: Quelle que soit ¢ =0 de 2(R™) avec supp(p) 2O, on a
AN — ce)(p) = 0. En utilisant le fait que la distribution 4*(N — c,) est
d’ordre fini dans un voisinage de ’origine, il existe un entier positif %’
tel que 4*¥(N — c,e) est k’-conditionnellement positive, et par suite v est
k’-conditionnellement de type positif, d’aprés la proposition 7. v est donc
k-conditionnellement de type positif (cf. le lemme 7). Par conséquent,
A*N = ¢,4* + A*(N — c,¢) est k-conditionnellement positive.

LEMME 9. Soit ¢ une fonction finie et continue sur R* telle que,
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pour un entier positif n, ¢(x|) soit définie-négative dans R*. Si, pour
un entier positif k, la fonction ¥, (x) = (—=1D*|xf*Vo(x)) dans R* est k-
conditionnellement de type positif, alors la fonction ,(t) = (—1D*|tf*Ve(t])
dans R' est aussi k-conditionnellement de type positif.

En effet, soit f, une fonction de 2*(R™) invariante par rotations telle
que

supp (f) C (e R*; [¢| < 1} et Ifldle.

On pose ensuite, quel que soit m un entier positif, f,(x) = m*f,(mz).
En posant

""l.m(t) = 1I"'n*fm*fm. (t’ 0, e ’0) ’

on obtient que la suite (¥, ,)5_, converge uniformément vers +, sur tout
compact de R' avec m — +oo. 4, étant k-conditionnellement de type
positif dans R!, la fonection

2 > o
wn*(—aa—,;fm)* (%—fm) = 0T S

est de type positif. La fonction +,*f,*f, étant invariante par rota-
tions, on a

o**
s an s S0, -, 0) = L

pour tout ¢ de R'. Par conséquent,

az®
(—DF——r yrrad

est de type positif. Faisant m — +oco, on obtient que (—1)*(d**/dt*)y,
est de type positif au sens des distributions dans R, d’ol, quelle que
soit f de 2(RY,

() (oo,

On remarque ici que, dans R,
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qui est facilement montré. C.S. Herz a montré sa forme générale (cf.
[4]). Par conséquent, 4, est k-conditionnellement de type positif.

Dans cette note, on notera toujours G{® ou bien 7*~* le noyau new-
tonien. Dans ce cas, on peut supposer G?“ = 1/|zf. Pour tout p > 0,
il existe le noyau de convolution de Dirichlet G{* sur R® (n = 1) dont

la transformée de Fourier est de la forme

1

GO (@)
"Nr) = ——M—
? D+ |xf

La famille (G{"),~, est évidemment une résolvante. On a lim,_, Gy = G{”
sur R" (n = 3), et dans ce cas, (G{),5, s’appelle la résolvante associée
au noyau newtonien.

THEOREME 2. (1) Soit N un noyau de convolution borné sur R™
complétement sous-harmonique en dehors de Uorigine et invariant par
rotations; alors il est de la forme

N=o+ o+ [ Graim,

o ¢; (1 =1,2) et A sont respectivement une constante non-négative et
une mesure de Radon positive sur R*, et N satisfait au principe complet
du maximum.

(2) Dans R" (n = 3), S, (R") est un seul cone convere de Riesz
relatif au noyau newtonien sur R™ et constitué par de noyaux de convolution
wmvariants par rotations.

Démonstration. On montrera d’abord 1’énoncé (1). D’apres le lemme
6, il existe une fonction non-négative, finie et continue ¢ sur R* telle
que la fonction

N\
—AN(x) = (x|

soit définie-négative dans R™. Posons v(t) = ¢(/t)) sur R'; alors v, est
définie-négative dans R'. Pour tout ’entier positif k, 4*N est k-condi-
tionnellement positive, et done la fonction

Vu, 1) = (=D*[2fEP o 2))

dans R" est k-conditionnellement de type positif (au sens.des distribu-
tions). D’aprés le présent lemme, la fonction
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Y, = (=D* [EP* (2]
est k-conditionnellement de type positif dans R'. Soit % la distribution
1-conditionnellement positive dans R' dont la transformée de Fourier est
égale a —+r,. Ayant, quel que soit £ un entier non-négatif,

P
FrT ut) = (=D*HEP* 4y (D) ,

on obtient que (d**/dt**)u est (k + 1)-conditionnellement positive. Donc
il existe une fonction non-négative et infiniment dérivable ¢, dans (0, + o)
telle que u = ¢,(|t)dt en dehors de l’origine et, quel que soit ¥ un entier
non-négatif, (d*/dt*)¢,(t) = 0 dans (0, +o0). +, étant définie-négative,
on peut écrire

W® = ¢, + ot + j(l — exp (tsv =D)da(s) ,

oll ¢; (1t =1,2) et ¢ sont respectivement une constante non-négative et

tZ
do't
2 ()

une mesure de Radon positive en dehors de l'origine avec f I

<+ co. On a 4 = ¢ en dehors de 'origine, et par suite
tZ
J\l—:t—{%(ltl)dt < 4o

On a donc lim,.,.¢(f) = 0. D’apres le théoreme de Bernstein et le
lemme 5, il existe une mesure de Radon positive 1 sur R* telle que

o) = f exp (—ts)du(s) (V¢ > 0).
D’aprés lim,.,.. ¢(t) = 0, on a u({0}) = 0. On a donc
I (1 — exp (tsv/ —D)e,(s)ds
= KLN (1 — exp (tsy/—1)) exp (—sr)ds
+ f (1 — exp (tsy/—1)) exp (sr)ds)du(r)

_zj( V=1 s+t¢'—)du(s)—2j(1_ +t2)—:—d”(s)
—2 f a-— sZGgé’(t))?du(s) :

°'~ bof
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Par conséquent, on a
WO =+ e +2[A - £ERO) L ,
et par suite
—IN@) = ¢, + ¢ |af + 21(1 szG‘")(x))%dv(s)

dans R*. Soit N, le noyau de convolution sur R* de S,, tel que N — N,
soit constant (cf. la remarque 5). Alors la transformée de Fourier de

BN

N, est égale a une fonction et on a

Nyz) = , |2 tato Fja Zng”(x)) L du(s)

l |2 4+ e+ ZIG‘")(x)—dv(s) .

s
Si n=1,2, alors ¢, =0, car N, est localement summable. Soit 1 la
mesure de Radon positive sur R* définie par

[riz=2[re&)tat) + er@
pour toute la fonction f de Cx(R*). Posons encore ¢, = N — N,; alors
N=oc +ce+ Ing’dZ(s) .

D’aprés la proposition 1, N, est un noyau de convolution de Dirichlet
sur R* des que N, # 0, et par suite N satisfait au principe complet du
maximum. La démonstration de (1) est ainsi compléte.

Avant la démonstration de I’énoncé (2), on préparera le lemme
suivant:

LEMME 10. Soit C(r*"™) un coéne convexe de Riesz relatif au noyou
newtonien sur R®™ (n = 8). Alors tout Uélément de C(r*"") est compléte-
ment sous-harmonique en dehors de I'origine et s’annulant a Uinfini.

En effet, d’aprés la remarque 1, on a, quel que soit N de C(#*™7),
N < G§V, et par suite, N s’annule & l’infini. Soit N un noyau de con-
volution de Hunt quelconque sur X contenu dans C(7*~"); on désigne par
N’ son noyau dual relatif au noyau newtonien. Alors on a (—4AN)x*N’ =e.
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N’ étant un noyau de convolution de Hunt sur R", on a N’ =j a,dt,
(1]
olt (a});», est un semi-groupe vaguement continu de mesures de Radon

positives dans X avec Idozﬁ < 1. Done

lim =% — N
t=0 t
au sens des distributions dans R”, d’ot AN =0 au sens des distributions
en dehors de l'origine. Soit m un entier positif et supposons que, quel
que soit N de C(r*™®), 4™N = 0 au sens des distributions en dehors de
Porigine. Soit N un noyau de convolution de Hunt de C(#*~?*); on désigne
ensuite par N’ le noyau dual de N relatif au noyau newtonien, et par
(N3 pzo la résolvante associée au noyau N’. On a é,lors (N pse © C(r* ™),
d’aprés la proposition 5. Ayant, quel que soit p > 0,

(®N)*N = pN+N’ — PPN« N'x N/, = pG§» — p*G{® N, ,
on obtient donc
4™ (N« N = —pd™ + p*A™N,,
au sens des distributions dans R". D’aprés notre hypothése, on a

A™*(pNp)*N = 0

au sens des distributions en dehors de l’origine. D’aprés pIdN’ <1

(Yp > 0) et lim, ., .. pN, = ¢ (au sens de la topologie vague), on a 4™*'N = 0
au sens des distributions en dehors de l'origine. Par récurrence N est
complétement sous-harmonique en dehors de l'origine, d’oit notre lemme.

Montrons (2) dans le théoréme 2. D’aprés le théoréme 1, la totalité

Cz(7*"™) des noyaux de convolution N sur R" de la forme N = cec + fG,‘,"’dz(p)

est un cone convexe de Riesz relatif au noyau newtonien, ou ¢ et 1 sont
respectivement une constante = 0 et une mesure de Radon positive sur
R*. Soit C(#**"*) un cone convexe de Riesz quelconque relatif au noyau
newtonien sur R™ et constitué par noyaux de convolution invariants par
rotations. D’aprés 1’énoncé (1), on a 8S,,C Cr(r*™), et d’aprés la
remarque 3, Cr(r* ") < C(r* ). En utilisant finalement le lemme 10,
C(rr™c8,, d'ou S,,, = C(r*"). La démonstration est ainsi complete.
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Remarque 6. Pour un noyau de convolution de Hunt borné ¢ sur
R porté par R* et pour un nombre p > 0, le noyau de convolution

Nip = fozt exp (—pt)dx(t)

sur R™ est aussi un noyau de convolution de Dirichlet sur R*, ol (a;);x
est le semi-groupe associé au noyau newtonien, car le noyau de convo-
lution «,, sur R satisfait au principe complet du maximum, ol dk,,(¢)
= exp (—pt)de(t). Est-ce qu’une discussion analogue pour (N ,),z0 @
lieu?

Nous discuterons finalement sur une généralisation du théoréme de
Bernstein.

Soit C=(0, + o) ’espace vectoriel topologique des fonctions réelles et
infiniment dérivables dans (0, + o) muni des semi-normes

pm,k(f) = 8sup If(k)(t)‘ (m = 1’2’ ey k= 0, 1,2, . ) .
/mstsm

Rappelons le théoreme de Krein-Milman et le lemme 5. Alors le théoréme
de Bernstein affirme 1’éconcé suivant:
Le sous-ensemble

CM, = {feC=0, +); f* () = 0
dans (0, +o0), lim f(t) < 1, lim f(t) < + oo}

— 4 00

est convexe et compact dans C* (0, +c0), et on a
ex.CM, = {9,; 0 = p < oo},

oll ex. CM, est I’ensemble des points extrémes de CM,, g,(t) = exp (—4/pt)
O=p< o) et g.(t) =0.

DEFINITION 6. Soit @« un entier non-négatif. Une fonction f de
C~ (0, + o) sera dite compétement monotone d’ordre « si I'on a, quel
que soit £ un entier non-négatif,

(Ba)"(t;(%)f(t)_z_() dans (0, +o0) et Tim F(£) < 4o,

t—too

d\_ d& _ad d
B.(t;—)=—~-——, Bg(t;_) =
)V =7
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et

Bt ) = B ) (B:(s 7)) -

On notera CM,, la totalité des fonctions complétement monotones
d’ordre « dans (0, + o) telles que Iim,_,. f(#) <1. En utilisant la fonec-
tion besselien, on obtient que, pour tout le nombre p = 0, il existe une
fonction g de CM,,, et une seule telle que

d .
Ba(t; ) () (a) (a) — .
dht gp = pgp et 1:_‘1101 gp (t) =1

On a évidemment ¢g{® = 1. Il est évident que 9’ =g, (Yp = 0). Cela
est, d’autre part, compris par
A(so(lxl)) _ BAz|; d/dt)e(x)

lx'a'-FI lx(z-é-l

dans R*** — {0}, oll ¢ et 4 sont respectivement une fonction de C~ (0, + o)
et le laplacien sur R**3.

LEMME 11. Soient « un entier non-négatif et f une fonction non-
négative de classe C* dans (0, +o0) telle que B, (t; d/dt)f(t) =0 dans
0, + ) et lim,.,.. f(t) < +oo; alors f est décroissante (au sens large).

En effet, posons n =a + 3. On a

A(f(WI)) _ B.(z|; d/at)f(xD

E o

dans R" — {0}. Donc la fonction f(ax])/|x|** est sous-harmonique en
dehors de l'origine. Elle tendant vers 0 avec |[#|— + o, il est facile de
voir que f est décroissante (au sens large).

Par conséquent, pour toute la fonction f complétement monotone
d’ordre «, la limite lim,_, f(¢) existe, qui notera f(0) = lim,_, f(f). En
généralisant le théoréme de Bernstein, on obtient le théoréme suivant:

THEOREME 3. Soit ¢ un entier non-négatif. Alors CM,, est un sous-
ensemble convexe et compact de C= (0, +o0), et U'ensemble des points
extrémes ex.CM,, de CM,, est égal a {95’ ;0<p< + o0}, ou g =.0.

Démonstration. Evidemment CM, , est convexe. Pour que CM, , soit
compact, il suffit qu’il soit fermé et borné dans C= (0, +o0). On rappelle
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ici le théoréme d’Ascoli. Il est facile de voir qu’il est fermé. Montrons
que CM,, est borné dans C~ (0, + ). On a, quels que soient m un entier
=1 et f une fonction de CM, ,, pn,(f) <1. Pour simplifier la nota-
tion, on pose » = « + 3. Pour tout ’entier non-négatif k et pour toute
la fonction f de CM,,, la fonction

Bi(a|; d/dt)f ()
ERg

est sous-harmonique dans R* — {0}. On a, quelle que soit ¢ = 0 de 2(R"),

lim Bi(x — yl; d/dt):f(lx — y')go(y)dy — lim J(x — y_l)d"go(y)dy =0
12] 4o | — y[r? 1zl=+e ) |2 — Y[*7?
et donc
lim Bzl d/arad _ o
1] +o0 |z|*—?

Par conséquent, Bi(t; d/dt)f(t) est décroissante (au sens large) dans
0, + o0).

Soit k¥ un entier quelconque = 1, et supposons que, pour un entier
quelconque j aveec 0 < 7 < 2k et pour un entier quelconque m > 1, il existe
une constante c,,; > 0 telle que, quelle que soit f de CM,,;, Dn,;(f) < Cn, ;-
Alors, pour un entier quelconque 7 avec 0 < j < k, il existe un autre
constante positive a,,; telle que, quelle que soit f de CM,,,

sup

1/msStsm

Bi(t: 2) 70| < an,

a
dt
Soit m un entier positif fixé. Alors il existe une constante ¢, avec
0<ec¢, <1 telle que

Pn() = fGé")(w — YA n(Y) — Cn j G @ — Pdsymy) — (1 — ¢y)
jGé”’(x — Ydsym(y)
soit zéro sur {x € R"; |x|<1/4m ou |x|>1/m}, ou, pour r >0, s, désigne
la mesure uniforme sur {xz € R";|x| = r} de masse totale d’unité. On a,

dans ce cas, ¢,(®) >0 dans {xreR";1/4m <|z|<1/m}. On a ensuite,
quelle que soit f de CM,,
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BiY(z); d/de) f(x)

P on(®)d2
=c, Bk(lxl,' d}ﬁf”“”””ds, (@) + (1 — ¢ )J‘Bk(|x|]dlﬁd2t)f(|x|)ds @
Bi(x|; ol/dt)f(lvvl)d8 @)
|~
n-tBk 1 N d n-2P%k 1 . d 1
= caltmy=Bi( L L) 7( L) 4 (- emepy( 15 2)5( 1)
n—-2Pk 1 . d 1
— (@m) B(z dt)f (’2%)

< (4m)n—2a4m,k ’
car
Aoy = CnSipum + A — Cp)Siym — S1/2m

au sens des distributions dans R*. On a donc

()35 2)1(2) 5 s

La fonction B**(t,d/dt)f(t) étant décroissante dans (0, + o), pour tout
I’entier m =1, il existe une constante positive a, ., telle que, quelle
que soit f de CM,,,

Sup
1/mStsm

Biﬁl(t’ C%)f(t)\ é am,k-x»l .

On a, pour une fonction f de CM,,

H(am(e o gm0z

et
%B(:(t; %)f(t) - %B;‘(t; (%) 1) < 0.
Donc
2'];n, ymstsm gtBl‘:< )f(t) aBk<t —)f(t),

= G ) G) + e )7 G)

https://doi.org/10.1017/5002776300001624X Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.1017/S002776300001624X

NOYAUX DE CONVOLUTION 141

= () « (5~ )
< (1 + %)azm,k )

et par suite

iBt:(t; %)f(t)} < 2, + 2m(1 + %)am :

su
o |dt

1/mStsm

On a, en méme temps,

iBf:(t; %)f(t) D < too.

su su
P Y ar

FECHMa,y <l/m§t§m

On obtient ainsi que, quel que soit m un entier >1,

SUP Dmoeni(f) < 400 et , sup Dmaiern(f) < 00 .

fECMa,1

Par récurrence, CM,, est borné dans C~ (0, + ), d’ou CM,, est un sous-
ensemble convexe et compact de C= (0, 4+ o0).

Montrons ensuite ex. CM,, = {9\"; 0 < » < +co}. Rappelons encore
que, quelle que soit ¢ de C*~ (0, + o),

A(so(lxl)> _ B.(zl; d/dyp(a)

lxln—z len—Z

On a alors

G = 902D 4., (p = 0) .

lxl‘n-—Z
Soit f une fonction non-zéro de ex.CM,,. Alors on a évidemment
f(0) =1. Le noyau de convolution (f(z)/|x[*"?dx sur R" appartenant
a S, (R", il existe une mesure de Radon positive 2 dans [0, +o0) de
masse totale d’unité telle que

f= jg;,a>dz(p) .

Supposons que A n’est pas une mesure d’unité & un point. Alors il
existe un nombre > 0 tel que A([0,%)) > 0 et A([t, +oc0)) > 0. Soient 2,
et 1, les restrictions de 2 sur [0,¢) et sur [t, +o0), respectivement. On
a alors
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fx ( f dz, j 9 da,(p) — j da, f g;,“dxz(p)) cCM,,,
et par suite

1 1
f aa, I i,

Mais cela est en contradiction avec g{” > g{ dans (0, + o0) dés que p < g,
d’ou 2 est une mesure d’unité & un point. Par conséquent, ex. CM, , — {0}
C{9;0=<p< +o0}. On montrera I’inclusion inverse. Supposons que
I’inclusion inverse n’a pas lieu; alors il existe un nombre ¢ > 0 et une
mesure de Radon positive 1 # ¢, dans [0, + ) de masse totale d’unité

j 09 dA ) = jgg,“dzz(p).

tels que

o = [ o) ,
et donc

G = IG;,’”dl(p) .
On a alors

di(p)

1 I 1
'+ q '+ p
sur R!, et par suite
exp (—vat) = [exp (—VBOAI®) (2 0),

d’apres I'injectivité de la transformation de Fourier. Mais cette égalité
est en contradiction avec l’'injectivité de la transformation de Laplace.
Par conséquent, I'inclusion inverse a lieu. Il est évident que 0 est
extréme. La démonstration est ainsi compléte.

COROLLAIRE 1. Soient o un entier non-négatif et ¢ une fonction de
C~ (0, +00). Pour que ¢ sott complétement monotone d’ordre «, ¢l faut
et il suffit qu’il existe une mesure de Radon positive A sur [0, +oco) telle
que
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o= [oram .
Dans .ce cas, 2 est uniquement déterminée.
Cela résulte immédiatement des théorémes 2 et 3.

COROLLAIRE 2. Soit S} la totalité des moyaux de convolution N sur
R" (n = 3) complétement sous-harmoniques en dehors de l'origine, in-
variants par rotations, s’annulant a Uinfini et vérifiant N({O}) = 0 et
lim,_, N@)|z["* < 19. Alors S%, est convexe et compact dans C=(R" — {0})
et on a

ex. S = {GP;0 < p < +o0},

ot G =0, ou C~ (R" — {0}) est 'espace de Fréchet usuel des fonctions
réelles et infiniment dérivables en dehors de l'origine et ou ex.S%, est
Uensemble des points extrémes de S&,.

Cela est un résultat immédiat du théoréme 3.
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