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UNE REMARQUE SUR LES MONOÏDES DE 
QUOTIENTS GÉNÉRALISÉS 

PAR 

PIERRE BERTHIAUME 

0. Introduction. Dans [2] nous avons introduit, en nous inspirant des notions 
équivalentes pour les anneaux [3], les notions de monoïde maximal Q(S) et de 
monoïde complet B(S) des quotients d'un monoïde donné S, la première con
struction n'étant valide que lorsque S est commutatif, et nous avons montré que 
dans ce cas, on a toujours les inclusions (en général strictes) de monoïdes suivantes: 
S ci Q(S) c B(S). 

Dans [4], McMorris a étendu la construction de Q(S) aux monoïdes non 
nécessairement commutatifs, et notre intention dans cette note est de montrer que 
l'inclusion Q(S) <= B(S) demeure valide même dans ce cas. 

1. Rappel. Nous commençons par résumer brièvement les principales notions 
que nous aurons à utiliser par la suite, et nous renvoyons le lecteur à [1], [2], et 
[4] pour les détails. 

S désignera toujours un monoïde non nécessairement commutatif. Un idéal à 
droite D de S est dit faiblement dense dans S (notre terminologie) si et seulement 
si pour tout s^s' dans S il existe un d dans D tel que sd^s'd, tandis que D est 
dense dans S si et seulement si pour tout s dans S, ^ - 1 i )={x e S | sx e D} est 
faiblement dense dans S: si S est commutatif les deux notions coïncident, mais cela 
est faux en général [4]. 

Le lemme suivant [4] sera utilisé dans la démonstration du résultat principal de 
cette note: 

LEMME. D est dense dans S si et seulement si pour toute suite finie t0^tl9 

t2,tz,...9 tn_x d'éléments de S, où n>29 il existe un x e S tel que tous les éléments 
t0x, t±x, t2x,. . . , tn^x sont dans D et t^x^t^x. 

Q(S) est alors l'ensemble de tous les S-homomorphismes/:/)-^ (i.e.9f(ds)= 
(f(d))s pour tout d dans D et s dans S) avec D un idéal à droite dense dans S (on 
dira alors que/est une fraction sur S), modulo la relation d'équivalence/=/', où 
/ ' : D'->S est une fraction sur S, si et seulement s i / e t / ' coïncident sur l'intersection 
de leurs domaines. Q(S) devient alors un monoïde avec p rodu i t / • / ' défini comme 
étant la composition de/ / suivi d e / ' où/ / est la restriction de /à /~ 1 ( i ) / ) , un idéal 
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dense de S. On a alors un monomorphisme de monoïdes S~+Q(S):sh-*s/l où pour 
tout r dans S, sll(r)=sr. 

Soit maintenant Is l'envelope injective de Ss dans la catégorie des ^-ensembles à 
droite [1]. Si H est le monoïde Hom^/ , / ) et B(S) le monoïde B.omH(HI, HI) avec 
les endomorphismes écrits à droite de leur argument, alors on obtient un mono
morphisme de monoïdes S->B(S):s\->s OÙ pour tout i dans / , (i)s=is. Ce que nous 
voulons, c'est montrer que ce plongement factorise par Q(S) comme dans le cas 
commutatif. Pour ce, nous aurons besoin des notions et résultats suivants qu'on 
peut tous retrouver dans [2]. 

DÉFINITION. Un idéal à droite D de S est dit *S-dense si et seulement si pour 
tout i^i' dans / il existe un d dans D tel que id^ïd. 

PROPOSITION 1. Si D est S-dense et que b^bf dans B alors il existe un d dans D 
tel que bd^b'd. 

DÉFINITION. D<,S(I) si et seulement si toute paire de £-homomorphismes de 
domaines respectifs des idéaux à droite de S et de codomaine / , qui coincident sur 
D, coïncident sur l'intersection de leurs domaines. 

PROPOSITION 2. D est S-dense si et seulement si D^SÇT). 

PROPOSITION3. Soit f:D->S un S-homomorphisme où D est S-dense. Alors il 
existe un unique b dans B tel que pour tout d dans D,f(d)=bd. 

2. Résultat principal. Nous sommes maintenant en mesure de démontrer le 
résultat annoncé au début de cet article. 

THÉORÈME 1. Si D est dense dans S alors il est S-dense. 

DÉMONSTRATION. NOUS allons montrer que si D est dense dans S alors D<S(I). 
Soit à cet effet deux £-homomorphismes fx: DX->S etf2:D2->S, où Dx et D2 sont 
des idéaux à droite de S, qui coïncident sur D, et supposons qu'il existe un m dans 
Dx n D2 tel q u e / ^ m ^ y ^ m ) . Is étant une extension essentielle de Ss, il existe 
(voir [1, Théorème 7]) une suite finie d'éléments mx^m29 sl9 s2,... 9 sn dans S tels 
que m1=fJi(m1)'S1 et fû{m)-sx=fh(m)-s2 e t . . .fs\_x(m) • s^^f^m) • st et 
fj{m) - Si = . . . etf/n(m) • sn=m2 où / = 1 , 2 , . . . , n et/,- et/,' prennent les valeurs 
1 ou 2. D étant dense dans S il existe aussi par le Lemme un x dans S tel que tous 
les éléments mxx9 m2x, msxx9. . . , msnx sont dans D avec mxx^m2x. Mais puisque 
f\ e t / 2 coïncident par hypothèse sur D on aura tou jour s^ . (w^x)=^ ' (^^ ) d'où 
ultimement m1x=m2x ce qui est une contradiction. 
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THÉORÈME 2. Le monomorphisme S->B(S):s\->s factorise par le monomorphisme 
S->Q(S):s\->sll, ce qu'on notera S <= Q(S) <= B(S). 

DÉMONSTRATION. Soit / : D-+S une fraction sur S. Par le Théorème 1 D est 
S-dense et par la Proposition 3, il existe un unique b dans B tel que pour tout d dans 
A f(d)=bâ, d'où on obtient une correspondance f\-+b. Si les fractions / et 
f':D'->S coïncident sur l'idéal dense D" avec/'{->&', alors pour tout d dans D", 
bd=b'd et par la Proposition 1, b=b': la correspondance/V»ô est donc une 
fonction Q(S)->B(S) évidemment injective. C'est aussi un homomorphisme de 
demigroupe car soit/' • f\-*b" : alors pour tout d dans/_1(Z)'), on a (/ ' • f)(d)=b"d> 

mais aussi ( / ' • f){d)^f\bd)={b'b)d car/-*(&) <= D, d'où par unicité b'b=b\ 
Cet homomorphisme préserve finalement l'identité par la Proposition 1. 
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