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Automorphismes naturels de I"espace
de Douady de points sur une surface

Samuel Boissiere

Résumé. On établit quelques résultats généraux relatifs a la taille du groupe d’automorphismes de
Pespace de Douady de points sur une surface, puis on étudie quelques propriétés des automorphismes
provenant d’un automorphisme de la surface, en particulier leur action sur la cohomologie et la
classification de leurs points fixes.

Introduction

Autant 'on sait dire beaucoup sur les automorphismes des surfaces K3, notamment
grace au théoreme de Torelli global, autant en dimension supérieure le groupe
d’automorphismes des variétés symplectiques holomorphes irréductibles est plus
délicat a étudier (voir [[17]). Ce constat est la motivation premiere de cet article, au
sens oi1 si S est une surface K3, I'espace de Douady de 7 points sur S, noté S"J, est une
variété symplectique holomorphe irréductible particulierement bien connue. Dans
cet article, on étudie ce groupe d’automorphismes pour une surface quelconque (le
cas des surfaces K3 est traité dans [4]).

Dans une premiére partie, on répond a quelques questions générales relatives a ce
groupe d’automorphismes. Principalement, on montre que :

e pour toute surface S et tout n > 1, dim Aut(S!") = dim Aut(S);
* siSest une surface K3 non algébrique générique, pour tout 7 > 1 on a Aut(S!")) =
Aut(S).

Ces résultats motivent la seconde partie ou 'on étudie plus en détail, pour une
surface S quelconque, les automorphismes de S!"! provenant d’un automorphisme
de S (automorphismes dits naturels) : leur action sur la cohomologie, leurs nombres
de Lefschetz et la classification de leurs points fixes.
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1 Espace de Douady de points sur une surface
1.1 Notations et définitions

Soit S une surface analytique complexe connexe, compacte et lisse. Pour tout entier
n > 0, notons S™ := §"/S, le quotient symétrique de S, otl le groupe symétrique
S, agit par permutation des variables, 7: S" — S Papplication quotient, A =
UiJ A, j la réunion de toutes les diagonales A; ; = {(x;,...,x,) € §" | xi = x;} et
D := m(A) son image dans S". La variété S" parametre les cycles analytiques de
dimension zéro et de longueur n sur S, et est singuliére en chaque point de A. Notons
St Yespace de Douady (schéma de Hilbert lorsque S est algébrique) paramétrant
les sous-espaces analytiques de S de dimension 0 et de longueur n. S est une
variété analytique complexe compacte lisse de dimension 21 (observons que S/ est
un point et S = S). Le morphisme de Douady—Barlet (de Hilbert—Chow dans le
cas algébrique) p: S — S est projectif et biméromorphe, c’est une résolution
des singularités dont nous notons E := p~!(D) le diviseur exceptionnel. Posons
Stel .= Lo St Nous nous référons a Grothendieck [16] et Fogarty [10], [11] dans
le cas algébrique, a Douady [8]] et de Cataldo et Migliorini [[7] dans le cas analytique.

1.2  Automorphismes naturels

Soit un automorphisme f: S* =, Sl*l. Sa restriction a chaque composante
connexe S est un isomorphisme d’image une composante connexe de méme
dimension, donc ﬁs[u] =: f, est un automorphisme de S"1. Ainsi, la donnée
de f consiste exactement en la donnée d’une famille (f,),>o ol chaque f, est un
automorphisme de S,

Une maniére naturelle de construire un automorphisme de S consiste a partir
d’un automorphisme de S : si f € Aut(S), il induit pour tout n > 1 un
automorphisme de S noté " défini par fI"/(¢) = f(£) ot € est vu a gauche
comme point de S/ et a droite comme sous-espace analytique de S.

Pour &,¢' € S[*), 1a notation ¢ C ¢ signifie que ¢ est un sous-espace analytique
de £’ dans S.

Définition 1 Un automorphisme f de S'*! est dit naturel s’il vérifie pour tous
g ¢ est:
£cg = fl&c f&H.

Notons =, C S$x S la famille universelle, dont les points sont les couples (x, £) €
S x St tels que x appartient au support de £ (nous noterons x € £). Pour tous entiers
n > 0etk > 1, notons S!"™K la sous-variété de S x S["*¥ dont les points sont
les couples (£,£) € S x S™*H tels que &€ C &'. Pour k = 1, SU»"*1] est lisse de
dimension 2n.

Lemme 1 Soit f = (f,)n>0 un automorphisme de St®l. Les assertions suivantes sont
équivalentes :

(1) f est un automorphisme naturel;

(2) f respecte les variétés d’incidence : Yn, k, (f, X fo) (SR = glnntkl,
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(3) f respecte les familles universelles : Vn, (fi X f,)(Z,) = E,;
(4) f provient d’un automorphisme de S : Vn, f, = fl[”].

Preuve
@M=@) Soit (¢,¢") € S»™H Ona¢ C ¢ et puisque f est naturel :

f(&) = f(&) C f(€)) = furr(&D),

donc (f X furk)(&,€7) = (ful&), furk(€))) € StmH,

@)= C’estimmédiat puisque =, = S,

B)=®@) 1 suffit de vérifier 'égalité f, = " sur Pouvert dense de S'" constitué
des sous-espaces portés en n points distincts de S. Soit £ = {x;,...,x,} un tel
sous-espace. Pour tout i, x; € £ et la condition (f; x f,)(E,) = =, implique
filxi) € fu.(&). Puisque les points fi(x1), ..., fi(x,) sont distincts, on obtient
F1(8) = Ai©) = ().

@)= Soit (¢,&’) € Sk Avec les notations précédentes :

f&) = £ = f"(©) = fi(e) € fil¢)) = fI"NE) = fum(€) = f(€). W

Observons que l'assertion (2)) est équivalente a 'assertion :
(2’)  f respecte la variété d’incidence S : ¥, (f, x fop1)(SIMF1) = glmntll

En effet, @)=(2) est immédiat et réciproquement, si (£,£’) € S on peut
construire une tour de sous-espaces § = £ C & C -+ C &1 C & = £ avec
(&, &) € Stintitll pour tout i = 0,...,k — 1. Lassertion (2/) appliquée a cette
tour fournit :

£&) C fun (&) €+ C furk—1(&—1) C furn(§),
donc ( fu(&), furk(€")) € StmmHl,

2 Le groupe d’automorphismes de I'espace de Douady de points
2.1 Rappel sur les groupes d’automorphismes

Soit X un espace analytique complexe connexe, compact et lisse. Soit Dx I'espace
analytique des sous-espaces analytiques compacts de X x X. D’aprés Douady [8]],
I'espace des applications holomorphes de X dans lui-méme s’identifie—en prenant
le graphe—a un ouvert de Dx dont le groupe Aut(X) des automorphismes est a
nouveau un ouvert. D’apres Kerner [[18] et Bochner—-Montgomery [3], Aut(X) est
un groupe de Lie complexe localement compact. D’apres Fujiki [12], X ayant une
base dénombrable d’ouverts, c’est aussi le cas de Dy, donc Aut(X) est dénombrable
a linfini. En particulier, le nombre de composantes connexes de Aut(X) est au
plus dénombrable. Lalgebre de Lie de Aut(X) s’identifie naturellement a 'espace
des champs de vecteurs globaux sur X, donc dim Aut(X) = dim H°(X, Ty) (noté
ho(X, Tx)) ou Tx désigne le fibré tangent de X, et toutes les composantes connexes
ont méme dimension (finie). Si cette dimension est nulle, Aut(X) est alors totalement
discontinu et au plus dénombrable.
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2.2 Groupe des automorphismes naturels

Considérons la famille universelle double =, x =, C S x S x 8" x S (on a permuté
deux facteurs) :
En X En = {(xvxlagvfl) | x € gaxl € 5/}

munie des projections p et g vers S x S et S x S respectivement. A tout
sous-espace analytique compact I' C S x S on associe alors 'espace analytique
compact g( p~1(I')) C S x SI". Cette construction se faisant naturellement en
famille, on obtient une application holomorphe Ds — Dgu. Si I' est le graphe
d’un isomorphisme f de S, q(p~'(I')) est le graphe de fI"! donc ce morphisme
se restreint en un morphisme de groupes de Lie injectif Aut(S) — Aut(S!") d’image
fermée puisque ces groupes sont localement compacts [[14} 1.3]. Avec un léger abus
de langage, nous appellerons ce groupe image le groupe des automorphismes naturels
de S,

2.3 Dimension du groupe d’automorphismes

Pour toute variété analytique complexe lisse compacte X de dimension d, notons
Qx := TY le fibré vectoriel des formes différentielles de degré 1 sur X, pour 2 <
p < d— 1notons Q§ = APQy et wy := A%Qy son fibré canonique. Les nombres
de Hodge de X sont par définition h?4(X) := dim H1(X, Qﬁ). Plus généralement,
pour tout fibré inversible L sur X, nous introduisons les nombres de Hodge de X a
valeurs dans L : h?9(X, L) := dim H1(X, Qﬁ ® L). Par dualité de Serre, on voit qu’ils
vérifient :

WX, L) = h1(X, Q5 ® L)
=hI(X, (Qf ® L)Y ® Q)
=X, QL P o LY)
= h?Pama(x, LY).

On observe que h°(S", Tgu) = h*" (S, Qg @ wgin ). Rappelons la construction
du morphisme de groupes naturel —,: Pic(S) — Pic(S["). Notons p;: " — S
les projections sur les facteurs. Pour tout fibré L € Pic(S), le fibré @', p/L est
naturellement S,,-linéarisé et descend en un fibré £ € Pic(S™) puisque les groupes
d’isotropie des points agissent trivialement sur les fibres au-dessus. On définit alors
L, := p*L. On peut montrer que wgm = (ws), (voir par exemple Nieper—Wisskir-
chen [23])), on a donc R(S!™), Tg) = h*" (S, Qg @ (ws)n) -

La proposition suivante généralise le résultat de Gottsche [[I5) Proposition 3.3]
relatif aux nombres de Hodge usuels.

Proposition 1 Pour toute surface analytique compacte lisse S et tout fibré inversible L

surSona:
+oo 2n WOS.L
Zzhp’o(s[”] L)l = (1 + xt) S0
pa e o (1= ()" GI(1 — xS0
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Preuve Ce calcul est une généralisation directe de celui de Gottsche [[15], donc nous
expliquons simplement les points-clés de 'argument. Notons S := S\ D Pouvert
lisse et j: S < S™ linclusion. Pour p = 0,...,2n définissons ﬁgw = j*Qg(:).
Puisque p: S — S est une résolution des singularités, on peut montrer que
p*Qg[HI = fvlé’(”) (voir Steenbrink [25]]). On a alors :

H(S", 0, @ L) = HU(S, 0, © ) = H (8", 95 @ ®piL)
* i=1

Par la formule de Kiinneth, H°(8", Q% ® @', piL) = @', prH(S, Q% ® L). Soit
Wi, . - ., Wy, une base homogene de H°(S, Q% ® L) : pour touti = 1,...,m il existe
d; € {0,1,2} tel que w; € H°(S, Q‘Si" ®L). Une base de H(S", Q% @ @, prL)®" est
donc formée des ), .o o*n pour 7 de la forme pjw;, A--- A pywi, avec Z?:l di, =
p- Un peu de combinatoire permet alors de conclure.

Corollaire 1 Pour toute surface analytique compacte lisse S et tout n > 1, on a
dim Aut(S") = dim Aut(S).

Preuve Observons que

RS, Ty = B2 (8P, ws)y) = 10 (8, ((ws)) )
— h2n71,0(s[n]’ (Wg/)n) .

Un examen attentif de la formule donnée dans la proposition [[l fournit :

2n—1,0 7 cln] _ 10 n—1
h ("™ L,)=nh (S’L)<h270(S,L)+n—2>’

Or, on calcule que h'0(S, wy) = h°(S, Ts) et h*°(S,w¢’) = h*2(S) = 1, ce qui donne
KOS, Tg) = (S, Ts). "

Ce résultat implique que les composantes connexes de I'identité de Aut(S!"!) et
Aut(S) sont isomorphes, et de fagon intuitive : il n’y a “pas trop” d’automorphismes
non naturels. Il est notable que la dimension de Aut(S™") ne dépende pas de 1 !

Remarque 1 Si S est un tore ou une surface K3, le faisceau canonique wg est
trivial et SI") admet une structure symplectique [2} proposition 5] donc Tgw =
Qg et KOS Tgu) = KMO(SM). La formule de Gottsche citée plus haut donne
immédiatement h°(Tgm) = h'%(S) = h%(Ts) (qui vaut 2 pour un tore complexe et 0
pour une surface K3).

La proposition [[l suggere la conjecture suivante généralisant la formule donnant
les nombres de Hodge usuels conjecturée par Gottsche [15], démontrée par Gottsche
et Soergel [13] (voir aussi Cheah [6]) dans le cas algébrique et généralisée par de
Cataldo et Migliorini [7]] aux surfaces analytiques kihlériennes :
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Conjecture 1 Pour toute surface analytique kihlérienne compacte lisse S et tout fibré
inversible L sur Son a:

S p.q(glnl D qn i M. 1 (—1)P*pPAa(S.L)
Zh B (S 7Ln)x )’ " = H HH( 1 — (_l)p+qxp+k_1yq+k_ltk> .
n=0 k=1 p=0q=0

2.4 Cas particulier des surfaces K3

Si S est une surface K3, le corollaire [Tl dit que les automorphismes non naturels
Aut(S) \ Aut(S) sont au plus dénombrables. On en connait cependant tres peu, il
semble que le seul exemple connu soit celui-ci : soit S € P;. une quartique générique
ne contenant aucune droite. Pour tout point ¢ € S!! il existe une unique droite de IP?.
contenant £ C S, qui recoupe S en deux autres points, ce qui définit une involution
birationnelle sur S”?) qui s’étend en un isomorphisme (voir [2]).

Beauville [I] montre que si S est une surface simplement connexe, de groupe
de Picard nul et de groupe d’automorphismes trivial, alors pour tout n le groupe
Aut(S!") est aussi trivial. Ce résultat se généralise :

Proposition 2 Si S est simplement connexe, de groupe de Picard nul et telle que
h(S, Ts) = 0, alors Aut(S) = Aut(S!")) pour tout n > 1.

La condition de non existence de sections globales non nulles du fibré tangent
signifie que le groupe Aut(S) est totalement discontinu. S’il est en particulier trivial,
nous retrouvons le théoreme de Beauville cité ci-dessus.

Preuve La démonstration reprend au début celle de Beauville [T}, section 5]; nous en
rappelons les arguments pour faciliter la lecture.

Soit n > 2 et f un automorphisme de S, 11 induit un automorphisme de son
groupe de Picard. Puisque Pic(S) = {0}, Pic(5!")) est engendré par un fibré L tel que
L®? = O(E), donc f préserve E (car E est rigide). f induit donc un automorphisme
de S\ E. La composée du quotient par le groupe symétrique S"\ A — S™ \ D avec
Pisomorphisme S™ \ D 22 S["! \ E est un revétement fini et non ramifé r: §" \ A —
S\ E. Puisque S est simplement connexe est que A est de codimension 2 dans S",
S"\ A est aussi simplement connexe donc 7 est le revétement universel de S!"! \ E.
Lautomorphisme f s’y remonte donc en un automorphisme f de $" \ A.

Soient sy, .. ., s, des points de S deux a deux distincts. Considérons le morphisme
composé S\ {sz,...,5,} — S"\ A — "\ A défini par x; > f(x1,5,...,5,).
Lune au moins de ses composées a droite avec les projections py, ..., p, sur les
différents facteurs est non constante puisque f est injective, et quitte a permuter
les variables on peut supposer que p; a cette propriété. Lapplication rationnelle
X] — p1o f (x1,52,...,5,) étant non constante, c’est en fait un isomorphisme
de S [T} lemme 1] qui dépend contintiment de s,, ...,s, dans un voisinage de ces
points ol cette composée reste un isomorphisme. Mais le groupe d’automorphismes
de S étant totalement discontinu, cet isomorphisme est indépendant localement
de s;,...,s, : notons-le ¢1(x;). Continuons avec la deuxiéme coordonnée en
considérant maintenant la composée x, ++ f(s;,Xa,...,s,). La premiére projection
sur S est constante de valeur ¢;(s;), donc 'une des projections p,, ..., p, est non
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constante, et nous pouvons supposer quil s’agit de p,. Comme précédemment,
X, + py o f(s1,%2,53,...,5,) est en fait un isomorphisme de S qui ne dépend pas
de sy, s3, ..., s, dans un voisinage de ces points, et que nous notons ¢,(x;). On traite
ainsi de proche en proche toutes les coordonnées. Finalement, dans un voisinage de
(s15-..,5,) € 8"\ A lautomorphisme f coincide avec 'application (xi, ..., x,) —
(¢1(x1), ... ,<Z)n(xn)) . Puisque S" \ A est connexe, ces deux fonctions sont égales
en tout point. Ceci fait, "automorphisme f(xi,...,x,) = (¢1(x1), ey O (xn)) de
$"\ A doit redescendre a S” \ D pour donner f. Le revétement étant galoisien de
groupe S, C’est le cas si et seulement §’il existe un isomorphisme 1 du groupe S, tel
que f(a (xq, ... 7xn)) = ¢Y(o) - (¢1(x1), ... ,¢n(xn)) pour tout 0 € S,,. Si v est
différent de I'identité, prenons o tel que ¢)(o) # o et trois entiers i, j, k avec o (i) = j
etk = (0)(i) # j. La condition d’équivariance dit que ¢;(xj) = ¢x(x;) pour tout
xj # xi et contredit le fait que f est a valeurs dans $" \ A. Donc 7 est I'identité et
la condition d’équivariance dit que pour tous indices 7, j on a ¢;(x;) = ¢;(x;) pour
x; # xj. Cette égalité reste vraie pour x; = x; donc ¢; = ¢; pour tous i, j. En
notant ¢ cet isomorphisme de S, on a donc f(xl7 ey Xp) = (¢>(X1), ceey (;S(x,,)) et f
redescend. Lisomorphisme f de S de départ provient donc de 'isomorphisme
¢ de S. Le morphisme injectif de groupes de Lie Aut(S) — Aut(S") est donc
aussi surjectif, donc C’est un isomorphisme puisque Aut(S) est localement compact
et dénombrable a I'infini [14} 1.10, Corollaire 1]. [ ]

Les hypotheses de cette proposition ne sont remplies que par des surfaces K3
non algébriques, auquel cas le groupe de Picard est génériquement nul, donc on a
immédiatement :

Corollaire 2 Les automorphismes de Uespace de Douady de points sur une surface K3
générique sont tous naturels.

Remarque 2 En utilisant le théoréeme de Torelli global, McMullen [21]] construit
des surfaces K3 non algébriques de groupe de Picard nul ayant un groupe
d’automorphismes d’ordre infini.

3 Etude cohomologique
3.1 Préliminaires sur les traces

Soit V' un espace vectoriel de dimension finie sur C et f € End(V). Notons
tracey (f) € C sa trace et xy(f) = det(f — Xidy) € C[X] son polynéme
caractéristique. Si W et g € End(W) sont donnés similairement, on a les formules :

W traceygw (f @ g) = tracey (f) + tracew (g) € C,
1
traceygw (f ® g) = tracey (f) - tracey (g) € C.

Supposons maintenant que V = @:f(; V, est un espace vectoriel gradué, chaque V,
étant de dimension finie, et que f = (f,),>0 avec f, € End(V,,). On définit sa trace a
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valeurs dans C[[g]] par :

tracey () := Ztracevn(fn)q”.

n=0

SiwW = @;:) W, et @ = (84)n>0 sont donnés similairement, les formules ()
s’étendent, a valeurs cette fois dans C[[q]].

Soit E un espace vectoriel de dimension finie sur C. Notons son algebre tensorielle
T(E) == D, T"(E), son algebre symétrique S(E) := D, S"(E) et son algebre
alternée A(E) := @m A"(E). Pour f € End(E), on calcule aisément les traces des
endomorphismes induits sur ces trois algebres :

1

tracer(g) (T(f)) Tcelg(f)q ©

Cliqll,

(2) traces(g (S(f)) € C[qll,

(—q)4imExe(T)(1/q)
traceas) (A()) = q™Fxe(H(—1/9) € Clq].

En effet, il suffit de considérer le cas ot1 f est diagonalisable et conclure par densité, et
sous cette hypothese, si 'on note xg(f) = (— 1)dimE H?;'TE(X — \j), alors :

dim E

CORSTORVES [| [EEPY)

dim E

g™ Exe(M(-1/9) = T] (1 + ).
i=1

Soit A = @?:o A’ un espace vectoriel gradué de dimension finie sur C et f =
(fi)izo,....a avec f; € End(A*). Posons :

d
trace, (f) = Z trace,: (F)t' € C[t],

i=0

d ) )
xa®) = [T xu(HX/H) € Cle](x].

i=0

Les algebres T(A), S(A) et A(A) sont munies d’'une double graduation en poids n
et degré i, algebre A étant prise de poids 1. Les formules (2) s’étendent alors, a
valeurs dans C[t][[q]] et C[#][q] respectivement. En effet, lorsque f est diagonalisable,
le polynéme caractéristique ainsi défini tient compte du degré des vecteurs propres
en insérant t' devant les valeurs propres Aijdef:

dim A’

xA(f)—H( DA TT (& = A jt).

= ] 1
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3.2 Trace d’un opérateur naturel sur un espace de Fock

Soit A une super-algebre de Frobénius graduée de dimension finie sur C, notée A =
@;", A'. Elle est munie :

e d’une super-structure (i.e., graduation par 7Z/27) définie par la décomposition
Apair = @1220 Azi et Aimpair o @1220—1 A2i+1;

e d’une multiplication graduée commutative et associative A@ A — A:sia € A et
be Al alorsa-be Atieta-b=(—1)"7b-a

e d’une forme linéaire T: A — C de degré —4n telle que la forme bilinéaire super-
symétrique (a, b) := T(a - b) est non dégénérée : la super-symétrie s’écrit (a, b) =
(—1)lal¥l(p, a), ot | - | désigne le degré d’un élément homogene.

Considérons I’algebre de Heisenberg b, := A[t,t~!] & Ck ot le crochet de Lie est
défini par :

[k,—] =0 (k est central),
08 6,b® ¥] = — res,o(@dv) - (a,b) - x,

pour a,b € Aet ¢, € C[t,t7']. Ce crochet est super-antisymétrique au sens ol
Pona: [a®¢,b@] = —(—DI'[b® ¢, a® ¢]. Poura € Aetn € Z, notons
a, := a ® t". Le crochet de Lie est enti¢rement caractérisé par les relations :

[K:, an] =0,

[ana bm] =n- Jn.,—m . <a, b> R

ou § désigne le symbole de Kronecker.

Soit I C U(h,) I'idéal a gauche dans l'algebre enveloppante de h4 engendré par
les éléments de la forme a, pour n < 0 et 'élément k — 1. Lespace de Fock est par
définition le quotient (a droite) IF(A) := U(Dha)/I. Ceest une représentation de by,
engendrée par la classe notée |0) de 1 € U(hs). Notons, pour cette représentation
by — End(]F(A)) , Gu(a) Pendomorphisme correspondant a Iélement a,. On a
donc:

Qn(a) |0> =0 sin<0, K |0> = |0> ’
[02(a), G (B)] = au(a) 0 (k) — (=D lg,, (b) 0 q,(a)
= Tl(sﬂ,,m . (a, b> . id]p(A) .

On constate aisément que cette représentation est irréductible (voir [19]).

On munit F(A) d’une double graduation par poids et degré en déclarant qu'un
endomorphisme q,(a) est de poids n et de degré 2(n — 1) + |a|, et que |0) est de poids
et degré nuls. La décomposition en poids est alors notée IF(A) = @2‘5 Al

Remarque 3 Lehn et Sorger [20] ont construit sur A" une structure de super-
algebre de Frobénius graduée. Nous n’utiliserons pas cette structure supplémentaire
dans la suite.
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Pour n,m > 0,ona q,(a) oqm(b) = (=1)lalblq, (b)oq,(a) don; lalgebre IF(A) est
symétrique en ce qui concerne AP* et antisymétrique pour A™P*". En notant Ag™
Palgebre A considérée de poids m (au lieu de 1) on a donc :

F(A) = S*( @ Aqm) o @1 S(Apaiqu) ® @1 A(Aimpairqm)

m>1

o S* désigne le produit super-symétrique (i.e., le produit symétrique sur un 7/27-
espace vectoriel).

,,,,,

endomorphisme de F(A) noté F(f), caractérisé par la formule :

F(F)(ax (@) oo an(ax) [0)) = ax (T(a1)) oo aqn(Fa)) |0)

ou f(a;) signifie bien str f|,|(a;). Les formules de trace précédentes permettent le
calcul de la trace de IF(f) :

Proposition 3

qm-dim A;mpaif XAimpair (T) ( —1 /qm)
(_qm)dimApa"XApair (f) ( l/qm)

tracer(a) (Hf)) = H

m>1

€ Cle]{lq]).

Remarquons que si f est l'identité, on retrouve la formule déja connue de la série
de Poincaré de I'espace de Fock.

3.3 Rappels sur la cohomologie de S!*’

Les résultats rappelés ici sont dus a Gottsche [[15] et Nakajima [22] pour les surfaces
algébriques, étendus aux surfaces analytiques par de Cataldo et Migliorini [7].

Soit H*(SI") = EB;ZO Hi(Sl" ’algebre de cohomologie singuliére a coefficients
complexes de S, la structure d’anneau étant donnée par le cup-produit. Lalgebre
de cohomologie totale des espaces de Douady de points sur S est Hs := @®,~, H*(S"").
Lunité de H*(S!°)) = C est appelée le vacuum et est notée |0).

Lespace H est muni d’une double graduation : les éléments de H'(S!")) sont dits
de bidegré (n, 1) ot n est le poids conforme et i le degré cohomologique. Un opérateur
linéaire g € End(Hs) est dit homogene de bidegré (u,v) s’il vérifie pour tous #,1 :
g(Hi(S[”])) C H*(S"*4]), On notera v =: |g| le degré cohomologique de g. Le
commutateur de deux opérateurs linéaires homogenes g, g, est défini par [g1, ;] =
g0 — (—D)lllelg, 0g;.

Le produit d’intersection sur H*(S™") défini par (a, 8), == [y, a8 s'étend natu-
rellement en une forme bilinéaire symétrique non dégénérée notée (-, -) sur Hs. Tout
opérateur linéaire homogene g € End(Hs) admet donc un adjoint noté g caractérisé
par la relation (g(c), B) = (—1)!slel(a, gT(8)).

Soit b« (s5) := H*(S)[t,t '] & Cc munie comme précédemment du crochet de Lie
pour lequel c est central et [« f(2), Bg(t)] = fs af -res;gdf - cpour o, B € H*(S)
et f,g € C[t,t7']. On construit gé¢ométriquement une représentation irréductible
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bu-sy — End(Hs) au moyen des opérateurs de Nakajima dont nous rappelons la
définition pour un usage ultérieur.

Pour tous 11 > 0 et k > 1, soit Rk — §lnl 5 § « Ikl [ sous-variété dont les
points sont les triplets (£, x, &) tels que & C &’ et le support de J¢ /J¢+ est {x}, ou J¢
désigne le faisceau d’idéaux du sous-espace £ de S. Notons les différentes projections
sur les facteurs ainsi :

Sl % § x Skl

TN

S[n] S S[n+k] .

Les opérateurs de Nakajima qr: H*(S) — End(Hs) pour k € 7 sont définis ainsi :
pour tousk > 0, € H*(S) etx € H*(S") on pose

g(a)(x) := 7/)*(g0*(x) . p*(a) . [E[n,nJrk]])

ol 9, désigne I'image directe de cohomologie singuliere définie a partir de 'image
directe d’homologie en utilisant la dualité de Poincaré et [S["*K1] désigne la classe
fondamentale cohomologique de la sous-variété. Les opérateurs d’indice négatif sont
ensuite définis par adjonction q_;(a) = (—1)*qx(a)’ pour k > 0. On convient
de poser qp = 0. Les opérateurs qi sont appelés opérateurs de création si k > 1
et opérateurs d’annihilation si k < —1. Le fait que ces opérateurs fournissent une
représentation de by« (s) résulte du théoreme de Nakajima [22]] donnant leur regle de
commutation : [g;(cr), q;(8)] =i - dirjo - fs af - idy,. Le fait que la représentation
br+s) — End(Hs) soit irréductible résulte de I'égalité entre la série de Poincaré de
Hs et celle de la représentation irréductible de by~ (s) donnée par I'espace de Fock.
Autrement dit, Hg = ]F(H *(S)) comme représentations de by« (s), ce qui se traduit
par le fait que I'espace Hg admet une base constituée des vecteurs de la forme :

Gy (t41) + -+, (115) [0)

pour k > 0 etn; > 1, ou les u; parcourent une base de H*(S) (en faisant attention
aux signes car si un tel vecteur contient deux fois le méme u; de degré cohomologique
impair, alors ce vecteur est nul en raison de l'intervention des signes dans la regle de
commutation des opérateurs de Nakajima).

3.4 Action des automorphismes naturels sur la cohomologie

Soit f € Aut(S) et (f,)u>0 'automorphisme naturel de St} induit (avec fa=1 [nly,
Cela induit un opérateur linéaire sur Hg de poids conforme nul dont les composantes
sont notées ¥ € End(H*(S[”])). Notons f* I'opérateur sur Hg tel que f‘;l sty =
1.5, avec fi = f*. Larelation entre f* et les opérateurs de Nakajima est donnée par
la formule suivante :
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Lemme 2 Pourtousk € Zetaw € H(S)ona:

froa(a) =a(f a)o f.

Preuve Commencons par le cask > 1. Soitn > Oetx € H*(S"). On calcule :

fntqu(a)x B fﬂ*Jrkw*(SO*x . p*a . [E[n’nJrk]]).

Le diagramme suivant est commutatif :

n X | X Jnt+k
Sl 5 § x Slntl L Sl 5 § x ikl

! !

gln+k] e gl

etonalaformule: f",

0o (fuxX fX fux)=fuopetpo(fux fX fux)=fop
et nous obtenons :

Frae(@)x = . (0" frx p* fra [(fo % f X fu) 1 (SIeR)])
Puisque (£, )0 est naturel, (f, x f x f)~L(Sl##H) = Sk donc finalement :
faaw()x = (" fix - p7 fa - ()

= q(fa) £ (x).

Pour traiter le cas k < 0, procédons par adjonction. Pour k > 0, nous avons
obtenu la formule f* o qx(a) = q(f*) o f*. Par adjonction nous obtenons alors :

0@ o (f)" = (o ax(f*a),

0y = s o (fy X f X fusr)*. Observons aussi que

Puisque (f*)T = (f~')*, on obtient la formule indiquée. ]

Ce lemme implique que pour toute classe q,, (111) - - - ,,, (14x) |0) € H*(S") on a:

fn*(Qm(ul) to Clnk(uk) |0>) = in(f*ul) ce an(f*uk) |0> .

Par ailleurs, partant de Pautomorphisme f de S, si nous notons f := f* 'endomor-
phisme de H*(S) induit par f, nous pouvons étendre f en un endomorphisme de Hg
en utilisant la base de la cohomologie donnée par les classes formées d’opérateurs de
Nakajima. Nous définissons ainsi un opérateur linéaire ") pour tout # par :

T (qu, (111) -+ @ () [0)) == @ (Futr) - <+ @, (Fuag) |0) -

Avec cette définition, on obtient la formule attendue f" = £, ou de fagon plus
symétrique : (f*)" = (fI")*, ou encore f* = F(f*).
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Remarque 4 Soit f € Aut(S). Les nombres de Lefschetz de I'automorphisme
naturel induit sur S'*! se calculent donc avec la proposition[3l

Pour toute variété analytique connexe, compacte et lisse X et tout automorphisme
f de X, on note p(f) le rayon spectral de f* sur H*(X,C) et e(f) = log p(f) son
entropie.

Corollaire 3 Soit f € Aut(S). Pour toutn > lona e(f[”]) =n-e(f).

Preuve Il suffit de le montrer lorsque f* est diagonalisable. Si u,. .., u; est une
base de diagonalisation de f*, de valeurs propres A;,..., A, ona:

k
(A" (an ) -0 ) 10) = (TN ), ), ) 0)
P

donc p(f1") = p(f)" puis e(f1")) = n - e(f). n

4 Etude des points fixes
4.1 Calcul différentiel sur I'espace de Douady de points

Soit X un espace analytique, x € X et my, C Ox I'idéal maximal des germes de
fonctions holomorphes s’annulant en x. Uespace tangent de X en x est par définition :

T.X := Homc(my /Mg, C).
Soit D Pespace analytique réduit au point muni de I'algebre des nombres duaux

C[e]/e? et notons X (D), 'ensemble des morphismes t: D — X envoyant le point de
D sur x. On a un isomorphisme d’espaces vectoriels :

(3) T.X =2 X(D),.

Soit Y un autre espace analytique, f: X — Y un morphisme et y := f(x). Notons
fy# : Oy,y = Ox, le morphisme d?ilgébres locales induit. Puisque fy# (My,) C Mx,
il induit une application linéaire f¥: my,,/mj  — my,/mg, dont le dual est par
définition I'application tangente a f en x

Tof: X = T,Y, (Tf)(v) =vo fi.

Si on utilise la description (@) de I'espace tangent, il est facile de voir que T, f est
donnée par la formule

(4) (T f)(t) = fort.

Si X = SI" est Pespace de Douady représentant le foncteur des familles plates de
sous-espaces analytiques de S de dimension nulle et de longueur #, on sait quen un
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point £ € X correspondant au sous-espace analytique £ C S de faisceau d’idéaux
Je C Osona

(5) TgX = Homos(jg, Os/jg)

Si ¥ est une autre surface analytique, Y = X" et f: S — ¥ est un isomorphisme,
Pisomorphisme f1"l: X — Y est donné fonctoriellement ainsi : si T est un espace
analytique et Z C S x T une famille de sous-espaces analytiques de S de dimension
nulle et de longueur n, plate sur T, alors f"(Z) = (f x idr)(Z) € Y(T). La
description (B) de I'espace tangent montre que, de ce point de vue, en notant ¢ :=

f(9,
(6) (Te f")(2) = (f x idp)(Z) € T.Y,

pour tout famille plate Z C S x D telle que Zsx» = &. Avec la description (5,
on calcule que Tgf[”] : Home,(J¢, O5/3¢) — Homp, (J¢, Ox/J¢) est donnée par la
formule

7) (Tef™)(@) = (F) "o fuld) o f.
Précisément, pour ¢: J¢ — Og/J;, (Tgf[”])(¢) est la composée

f fu(9) ~ !
(8) J¢ = fide — fu(Os/3¢) o £:Os/ fJe —— 0s/Jc

ou (a) est dti au fait que f est un morphisme affine (puisque c’est un isomorphisme),
donc R! f+Je = 0. En effet, 'isomorphisme (5)) se construit par recollement sur des
ouverts affines, donc on peut supposer que S et ¥ sont affines. Soit A := O(S),
B:=0(X),I:=J; C Aet J:=J; C B. Lidéal I(Z) de Z (dans (6)) est engendré
par des éléments de la forme a; + €/3; avec o, 5; € A ou les «; engendrent I'idéal I
et Pisomorphisme (B)) consiste & faire correspondre a Z le morphisme ¢: I — A/I
défini par ¢(«;) = B; (ce qui est possible par platitude, voir Eisenbud et Harris [9] ou
Douady [8]). Soit alors ¢ € Hom, (I, A/I). La famille plate Z correspondante a pour
idéal I(Z) = (a+e¢(a), @ € I) donc (f x idp)(Z) a pour idéal (f* x id) ~'I(Z), ou

f*:B =L Aesttel que (f*)7'(I) = J. Donc
(ff xid)7'1(2) = ((fH ) +e(f) 7 (o) ,a € 1)
= (v+e( 7 (o(f ) ) e )

et a cette famille correspond le morphisme

#y—1

(9) (Tef"™)(@): T LA A/l v, B/J.
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Notons les projections de la famille universelle ainsi :

st

A tout fibré vectoriel F sur S on associe le fibré vectoriel tautologique F"! := p.q*F
sur S (il est localement libre car p est plat) de rang rg(F") = n - rg(F). La fibre de
Fl"len ¢ € S est FI"(¢) = T'(€, F). En particulier

(Ts)" (&) = T'(€, Ts) = Hom (s, O¢) = Derc(Os, O).

Si f: § — ¥ est un isomorphisme et { := f(£) on a un isomorphisme

(T (€): (T)!" (&) — (T)!"(C)
défini ainsi : a toute section o: £ — Ts on associe la composée

f71 Ps T
(10) (TH"(E)0): ¢ — € 5 Ty — T,

On vérifie aisément qu’avec la description en termes de dérivations, 'application
(Tf)["](f): Derc(Os, O¢) — Derc(Ox, O¢) est définie pour § € Derc(Og, O¢) par

la composée

i fud H!
(11) (THM(E)(0): O — £.05 — f.0c —— Oc.

On dispose par ailleurs d’une application naturelle

t5(8)
(TS)[”] (f) = Derc(os, Of) —_— HOIT[]OS(:]E7 Og) = Tgs[n], o — 6|j6.

Remarque 5 Cette construction m’a été expliquée par Manfred Lehn. A ma con-
naissance, elle ne figure pas dans la littérature.

Observons que les deux calculs de différentielle sont compatibles :

Lemme 3 Le diagramme suivant est commutatif :

ts(§)
(T (€) —— TS

(TH" (€ l J/ T 1

12(0)
(Ts)"(¢) —— T Z.
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Preuve Soit 0 € (Ts)!"(£) une dérivation. Avec (§) on calcule que

(TefM 015(6)) (6)

est le morphisme
7 f*(lﬁj{) (FH~!
j( — f*jg —_— f*Og —_— OC

tandis qu’avec (Lg(() o (Tf)[”] ({)) (9) est le morphisme

f fib M~
J( — OC — f*OS — f*OE —_— O(.

Ces deux morphismes sont égaux puisque f*(J¢) = f.Je. ]

Proposition 4 Soit & € SI". Si & C S est réduit, alors 15(€) est un isomorphisme.

Preuve Puisque S est une surface lisse, S (] est lisse de dimension 27 et dim T:S (] =
2n = dim(Ts)"(€). 11 suffit donc de montrer que t5(£) est injective. Puisque le
support de £ est fini, on peut se placer sur un ouvert affine de S contenant &, voire
supposer que S est affine. Le résultat découle alors du lemme suivant avec A = O(S),
I = J¢ produit d’idéaux maximaux deux a deux distincts si £ est réduit :

Lemme 4 Soit K un corps, A une K-algeébre, I C A unidéal et §: A — A/I une K-
dérivation. Si I est un produit d’idéaux maximaux deux a deux distincts, alors o = 0
implique § = 0.

Démonstration dulemme Notons I = HLI m;, les m; étant des idéaux maximaux
deux a deux distincts. Sin = 0 le résultat est trivial et si n = 1 il est clair grace ala
décomposition vectorielle A = m & K. Nous supposons donc que n > 2. Soita € A,
que nous décomposons de maniére unique pour tout i sous la forme a = x; + A; avec
x; € m;, \; € K. Rappelons que A/I = ! | A/m;. Puisque x; - ... -x, € [ on
calcule

0:6(x1-...-xn):le~...~9?i-...~xn6(x,~)
i=1

OU Xy - ... X - ... %,0(x;) est la composante dans A/m;. En notant que x; =
x; + (Ai — Aj) on obtient

X & b)) = v = Aéx) € Afm;.

j#i
Si H#i(}\i — Aj) = 0 pour tout i, alors Ay = --- = A\, doncx; = -+ = x, €
ﬂ?:l m; = I, donc d(a) = 0. Sinon, 'un des x; est tel que §(x;) = 0 donc §(a) = 0.

|
1 résulte de cette étude qu'en un point £ € S tel que € C S est réduit, on peut
facilement calculer la différentielle de f!") en ¢ par la formule (@) qui ne dépend que

de f. En particulier, si f: S = Sestun automorphisme et ¢ € S un point fixe de
fI" de support réduit, alors la différentielle de 1" en ¢ est I'application associant a
une section : { — T la section Ty o 0 o 7l E— Ts.
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4.2 Etude des points fixes

Si X est une variété analytique complexe lisse, f € Aut(X) et x € X un point fixe
de f, rappelons qu’il est dit non dégénéré si det(T, f —id) # 0. Si f est linéarisable au
voisinage de x (typiquement quand f est d’ordre fini) et si x est non dégénéré, alors
il est isolé.

Soit f € Aut(S) et n > 2. Si F C S est une sous-variété fixe par f, la sous-variété
Fl"l c SI"l pest en général pas une composante de points fixes de fI"! : le probleme
vient essentiellement des points épais. Précisément, les sous-espaces analytiques £ €
S fixes sous f1" sont réunions a supports disjoints de sous-espaces réduits de la
forme :

e {x} ot x est un point fixe de f,
o {x, f(x),..., ff"'(x)} ol x est un point périodique d’ordre k de f,

et potentiellement de sous-espaces non réduits (ou épais) de la forme :

o {&,} ot x est un point fixe de f et & un sous-espace épais porté en x,
o {&, f(&), ..., f5 (&)} ol x est un point périodique d’ordre k de f et & un
sous-espace épais porté en x,

de telle sorte que la somme des points fixes et des longueurs des orbites, comptés avec
leur multiplicité éventuelle, fasse n. Pour calculer T f (" en un tel point, il suffit de
savoir le faire pour chaque type possible, en vertu du lemme suivant.

Lemme 5 Si&,, ..., & sontdel’un des quatre types précédents et de supports disjoints,
avec & € Sl et € = & U -+ U & € S, alors TS = @5:1 Te, S et pour cette
décomposition Tg fI" = @Ll T, f1l.

Preuve Si les & sont tous réduits, I'(&,S) = EB;‘:I I'e;,S) et Tgf[”] respecte cette
décomposition donc le résultat est clair. Dans le cas général, il suffit d’observer que si
I et ] sont deux idéaux d’un anneau A, tels que I+ ] = A, alors on a un isomorphisme
de A-modules :

Homy(I],A/I]) = Homyu (I, A/I) ® Homu(J,A/]).

Eneffet,ona A/I] = A/I® A/ ], dont nous notons p; et p, les projections. Prenons
a€letf € Jtelsquea+ 8 = 1. Atout & € Homu(I],A/I]) on fait correspondre
d(x) = p10(xB) € Homyu (I, A/I) et (y) = p.0(ay) € Homu(J,A/]). Récipro-
quement, a un couple (¢, 1)) on associe 6 définie pour tout x € I et y € J par
O(xy) = ¢(x)y + ¥(y)x vu comme élément de A/I]. On vérifie aisément que ces
applications sont inverses I'une de lautre et que la différentielle, calculée avec la
formule (@), respecte la décomposition. ]

4.2.1 Points fixes réduits

Proposition 5 Six,...,x, sont des points fixes isolés et non dégénérés de f, alors
€:={x1,...,x,} € S est un point fixe isolé et non dégénéré de f1.
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Preuve Montrons que £ est un point fixe isolé. En se plagant dans un voisinage affine
de &, si & nest pas isolé il existe une suite (¢') de points fixes de fI") convergeant
vers £. Quitte a restreindre le voisinage, on peut supposer que tous les &' sont
des sous-espaces réduits, et on pose £ = {x},... x}}. Les O-cycles > xg» e s
correspondant via p convergent donc vers p(¢) et puisque le revétement " — S
est non ramifié au-dessus de S \ D, on peut choisir des relevements de cette suite tels
que, dans S", la suite (x, ..., x") converge vers (xi,...,x,). Puisque f[”] (&) = &,
pour tout i il existe une transposition 7; € S, telle que f (xj-) = x;_( j)- La suite
i — 7; est a valeurs dans un ensemble fini, donc elle prend au moins une valeur une
infinité de fois. Quitte a extraire une sous-suite, on peut donc supposer que 7; = 7
est constante. Par passage a la limite, f(x;) = x,(j) pour tout j, ce qui force 7 = id
puisque les x; sont fixes par f. On a donc trouvé des suites de points fixes tendant
vers les x;, contradiction.

Montrons que & est non dégénéré. Soit o € T¢S!"™. Puisque & est réduit, o €
(&, Ts) et si Tgf[”] (0) = o cela signifie que Ty oo o f~! = o, mais fie = id donc
Tfoo = o cequidonne (T, f) (a(x]-)) = o(x;) pour tout j et contredit I'hypothese
de non dégénérescence des x;. ]

Proposition 6 Si x est un point périodique d’ordre n > 2 de f, alors son orbite
€ = {x,f(x),..., " Nx)} € S" est un point fixe dégénéré de f" tel que
dim ker(Tgf[”] —id) = 2.

Preuve Soit 0 € I'(&, Ts) un vecteur tangent. Sio = Te¢f ("), alors pour tout
i=0,...,n0na

o(fw) = (Trooe fO(F) = (T (o(£70))
donc o est entierement caractérisé par o(x) € T,S, donc ker(Tgf[”] —id)=TS 1

Remarque 6 Si f est d’ordre p premier et si n < p, fI"! n’a pas de point fixe
¢ € S!" contenant des orbites de points périodiques d’ordre k tel que 2 < k < n. Par
contre, si f est d’ordre fini et admet des points périodiques d’ordre n, la proposition[@]
montre que leur lieu dans S est contenu dans une surface fixe.

4.2.2 Points fixes épais

Soit x € Set B,(x) := p~!'(n - x) la sous-variété des sous-espaces épais portés en x.
C’est une sous-variété irréductible de dimension # — 1 (voir Briangon [3]).

Nous supposons a partir de maintenant que 'automorphisme f de S est d’ordre
fini. Si x est un point fixe de f, on peut donc linéariser action au voisinage de x,
ce qui ramene I’étude des sous-espaces épais fixes par fI") au cas ot S = 2, x =
(0,0) € C? et f est une application linéaire d’ordre fini. Choisissons un systéme
de coordonnées X,Y dans lequel la matrice de f est diagonale et notons €1, &, ses
valeurs propres (ce sont des racines de l'unité). Si £ est un sous-espace porté en
(0,0), on distingue deux cas simples :

e lidéal I est monomial,
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* lidéal I¢ est curvilinéaire.

Le nombre d’idéaux monomiaux est égal au nombre de partitions de entier # tandis
que les points curvilinéaires sont denses dans B,,(x). Si n < 3, tout point épais est de
I'un de ces types.

Proposition 7 Si f est d’ordre fini, tout sous-espace épais d’idéal monomial est fixe
sous f1

Preuve Soit A = (A > .-+ > \;) une partition de n. Notons son diagramme de
Young par D()) := {(i,j) € N x N | i < Xj;;}. L'idéal monomial de partition A
sécrit Iy = (X'Y/ | (i, j) ¢ D(N)). Puisque f agit diagonalement dans ce systéme de
coordonnées, I'idéal I est clairement invariant par f. ]

En conservant les notations de la démonstration, une base du quotient C[X, Y] /I,
est constituée des mondmes X*Y"” tels que (u,v) € D(A). Un systtme minimal de
générateurs de I, parmi les XY/ tels que (i, j) ¢ D()) se trouve en ne conservant
que les indices (i, j) figurant a une marche du bord du domaine (N x N) \ D(A).
Notons G(A) cet ensemble d’indices. Un vecteur tangent au point défini par cet
idéal correspond & un morphisme ¢ € Homgx yj (I, C[X,Y]/I,) et est donc donné
par une matrice (a”’v) définie par o(X'YT) = a“'VX“YV pour (i, j) € D(X) et
(u,v) € G(A) (les coefﬁc1ents a sont soumis a des relatlons venant des relations
entre les générateurs de I,). La dlfferentlelle de f!" en ¢, calculée par la formule (9),
envoie la matrice (a“'v) sur (e4e] V) S’il n’existe pas d’indices (i, j) € G(\) et

(u,v) € D(A) tels que 5’1 “5% =1, alors le point fixe est non dégénéré et isolé.

Etudions maintenant les points épais curvilinéaires. Pour n = 2, ils sont de la
forme Iy, == (Ax + py,x*, y*) pour (A : p) € PL\ {(1 : 0),(0 : 1)} (les
points exclus donnent les deux idéaux monomiaux de la fibre exceptionnelle). Alors
(Y o) = I(sl—l Ney ) €St fixe si et seulement si £, = ¢;, auquel cas tous
les idéaux curvilinéaires de longueur deux sont fixes. Pour n > 3, ils sont de la
forme I, == (y + a;x + -+ + a,—1x"~', x") (ou avec x et y échangés), avec a =
(ar,...,ay—1) € C""! non nul. On calcule de méme que (f*)~'(I,) = I,/ avec
af = aiezsfi. Le point est donc fixe si et seulement si pour chaque indice i tel que
a; est non nul, on a &, = £}, Ainsi, §'il existe un indice i € {1,...,n — 1} tel que
g, = ¢!, alors tous les points curvilinéaires de la forme o = (0,...,0,0;,0...,0)
sont fixes. En particulier, un point curvilinéaire fixe n’est jamais isolé.

Létude des points fixes constitués de Porbite d’un point épais et plus délicate. Si
f est d’ordre premier p, pour tout x € S et tout point épais £ de longueur ¢ et de
support x, Porbite {&, f(€),..., f271(&)} € SIPY) est un point fixe non isolé : ce lieu
de points fixes est de dimension £ — 1 si x est fixé et £ + 1 si x varie dans S.

Exemple 1 Si S est un tore complexe et f l'involution f(x) = —x, elle admet
exactement 16 points fixes isolés dont 'action locale en chacun d’eux a pour valeurs
propres €; = €; = —1. Donc tous les points épais de longueur deux sont fixes sous

{21 dans SP. Considérons la surface de S'?! constituée des orbites {x, f(x)} lorsque
x n'est pas un point fixe de f. Sa fermeture contient donc les 16 courbes de points
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épais portés en les points fixes de f, donc s’identifie a la surface de Kummer K%(S),

définie comme la fibre au-dessus de 0 de la composée S/ L5 L S, qui est la
résolution minimale du quotient S/ f. Notons que les points fixes de f!?! de la forme
{x,x'} ol x et x’ sont deux points fixes distincts de f restent en-dehors et donnent
120 points fixes isolés.

Exemple 2 Soit S une surface K3 algébrique admettant un automorphisme sym-
plectique (i.e., laissant invariante la forme symplectique) f d’ordre premier p
valant 3, 5 ou 7. D’apres Nikulin [24], f admet un nombre fini 1, de points fixes
isolés valant respectivement 6, 4 et 3. Considérons I'action de f* sur H?(S,C) :
notons a, la multiplicité de la valeur propre 1 et b, cellede &,i = 1,...,p — 1, 0
& est une racine primitive p-ieme de I'unité (elles ont toutes la méme multiplicité).
D’apres Garbagnati et Sarti [13], Proposition 1.1], leurs valeurs sont : a; = 10, b3 = 6,
as = 6, bs = 4, a; = 4, b, = 3. Laction de f?! sur S/ w'a que des points fixes isolés
et non dégénérés (action locale de f a pour valeurs propres e, = & et &, = &),
leur nombre est Z2 =1 2m,, respectivement 27, 14 et 9 (paires de points fixes
et points épais monomiaux de multiplicité deux), nombre que I'on obtient encore
avec la formule de Lefschetz en utilisant la proposition[Bl Par contre, pour n = 3
et p = 5, la méme formule donne 36 points fixes isolés : on en compte en effet 4
formés de triplets de points fixes, 24 formés d’un point fixe réduit et d’un point fixe
double, mais parmi les 12 points triples monomiaux, 4 sont dégénérés (ceux associés
ala partition (1,1, 1)) et il y a des composantes de points curvilinéaires fixes.
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