Canad. Math. Bull. Vol. 22 (3), 1979

IDENTITE POUR ¥ 1™
n=1 n

n=l(k)

PAR
ARMEL MERCIER

1. Introduction. Dans cet article, nous établirons un théoréme sur la
représentation de certaines séries de Dirichlet (ceci généralise un résultat de
[3]). Avec ce nouveau résultat nous donnerons seulement quelques applications
qui évidemment pourraient étre augmentées de beaucoup. Par exemple, nous
donnerons une expression asymptotique pour

Y. d*(n), LkeN et acR
n;f(z)
(il est entendu que le résultat reste valide pour [eZ), ou d(n) désigne le
nombre de diviseurs de n. Notons enfin que, pour une série de Dirichlet
donnée, nous désignerons par o, son abscisse de convergence absolue,
lorsqu’elle existe.

2. Résultat

THEOREME 1. Soit f une fonction multiplicative telle que Y ._, f(n)/n® converge
absolument pour o> a,. Alors pour tout k, le N et pour o >0c, on a

1 a+r 0 1
) Z f(':) [H (f(p) Z f(<a+,)s) n; f(n)nxs (n)

n=1 N ¢(k) pelld r=1 P
n=l(k) ptk’ (nd)=1
f@*) , < f)per f(n)x(n)
¥ g <{pl—|lld( p* +r§1 x(p)* >}x(l)(,.z):1 ]
X #X1 ptk’ n,d)=1

ou d=(k 1), k'=k/d, I'=1/d, x désigne les caracteres mod k', x; est le
caractére principal et ¢ désigne la fonction d’Euler.

Preuve. Soit d =(k, l), la démonstration de ’équation (1) se fait par induc-
tion sur le nombre d’éléments dans la décomposition de d en facteurs premiers.
Mais (I, k) =d, alors | =dl’ et k =dk’ et on remarque que la condition n=1(k)
est équivalente a n=dn’ et n'=1'(k"), (I', k")=1.
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Supposons que d = pg, alors

v fn)_ f(" Po) 1 - f(n'pg)
@ : -7 ( =
Z1 n nzl Do e%{" nzl (n )
n=I(k) n’'=l'(k") n'=U(k")
(n'.po™)=e
o oo ’ 1 oo o
:f(rl(:) y f(',')+ ( 5 f(n,p )>
Po n'=1 (n) 0 e|po™ n'=1 ( )
n'=t"(k") e>1  n'=l'(k"
(n',pp*)=1 (n’,pg*)=e

Il s’agit maintenant d’évaluer ces deux sommes. Or

Z fn) f(n)g(n')
Z (n'y n; G

n'=1"(k’) n'=1'(k’)
(n".po™)=1
ou
. , _
g(n) = {1 si (n',py)=1
0 autrement.

Mais g est une fonction multiplicative, d’ou pour o >a,, on a

f(n)g(n) 1§ f(n)g(n) ¢ x(n)
n; d>(k’)n§1 n’)’ Zx(l)

n'=l'{k")

_ 1 f(n)g(n)x(n")
’¢(k')§( (l)é (n'y )

d;(lk)[ Z f(n)xl(n)Jr Z ( 5 nzl f(nlx(n)ﬂ

(n,pg ) 1 x#xl (n,pp™)=1
Donc
- f(n)_ 1 f(n)xl(n) f(n)x(n)
® L Gy ¢(k)[ Z 2 (xa x) nzl )]
(::j(l,;()i)l (n,po ) 1 x#xl (n,po™)=1

ou x désigne les caracteres mod k' et x, désigne le caractére principal.
Pour la deuxi¢éme somme, nous remarquons que

@ Z( Z f(npo)> i f(np‘é‘+ i f(n'pg)

e|po™ n'=1 (n’) n'=1 (n')s n'=1 (n’)s
e>1 n'=l'(k") n'=l"(k") n'=l"(k")
(n'.po*)=e (n",po®)=po (n".po™)=Ppo’
e § o0
=1 ()
n'=U(k"

(n',pe™)=po*
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Or pour 1=B<e, (p§,n’)=pf entraine p§|n’ et pour §=a, (pg, n’)=p<
entraine p3| n’, d’ou

i f(n'p3) _ i f(mpops)

ns B\s
n'=1 (n') m=1 (mpg)
n'='(k’) mpof=U'(k’)
(n',pe™)=py? (m, po)=1

1B~ «

Mais mpf§=1'(k') posséde exactement une solution si p,+ k', donc

i fn'pg) _ f(ps*®) i f(m)

(5) ns s
n'=1 (n) Pg m=1 m
n'=l'(k") m=1(po®)**"~ (mod k')
(n".pe*)=p,® (m.py)=1
1=B<a Dotk

Et puisque (I'(p§)**"" ', k') =1, alors

m=1 d>(k) m*
m=l"(ps®)** > '(mod k) (m Pn) 1
(m.pp)=1 (k'.pe)=1
1=B<a
Potk’
y 1 i f (m)x(m)]
~  x(x@E*C = m® )
lx%Bxl (m,po)=1
=B <a
(po,k) =1
De méme

i f(n_’,p‘é)= i ( i f(mpopo>

n'=1 (n )S d=a m=1 (rr"p0)S
n'=l'(k") (m,py)=1
(n',pe*)=po™ m =1'(pe®)** (mod k')
Potk’
i (f(p“s) i f(m)>
o m—1 n®
potk (mpy)=1
m=1'(p>)**" " (mod k')

Utilisant le fait que (I'(p5)**"~*, k') =1, alors nous obtenons

S S e (1§ fomx(m)
7) 2 oy aza pE {¢(k') T
n'=l'(k") potk’ (m,pg)=1
(n',Do“)=Poa
1 < f(m)x(m)
N § <x(l)x(p5)“"“1 Z >}
X# X1 (m.,po)=1

Utilisant les équations (3), (4), (5), (6) et (7) nous obtenons le résultat demandé
pour d =pg.
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Supposons maintenant vrai pour toute fonction multiplicative f et lorsque

d =p¢111 Y
Dans ce cas

p&4. Montrons que le résultat reste valide pour d =p{ -- - p/.

i n) Z f(npr
no1 (np7)’
nEl(k) nEl,(k,)
N k l
ou (I, k)=pi - prii, ki = 2 —.0 o
| 2% P
Mais
i f(np?) _ i f(npy)
n=1 (np:‘l')s n=1 (n, p:l')s
n=l,(k,) n=1l;(k,)
(npr)=1
4 Z f(nl‘)lryﬂs)
n=1 (npr'H)
np,=l,(k,)
(n, p,r)=1
f(pr) f(n) f(pr'*‘) - f(n)
—+
pi ng p“‘*"s 2 n’
n=l .( D] np,=l[,(k,)
(np,*) =1 . (np=1
1 ar j—
Soit g(n)= { st (npr)=1
0 autrement,
alors
f(npr) f(pr f(n)g(n)  (fpr™) ¢ fn)g(n)
(8) Z ( Z Z (a +a)s Z s >
n=1 npr r n=1 = n=1 h
n=1,(k;) n=l,(k,) np,*=L,(k,)

Par hypothese d’induction,

- fn)g(n) _ fp* )g(p ) glp*™f(p*™)
©) Z ’ - (k" [p“llm“‘-“p,_l“"‘ ( p* Z (a+r)s )
n=ly(k,) P*k
S f(n)g(n)
% nz=:1 ns + g {pa"plﬂl...p"lar—l
(n,pi®'--p D=1 X # X1
f(p*® )g(p ), v _f@Me(p*™) \ 1 < x(m)f(n)g(n)
( Z X(p )¢(k) 1 (a+r)s> X(l ) g ns }]
p*k (np,*'- - p, 7 H=1

Pour évaluer la somme

- f(n)g(n)
Z nS
np,~=l,(k,)
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1979]
nous utilisons encore I’hypothése d’induction. En effet puisque
(ly, k) =p§r- - piy
alors np;y=1,(k,) devient
n'pr=Uk), (I,k)=1  ky=k'p{* - -pi, L=Upi---pi.
I'(k") possede une solution il faut que p, + k' et dans ce cas

Et pour que n'p;
=I'(py)**’~!(mod k').

Utilisant ce fait, nous obtenons

(10) Zl (f___(gr;a)s) y f ("’)ﬁ(n))
- ' np,>=l(k,)
_ 1 < [fr™) fp9)g(P®)
_d)(k,)xa2=:1 [Pfa eos {pullmall.-.lprlur: ( pas
p,tk’
CEICRET) g s
plk (n, plm..r.l;i ar—ty—]
f(p* )g(p ), v f* g™
* § {Pn”l’x“l‘—‘['p,l""( p +'Zk1 X(P )tb(k) lp(ﬂ+r)s>
L S fmgx(
Z n’ }]

|

a)d)(k) 1
n=1
%1)=1

x(l')x(p
("1,171“]"‘91 1"
Remplagant les équations (9) et (10) dans I’équation (8), nous obtenons le

résultat désiré.

REMARQUES. 1) Puisque

T (p)*7'=1  (mod k')

alors
1 , .
X(pr)tb(k’)—l =x(p") (Voir [1])
d’ou ’équation (1) du théoréme peut s’écrire sous la forme

fm) 1 f(p*) fle* xH\ 1 f(n)x(n)
(11) Z ns (b(k ) {pl“-lj[[d ( p Z (a+r)s }X(l ) "Zl }
(n,d)=1

n=1
n=Il(k)

p*k

ou d=(k,1l), k'=k/d, I'=1/d.
2) Lorsque f est une fonction complétement multiplicative, I’équation (11)

devient
& f(n) 1 ﬁd_) fnx(n)
§ n* Z<x(z'>nzl )

S

1
(k)

III
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3) Soit x les caracteres mod k, alors pour (I, k) =1 et f(n) étant une fonction
multiplicative telle que Y., f(n)/n® converge absolument pour o > o,, alors
par I’équation (11) on a

- 1
5T

n=Il(k) X # X1

f(n)x(n)
x (D) nzl )

_ 1 fp), f(n)
_d>(k)xp.k(1+ o+ ) Z )

p nln

Supposons que Y., f(n)/n® =¢*(s)F(s, z), { désigne la fonction zeta de
Riemann, ou F(s,z)=Yr_,bn)/n* et Yr_,|b(n)n'(log2n)®*" est
uniformément bornée pour |z|=<B. Utilisant un résultat de Selberg [5], nous
obtenons, a partir de I’équation (12),

I -5 L (o L fooxom)
n=I(k) x#xl

z—1
xlog x

:ﬁp,k (1+%+ >;1 II (1_%)2(1+%+' ' ) I
+0(x logz;c:z).

Or par un théoréme de Rieger [4], nous avons, pour (I, k)=1,

n'%i)f(n)=——¢(k)lr(z) H( (1 +%’2+‘ . ~>71 I;I (1—%)2

xl_[ (1 +@+ <o )x log z;cl +0<z log Z;cz).
p
De ces deux dernieres équations, nous obtenons
1 ( z—2
—_— (n) (n)) (x log x )
s = @ 2 I :

X #X1

(13)

3. Applications

THEOREME 2. Soit ® une fonction multiplicative telle que ®(p)=bp“+o(p"),
beR—{0,-1,-2,...}, ueR, et O(p*)=O(p™), t>1. Soit f une fonction addi-
tive telle que f(p®) ne dépend pas de p et f(p) # 0, alors pour k, leN, on a

(14) Z M:qx log ba_cl loglog x + C,x log b;cl

n=I1(k)

b—2
+O<x log x loglog x)
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ou b (p)
oJp)
C,= T(b) h(1, b)
bf(p) ,
. C,= T20) (h'(1, b)I'(b)— h(1, b)I" (D))
@(pa) ) fp)/f(p) @(pa+r) ® fpe+)/f(p)
L (e ) o )
h(s, 0)=—— ( +
(S (.0) (b(k)p].;_uld pas ';1 p(a+r)s
p+k'
f(n)/f(p)
1\ & "_uG(")(%))
l:,[(l_;;> ,.z:: n’
(n,d)=1
(n,k")=1

Preuve. En utilisant ’équation (11) on obtient pour o > g,

O®*) feo
i n‘“@(n)t“"): 1 Z{n( p*

n= n d’(k,) x ‘pcld p
=l
00" 1pmr
N © p(a+r)u 1 i 7u®(n)tf(n)x(n)
1 x (PO ) x (@) W= n’®
ptk’ (nd)=1

ou teC, |[t|=1. Posant w = bt'®, alors ’équation ci-dessus devient

n_u®(n)(%)f(n)/f(p)— 1 Z {H (—(..);(? (%)>f(p“)/f(p)

, n oK) 1 p™
@(pa+r) ((0

oo (a+nr)u 7

p b
+ e (k)—1_(a+r)s
= x(@") p

p+k’

1[\/]8

p°lld

3
I
3
=
=
z

)f(D‘”’)/f(p)

1 =
x(") n; n’

(nd)=1

@(Pa) ® fe*)/f(p) @(pa+r) ) f(pa+rif(p)
L (6 =6
( p + Z p

_¢(k,) paild pas ) p(a+r)s

f(n)/f(p)
n‘“@(n)(%’) x(n)}

f(n)/f(p)
. n‘"@<n>(§’) ()
x 2 e ={°(s)h(s, )

(n,d)=1
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ou
@(pa) P fe*)/f(p) @(pa+r) ) f(pa+n/f(p)
D (e 6) - e ()
h S, w = ’ ( as + a-+r)s
(s, ) d;(k),,la_"[d p ,; pern
ptk’
w\V®)
. nem(E) e
X 1——) .
,Z‘l n* l;I( p*

(n,d)=1

Utilisant ’équation (13) et un résultat de Selberg [5], on a

B ® f(n)/f(p) h(l w) w—1 ( m~2)
“ — =1 +0{x1
(15) Z n @(n)<b> Tw) xlog x xlog x

n=x

n=1(k)

Dérivant par rapport a w 1’équation (15), tout en utilisant I'inégalité de Cauchy
w—2
pour estimer d/doO(xlog x) et posant w=b, on obtient le
résultat désiré.
Si Pon pose w =b dans I’équation (15), nous obtenons, pour k,le N et @ la
fonction multiplicative définie dans 1’énoncé du Théoreme 2,

O(n) h(1,b) b-1 ( b—2>
16 9tn) _h(l,0)
(16) néx o Tb) xlog x +Ol|xlog x
n=Il(k)

Pour terminer, nous donnerons une expression asymptotique pour

Y d*(n), k, leN, aeR,

n=x

n=l(k)

ou d(n) désigne le nombre de diviseurs de n. Ce résultat est connu lorsque
(Lk)=1 (Voir [4]), et dans le cas ou a =1, I’expression asymptotique est
connue pour n= O(p,), po étant un nombre premier fixe mais arbitraire (Voir

[2D.

TueorEME 3. Soient k, le N et a € R, alors nous avons

h(1,2° o 202
Z d“(n)=—l%§2xlog2xl+0(xlog X >,

n=l(k)
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h(1,2%) = 1 1-[ ((a+al)"‘+ i (a+:ir)a)l—[(1—-l>2u

(b(kl)p“lld p r=1 p p p
p+tk’
H(1+ = S+ )
p*
p*d
p+k’

et d=(k,1), k'=k/d.

En particulier, pour k, l € N, nous avons

(a+1)7! (a+1+r)
z d(n)—n( p* Z p* )

n=x p°ild r=1
n=1(k) prk’
XH( p*—plog— )H((p 1) log— )‘IH( log— )1
_ _c - _ plog——
p—1/ p—1 pld p—1

p X —3/2 N
X l + l ,:
H (p og _1> K Tog T O (o8 )™, ol k'=k/d.

plk’
Preuve. Il suffit d’utiliser I’équation (16).
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