GENERALISATION DE LA DECOMPOSITION DE KATO
AUX OPERATEURS PARANORMAUX ET SPECTRAUX
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(Received 28 October, 1985)

Introduction. Dans tout ce qui suit, H désigne un espace de Hilbert séparable, A un
opérateur fermé de domaine D(A) dans H, on note B(H) I'ensemble des opérateurs
bornés de H dans lui-méme et N(A), R(A) respectivement le noyau de A, 'image de A.

En 1958, T. Kato a démontré dans [7] le théoréme suivant.

Soit A un opérateur semi-Fredholm sur un espace de Hilbert H. Alors il existe une
décomposition directe de H=M @ N telle que

(a) M, N sont invariants par A,

(b) A | M est régulier (c’est-a-dire R(A | M) est fermé et contient tous les noyaux itérés
de A| M),

(c) NcD(A), A|N est nilpotent de degré d.

Cette décomposition est connue sous le nom de décomposition de Kato de degré D.
Les opérateurs admettant une telle décomposition ont été caractérisés en 1978 par J. P.
Labrousse (8] et on les appelle les opérateurs quasi-Fredholm de degré d; 'ensemble de
ces opérateurs est not€ q®(d) et contient évidemment les semi-Fredholm comme cas
particuliers.

Une question se pose naturellement: sous quelles conditions sur A, peut-on
généraliser la décomposition de Kato par une décomposition ou (c) est remplacée par:
A | N est limite de nilpotents?

Dans ce travail on donne (Théoré¢me 3.3) une caractérisation des opérateurs
admettant une décomposition du type de Kato lorsque A est paranormal (voir [8]) et
lorsque la condition (c) est remplacée par la condition

() A|Ne2yN2y

2,4 N2={TeB(H)|T et T* sont des transformations quasi-affines
f f

d’opérateurs quasi-nilpotents}

(voir [2]). Si on note gN = {T € B(H) | o(T) = {0}} c’est-a-dire ’ensemble des opérateurs
quasi-nilpotents, alors on a:gN & 2, N 2% ¢ 'adhérence de I’ensemble des nilpotents
(voir [9]). ‘

Dans le cas out A est spectral (au sens de Dunford [4]) on obtient (Corollaire 4.2) une
décomposition du type de Kato ol la condition (c) est remplacée par la condition (c")
A| N €gN et la condition (b) est remplacée par (b') A | M est inversible. Les paragraphes
3 et 4 sont consacrés a la démonstration de ces résultats.

Dans le paragraphe 2 on s’est intéressé aux opérateurs réguliers c’est-a-dire tels que
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R(A) soit fermé et (Vn e N)N(A™) = R(A); on notera Reg(H) I'ensemble des opérateurs
réguliers.
On sait que 1’ensemble resolvant de A qu’on note

p(A)={AeC|(A—Al)™" existe et est borné}
est ouvert dans C et que I'opérateur R(A, A) = (A — AI)™! est analytique dans p(A). Donc
(VAeC) Aep(A)&(A—Al)~! existe et est borné.

On va donner une généralisation de p(A) ou la notion d’inverse est remplacée par
celle d’inverse généralisé. Notons reg(4) I’ensemble resolvant généralisé de A défini par

reg(A) = {Ao e C| AU, voisinage de A, dans C, tels que VAe U,, 3B, opérateur
continu sur H 2 valeurs dans D(A) et analytique dans Uy, tel que B, soit un inverse
généralisé de (A — Al)}.

On a évidemment p(A) c reg(A) et on montre dans le Théoréme 2.6, le résultat suivant:
A ereg(A) < A — Al est régulier.

On verra aussi que si dim H <o alors p(A) =reg(A) (c’est-a-dire que tout opérateur
régulier est inversible); ce résultat reste vrai (avec H Hilbert quelconque) et A spectral ou
décomposable. Ceci montre que la notion d’opérateur régulier généralise celle
d’opérateur inversible.

Pour établir les résultats des paragraphes 2,3 et 4, on aura besoin d’une part
d’introduire la notion du coeur analytique K(A) d’un opérateur (inspirée de celle de
coeur d’un opérateur (P. Saphar [10])) et d’autre part d’étudier ses relations avec

Hy(A) = {u € D”(A) tel que lim ||A"u||"" =0}
n—w
sous-espace connu dans la littérature. C’est 'objet du paragraphe 1 et notamment on

démontre dans le Théoréme 1.6 que A, est un point isolé du spectre de A si et seulement
si

H=HyfA— D) DK(A—Al) et HyA—AI)#{0).

Ce théoreme généralise le Théoreme 5.8.A et le Théoréme 5.8.D de Taylor [11), car si A,
est un pole d’ordre d alors on a

Hy(A — 4 )=N((A = AD)%) et K(A—AoD)=R((A - AD)?).

Je tiens a remercier le referee pour ses suggestions qui m’ont permis d’améliorer la
rédaction de ce travail.

1. Caractérisation des points isolés du spectre. On notera

K(A)={ueH|3a>0, Vn=0 Ju, e D(A™) tels que
(Dve=u et Av,=v,, (2)||v.ll=a” [lu]| Yn =0}.
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REMARQUE 1.1.

(1) K(A) et Hy(A) sont des sous-espaces de H non nécessairement fermés.

(2) A(K(A) N D(A)) = K(A) et Hy(A) = D(A), A(Ho(A)) = Hy(A).

(3) K(A) est li€ au coeur de I'opérateur A par la proposition suivante, (rappelons
que le coeur de A noté Co(A) (voir [10]) est par définition le plus grand sous-espace M de
H tel que A(M N D(A))=M).

LeMME 1.2. Soit A un opérateur fermé. Alors on a

(a) Ho(A) < {u € H:yau)={0}};
on a 'egalité si A ala S.V.E.P.

(b) K(A)={ueH:0ed,(u)}.

Démonstration. Pour les définitions de y,(u), 84(u) et de la S.V.E.P. voir [13] et
[14].

(a) Est une simple vérification.

(b) Se déduit directement du Lemma 1.1 [14].

ProrosiTION 1.3. Soit A un opérateur fermé. Alors
Co(A) fermé dans H= K(A) = Co(A).

Démonstration. D’aprés la remarque précédente (2), il suffit de montrer que
Co(A) < K(A); remarquons d’abord que Co(A)ND(A) est fermé dans D(A); soit
A:Co(A)N D(A)— Co(A); la restriction de A & Co(A)N D(A) est surjective=> 3B
borné inverse a droite de A tel que Vu € Co(A) on a u = ABu avec Bu € Co(A)N D(A)
en posant v,=B"ue€D(A") on a vo=u et Av,,,=AB""'u=Bu=uv, et |v,| =
[IB|I". ||«]| donc u € K(A) d’ou Co(A) < K(A).

REMARQUE. Dans le cas des opérateurs g®(d) on a
K(A) =Co(A) =}DO R(A")
(voir [9, Théoreme 1.5.4]).
ProrosiTion 1.4. Soit T € B(H). Alors
T quasi-nilpotent = K(T) = K(T*) = {0}.
Démonstration. Cest une simple vérification.
ProposITION 1.5. Soit A un opérateur fermé. Alors sont équivalents:
(i) Hy(A)=H;
(i1) A quasi-nilpotent.
Démonstration. Voir [14, Théoréme 1.5].

THEOREME 1.6. Soit A un opérateur fermé. Alors les conditions suivantes sont
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équivalentes:

(1) Ao€ a(A) est isolé dans o(A);

(2) H=HyA — A1) D K(A — Aol) et Hy(A — Aol) # {0}
(ot @ est la somme topologique).

Démonstration.

(1)>(2). Sans perte de généralité prenons Ao =0, donc 0 est isolé¢ dans o(A) et par
le théoréme de “‘séparation du spectre” on a H=N@® M, ot N et M sont invariants
par A et o(A|N)={0}, 0¢ o(A|M). D’apres le Lemme 5.8.c [11] on a N = Hy(A)
(en particulier Hy(A)# {0}) et d'autre part Oep(A|M)>A|M est surjectif>
AMND(A))=Met M fermé > M < K(A); donc

H=N®M=Hy(A)DM=HyA)+ K(A),
montrons que Hy(4) N K(A) = {0}. Remarquons que
Hy(4) N K(A4) = K(A | Hy(A));
“2” est évident et P'autre inclusion découle du fait que
u=A", e Hf(A)>v, € Hy(A).

Comme Hy(A) = N est fermé > A | Hy(A) est quasi-nilpotent (cf. Proposition 1.5) et
d’aprés la Proposition 1.4 on a K(A | Hy(A)) = {0} on voit que Hy(A) N K(A) = {0} d’ou
H = Hy(A) ® K(A) et Hy(A) # {0}.

(2)=>(1). H=Hy(A) ® K(A)=> Hy(A) est fermé > A | Hy(A) est quasi-nilpotent i.e.
o(A | Hy(A)) = {0}, de méme (2)=> K(A) est fermé=> A | K(A) est surjectif et Hy(4) N
K(A)= {0} > N(A)N K(A) = {0} > A | K(A) est injectif donc 0 € p(4 | K(A)) et comme
I'ensemble résolvant est ouvert= 3V voisinage de zéro dans C inclus dans p(A | K(A))
donc VAeV — {0} on a A € p(A | Hy(A)) N p(A | K(A)) = p(A) =0 est isolé dans o(A).

ReEMARQUE 1.7. Le théoréme précédent généralise le Théoréme 5.8.A. et le
Théoreme 5.8.D. de Taylor [11], car si A, est un pdle d’ordre d, alors on a

Hy(A — Al) = N((A — AD)?) et K(A—Aol) =R((A — AoD)%).
ProprosITION 1.8. Si A est fermé avec D(A)=H on a
Hy(A) c K(A*)*.

Démonstation. Montrons que Hy(A) < K(A*)*, soit w e Hy(A) et u e K(A*), par
définition de K(A*) on a

Vn=0,u=A*v, avec v,eD(A*") et |v,ll=<a”. |ul
d’ot
(w, u)=(w, A*v,)=(A"W, v,)Vn =0
car w € Hy(A) c D(A"). Donc
|(w, W) = [|A™W||. fv,]l =a”. AW . ||lu|—0

quand n— o car w € Hy(A).
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Donc [(w, u)| = 0> (w, u) =0=> Hy(A) < K(A*)* d’ot Hy(A) < K(A*)*.
QuESsTION 1. A-t-on l'inclusion inverse i.e.
K(A*)" cHyA)?

REMARQUE 1.9. La réponse a cette question est affirmative dans le cas des opérateurs
q®(d) (voir [9, Proposition 2.3.2]).

2. Quelques résultats sur les opérateurs réguliers. Soit A et B deux opérateurs
fermés d’un espace de Hilbert H dans lui-méme de domaines D(A) et D(B) respective-
ment dans H.

DEFINITION 2.1. On dira que I'opérateur B est un inverse généralisé de A et on notera
B (inv) A si et seulement si R(B) c D(A), R(A)c D(B) et ABA=A sur D(A), BAB=B
sur D(B).

REMARQUES. (1) Cette relation est symétrique.

(2) si B (inv) A alors AB est un projecteur tels que R(AB)=R(A) et N(AB) =
N(B).

(3) Inverse de Moore—Penrose: 'opérateur A = A | D(A) N N(A)* — R(A) est injec-
tif et & image dense dans R(A). On pose

B|R(A)=A""', B|R(A)'=0.

On a

D(B)=R(A) ® R(A)" > R(A) < D(B)
t
) R(B)=R(A™")= D(A) NN(A)* = D(A)

et il est clair que ABA=A, BAB = B; on vérifie que, ainsi défini B est un inverse
généralisé de A. On voit facilement que si R(A) est fermé alors B est borné.

DErnITION 2.2, A est dit régulier si
VneN, N(A")cR(A) et R(A) estfermé.
EXEMPLES.
(1) A surjectif.
(2) A injectif et R(A) fermé.

LemMa 2.3. Les propositions suivantes sont équivalentes:
(a) VmeN, N(A)c R(A™);

(b) VneN, N(A")cR(A);

(c) VneN, VmeN, N(A")cR(A™).

Démonstration. (a) = (b) par induction sur n; pour n =0 c’est évident et pour n =1
c’est une conséquence immédiate de (a); supposons que (b) est démontré pour n =k et
soit

u € N(A**1) > A*u e N(A) c R(A*Y)
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par (a). Donc Jv € N(A**?) tel que A*u = A*"'v > u=Av+woiu we N(A*) c R(A) par
hypothése d’induction. Donc u € R(A) c’est-a-dire N(4**") c R(A).

(b)=>(c) par induction sur m, pour m=0 et m =1 d’apres (b) on a (c) VneN.
Supposons que (c) est démontré pour m=k et VneN. Soit ue N(A") avec neN
quelconque. Alors (b)>3u e N(A™*") tel que Av=u et comme par hypothese
d’induction N(A™*") = R(A*) on voit que v € R(A¥) > u € R(A**") ce qui établit (c).

(c)=>(a). 1l suffit de prendre dans (c) n =1.

PropOSITION 2.4. Soit B un inverse généralisé quelconque de A et A régulier. Alors on a
(1) VneN*, VkeN* telsque 1=k=n, N(A*)c R(A"**),

(2) VneN*, B:R(A"")— R(A"),

(3) VneN*, B:N(A")—>N(A™).

Démonstration. (1) Par induction sur k et en appliquant le Lemma 2.3 et la
Définition 2.2. (2) Soit u € R(A"*")>3v e D(A™") tel que u=A"*'v. On a

(BA-DA"veN(A)c R(A™)
du fait que A est régulier et du Lemma 2.3; comme A"v € R(A") donc
BA""'v € R(A") > Bu € R(A").

(3) Soit ueN(A™). A régulier=>>N(A")c R(A)>u e R(A). Donc Jve D(A) tel
que u=Av, A""'Bu=A""BAv=A"ABAv=A"Av=A"u=0. Donc A""''Bu=0>
Bu e N(A™"). :

COROLLAIRE 2.5. Sous les hypotheses de la Proposition 2.4 on a

B*:N(A)— N(A**Y),
B¥:R(A**")—> R(A).

Démonstration. Se déduit a partir de (2) et (3) de la Proposition 2.4.

Il est bien connu que I’ensemble résolvant de A qu’on note

p(A)={2eC|(A-AD)"" existe et est borné}

est ouvert dans C et que I'opérateur R(A, A) = (A — AI)™! est analytique dans p(A4). On
va donner une généralisation de p(A) ou la notion d’inverse est remplacée par celle
d’inverse généralisé. Notons reg(A) I’ensemble résolvant généralisé de A défini par

reg(A) = {).;) e C | 3V, voisinage de A, dans C, tel que
VA € Uy, 3B, opérateur continu sur H i valeurs
dans D(A) et analytique dans U, tel que B; soit
un inverse généralisé de (4 — Al)}.

On a évidemment p(A) < reg(A). Le théoréme suivant montre le lien entre reg(A) et les
opérateurs réguliers.
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THEOREME 2.6. Soit A un opérateur fermé et Ao € C. Alors sont équivalents:
(i) Ao €reg(A);
(ii) A — Aol est régulier.

Démonstration. (i)= (ii). (A — AoI)B,, = P, est une projection sur R(A — A,l) (voir
remarque (2) de la Définition 2.1). Montrons que P, est un opérateur continu de
domaine égal @ H. Pour cela on a: si A un opérateur fermé, B un opérateur continu tel
que R(B) = D(A), alors AB est continu.

On en déduit que P, est continu (VA € reg(A)). Or Py, est un projecteur (P =P, ),
donc R(P,,) est fermé dans H, comme R(P,)=R(A—A) on a donc montré que
R(A — Aol) est fermé. Il reste a montrer que N((A — A,1)"} = R(A — AoD), Yn=0. Tout
d’abord, on remarque que

si A#dy, N{(A-AD)")cRA-A) VYn=(,
en effet, soit ue D((A —A,D)") et (A—A)"u=0, on a
[(A=-AD+ (A=A J'u=0.
La formule du bindme de Newton nous donne
12 (a-ay.a=aglu=0 30-rgu=-3 (M) -uya- iy
j=0 j=1

d’olt (A —Ag)"u € R(A— Al); puisque A# A, on a u € R(A —Al); donc N((A — A D)")
R(A — Al) si Ay # A; donc pour u € N((A — Aol)") on a u € R(A — Al) = R(P,). Donc
u=P,1u:>u=(PA—P;LO)u+P;LOu,

or P, est une fonction analytique en A, donc continue sur un voisinage U de A,, faisons

tendre A vers A, dans Vexpression précédente alors P,— P, d’ot u=Pu ie.
u € R(P,,) = R(A — Ayl) donc

N((A —2)") < R(A—Agl), VneN.
Donc (A — Agl) est régulier.

(i) = (i). Sans perte de généralité on supposera Ao=0. A et I|D(A):D(A)—>H
seront considérés comme des opérateurs dans B(D(A), H), ou D(A) est muni de la
norme du graphe. Soit B, l'inverse généralis€ de A respectant les décompositions
H=R(A)® R(A)* et D(A)=N(A)® N(A)*. Alors Bye B(H, D(A)) car R(A) est
fermé. Remarquons que ByA =1— P ou P:D(A)— D(A) est la projection orthogonale
sur N(A). Pour |A| < || Bo|| ™! montrons que

(I — ABp)~'(A — AI): N(A)— R(A).
Soit u € N(A); on a
(I = AB)) ™A — AD)u = —(1 — ABy)~'Au.
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Par la série de Neumann on obtient

(I =ABy) YA —ADu= -2, ¥*'Biu

j=0
et en utilisant le Corollaire 2.5 et la régularité de A, on en déduit que
(I — ABy)"'(A — AD)u € R(A),

R(A) étant fermé. Ceci montre que les hypothéses du Théoreme 3.9 [12] sont vérifiées
(remarquons que dans [12, Théoréme 3.9] la condition (3.10) doit se lire (I + AA*)"'B
envoie N(A) dans R(A)). Par conséquent

By = Bo(I — ABy) ™ = (1~ ABo)™'B,

est un inverse généralisé de A — Al, analytique et a valeur dans D(A) pour |A| <||By|| ™"
Donc 0 € reg(A).

REMARQUE 2.7.
P(A) € reg(4) = p(A) U 0,(A) U 0,(A).
En effet si A € 0.(A) = R(A — AI) n’est pas fermé par conséquent A ¢ reg(A).

ProrosiTioN 2.8 (cf. [8, Prop. 3.3.3.]). Soit A un opérateur régulier et D(A) dense
dans H. Alors A* est régulier et

Vn=0, N(A")*=R(A*") et N(A*")*'=R(A").
REMARQUE. N(A*")* = R(A")=> R(A") est fermé.
CoroOLLAIRE 2.9. D(A) dense dans H. Alors
reg(A*) =reg(A) (conjugué complexe)
Démonstration.
Aereg(A*)& A* — Al est régulier& A — A1 est régulier
S Aereg(A)S Aereg(A).

ProposITION 2.10. Si A est régulier alors

Ho(A) = J N (A,

Démonstration. Tout d’abord on a le lemma suivant.
LeMME. Si A est régulier alors
YA = y(A"). ¥v(A™) (Vn, meN),
ou y(A) est la conorme de A (voir [6], [5]).

Démonstration. Voir [5].
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Démonstration de la proposition. Soit ue Hy(A) et u Lo N(A)DVj=0,

u L N(A’) or d’apres la Proposition 2.8; A régulier > Vj =0, R(A’) est fermé d’ou d’apres
([6, Théoreme IV 1.6] Vj =0, y(4’) >0 et comme

u LN(A)SVYj =0 ||Aull = y(A4) ||ull
et d’apres le lemme précédent on a

AUl = y(AY |lull = lim || Au||" = y(A) > 0=>u ¢ Hy(A),
]-—-»m
ce qui contredit I’hypothése u € Hy(A). Donc u =0,
4
Ho(4) n | U N = (0)
Jj=

et comme ;=9 N(4’) ¢ Hy(A) on en déduit que

Hy(A) = ’LZJ(] N(4AY).

THEOREME 2.11. A régulier et Hy(A) fermé => Hy(A) = {0}.

Démonstration. Soit A=A | Hy(A) la restriction de A 2 Hy(A). Hy(A) est fermé
donc c’est un Hilbert et comme A(Hy(A)) = Hy(A) on a: A: Hy(A)— Hy(A) et on voit que
A € B(Hy(A)) (car Hy(A) c D(A)) et Hy(A) = Hy(A)=> A est quasi-nilpotent (d’apres la
proposition 1.5). A régulier >Vj =0, N(4’) 2 R(A)> ;=0 N(A’) = R(A). R(A) fermé
>Uj=0 N(A’) € R(A), et d’apres la Proposition 2.10 on en déduit que Hy(A) = Hy(A) <
R(A), donc Hy(A) = Hy(A) N R(A) = A(Hy(A)) = A(Hy(A)) (la deuxiéme égalité est due
au fait que si u = Av € Hy(A) alors v € Hy(A)).

Or A(Hy(A))=Hy(A)=>A est surjectif = Hy(A)=K(A) or A est quasi-nilpotent
= K(A) = {0} d’apres la Proposition 1.4. D’ott Hy(A) = {0}.

CoroLLAIRE 2.12. Soit T € B(H). Si l’'une des quatre conditions suivantes est vérifiée
(1) dimH <o,
(2) T spectral,
(3) T décomposable,
alors reg(T) = p(T).

Démonstration. Dans chacun des cas on montre que Hy(T — Al) est fermé; donc si
Aereg(T), d’aprés le Théoréme 2.11. On en déduit que Hy(T — Al)={0}. Donc
N(T —Al)={0} si Aereg(T). En utilisant la symétrie avec Iadjoint on obtient
N(T* — Al) = {0} si A ereg(T). Donc R(T — AI) = H si A ereg(T), d’o reg(T) < p(T).

LemMe 2.13. Soit T = XNX~' + Q la décomposition canonique de I’opérateur spectral
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T (voir [4]). Alors
Hy(T) = N(XNX"") = XN(N)
et donc fermé.

Démonstration. On a XNX~' commute avec Q = T est quasi-nilpotent équivalent a
XNX~! en utilisant les termes de [3] et d’apreés le Corollaire 3.5 de [3], page 52, on a
Hy(F) = Hynx-(F) pour tout F fermé de C or Hy(0)= HyT), toujours d’aprés [3,
p. 113], donc Hy(T) = Hy(XNX~') comme N est normal => Hy(N) = N(N); on en déduit
que Hy(T)=Hy(XNX ") = XHy(N) = XN(N) = N(XNX'); donc Hy(T) est fermé
comme noyau d’un opérateur continu.

CoroLLAIRE 2.14. Si H # {0} alors Reg(H) NgN =, ol
Reg(H) ={T € B(H) | T régulier}.

Démonstration. La Proposition 1.5=>si A egN alors Hy(A)=H donc HyA) est
fermé et d’aprés le Théoréme 2.11, A régulier et Hy(A) fermé > Hy(A) = {0}. Donc
H = {0} et comme 0 ¢ Reg(H) on en déduit que Reg(H) NgN = .

CoROLLAIRE 2.15. Sid =1 alors
q®(d) N gN = {nilpotents de degré d}.

Démonstration. On utilise la décomposition de Kato et le Corollaire 2.14.

3. Généralisation de la décomposition de Kato aux opérateurs paranormaux. Dans
tout ce qui suit T désigne un opérateur borné de H dans lui-méme. Posons T, = T* et
pour j €N, T, =i[T, T}], le commutateur de T et de T; multiplié par i = V—1.

DeriNtrioN 3.1. Nous dirons que T est paranormal si lim || T,,||""

= (0; nous écrivons
alors T € pN. e |

REMARQUES. La notion des opérateurs paranormaux a été introduite par J. P.
Labrousse dans [8] et notamment on y trouve les démonstrations des résultats suivants:

(1) T normal=> T € pN;,

(2) T quasi-nilpotent=> T € pN;

(3) TepN&T* e pN;

(4) on a pour neN,

T*T"=i" Y ('?)(—iT)fT,,_,.
=0\

DEeriniTioNs 3.2. Un opérateur X € B(H) est dit quasi-inversible si X est injectif et a
image dense dans H. Un opérateur T est une transformation quasi-affine d’un opérateur
S € B(H) s'il existe un opérateur X quasi-inversible tel que X7 = SX. On note

9, ={T € B(H) | T une transformation quasi-affine d’un opérateur quasi-nilpotent},
et
25={TeB(H)|T* € 2,}.
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REMARQUES.

(1) gN & 2,, N 2% ¢ 'adhérence des opérateurs nilpotents ([9, ch. III]).

2) Apostol [2] a caractérisé les opérateurs de 2, N 2}, par le théoréme suivant.
P P f f P

THEOREME (Apostol). Si H est Hilbert séparable alors
Ho(T) = Ho(T*) =H&T € ‘Qaf N ‘Q:f'
Démonstration. Voir [2].
THEOREME 3.3. Soit T un opérateur paranormal. Alors (1) et (2) sont équivalents:
(1) R(T) + H|T) fermé dans H, R(T*) + H(T*) fermé dans H,
(2) (a) AM, N deux sous-espaces fermés dans H tels que H=M @ N,
(b) TM)cM, T*(M)c M et sionnote =T |M, T =T*|M alors T, et T}

sont réguliers,
() TIN)sN, T*(N)eNetT|Ne2,N2%

Pour la démonstration de ce théoréme on a besoin de quelques lemmes et propositions.
LemmE 3.4. Si T est paranormal alors
T*(Hy(T)) = Ho(T).

Démonstration. La remarque {4) de la Définition 3.1

> T"T* = (=i 2 (7).

En appliquant cette derniére égalité et le fait que T est paranormal, on montre que
T*ue Ho(T) siue Ho(T).

REMARQUES 3.5. (1) Dans la suite on notera
Hy=Hy(T), Hi=Hy(T*) et K=K(T), K*=K(T*).
@ TH)cH, TH)cHSTH)cH, T*H$)cH;.

LemMmE 3.6. Si T est paranormal et R(T) + H, est fermé dans H alors T=T | Hy est
injectif et a image fermé.

Démonstration. D’aprés la Remarque 3.5 (2) on a T(Hy) c Hg, donc T:H} — Hy;
par ailleurs

R(T) o T(Hé + Ho) = T(Hé) +H0:>R(T) +Ho§ T(Hé) +Ho

d’od R(T) + Hy= T(Hg) + Hy=> T(Hg ) + H, est fermé (1), et comme T(H3) < Hy on a
T(Hy) N Hy= {0}(2). Alors (1) et (2) et la Proposition 2.1.1 [8] = T(Hy) est fermé, donc
R(T) est fermé. D’autre part

N(T)=N(T) N Hy < HyN Hg = {0} > N(T) = {0},

donc T est injectif.
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LemME 3.7. Si T est paranormal et R(T) + H,, est fermé dans H alors Hy = K*.
Démonstration. D’apres le Lemme 3.6 on a
T | Hy est injectif et T(Hg) est fermé = T* | Hg est surjectif;

donc Hg =K(T*|H3)c K(T*)=K*=>Hi cK* et comme linclusion inverse est
toujours vérifié (voir la Proposition 1.8) on a Hy = K*.

REMARQUES. (a) Sous 'hypothése R(T*)+ Hg fermé et en utilisant la symétrie de T
et T*ona H}* =K.
(b) Le Lemma 3.7 et la remarque (a)=> K, K* sont fermés dans H.

CoroLLAIRE 3.8. Si T est paranormal et R(T) + Hy(T) et Hy(T) sont fermés alors 3IM,
N deux sous-espaces fermés de H tels que

(1) H=M®N,

(2) T(M)c M et T | M est régulier,

(3) T(N)c Net T | N est quasi-nilpotent.

Démonstration. On prend M = H(T)* et N=Hy(T); on a H=Hy ®Hy=M ® N
d’ou (1).

(2) se déduit du Lemme 3.6.

(3) On a N = Hy(T) = H(T | N) et d’aprés la Proposition 1.5 ceci entraine que T | N
est quasinilpotent.

LeMME 3.9. Sous les hypothéses (1) du Théoréme 3.3 on a T*(K) c K.

Démonstration. T paranormal = T* paranormal, donc T*(Hj*)c Hy* et K= H{*,
d'od T*(K) c K.

ProposiTION 3.10. Sous les hypotheéses (1) du Théoréme 3.3 on a
K=T*(K)® KNN(T), K*=T(K*)® K*NN(T*).
Démonstration. On pose T =T | K et T*=T*|K.
R(T)=K qui est fermé = R(T*) est fermé > K = N(T) ® N(T)* = N(T) ® R(T*).
Or N(T)=K NN(T) dot
K=R(T*)®KNN(T)=T*K)®D KN N(T).
Par symétrie entre T et T* on trouve
K*=T(K*)® K*NN(T*).
ProposITION 3.11. Sous les hypothéses (1) du Théoréme 3.3 on a
K=KNK*®KNK**, K*=K*NK®K*NK".

_Démonstration. T envoie KN K** dans lui-méme car T(K)=K et K** =H, et
T(Hy) c Hy; donc T:KNK**— KNK**. Montrons que T est surjectif. x € KN K**
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>xeK=>3JyeKtelque x=Ty. Soit ze K*=>3z' e K* tel que z=T*z'; 0on a
(0, 2)=0, T*2")=(Ty, 2')=(x,2') =0

car x € K** et z' € K*; donc (y, z) =0=>y € K** d’ou la surjectivité de T.

Soit maintenant K’ le complément orthogonal de KN K** dans K i.e. K=KnN
K** @ K'. Soit u € K'; alors u € K et d’apreés la Proposition 3.10 v e K et w e K N N(T)
tel que u = T*v + w. Comme

w1 KNK* 5K NN(T)
car N(T) c Hy= K**, donc q
0=(u, w)=(T*v, w) + (w, w) = ||w||?

car (T*v, w) =0, donc ||w|*=0>w =0 et u=T*v.
Soit encore x un élément quelconque de KN K**; Iy e KN K** tel que x =Ty,
donc :

(v, x)= (v, Ty) = (T*v, y) = (4, ) =0

car uekK' et ye KNK**, donc v LKNK** et ve K>veK' et par conséquent
T*(K')=K'et K' < K* car K’ est fermé et K’ = Co(T*); donc K’ € K N K* ou encore

KcKNK*@®KNK*cK

doa K=KNK*® KNK**.
L’autre égalité se déduit en utilisant la symétrie entre T et T*.

ProrositioN 3.12. Soit M = K + K*. Alors T* envoie M dans lui-méme et on a
M=T*(M)® KNON(T).

Démonstration. Soit ue M, alors Jue K et v*e K* tel que u=v +v™* en outre
Aw* € K* tel que v* = T*w* et d’aprés la Proposition 3.10 (i.e. K =T*(K) @ KN N(T))
etveK>3AyeKetze KNN(T)telque v=T*y+z, doncu=v+v*=T*Qy +w*)+
z et comme y+w*eK+K*=M et ze KNN(T) donc McT*(M)+ KNN(T) et
comme

T*"M)=T*(K)+ T*(K*)cK+K*c M,
donc T*(M)+ KNN(T)cM dou M =T*(M)®D KNN(T) car T*(M) L N(T).
CoROLLAIRE 3.13.
M=KNK*®KNK*® K" NK*
M est fermé comme somme orthogonale de fermés.

Démonstration. M =K + K* et le résultat se déduit immédiatement de la Proposi-
tion 3.11.

Onpose N=M*'=(K+K*)*=K*NK**=H,NH{;ona H=M®N.
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PROPOSITION 3.14.
Sous I’hypotheése (1) du Théoréme 3.3 on a

To=T |M est régulier.
Démonstration. Montrons d’abord que N(Tp) c R(T{) Vj=0. On a
N(T)) =N(T)NM =N(T)N[T*(M)® K(T) N N(T)]

(voir Proposition 3.12.) Comme N(T) L T*(M) et KNN(T)= N(T), on a N(T)NM =
KN N(T)

SN(T)=KNMcR(T))NMVj=0,
or
T(M)cM, T(N)cN>R(T')NM =R(T})

d’odt N(Ty) < R(T%) Vj = 0.
Montrons que R(T;) = T(M) est fermé. Remarquons que H=M + N =M + H, car

N e H,, donc _ _
R(TYcT(M + Hy) c T(M) + H,,

donc R(T)+ Hy=T(M)+ H, est fermé (1), car R(T)+ H, est fermé par hypothese.
Montrons maintenant que T(M) + Hy= T(M) + N, et tout d’abord que Hy+ K =N © K.

Ona _
Hy=K**cK**N[M+N]=K**N"M+N

car Nc Hyc K**, donc Hyc K** NM + N (2).
D’apres le Corollaire 3.13 on a

K*NM=K*N[KNK*®KNK* ®K*NK*)
Uu=u;+u+u;
Du—u,=u; +u;e K*NK* ={0}
Du=u,e K**NK
SK**NMcK**NK,
dot K** N M =K**NK. Donc d’aprés (2) on a
HcK*NOM+N=K**NK+N>K+H,cN+K
d’ott K+ Hy=N @ K car N < K*. Par ailleurs
KcTM)>TM)+Hy=T(M)+K+H,=T(M)+K+N=T(M)+N
>TM)+ Hy=T(M)+N.
Or 1)>R(T) + Hy=T(M) + Hy= T(M) + N> T(M) + N est fermé et
T(M)cM=>T(M)NNcMNN ={0}.

Donc T(M) + N est fermé et T(M) N N est fermé. Par la Proposition 2.1.1 [8], on a que
T(M) est fermé. Donc N(Ty) = R(Th) Vj =0, et R(Ty) est fermé, d’ou T, est régulier.
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Démonstration du Théoréme 3.3.
(1)=>(). On prend M=K+ K* et N=M*; donc H=M®N dou (a) du
Théoreme 3.3. La Proposition 3.14=> T, = T | M est régulier d’ou (b). Pour (c) on a

N=M*=(K+K*)'=K*NK**=H,NH}>N=Hy(T | Ny=H\(T* | N)

d’ou, d’apres le théoréme (Apostol) [2], ona T |N € 2, N 23

(2)=> (1). Montrons d’abord que T (M) + N est fermé, le fait que H=M O N> H
est isomorphe 3 M X N et par conséquent que T(M) + N est isomorphe a T(M) X N, or
T(M)c M et T | M est régulier > T(M) est fermé dans M d’ou on déduit que T(M) X N
est fermé et donc T(M) + N est fermé aussi.

En outre, T(M)+ NcR(T)+ N et

(c) SN=Hy(T |[N)=>NcH(T),

donc T(M)+NcR(T)+H,. Réciproquement, R(T)=T(M+N)cT(M)+N, de
méme Hyc M + N et

or MNHy=Hy(T[M)cT(M) car T|M est régulier, donc H, T(M)+ N, donc
R(T)+ Hy,c T(M)+ N, dou R(T)+Hy=T(M)+N qui est fermé=>R(T)+ H, est
fermé. Par symétrie, en remplagant T par T* on montre que R(T*) + H{ est fermé d’on
(1) du théoréme.

4. Généralisation de la décomposition de Kato aux opérateurs spectranx. Dans ce
paragraphe nous allons utiliser plusieurs notions et résultats du chapitre XV de [4].

Le Théoréme 5 de [4] (p. 1939) dit que si T est spectral il peut s’écrire comme la
somme d’un opérateur scalaire S et un opérateur quasi-nilpotent Q tel que S.Q = Q.S.

La théoreme 4 de [4] (p. 1947) dit que pour tout opérateur scalaire S il existe un
opérateur continu inversible X tel que X~ soit continu et XSX ™' = $ soit normal.

Albrecht [1] a caractérisé les opérateurs spectraux a partir des opérateurs paranor-
maux et décomposable.

THEOREME (Albrecht [1]). T € B(H) est de la forme T =N + Q avec N normal, Q
quasi-nilpotent, et NQ = QN si et seulement si T est paranormal et décomposable.

Remarques.

(a) L’implication directe (=) de ce théoréme a été démontré par Labrousse [8] et la
réciproque a été démontré par Albrecht [1].

(b) Dans la suite nous notons 7T =T, Q, ce qui veut dire, IM, N deux
sous-espaces fermés de H tels que H=M ®N et TM)cM, TIN)c N et T,=T | M,
Qo=T|N.

(c) |Montrons d’abord le résultat suivant, pour les opérateurs spectraux de la forme
opérateur normal N plus opérateur quasi-nilpotent Q qui commutent entre-eux.

TutoriME 4.1. Soit T e B(H) tel que T=N+ Q avec NQ=QN, N normal, Q
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quasi-nilpotent. Alors les quatre propositions suivantes sont équivalentes:
(1) R(T)+ H|(T) fermé dans H;
(2) T=T,® Q, ou T, est inversible et Q, quasi-nilpotent;
(3) T inversible ou alors 0 un point isolé du spectre de T
(4) R(T)+ H(T)=H.

Démonstration.

(1)=>(2). En utilisant le théoréme (Albrecht), le Corollaire 3.8 et le Lemme 2.13,
on en déduit que T=T, D Q, ot T= T|H0(T)l est injectif, & image fermé et Q,
quasi-nilpotent. Donc pour montrer que 7T est inversible, il suffit de montrer que
N(T§)={0} car T*(Hy(T)*)c Hy(T)*; or d’aprés le Lemme 2.13 Hy(T)=N(N)=
N(N*) = Hy(T*) (car N est normal). Par conséquent

N(Tg) = N(T*) N H((T)" = N(T*) N Hy(T*)* = {0}

d’ot N(T3) = {0} et donc T, est inversible.

(2)=>(3). C’est un résultat classique.

(3)=>(4). Si T est inversible > R(T)=H donc R(T)+ H(T)=H. Si T n’est pas
inversible mais O est un point isolé de o(T), par le théore¢me 1.5 on en deduit que

H=K(A) + Hy(A) = R(A) + Hy(A),

d’ot R(T)+ Hy(T)=H.
(4)=>(1). Ceest évident.

CoroLLAIRE 4.2. Si T est spectral alors les quatre propositions suivantes sont
équivalentes:

(1) R(T)+ Hy(T) fermé dans H,

(2) T=T,® Q, o T, inversible et Q, quasi-nilpotent;

(3) Soit T inversible, soit 0 est un point isolé du spectre de T

(4) R(T)+ H(T)=H.

Démonstration. Se déduit du Théoréme 4.1, en utilisant le fait que si T est spectral
il est similaire 8 S=N+ Q ou N est normal et Q quasi-nilpotent et NQ = QN, c.a d.
que 3IX inversible tel que T=X"'SX, et en remarquant que R(T)+ H|(T)=
XY (R(S) + Hy(S)) donc R(T) + Hy(T) fermé & R(S) + Hy(S) fermé.
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