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Introduction. Dans tout ce qui suit, H designe un espace de Hilbert separable, A un
opSrateur ferme de domaine D(A) dans H, on note B(H) l'ensemble des operateurs
born6s de H dans lui-meme et N(A), R(A) respectivement le noyau de A, l'image de A.

En 1958, T. Kato a demontre dans [7] le theoreme suivant.
Soit A un operateur semi-Fredholm sur un espace de Hilbert H. Alors il existe une

decomposition directe de H = M (B N telle que
(a) M, N sont invariants par A,
(b) A | M est regulier {c'est-a-dire R(A | M) est ferme et contient tous les noyaux iteres

de A | At),
(c) N c D(A), A | N est nilpotent de degre d.

Cette decomposition est connue sous le nom de decomposition de Kato de degre D.
Les operateurs admettant une telle decomposition ont ete caracterises en 1978 par J. P.
Labrousse [8] et on les appelle les operateurs quasi-Fredholm de degre d\ l'ensemble de
ces operateurs est not£ q$>(d) et contient evidemment les semi-Fredholm comme cas
particuliers.

Une question se pose naturellement: sous quelles conditions sur A, peut-on
ge'ne'raliser la decomposition de Kato par une decomposition ou (c) est remplacee par:
A | N est limite de nilpotents?

Dans ce travail on donne (Theoreme 3.3) une caracterisation des operateurs
admettant une decomposition du type de Kato lorsque A est paranormal (voir [8]) et
lorsque la condition (c) est remplacee par la condition

(c') A | N e 2Laf n 2>*af

ou
2-af n St*f= {T e B{H) \ T et T* sont des transformations quasi-affines

d'operateurs quasi-nilpotents}

(voir [2]). Si on note qN = {T e B(H) | o(T) = {0}} c'est-a-dire l'ensemble des operateurs
quasi-nilpotents, alors on a:qN£2.af f l S * ^ l'adherence de l'ensemble des nilpotents
(voir [9]).

Dans le cas ou A est spectral (au sens de Dunford [4]) on obtient (Corollaire 4.2) une
decomposition du type de Kato ou la condition (c) est remplacee par la condition (c")
A | N e qN et la condition (b) est remplacee par (b') A \ M est inversible. Les paragraphes
3 et 4 sont consacres a la demonstration de ces resultats.

Dans le paragraphe 2 on s'est interesse aux operateurs reguliers c'est-a-dire tels que
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R(A) soit ferm6 et (Vn e N)N(An) c R(A); on notera Reg(tf) l'ensemble des op6rateurs
r6guliers.

On sait que l'ensemble resolvant de A qu'on note

p(A) = {A e C | (A - A/)"1 existe et est borne}

est ouvert dans C et que 1'opeYateur R(A, A) = (A - A/)"1 est analytique dans p(A). Done

(VA e C) A e p{A) O (A - A/)"1 existe et est borne.
On va donner une generalisation de p(A) ou la notion d'inverse est remplacee par

celle d'inverse generalise. Notons reg(/4) l'ensemble resolvant generalise de A defini par

reg(v4) = {AoeC | 3U0 voisinage de Ao dans C, tels que VA e t/0, 3SA operateur
continu sur H a valeurs dans D(A) et analytique dans Uo, tel que Bk soit un inverse
generalise de (A-XI)}.

On a 6videmment p(A) c reg(>l) et on montre dans le Theoreme 2.6, le r£sultat suivant:

A e reg(y4) <=>A — XI est regulier.

On verra aussi que si dim/f<°° alors p(A) = reg(A) (e'est-a-dire que tout operateur
rdgulier est inversible); ce resultat reste vrai (avec H Hilbert quelconque) et A spectral ou
decomposable. Ceci montre que la notion d'operateur regulier generalise celle
d'operateur inversible.

Pour etablir les resultats des paragraphes 2,3 et 4, on aura besoin d'une part
d'introduire la notion du coeur analytique K(A) d'un operateur (inspiree de celle de
coeur d'un operateur (P. Saphar [10])) et d'autre part d'etudier ses relations avec

H0(A) ={ue D"(A) tel que lim ^"MH1 7" = 0}

sous-espace connu dans la litterature. C'est l'objet du paragraphe 1 et notamment on
demontre dans le Theoreme 1.6 que Ao est un point isole du spectre de A si et seulement
si

H = H0(A - Ao/) © K(A - Ao/) et H0(A - Ao/)*{0}.

Ce theoreme generalise le Theoreme 5.8.A et le Theoreme 5.8.D de Taylor [11], car si Ao

est un pole d'ordre d alors on a

X0I)
d) et K(A - Ao/) = R((A - X0I)

d).

Je tiens a remercier le referee pour ses suggestions qui m'ont permis d'ameliorer la
redaction de ce travail.

1. Caracterisation des points isoles du spectre. On notera

K(A) = {ueH \3a>0, Vn>0 3vneD{A") tels que

(l)vo = u et Avn+1 = vH,(2)\\vH\\<an\\u\\Vn>0}.
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REMARQUE 1.1.
(1) K(A) e t H0(A) sont des sous-espaces de H non necessairement fermes.
(2) A(K(A) n D(A)) = K(A) et H0(A) c D(A), A(H0(A)) c H0(A).
(3) K(A) est \i€ au coeur de I'op6rateur A par la proposition suivante, (rappelons

que le coeur de A note Co{A) (voir [10]) est par definition le plus grand sous-espace M de
H tel que A(M n D(A)) = M).

LEMME 1.2. 5oi</4 un opSrateur ferme. Alors on a
(a) i / o (A)c{ueH:y, (H)c{0}};

on a I'egalit6 si A a la S.V.E.P.
(b) K(A) = {ueH:0edA{u)}.

Demonstration. Pour les definitions de yA(u), SA(u) et de la S.V.E.P. voir [13] et
[14].

(a) Est une simple verification.
(b) Se d£duit directement du Lemma 1.1 [14].

PROPOSITION 1.3. Soit A un operateur ferme. Alors

Co(A) ferme dans H z> K(A) = Co(A).

Demonstration. D'apres la remarque precedente (2), il suffit de montrer que
Co(A)cK(A); remarquons d'abord que Co(A)C\D(A) est ferme dans D(A); soit
A:Co(A)nD(A)->Co(A); la restriction de A a Co(A)DD(A) est surjective =>3S
born6 inverse a droite de A tel que Vw e Co(^4) on a u -ABu avec Bu e Co(A) D D{A)
en posant vn= B"ueD(A") on a vo = u et Avn+1=AB"+1u = B"u = vn et | |un| |^
P | | " . ||u|| done u e K(A) d'ou Co(A) c

REMARQUE. Dans le cas des operateurs q<$>(d) on a

(voir [9, Th6oreme 1.5.4]).

PROPOSITION 1.4. Soit T e B(H). Alors

T quosi-nilpotent ̂ >K{T) = K(T*) = {0}.

Demonstration. C'est une simple verification.

PROPOSITION 1.5. Soit A un operateur ferme. Alors sont equivalents:
(i) H0(A) = H;
(ii) A quasi-nilpotent.

Demonstration. Voir [14, Th6oreme 1.5].

THEOREME 1.6. Soit A un operateur ferme. Alors les conditions suivantes sont
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equivalentes:
(1) Ao e o(A) est isole dans o(A);
(2) H = H0(A - V ) 8 K(A - V ) et H0(A - V ) # {0}

(OM © est la somme topologique).

Demonstration.
(1)^>(2). Sans perte de generality prenons Ao = 0, done 0 est isole" dans o{A) et par

le theoreme de "separation du spectre" on a / / = JV®JW, ou N et M sont invariants
par A et o(A\N) = {0}, 0$O(A\M). D'apres le Lemme 5.8.C [11] on a N = HO(A)
(en particulier Ho(A)^{0}) et d'autre part Oe p(A \ M)^>A \ M est surjectif=>
A(M PI D(A)) = M et M ferme=>M e A"(/l); done

= H0{A) ®M = H0(A) + K(A),

montrons que H0(A) n ^(A) = {0}. Remarquons que

" 3 " est 6vident et l'autre inclusion d6coule du fait que

u=AnvneH0(A)=>vneH0(A).

Comme H0(A) = N est f e r m e ^ ^ | H0(A) est quasi-nilpotent (cf. Proposition 1.5) et
d'apres la Proposition 1.4 on a K(A \ H0(A)) = {0} on voit que H0(A) D K(A) = {0} d'oii
H = H0(A) 0 K(A) et //0(^) * {0}.

(2) ̂  (1). H = //O04) © ^(-4) =>^b(-4) est ferm€^>yl | H0(A) est quasi-nilpotent i.e.
CT(>1 I H0(A)) = {0}, de meme (2)^>K(A) est ferm6=>A | K(A) est surjectif et //0(^) n
/C(>1) = {0} ^>A (̂A) n /C(A) = {0} ^ » l | K(A) est injectif done 0 e p(A \ K(A)) et comme
l'ensemble rdsolvant est ouvert=>3K voisinage de z6ro dans C inclus dans p(A | K(A))
done VA e V - {0} on a A e p(A \ H0(A)) n p(>l | A"(>1)) = p(>l) ^>0 est isole" dans a{A).

REMARQUE 1.7. Le theoreme pr6ce"dent g6n6ralise le The'oreme 5.8.A. et le
Th6oreme 5.8.D. de Taylor [11], car si Ao est un pole d'ordre d, alors on a

H0(A - Ao/) = N((A - A0/)
d) et K(A - Ao/) = R((A - kol)

d).

PROPOSITION 1.8. Si A est ferme avec D(A) = H on a

Demonstation. Montrons que H0(A) c KiA*)1, soit weH0(A) et ueK(A*), par
definition de K(A*) on a

Vn>0,u=A*nvn avec vneD(A*n) et ||un|| <a" . ||u||

d'ou
(w, u) = (w, A*"vn) = (A"w, vn) VAI > 0

car w e H0(A) c £>(>ln). Done

I K w)| < | K w | | . |K | | < a " . 11,4-wH. ||ii||->0

quand n -»•« car w e H0(A).
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Done \(w, u)\ = 0=>(w, w) = O^H0(A) c K(A*)L d'oii H0(A) c

QUESTION 1. A-t-on l'inclusion inverse i.e.

REMARQUE 1.9. La reponse a cette question est affirmative dans le cas des operateurs
(voir [9, Proposition 2.3.2]).

2. Quelques resultats sur les operateurs reguliers. Soit A et B deux operateurs
feme's d'un espace de Hilbert H dans lui-meme de domaines D(A) et D(B) respective-
ment dans H.

DEFINITION 2.1. On dira que I'op6rateur B est un inverse generalise de A et on notera
B (inv) A si et seulement si R{B) s D{A), R(A) c D(B) et ABA = A sur D(A), &4B = B
sur D(B).

REMARQUES. (1) Cette relation est symetrique.
(2) si B (inv) A alors AB est un projecteur tels que R(AB) = R(A) et N(AB) =

N(B). ^
|(3) Inverse de Moore-Penrose: l'operateur A = A | D(A) n N ^ ) " 1 - * / ? ^ ) est injec-

tif et a image dense dans R(A). On pose

B\R(A) = A

On a

D(B) = R(A) 0
et

l) = D(A) n N(A)X c

et il est clair que .AZL4=>1, BAB = B; on v^rifie que, ainsi defini B est un inverse
g6n6ralis6 de A. On voit facilement que si R(A) est ferme alors B est borne.

DEFINITION 2.2. A est dit regulier si

et fl(A) est ferme.

EXEMPLES.

(1) A surjectif.
(2) A injectif et R(A) ferme.

LEMMA 2.3. Les propositions suivantes sont equivalentes:
(a) VmeN, N(A)^R(Am);
(b) Vnef^J, N(i4")c
(c) VneN, VmeN,

Demonstration, (a) =£> (b) par induction sur n; pour n = 0 e'est evident et pour n = 1
e'est une consequence immediate de (a); supposons que (b) est demontre pour n = k et
soit

u e N(Ak+1) ^>Aku e N(A) c R(Ak+1)
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par (a). Done Bv e N(Ak+2) tel que Aku = Ak+1v ^>u=Av + wouwe N(Ak) c R(A) par
hypothese d'induction. Done ueR(A) e'est-a-dire N(Ak+1)^R(A).

(b)=>(c) par induction sur TO, pour TO = 0 et m = l d'apres (b) on a (c) Vn e N.
Supposons que (c) est demontre pour m = k et Vn eN. Soit u eN(A") avec n eN
quelconque. Alors (b)=>3u e N(An+1) tel que Av-u et comme par hypothese
d'induction N(A"+1) c i?(Afc) on voit que v e R(Ak) => u e fl(,4fc+1) ce qui etablit (c).

(c) => (a). II suffit de prendre dans (c) n = 1.

PROPOSITION 2.4. Soif B un inverse generalise quelconque de A et A regulier. Alors on a

(l)VneN*. VfceN* tels que l<k<n, N(Ak)cR(A"-k+l),

(3)VneN*, B:N(An)-*N(An+1).

Demonstration. (1) Par induction sur k et en appliquant le Lemma 2.3 et la
Definition 2.2. (2) Soit u eR(An+1)=>Bv e D(An+l) tel que u =An+1v. On a

(BA - I)Anv e N(A) ^R{A")

du fait que A est regulier et du Lemma 2.3; comme A"v e R(A") done

BAn+lv e R(An) ^>Bue R(A").

(3) Soit ueN(An). A regulier =>iV(/T)cfl(,4.)4>u e R(A). Done 3v e D(A) tel
que u=Av, An+1Bu=An+1BAv=AnABAv=AnAv=A"u = O. Done A"+'Bu
Bu e N(An+1).

COROLLAIRE 2.5. Sous les hypotheses de la Proposition 2.4 on a

Bk:R(Ak+1)-+R(A).

Demonstration. Se deduit a partir de (2) et (3) de la Proposition 2.4.

II est bien connu que l'ensemble resolvant de A qu'on note

p{A) - {A e C | (A - A/)"1 existe et est borne}

est ouvert dans C et que l'operateur R(A, A) = (A - A/)"1 est analytique dans p(A). On
va donner une generalisation de p(A) ou la notion d'inverse est remplacee par celle
d'inverse generalise. Notons reg(/l) l'ensemble resolvant generalise de A defini par

reg(v4) = {Ao e C | 3UQ voisinage de Ao dans C, tel que

VA e Uo, 35A operateur continu sur H a valeurs

dans D(A) et analytique dans Uo, tel que Bk soit

un inverse generalise de {A -XI)}.

On a evidemment p{A) c XQ%{A). Le theoreme suivant montre le lien entre rtg{A) et les
operateurs reguliers.
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THEOREME 2.6. Soit A un operateur ferme et Ao e C. Alors sont equivalents:
(i) Aoereg(A);

(ii) A — Ao/ est regulier.

Demonstration, (i) => (ii). (A - XoI)Bko = PAo est une projection sur R(A - Ao/) (voir
remarque (2) de la Definition 2.1). Montrons que PAo est un operateur continu de
domaine 6gal a H. Pour cela on a: si A un op6rateur ferme, B un operateur continu tel
que R(B) s D{A), alors AB est continu.

On en de"duit que PAo est continu (VA0 e reg(,4)). Or PAo est un projecteur (PAo = PAo),
done R(Pko) est ferm6 dans H, comme /?(PAo) = R(A — Ao/) on a done montre" que
R(A - X0I) est ferine". II reste a montrer que N((A - Ao/)") c R(A - Ao/), V/j > 0. Tout
d'abord, on remarque que

si A#A0) N((A-X0I)")cR(A-kl) Vn>0,

en effet, soit ueD((A- Ao/)") et (A - X0I)"u = 0, on a

[(A - XI) + (A - A0)/]"u = 0.

La formule du binome de Newton nous donne

2 (
;=i \n

d'ou (A-A0)"ue«(>l-A/); puisque A¥=A0 on a u e 7?(/l - A/); done N((A-X0I)")c
R(A - A/) si Ao# A; done pour u e N((A - Ao/)") on a u e R(A - XI) = R(Pk). Done

u = Pku z> u = (PA - PAO)M + PAOM,

or PA est une fonction analytique en Ao done continue sur un voisinage U de Ao, faisons
tendre A vers Ao dans l'expression precedente alors Pk-*Pko d'ou u = Pk(ju i.e.

) (

) ) ( 0 ) VneM.

Done (^ - Ao/) est r^gulier.
(i i)^(i) . Sans perte de ge"neralite on supposera Ao = 0. A et I \ D(A):D(A)^>H

seront considers comme des op6rateurs dans B(D(A), H), ou D(A) est muni de la
norme du graphe. Soit Bo l'inverse generalise' de A respectant les decompositions
H = R(A)®R(A)± et D(A) = N(A)@N(A)±. Alors Bo e B(H, D(A)) car R(A) est
ferine". Remarquons que B0A = I-P ou P:D(A)-*D(A) est la projection orthogonale
sur N(A). Pour |A| < ||JBoll x montrons que

Soit M eN(A); on a

(/ - A B Q ) - 1 ^ - XI)u = -(I - XBoy
xXu.
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Par la s6rie de Neumann on obtient

(/ - ABo)-1^ - XI)u = - 2 XJ+

et en utilisant le Corollaire 2.5 et la regularite de A, on en deduit que

(/ - ABo)-1^ - XI)u e R(A),

R(A) 6tant ferm6. Ceci montre que les hypotheses du The'oreme 3.9 [12] sont ve'rifie'es
(remarquons que dans [12, Theoreme 3.9] la condition (3.10) doit se lire (/ + XA+)~lB
envoie N(A) dans R(A)). Par consequent

Bx = B0(I - ABo)"1 = (/ - ABo)"1^

est un inverse ge'ne'ralisd de A - XI, analytique et a valeur dans D{A) pour |A| <
Done 0 e reg(/l).

REMARQUE 2.7.

p{A) c reg(i4) £ p{A) U od{A) U or(A).

En effet si A e oc(A) ^ R(A - XI) n'est pas ferme par consequent A $ reg(^4).

PROPOSITION 2.8 (cf. [8, Prop. 3.3.3.]). Soit A un operateur regulier et D(A) dense
dans H. Alors A* est regulier et

Vn>0, N(Any = R(A*n) et N(A*ny

REMARQUE. N(A*ny = R(A")^>R(A") est ferme.

COROLLAIRE 2.9. D(A) dense dans H. Alors

reg(A*) = reg(A) (conjugue complexe)

Demonstration.

X e reg(A*)OA* - XI est regulierOA - XI est regulier

<=>A e reg(A)oA ereg(^l).

PROPOSITION 2.10. Si A est regulier alors

H0(A) =

Demonstration. Tout d'abord on a le lemma suivant.

LEMME. 5/ A est regulier alors

y(An+m)>y(An).y(Am) (Vn.meN),

oii y{A) est la conorme de A (voir [6], [5]).

Demonstration. Voir [5].
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Demonstration de la proposition. Soit u e H0(A) et u 1 {Jj^0N(A')=$>V);>0,
u 1 N(A') or d'apres la Proposition 2.8; A regulier >̂ Vy > 0, R(A>) est ferm£ d'ou d'apres
([6, Theoreme IV 1.6] Vy" > 0, y(^;) > 0 et comme

u ± N(A') => Vy > 0 \\A'u || >

et d'apres le lemme precedent on a

\\A'u\\ > y(Ay ||w|| =>lim H ûH1*"
yy—>oo

ce qui contredit l'hypothese u e H0(A). Done u = 0,

LfaO

et comme U/ao N(AJ) c H0(A) on en deduit que

H0(A) =

THEOREME 2.11. A regulier et H0(A) ferme=>H0(A) = {0}.

Demonstration. Soit A = A | //0(A) la restriction de >1 a //0(>l) • M)(-4) est ferm6
done e'est un Hilbert et comme A(H0(A)) c H0(A) on a: A: H0(A)-* H0(A) et on voit que
AeB(H0(A)) (car H0(A)QD(A)) et H0(A) = H0(A)^>A est quasi-nilpotent (d'apres la
proposition 1.5). A r6gulier =>Vy>0, iV(i40s/?U)=>U*oM^y)e^(^)- ^(^) f e r m e

)' e t d'apres la Proposition 2.10 on en deduit que H0(A) = H0(A) c
/?(>!), done H0(A) = H0(A)nR(A) = A(H0(A))=A(H0(A)) (la deuxieme 6galit6 est due
au fait que si u = /4u e Wo(/4) alors v e //0C>4))-

Or A(H0(A)) = H0(A)4>A est surjectif ^>//0(^) = ^(-^) or A est quasi-nilpotent
^>A:(/4) = {0} d'apres la Proposition 1.4. D'ou H0(A) = {0}.

COROLLAIRE 2.12. Soit T e B(H). Si Vune des quatre conditions suivantes est verifi.ee

(1) dim H<<*>,

(2) T spectral,

(3) T decomposable,

alors reg(T) = p{T).

Demonstration. Dans chacun des cas on montre que H0(T - XI) est ferine"; done si
Aereg(r), d'apres le Theoreme 2.11. On en deduit que H0(T - XI) = {0}. Done
N(T - XI) = {0} si A e reg(T). En utilisant la sym6trie avec l'adjoint on obtient
N(T* - XI) = {0} si A e reg(r). Done R(T -XI) = HsiXe reg(7), d'ou reg(T) c p(T).

LEMME 2.13. Soit T = XNX'1 + Q la decomposition canonique de Voperateur spectral
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T (voir [4]). Alors
H0{T) = N(XNX~l) = XN(N)

et done ferme.

Demonstration. On a XNX'1 commute avec Q => T est quasi-nilpotent Equivalent a
XNX~l en utilisant les termes de [3] et d'apres le Corollaire 3.5 de [3], page 52, on a
HT(F) = HXNX-i(F) pour tout F ferine" de C or HT(0) = H0(T), toujours d'apres [3,
p. 113], done H0(T) = HoiXNX'1) comme N est normal =>H0(N) = N(N); on en dgduit
que H0(T) = H0(XNX-1) = XH0(N) = XN(N) = N(XNX-1); done H0(T) est ferm6
comme noyau d'un operateur continu.

COROLLAIRE 2.14. Si H =£ {0} alors Reg(//) n qN = 0 , ou
Reg(//) = { Ie B(H) \ T regulier}.

Demonstration. La Proposition 1.5 => si AeqN alors H0(A) = H done //0(-<4) est
ferm^ et d'apres le ThSoreme 2.11, A re"gulier et HQ(A) ferme =>H0(A) = {0}. Done
H = {0} et comme 0 $ Reg(H) on en deduit que Reg(//) n <?N = 0 .

COROLLAIRE 2.15. 5/ d > 1 a/ors

q<&(d) DqN = {nilpotents de degre d).

Demonstration. On utilise la decomposition de Kato et le Corollaire 2.14.

3. Generalisation de la decomposition de Kato aux operateurs paranormaux. Dans
tout ce qui suit T designe un operateur borne de H dans lui-meme. Posons T0=T* et
pour j e N, Tj+l = i[T, 7J-], le commutateur de T et de 7} multiplie par i = V^I .

DEFINITION 3.1. Nous dirons que T est paranormal si lim ||7^||1/n = 0; nous 6crivons
alors Te pN.

REMARQUES. La notion des op6rateurs paranormaux a ete introduite par J. P.
Labrousse dans [8] et notamment on y trouve les demonstrations des re"sultats suivants:

(1) 7 normal ^ T e p N ;
(2) T quasi-nilpotent ^>TepN;
(3) TepN&T*epN;
(4) on a pour n eN,

DEFINITIONS 3.2. Un opErateur X e B{H) est dit quasi-inversible si X est injectif et a
image dense dans H. Un operateur T est une transformation quasi-affine d'un operateur
5 e B(H) s'il existe un operateur X quasi-inversible tel que XT = SX. On note

2Laf = {T e B{H) \ T une transformation quasi-affine d'un operateur quasi-nilpotent},
et

raf={TeB{H)\T*e2Laf}.
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REMARQUES.
(1) qN ̂  SLaf n Sl*f^ l'adhe'rence des operateurs nilpotents ([9, ch. III]).
(2) Apostol [2] a caract6rise les operateurs de 2Laf n 2L*af par le th6oreme suivant.

THEOREME (Apostol). Si H est Hilbert separable alors

H0(T) = H0(T*) = f f

Demonstration. Voir [2].

THEOREME 3.3. Soit T un operateur paranormal. Alors (1) et (2) sont equivalents'.
(1) R(T) + H0(T) ferme dans H, R(T*) + H0(T*) ferme dans H;
(2) (a) 3M, N deux sous-espaces fermes dans H tels que H = M (&N,

(b) T(M) c M, T*(M) c M et si on note T0=T\M, Tt = T*\M alors To et T
sont reguliers,

(c) T(N) c N, T*(N) czNetT\Ne2lafn SL*af.

Pour la demonstration de ce th^oreme on a besoin de quelques lemmes et propositions.

LEMME 3.4. 5/ T est paranormal alors

T*(H0(T))^H0(T).

Demonstration. La remarque (4) de la Definition 3.1

1=0

En appliquant cette derniere egalite et le fait que T est paranormal, on montre que
T*ueH0(T) si ueH0(T).

REMARQUES 3.5. (1) Dans la suite on notera

H0 = H0(T), m = H0{T*) et K = K{T), K* = K(T*).

(2) T(H0)c:H0, T*(Ho)czHoe>T(Ht)czH£, T*(H£)cH£.

LEMME 3.6. Si T est paranormal et R(T) + Ho est ferme dans H alors T=T\HQ est
injectif et a image ferme.

Demonstration. D'apres la Remarque 3.5 (2) on a T(Hfr)^H£, done f.H^Ho]
par ailleurs

R(T) c T(H£ + Ho) £ 7 W ) + H0^>R(T) + H0<= T(H£) + Ho

d'ou R(T) + H0= T(H£) + Hod>T(H&) + Ho est ferme (1), et comme T(H£)c/Z^ona
T(HO

X) n Ho = {0}(2). Alors (1) et (2) et la Proposition 2.1.1 [8] => T(H£) est ferm6, done
R(f) est ferm6. D'autre part

N{f) = N(T) n m s H0 n HS = {0}^N(t) = {0},
done f est injectif.
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LEMME 3.7. 5/ T est paranormal et R(T) + Ho est ferme dans H alors Ho = K*.

Demonstration. D'apres le Lemme 3.6 on a

T | #o est injectif et T(H^) est termed T* | H£ est surjectif;

done H^ = K(T*\H^)^K(T*) = K*^>H^K* et comme l'inclusion inverse est
toujours verifie (voir la Proposition 1.8) on a HQ = K*.

REMARQUES. (a) Sous l'hypothese R(T*) + HQ ferm€ et en utilisant la sym6trie de T
et T* on a H%± = K.

(b) Le Lemma 3.7 et la remarque (a)^K, K* sont fermes dans H.

COROLLAIRE 3.8. Si T est paranormal et R(T) + H0(T) et H0(T) sont fermes alors 3M,
N deux sous-espaces fermes de H tels que

(1) H = M®N,
(2) T(M) c M etT\Mest regulier,
(3) T(N) cN et T \N est quasi-nilpotent.

Demonstration. On prend M = H0(JY et N = HQ(T); on a H = H& ®H0 = M®N
d'ou (1).

(2) se d£duit du Lemme 3.6.
(3) OnaJV = H0(T) = H0(T \ N) et d'apres la Proposition 1.5 ceci entratne que T \ N

est quasinilpotent.

LEMME 3.9. Sous les hypotheses (1) du Theoreme 3.3 on a T*(K) c K.

Demonstration. Tparanormal =>T* paranormal, done r*(#o-L)cij;jJ- et K = HQ±,
d'ou T*(K) c K.

PROPOSITION 3.10. Sous les hypotheses (1) du Theoreme 3.3 on a

K = T*(K) 0 K n N(T), K* = T(K*) 0 K* n N(T*).

Demonstration. On pose f = T \ K et f * = T* \ K.

R(T) = Kqui est ferme ^>R(T*) est ferm6 => K = N(t) © Nit)1 = N(t) 0 R(f*).

Or N(T) = KnN(T) d'ou

K = R(t*) ©ATI N(T) = T*(K) ©ATI N(T).

Par syme'trie entre T et T* on trouve

K* = T(K*)@K*nN(T*).

PROPOSITION 3.11. Sous les hypotheses (1) du Theoreme 3.3 on a

Demonstration. T envoie KHK*1 dans lui-meme car T(K) = K et K*L = H0 et
T(H0)<=H0; done T i i f n r ^ / f n r 1 . Montrons que T est surjectif. xeKDK*1
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e A tel que x = Ty. Soit z e K*^>3z' e A* tel que z = T*z'; on a

car x e A*x et z' e A*; done (y, z) = 0=>>> e K*x d'oii la surjectivite de T.
Soit maintenant A' le complement orthogonal de KDK*± dans X i.e. A = Af~l

K*1 © A'. Soit u e K ' ; alors u e A et d'apres la Proposition 3.10 3 u e K e t w e A T l N(T)
tel que u = T*v + w. Comme

car N(T)^H0 = K*±, done

0 = (u, w) = (T*v, w) + (w, w) =

car (T*v, w) = 0, done ||w||2 = 0^>w = 0 et u = T*v.
Soit encore x un 61ement quelconque de KHK*1-; 3y e K(l K*x tel que x = Ty,

done

car ueK' et ^ e/CriAT*-1, done vlKHK*1- et v eK=$>v eK' et par consequent
T*(A:') = X' et K' c A"* car A' est ferme et /C' c C0(T*); done /C' c /C D K* ou encore

L'autre egalite se deduit en utilisant la symetrie entre T et T*.

PROPOSITION 3.12. Soit M = K + K*. Alors T* envoie M dans lui-meme et on a

M = T*(M)®KDN(T).

Demonstration. Soit ueM, alors 3v e K et v* e K* tel que u = v + v* en outre
3w* e K* tel que v* = T*w* et d'apres la Proposition 3.10 (i.e. K = T*(K) ®KnN(T))
et v e K^3y e K et z € KnN(T) tel que v = T*y + z, done u = v + v* = T*(y + w*) +
z et comme y + w* eK + K* = M et zeKr\N(T) done M c T*(M) + /C D N{T) et
comme

= T*(K) + T*(K*) cK + K*cM,

done T*(M) + KDN(T) c M d'ou M = T*(M) © K n A^(r) car T*(M) 1 iV(r).

COROLLAIRE 3.13.

M = A: n A:* © K n A:*-' © K^ n A*,

M es( ferme comme somme orthogonale de fermes.

Demonstration. M = K + K* et le resultat se deduit immediatement de la Proposi-
tion 3.11.

On pose N = M± = {K + K*y = A/1 n K*± = Ho n //0*; on a H = M © N.
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PROPOSITION 3.14.

Sous Vhypothese (1) du Theoreme 3.3 on a

To = T | M est regulier.

Demonstration. Montrons d'abord que N(T0) c R(T'O) Vy >0. On a

N(T0) = N(T)HM = N(T) n [T*(M) 0K(T) DN(T)]

(voir Proposition 3.12.) Comme N(T) 1 T*{M) et KDN(r) c N ( r ) , on a # (7 ) HM =

ô) = K n M c /?(p") n M vy > o,
or

r(M) s M, r(N) cN=>R(P)r\M = R(P0)
d'ouN(T0)cR( T'o) Vy" > 0.

Montrons que R(T0) = T(M) est ferme. Remarquons que H = M + N = M + H0 car
N c WQ, done

done /?(7) + ^o=^(A^) + Ho est ferme (1), car R(T) + H0 est ferme par hypothese.
Montrons maintenant que T(M) + H0= T(M) + N, et tout d'abord que Ho + K = N ® K.
On a

Ho = K*x c K*x <1[M + N] = K*x H M + N

car AfcWoc K**, done H j c ^ n M + iV (2).
D'apres Ie Corollaire 3.13 on a

K*x n M = K*x n[K n K* ® K n K*X ®Kxn K*]

U = UI + U2 + U3

d>u-u2 = u1 + u3eK*nK*x = {0}

d'ou K*±r\M = K*±nK. Done d'apres (2) on a

HocK*J-nM + N = K*A-DK +

d'ou K+ H0 = N®K car N^K"-. Par ailleurs

K + HO= T(M) + K + N= T(M)

Or (1) =>R(T) + H0= T(M) + Ho= T(M) + N^> T(M) + N est ferme et

T(M) c M ̂ > 7(M) n i V c M n i V = { 0 } .

Done 7(M) + N est ferme et T(M) D N est ferme. Par la Proposition 2.1.1 [8], on a que
T(M) est ferme. Done N(T0) c /?(ro) Vy > 0, et /?(T0) est ferme, d'ou To est regulier.
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Demonstration du Theoreme 3.3.
(1)^(2) . On prend M = K + K* et N = MX; done H = M®N d'ou (a) du

Th6oreme 3.3. La Proposition 3.14 4> To= T \ M est regulier d'ou (b). Pour (c) on a

= H0(T | TV) = H0(T* \ N)

d'ou, d'apres le theoreme (Apostol) [2], on a T \ N e $Laf n 2.*f.
(2)^(1) . Montrons d'abord que T(M) + N est ferme, le fait que H =

est isomorphe a M x N et par consequent que T(M) + N est isomorphe a T{M) x N, or
T(M) c M et T | M est regulier => T(M) est ferm6 dans M d'ou on deduit que T(M) x /V
est ferm6 et done T(M) + N est ferme aussi.

En outre, T(M) + JVg R(T) + N et

(c)

done [(M) + iVcf i ( r ) + H0. Reciproquement, # ( r ) = T(M + /V)c T(M) + N, de
m6me //<, £ M + TV et

or M n //o = H0(T | M) c T(M) car r | M est regulier, done HocT(M) + N, done
fl(r) + / / o c r ( M ) + /V, d'ou R(T) + H0=T(M) + N qui est ferme4>i?(r) + Ho est
ferm6. Par sym^trie, en rempla§ant T par T* on montre que R(T*) + HQ est ferine" d'ou
(1) du theoreme.

4. Generalisation de la decomposition de Kato aux operateurs spectraux. Dans ce
paragraphe nous allons utiliser plusieurs notions et r6sultats du chapitre XV de [4].

Le Th6oreme 5 de [4] (p. 1939) dit que si T est spectral il peut s'ecrire comme la
somme d'un operateur scalaire 5 et un ope"rateur quasi-nilpotent Q tel que S.Q = Q.S.

La theoreme 4 de [4] (p. 1947) dit que pour tout operateur scalaire 5 il existe un
opSrateur continu inversible X tel que X~x soit continu et XSX'1 = S soit normal.

Albrecht [1] a caracterise les operateurs spectraux a partir des operateurs paranor-
maux et decomposable.

THEOREME (Albrecht [1]). TeB(H) est de la forme T = N + Q avec N normal, Q
quasi-nilpotent, et NQ = QN si et seulement si T est paranormal et decomposable.

Remarques.
(a) L'implication directe (=>) de ce theoreme a ete demontre par Labrousse [8] et la

reciproque a 6t6 demontre par Albrecht [1].
(b) Dans la suite nous notons T = T0®Q0 ce qui veut dire, 3M, N deux

sous-espaces fermes de H tels que H = M ® N et T{M) c M, T(N) c TV et To = T | M,
Qo=T\N.

(c) Montrons d'abord le resultat suivant, pour les operateurs spectraux de la forme
operateur normal N plus operateur quasi-nilpotent Q qui commutent entre-eux.

THEOREME 4.1. Soit T e B{H) tel que T = N + Q avec NQ = QN, N normal, Q
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quasi-nilpotent. Alors les quatre propositions suivantes sont equivalentes:
(1) R(T) + H0(T) ferme dans H;
(2) T = To © Qo ou To est inversible et Qo quasi-nilpotent;
(3) T inversible ou alors 0 un point isole du spectre de T;
(4) R(T) + H0(T) = H.

Demonstration.
(1)=>(2). En utilisant le theoreme (Albrecht), le Corollaire 3.8 et le Lemme 2.13,

on en deduit que T = T0(&Q0 ou T0=T\H0(T)± est injectif, a image ferme et Qo

quasi-nilpotent. Done pour montrer que To est inversible, il suffit de montrer que
N(n) = {0} car r * (H o ( r ) x ) c / / o ( r ) x ; or d'apres le Lemme 2.13
N(N*) = HQ(T*) (car N est normal). Par consequent

= N(T*) n H0(Ty - N(T*) n HO(T*)X = {0}

d'ou N(To) = {0} et done To est inversible.
C'est un resultat classique.
Si T est inversible =>R(T) = H done R{T) +H0(T) = H. Si T n'est pas

inversible mais 0 est un point isole de o(T), par le theoreme 1.5 on en deduit que

H = K{A) + H0(A) c R(A) + H0(A),

d'ou R(T) + H0(T) = H.
C'est evident.

COROLLAIRE 4.2. Si T est spectral alors les quatre propositions suivantes sont
equivalentes:

(1) R(T) + H0(T) ferme dans H;
(2) T = Tj © <2i ou T\ inversible et Qx quasi-nilpotent;
(3) Soit T inversible, soit 0 est un point isole du spectre de T;
(4) R(T) + H0(T) = H.

Demonstration. Se deduit du Theoreme 4.1, en utilisant le fait que si T est spectral
il est similaire a 5 = N + Q ou N est normal et Q quasi-nilpotent et NQ = QN, c.a d.
que 3X inversible tel que T = X~lSX, et en remarquant que R(T) + H0(T) =
X~\R(S) + H0(S)) done R{T) + H0(T) fermeOfl(S) + H0(S) ferme.
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