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PRODUIT TENSORIEL TOPOLOGIQUE
DE CORPS VALUES

JEAN FRESNEL ET MICHEL MATIGNON

0. Introduction. Soient K un corps local, K sa cléture algébrique,
R, L, M trois corps telsque K CRCLC Ket K CRC MCRK.
Supposons que L et M soient linéairement disjoints sur R. Quel est le
complété du corps LM (compositum de L et M) pour une norme de
R-algébre qui coincide avec la valeur absolue sur L \JU M? On sait que
LM est isomorphe en tant que R-algébre au produit tensoriel L @ r M
et il est facile de montrer que la valeur absolue est la plus petite norme
du type considéré ci-dessus et que la norme tensorielle en est la plus
grande. C’est pourquoi nous étudions d’abord le complété de L @ p M
pour la norme tensorielle. Citons dans ce cas les résultats essentiels
lorsque la caractéristique de K est nulle. On définit naturellement une
notion d’idéal différente dans les extensions de degré infini qui sera noté
Dir/r et Dy r. Tout d’abord la norme tensorielle est équivalente a la
valeur absolue si et seulement si D,z # (0) ou Dy # (0). Dans le
cas contraire, c’est-d-dire Dy = Dy e = (0), le produit tensoriel
complété L @ r M est un anneau local qui posséde un unique idéal maxi-
mal N, il est non nul, le nilradical N est dense dans . Le quotient
L @r M/RN est isomorphe et isométrique au complété (LM)* de LM
pour la valeur absolue. Ce dernier résultat peut s'interpréter ainsi: le
seul corps entre LM et (LM)", complet pour une norme coincidant avec
la valeur absolue sur L \J M est (LM)". Sous cette forme le résultat peut
paraitre assez naturel, en revanche I'apparition d’éléments nilpotents
dans L @z M lorsque D = Dye = (0) est quelque chose d’assez
étonnant. La condition D, = (0) est plus forte que la condition indice
de ramification sauvage infini, a titre d’exemple une extension galoisienne
complétement ramifiée de Q, dont le groupe de Galois est isomorphe a
Z, est de différente nulle.

Notre étude se place dans la situation ol L et M ne sont pas nécessaire-
ment linéairement disjoints sur R.

Au paragraphe 1, on réduit I'étude au cas ol R, L, M sont des traces
sur K de corps fermés de K contenant K. De tels corps sont parfaitement
caractérisés depuis les résultats de Ax, Sen, Tate et Matignon (pour la
caractéristique p > 0).

Au paragraphe 2 on définit la notion de spectre et de transformation
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de Gelfand d’une R-algébre de Banach et nous donnons quelques pro-
priétés dans le cas de l'algébre L & M

Le paragraphe 3 a pour objet de définir la différente dans les extensions
séparables infinies, c’est un outil essentiel dans tout ce travail. Il y est
montré un résultat fondamental qui est le suivant: soit L une extension
algébrique séparable de R telle que D,z = (0), soit L' une extension
algébrique séparable de L, alors

|®L‘/L{ =1 ol |@L’/Ll = sup |x|
7€DL /L

Au paragraphe 4 on donne une premiére application du paragraphe 3
en comparant la norme tensorielle et la norme spectrale de L @ r M a
I'aide de Dy jret Dy p.

Au paragraphe 5 on étudie 'algébre L ® r M lorsque le corps local est
de caractéristique p > 0. On montre que la transformation de Gelfand
de L @ r M est un morphisme strict et que le nilradical R(L @ r M) est
dense dans le radical R(L @ r M).

11 nous reste donc a étudier L @ r M lorsque R est de caractéristique
nulle et Dy,p = Dpye = (0). Le probléme de I'existence d'un radical et
d’un nilradical non nuls est beaucoup plus délicat qu’en caractéristique
p > 0. En effet, dans ce dernier cas, R (L @z M) n’est autre que 'adhé-
rence du radical de L @ M. En revanche, en caractéristique nulle, le
radical de L @ r M est réduit & (0). L’exemple type est le suivant: soient

= Q, le complété du corps Q des nombres rationnels pour la valeur
absolue p-adique, L = M = = U1 Giou C, = Q, (*"+/1). Pour
étudier I'algébre C,, ®0 C,on utnhse un travail sur 'algébre (T, C.)
(71.

Cette algébre est la limite inductive topologique des algébres de groupe
C,[T,] otl T, est le groupe cyclique d'ordre p". Nous savons que I'algébre
de Gelfand, ¥ (Q(T, C.)) est I'algébre € (Z,, C.) des fonctions con-
tinues sur I'anneau des entiers p-adiques, le noyau de ¥ est le radical R,
de U, C.), il est non nul, le nilradical N, est dense dans R... De plus
(T, C.)/R., est isomorphe et isométrique A RAS C.). On en déduit
alors les mémes résultats pour lalgebre Co ®0 C, parce que celle-ci
est facteur direct de I'algébre ¢'(T, C..). Ces propriétés se transférent
assez facilement aux algébres L ®R M lorsque C, C L et C, C M.

En revanche, la propriété, le nilradical est dense dans le radical, ne se
transmet pas ‘‘naturellement’” aux sous-algébres. C'est pourquoi on a
exhibé au paragraphe 6.1 une famille dense dans R, d'éléments nilpotents
définis par des ‘‘conditions linéaires’’, ces conditions étant stables vis-a-vis
des opérateurs ‘‘traces’” on peut alors prouver, au paragraphe 6.4.1
I'existence d’une famille de nilpotents dense dans le radical de L @ r M

Enfin au paragraphe 7 on applique ces résultats pour montrer que la
catégorie des R-algébres de Banach dont le spectre est compact, dont la
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transformation de Gelfand est un morphisme strict et qui satisfont une
condition supplémentaire ((iii) du Théoréme 16), est stable par produit
tensoriel topologique.

Ainsi donc cette étude est une conséquence essentiellement de deux
résultats sur les corps valués:

'un sur l'algébre @4(T, C.) [7] ou peut-étre plus simplement un
résultat sur la nature topologique de la Z,-extension cyclotomique totale-
ment ramifiée, C,, de Q,;

I'autre sur la différente dans les extensions infinies ou plus simplement
I'étude de la différente Dy, en fonction de Dy, et Dy z. Le résultat
étonnant de cette étude, dont nous ne percevons pas l'interprétation
arithmétique, est que le nilradical de L @ r M est dense dans le radical
de L QM.

1. Réduction aux extensions algébriques. Soient K un corps local,
K une cloture algébrique de K et K le complété de K pour la valeur ab-
solue. Soient K C R C L, K C R C M des sous-corps de K. Soit ¢ la semi-
norme tensorielle sur la R-algébre produit tensoriel L & M, elle coincide
avec la valeur absolue sur L @ r Ret R®@x M. Le but de ce paragraphe
est de montrer qu'il suffit d’étudier le cas ol R, L et M sont des extensions
algébriques de K traces sur K de sous-corps fermésde K. Au paragraphe
1.1 on étudie la semi-norme tensorielle sur E & r F lorsque E et F sont
deux R-espaces vectoriels normés et R un corps valué. Au paragraphe 1.2
on considére la semi norme tensorielle sur L & r M lorsque R, L, M sont
trois sous-corps de K contenant K.

1.1. La semi-norme tensorielle sur E @ F. Dans ce paragraphe R
désigne un corps valué, E et F deux R-espaces normés, || . ||z (resp. || . ||r)
la norme sur E (resp. F).

1.1.1. Semi-norme tensorielle et c-bases sur E Q g F.

Définition 1. On appelle semi-norme tensorielle sur E @ r F la semi-
norme ¢ définie de la fagon suivante.
Soit 2 € E @ F, alors z s'écrit sous la forme

1) sz= E e;® fi
olle; € Eetf;, € F, on pose:
t(z) = inf sup, |le]|sllfill#
ou ' “inf"” est pris sur toutes les décompositions de z sous la forme (1).

Convention de notation. Soit N, = {z ¢ E Q5 F|t(z) = 0}, on note
(E Q@ F)'le séparé-complété de E @ r F, c’est le R-espace complété du
R-espace normé, E @ r F/N, pour la norme induite par ¢.
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Si E est un R-espace vectoriel normé, || . ||z sa norme, on notera £ ou
E* le complété de E pour || . ||z Le R-espace vectoriel E @ 3 F désigne le
R -espace vectoriel produit tensoriel des R-espaces vectoriels E et F.

Définition 2. Soient R un corps valué, E un R-espace normé de dimen-
sion n, || . || sa norme. Soit 0 < ¢ = 1, on dit qu’une base ey, . . . , ¢, de E
sur R est une c-base de E sur R si pour tout A, ..., A\, € Rona:

¢ sup Aol lled = “f;, M| = sup [N [led].

On a le lemme suivant de continuité des c-bases.

LEMME 1. Sozent R un corps valué, E un R-espace normé de dimension n,
II. |z sa norme. Soient 0 < ¢ < letey, . ..,e, unec-basede E sur R. Soient
e/, ..., e’ , néléments de E tels que |le; — e/|lx < c, alors e/, ..., e/

est une c-base de E sur R.

Nous ne donnons pas la démonstration de ce lemme, elle est immédiate.
L’existence de c-base est assurée par la proposition suivante:

ProrositioN 1. ([12], p. 50) Soient R un corps valué complet, E un
R-espace normé de dimension n, || . ||z sa norme. Soit 0 < ¢ < 1, alors E
admet une c-base sur R. De plus si la valuation de R est discréte, on peut
prendrec = 1.

On en déduit la proposition suivante:

PROPOSITION 2. Soient R un corps valué complet, E, F deux R-espaces

normés, || . ||z et || . || » leurs normes respectives. On a les propriétés suivantes:

1) St (e:)1=i<q st une c-base de E’', sous-espace de E sur R de dimension
finie, alors tout élément z de E' Q g F s écrit sous la forme:

=2e®fi on fi€F
et de plus si t désigne la semi-norme tensorielle sur E' @  F, alors:

c max; |le|gllfidlr £ t(z) < max; |elglfill s

i1) St E' C E est un sous-espace de E, la semi-norme tensorielle sur
E Qg F est la restriction ¢ E Qr F de la semi-norme tensorielle sur

EQxF

iii) La semi-norme tensorielle sur E Q p F est une norme.

Pour la démonstration, voir par exemple [9] Gruson, Théorie de Fred-
holm p-adique.

1.1.2. Réduction aux espaces vectoriels normés complets. On conserve les
notations des paragraphes précédents.
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PRroPOSITION 3. Sotent R un corps valué, E, F, deux R-espaces normés,
R, E, F les complétés respectifs. Soient t la semi-norme tensorielle sur
E ® g Fet i la norme tensorielle sur E @ 5 F. St p désigne I' homomor phisme
canonique défini par p(e @ rf) = e Q 2 f, on a la relation:

(2) t=1toop.
Preuve. 1l est clair que I'on a
(8) top=t

Pour montrer I'autre inégalité, on peut supposer que E est un R-espace
de dimension finie. Soit (e;)1<;<, une ¢-base (0 < ¢ < 1) de E sur R.
D’aprés le Lemme 1 (§ 1.1.1) de continuité des ¢c-bases on peut supposer
que ¢; € E. Complétons ces éléments R-indépendants en une base
(e:1)1=:=s de E sur R.

Pour v > r
€, = E )\,,tei Ol:l Ay’t € R.
1552,

Soient € > 0 et \;,; € R tels que
Mo — Mo < e
Soit z un élément de E @ F

@) z= 2 e®rfi= 2 eQr (ff+ Zm.m).

1 4<s 1S i<r v>r1

Considérons 2’ € EQRr F

G) 2= 2 e¢®n(fi+2xl.¢f,)

1547 v>r

2z’ vérifie la double inégalité
(6) c(z) S top(d) < t().

En effet, 'écriture (5) de 2’ montre que:

t(z') < max |e|&

fo+ ; Mify

Comme la famille (e;)1<:<, forme une c-base de E sur R, on déduit de i)
Proposition 2 (§ 1.1.1) que

F

= top(3),
F

¢ max lledle ||f: + ; Ao f
d’ot:
ct(z') £ top(e).

L’autre inégalité est (3) pour z'.
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Les relations (4) et (5) permettent d’écrire:

z—2' = (ey - )\;,iei) R=rf
r+1SvSe 1

<isT

et

()\y.i - )\;.i)ei

1Sisr

’
e, — Avi€y
1Sisr

< e max |lej|
1Sisr

d’otl

()  t(z—2') = emaxigig, [led e max,< [Ifullr
et d’aprés la linéarité de p et (3)

®)  p(z) — 0()) =tz — 7).

Deux cas peuvent se présenter:

Premier cas. Si p(z) # 0:
On choisit

o p(2)
< maxiziz, e dls maxre [fllr

Il suit de (7), (8) et du choix de € que

tz—2) <topz) = t(2)
ce qui montre que

t(z) = t(2")
et
Hp(z) — p(z')) < top(z)
ce qui montre que
top(z) = top(@)
ceci joint & la double inégalité (6) on obtient:
9) @) =top@) = ()
et (9) est vérifiée pour 0 < ¢ < 1, d’otl I'égalité (2) cherchée.
Deuxiéme cas. p(z) = 0:

De (6), (7), (8) on tire:

1) =

S =

1o p() < < max [led|z max ||f
C1gi<r <v
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et ceci joint & (7) montre que:

t(z) <= max lledl|z max [|f]] »
Cigigr r<v

par suite {(3) = 0, ce qui montre encore (2).
Remarque. L'égalité o p = t montre que 'on a ker p = N,.
1.2. Les semi-normes sur L Q g M.
1.2.1. Corps locausx.

Définition 3. On appelle corps local un corps valué complet pour une
valuation discréte et & corps résiduel parfait. Désormais K désigne un
corps local et on note | . | une valeur absolue.

Si la caractéristique de K est p non nulle, on sait ([17], p. 43) que K
est un corps de séries formelles kg ((77)), ol kg est le corps résiduel de K
et T une uniformisante. Soit # € N, on note K, le corps local K™ =
ke ((T7™)) et K, = Uyen Ky, Clest la cldture radicielle K77 de K.
Puisqu’'une extension finie d'un corps local est un corps local on a la
proposition suivante:

ProrositioN 4. ([10]). Sotent K un corps local de caractéristique p non
nulle, et R une extension algébrique de K; alors les extenstions radicielles de
R (resp. de I'adhérence R de R) sont les corps RK, ou RK, (resp. RK,
ouRK ).

Le théoréme suivant caractérise les sous-corps fermés du complété K
de la cloture algébrique K de K qui contiennent K.

THEOREME 1 ([10] et [7]). Soient K un corps local, Kla cloture algébrique
de K, K le complété de K. Soit F un sous-corps fermé de K tel que K C F.
Alors:

F=(FNK)".
De plus, si K est de caractéristique nulle, I'application F— F (N K est une
bijection des sous-corps fermés de K contenant K sur les extensions algébri-
ques de K. Et si K est de caractéristique p non nulle, si R désigne une exten-

sion algébrique de K et R le complété de R, alors le corps R M K est soit R,
soit la cloture radicielle R~ = RK  de R.

Le Théoréme 1 et la Proposition 4 permettent de démontrer le lemme
suivant:

LEMME 2. Soient K un corps local, R une extension algébrique de K,
R son complété, L une extension algébrique de R telle que L M R = R. Alors
L et R sont linéairement disjoints sur R. Soit c réel, 0 < ¢ < 1, st LN R =
R et 51 L est de dimension finie sur R, alors L admet une c-base sur R.
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Preuve. On peut supposer que L est une extension algébrique finie de R
puisque la linéaire disjonction est une propriété de type fini. Soit donc L
une extension finie de R; supposons la séparable. Soit alors L sa cléture
galoisienne sur R. Le Théoréme 1 montre que K M R est une extension
purement inséparable de R et donc L N R = R et le Théoréme 1 de [4]
montre que L et R sont linéairement disjointes sur L N R = R, il en est
a fortiori de méme pour L et R.

Soit maintenant L supposée purement inséparable sur R. La Proposi-
tion 4 montre que L = R”" et il existe x élément de L tel que L = R(x)
et [L: R] = pravecx”™ € R. Mais LR = R(x). Supposons que x*"~* € R,
par hypothése x»"™ € L N\ R = R, d’ot la contradiction. Par conséquent
[R(x) : R] = p” et donc L et R sont linéairement disjointes sur R.

Dans le cas général, soit L® I'extension séparable maximale de R dans
L, L7 I'extension purement inséparable maximale de R dans L.

Soit vy = [L*: R], v; = [L?: R]. Les deux premiers cas de la démons-
tration montrent que [L*R : R] = », et [L'R : R] = »,. Mais les exten-
sions algébriques L*R et L‘R de R sont linéairement disjointes puisque
L*R est une extension séparable et LR est purement inséparable sur R
([4]) et donc [LR : R] = v.w,. On déduit facilement, grace a la Proposi-
tion 4, que L = L*Liet donc [L : R] = vw,, par suite [LR : R] = [L : R].
Supposons maintenant que # = [LR : R] = [L : R]. D’aprés la Proposi-
tion 1 et le Lemme 1, il existe une c-base (ey, €3, . .., €,) de LR sur R
telle quee; € Lpourl <7 £ n. Ainsi (e, e, . . ., €,) est une c-base de L
sur R ce qui montre le Lemme 2.

1.2.2. Réduction aux extensions algébriques.

ProPosITION 5. Sotent R, L, M des extensions algébriques du corps local
K,R C L, R C M qui sont traces sur K de sous-corps fermés de K. On a les
propriétés suivantes:

i) L' homomorphisme canonique pde L @ r M dans L Q 5 M est injectif;

ii) La semi-norme tensorielle t sur L & r M est une norme;
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iti) L'homomorphisme p définit par complétion un isomorphisme isomé-
trique entre (L @z M) et (L & 5 M)

Preuve. Puisque R est la trace sur K d’un sous-corps fermé de K, on a
LN R = Rd'aprésle Théoréme 1 (§1.2.1). Le Lemme 2 (§ 1.2.1) montre
alors que si (e;)1=,<, sont »n éléments de L, R-indépendants, ils sont
R-indépendants; d’ol la propriété i). Les propriétés ii) et iii) s'en dé-
duisent immédiatement avec la Proposition 3 (§ 1.1.2).

Convention de notation. Nous nous plagons désormais dans la situation
ol R, L, M sont traces sur K de sous-corps fermés de K.

Nous noterons désormais L Qg M 1'algébre normée, complétée de
L ®xr M pour la norme tensorielle. Cette norme sera notée |-|.

2. La transformation de Gelfand. Nous allons ici définir la trans-
formation de Gelfand d’une R-algébre de Banach et décrire plus précise-
ment le spectre, le noyau de la transformation de Gelfand et la semi-
norme spectrale dans le cas de la R-algébre L Qe M

2.1. Définitions. Soient R une extension algébrique d'un corps local,
R sa clbture algébrique, R et R les complétés respectifs. Soit 4 une R-
algébre de Banach unitaire on appelle spectre de A et on le note X (4)
(ou X) I'ensemble des R-homomorphismes continus de 4 dans R. On
munit X de la topologie de la convergence simple”

Le groupe compact G des R-automorphismes continus de R (qui est le
groupe des R-automorphismes de R) opére continuement sur X (4) par
(g, x) —gox.

La transformation de Gelfand de A est le R-homomorphisme ¥ de 4
dans I'algébre €, (X, R) des fonctions continues et bornées de X dans R
défini par:

G (a)(x) = x(a), pour tout a € A et x € X(4).

L’algébre €, (X, ﬁ) étant normée par la norme de la convergence
uniforme sur X on a

|% (a)]] = |la|| pour tout a € A.

La démonstration en est classique. Soient0 = 7 € R, |r| < let0#a € 4.
Soit 7 un entier, alors il existe un entier s tel que:

||t/ < la|| < |x|®/", ainsi on a @] < |=°| et [|[#—%"| < 1.
Comme lim,_, ||(z—%a")"|] = 0 il s'ensuit que

lim, . x((x%a")") = 0,
donc que |x(r%a")| < 1. L’entier n étant arbitraire il en résulte que

lx(a)| = llafl.
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Ainsi la transformation de Gelfand % est un homomorphisme continu
de norme 1. En plus on a:

G(4) C{f e FX, ﬁ)lf(gx) = f(x), pour tout g € G}.

2.2. L'algébre L ®R M. Dans tout ce paragraphe 2.2, R, L, M sont
trois extensions algébriques, traces sur R de sous-corps fermés de R avec
RCLetRC M.

11 est facile de vérifier que le spectre X = X(L @z M) est homéo-
morphe 4 U'espace compact G/H; X G/H, ol G est le groupe des R-
automorphismes de R, H, le sous-groupe des L-automorphismes de R
et H, le sous-groupe des M-automorphismes de R. Enfin G/H, est
I'ensemble (compact) des classes & gauche modulo H ;.

Considérons le diagramme commutatif suivant:

L. M —L > w(x, B

L@ M —Z' 5 Loc (X, R)

ot les fleches verticales sont les injections canoniques, %’ est la restric-
tion A L @ r M de la transformation de Gelfand &, et Loc (X, R) désigne
I’algebre des fonctions localement constantes sur X a valeurs dans R.

PROPOSITION 6. Soient R, L, M trois extensions algébriques d'un corps
local traces sur R de sous-corps fermés de R et telles que R C L, R C M.
Soient X le spectre de L @ x M, F la transformation de Gelfand de L & p M
et G le groupe des R-automorphismes de la cloture algébrique R de R.

G(LQrM)

_ s | flgx) = f(x)’ pourtoutx € Xetg € G }
N {f € Loc (X, R) f(x) € L M* pour tout x = (g1, g2) € X~

Preuve. On se raméne au cas ot L et M sont de dimension finie sur R
et ol G est le groupe des R-automorphismes d’une extension normale et
finie sur R contenant L et M. Soient g, € G et f € Loc (X, R) définie par

f(g, gg1) = 1 pour tout g € G
f(g,¢") =0si(g,¢") ¢ {(g ga)lg € G}

Il s'agit de montrer que f € Im (9).
Soient M*® |'extension séparable maximale de R contenue dans M,

ey, €, . . ., ¢, une base de M* sur R. Soientr = [(M®*)'L : L}, g1, go, - . .,
gr € G tels que (¢:0g17") 15, soientlesr L-homomorphismesde (M°). L
dans R. Soient alors g, g2, ..., g, &41, - - -, £: les R-homomorphismes
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de M* dans R. Résolvons le systéme suivant ol [y, s, ..., [, sont les
inconnues:

1= llel‘“ + Lt + ...+ llet"l
1= l1€1“ + l262“ + . . + 116[”2

1 = Ledr + e+ ... + Lefr
0 = liey77+ + lgeo?r+t + .+ Le, 1

0= llel“ + 1262“ + ...+ l,e,“.

Soit {e*, er*, ..., e,*} la base duale de {e;, e, . . ., e,} par rapport &
la forme bilinéaire (x,y) — Tr e (xy). Ona donc:

l,- = e,-*”’ + Ei*az '+' e + ei*or = Tr“Ma)"I(L(ei*‘“) € L.
Ainsi
Lh®e+L®e+...+1,Qe¢, € LQrM.

Il est alors facile de vérifier que

1
f= g(z;h@m) .
i=
I1 est alors facile de montrer la Proposition 6.

Remarque 1. L'un des résultats fondamentaux de ce travail sera de
montrer que:

G(LQr M)
_ = | f(gx) = f(x)’ pour toutx € Xetg€ G }
{fe &R ,f(gx, g2) € (L”M") "pour toutx = (g1, g2) € XJ
Remarque 2. Si R est de caractéristique nulle on a
G(LQrM)
= {f € Loc (X, R)|f(gx) = f(x)? pour tout x € X et g € G}.

THEOREME 2. Sotent R, L, M trots extensions algébriques d'un corps local,
traces sur R de sous-corps fermés de R avec R C L et R C M. Alors
i) tout idéal premier de L @ r M est maximal
ii) le noyau de la transformation de Gelfand de L ®r M est le radical
RILQerM)deLQDr M.
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Preuve. Pour montrer i) on se raméne au cas ou L et M sont finis sur
R et alors un idéal premier d'une algébre de dimension finie sur un corps
est maximal. .

Montrons ii). Soit I un idéal maximal de L @z M et m = M N
(L ® & M) qui est maximal d’aprés i). On a alors le diagramme com-
mutatif suivant:

LR Mt 31 QM

ou 1, j sont les injections canoniques, s, s’ les surjections canoniques et
comme L &z M/m est un corps algébrique sur R il existe un homo-
morphisme injectif #’ de L @ M/m dans R.

La norme tensorielle induit sur L & r M/ une norme de R-algébre
que 'on notera || |1, ce qui induit sur #' (L @ r M/m) la norme o —>
ll'=1(a)]|;. Or le lemme suivant montre que 'on a

lof < flu'=* (@)1

Ainsi donc ' est continu et se prolonge par continuité en un homo-
morphisme « de L ®R M/IM dans R. Il-suit alors que % o s est un homo-
morphisme continu de L ®R M dans R donc que # 0 s € X, le spectre
de L @& M et comme ona M = ker (u o s) il suit que R(L X M)
= ker ¥, le noyau de la transformation de Gelfand.

LeEMME 3. Soit K un corps local, M une extension algébriqgue de K;
| - | la valeur absolue de M prolongeant celle de K. Soit || - || une norme sur la
K-algeébre M. Alors on a |a| < ||| pour touta € M.

Preuve. On se raméne au cas ol M est de dimension finie sur K, comme
toutes les normes sont équivalentes sur M (a cause de la dimension finie).
Il existe une constante ¢ telle que

la| < clle|| pour tout @ € M.
Il suit que

le®| < c|le®]|, pour tout # = 1, donc
lof < c'”lal,

ce qui prouve le lemme.
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2.3. La semi-norme spectrale. Les corps R, L, M satisfont toujours les
conditions du paragraphe 2.2.

Définition 4. Soienta € L & » M, I - | la norme tensorielle sur L ®r M,
alors la suite ||a”||}/” est convergente ([6]). Soit

s(a) = lim, ,, [Ja™[*"

Alors s est une semi-norme potentiellement multiplicative appelée la
semi-norme spectrale.

ProrosiTiON 7. Sotent toujours R, L, M trois corps satisfaisant les
hypothéses du paragraphes 2.2, 9 la transformation de Gelfand de L @ r M
et s la semi-norme spectrale de L @ r M. Alors on a

s@@) = |9 ()| pour touta € L & » M,
o ||Z (a) || est la norme de 9 (a) dans Palgébre € (X, R).
Preuve. Clairement on a:
1% (@)| < s(a) < |la]| pour tout @ € L & » M.

Il suffit de montrer que ||¥ (a)|| = s(a) pour touta € L ® M. Si 9 (a)
= 0 alors a est nilpotent (théoréme 2, i) et alors s(a) = 0. L’élément a
s'écrit sous la forme:

a=zl,®mi.

Soit ¢ ’homomorphisme canonique de K[I;]; Qx K[m;]; dans L Q M.
Alors s 0 ¢ et |9 o ¢(.)]| sont deux semi-normes sur K[I;]; ®x K[m];
ayant méme noyau. Ces semi-normes sont donc équivalentes, ainsi il
existe une constante ¢ > 0 telle que

cs(a") £ |9 (a")| < s(a*), pour tout = 1.
Comme s(a”) = s(a)* et ¥ (a*) = ¥ (a)",ona
1% (a)|| = s(a) pour tout a € L @ » M.

3. La différente dans les extensions infinies. Le but de ce para-
graphe est de définir la différente pour des extensions algébriques sépara-
bles de degré infini. Celle-ci permet, au paragraphe 4, de comparer la
norme spectrale et la norme tensorielle. Il est ensuite montré un théoréme
important (Théoréme 3) sur la différente d'une extension LM de L lorsque
Dre = (0). Ce théoréme qui est une généralisation d'un théoréme de
Tate [19] est essentiel pour démontrer des propriétés de transfert.

3.1. Définitions. Si L est un corps valué, O désigne toujours I’anneau
de valuation de L, I, I'idéal de valuation de O.
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Définition 5. Soit K un corps local, R une extension algébrique de K et
L une extension algébrique séparable de degré fini de R. On appelle
différente de L sur R ([17], ch. 111, § 3) I'idéal D,z de O, dont l'inverse
,‘DZ;R est ainsi défini:

@2}3 = {x € L|Trp,r(x0.) C O}
ol Tr,r désigne la trace de L sur R.
Cette différente peut s’exprimer a partir d’extensions de degré fini de K.

ProrositioN 8. Soit K un corps local, R une extension algébrique de K
et L une extension algébrique séparable de degré fini de R. Sotent Ry une
extension de degré fini de K et L' une extension séparable de degré fini de R,
telles que Ry C Ret RL' = L. Alors:

iDL/R = \tJ ®L'Ri/Ri
ot la réunion est prise sur tous les corps R; tels que
R()CRiCRet[R,‘:Ro] < oo

(1l y a confusion entre U'idéal D 1 p; r; de O g, et celui qu'il engendre dans
OL).

Preuve. Immédiate.

Définition 6. Soit K un corps local, R une extension algébrique de K et
L une extension algébrique séparable de R. On appelle différente de L sur
R, l'idéal D, de O, défini par

QL/R = ﬂ ®Li/R
ou l'intersection est prise sur tous les corps L; tels que
RCL,;,CL e [L;:R]I< w

(il y a confusion entre I'idéal D,z de O, et celui qu’il engendre dans
0.). Nous appelons valeur absolue de D 1,z le nombre réel, noté |D x|
et défini par

[Dr/e| = SUPzeDp, g |x[.

3.2. Extenstons de corps de différente nulle en caractéristique nulle. Le but
de ce paragraphe est de démontrer un résultat essentiel qui est le suivant:
soient K un corps local de caractéristique nulle et de caractéristique
résiduelle p > 0, R, L, M des extensions algébriques de K telles que
RCLC M, Dr = (0); alors |Dy,z| = 1. La démonstration se fera
en deux étapes, d’abord le cas oit M est cyclique de degré p, c’est 3.2.1 et
ensuite le cas général en 3.2.2.
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3.2.1. Le cas cyclique de degré p. 11 s'agit de démontrer la proposition
suivante:

PROPOSITION 9. Sotent K un corps local de caractéristique nulle et de
caractéristique résiduelle p > 0, R une extension algébrique de degré fini
de K, L une extension algébrique de degré fini de R contenant les racines p-
iémes de 1 et M une extension cyclique de L définie par adjonction d'une

racine du polynéme X? — a € R[X] avec |a] = 1. Soit & 2 2 un entier
tel que

1Dzl < [Pl
alors

Bl > ol 0od tte = 2=

Cette proposition sera la conséquence de quelques lemmes prélimi-
naires. Pour des raisons de commodités nous utiliserons la valuation notée
v au lieu de la valeur absolue.

LEMME 4. Les hypothéses sont celles de la Proposition 9. Alors pour tout
x € Lona:

v —a) £ - E70(p).

Preuve. On peut supposer que v(x) = 0. Puisque le polynéme X? — a
est irréductible sur L, il en est de méme du polyndéme

p—1 )
Y4zl —a=V"4+> (’;) Y7 % 4+ x” — a.
i=1
Si ¥ est racine, on a donc:

o(y) = ;-ilg'u(x” —a).

Siv(y) = 0, le lemme est trivialement vérifié, supposons v(y) > 0. Comme

2(py”") < v((ﬁ)y”‘ix’)
pourt=1,2,...,p — 2,0ona:
v(pyx?~t) 2 v(y?) = v(x? — a)

ce qui prouve que:

?
p—1

v(x* —a) S

v(p).
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LEMME 5. Les hypothéses sont celles de la Proposition 9. En plus, soient
B = 2unentieretx € L tels que

(15) v(® —a) 2 (p‘jl—l,ﬂ_l(;_ 1))v<p>

alors

2 (Darsz) < ;;}_—lv@).

Preuve. Soit p € L tel que v(p) = v(x» — a) — v(p), par exemple
p = (x? — a)/p. Puisque X? — a est irréductible sur L, le polyndme

g(¥Y) = p?((pY + x)” — a)

I'est aussi. De plus il est unitaire et A coefficients dans 'anneau O,
(Lemme 4), alors (Corollaire 2, p. 66, [17])

v(Dars) = (€ (1)

ol ¥ est une racine de g(Y) dans M.

Or

g @) = pp~ @™ (py + x)"".
Donc

2@ ®)) = 2(6) — (6 — 1)o(p) = () — (b — o —a) < # .
Ainsi

"

v(Ou/) = v_(ag‘i .
?

Ce lemme montre qu'il suffit de construire un élément x € L satisfaisant
(15) (e = B) pour démontrer la Proposition 9. Ceci résultera des Lemmes
6et?.

Soit Ky un sous-corps local de K, non ramifié sur Q, et & méme corps
résiduel que K, on sait que le degré de K sur K, est 'indice de ramification
de K sur Ky (Théoréme 4, p. 46 [17]). Soient I I'extension non ramifiée
maximale de K, contenue dans L, I’ = IR l'extension non ramifiée maxi-
male de R contenue dans L. Soient  une uniformisante de L et 7 une
uniformisante de R.

L’élément 6 est racine d'un polyndéme d’Eisenstein sur I’ de la forme

h(X) = 7r(a0 +aX+...+ (l"_lX“~1) + X+

ot v(a;) = 0etwlag) = 0.
On a

v(Dr/r) = v(Dr/r) = v(W(6)).
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Comme les nombres v(ia,0) 4 v(r), 1 £ 1 < u et v(uf*1) sont deux
A deux distincts, on a donc, siv(Dz,z) = 2av(p)

v(ia61) + v(r) = 200(p)
et
v(pf1) = 200(p),

ce qui implique puisque v(p) = v(r) > 0, que v(a;) = av(p) pour
1=<7<p,7 #0mod p*et p = 0 mod p=.
On peut ainsi écrire £(X) sous la forme

RX) = (o + b XP + ...+ b XC0P%) 4 X7 4 peR(X)

ou b; € Op,v(by) = 0et R(X) € 0,[X].
De la méme fagon, 6 est racine d’'un polynéme d'Eisenstein sur I,
de la forme

HX) = plco+ aXP + ... + ¢, XD X%  paS(X)
ol ¢; € 05, v(co) = 0et S(X) € 0;[X].

Nous dirons que x et x’ éléments de O sont congrus modulo p* si
x — «' € p*0;. Nous le noterons x = x’ mod p=.

LEMME 6. Il existe des polynémes P(X) et Q(X) & coefficients dans O,
tels que

(16) p = 62P(6*) mod p*
(17) a = Q") mod p=
(U'élément a est le terme constant du polynéme X? — a de la Proposition 9).

Preuve. La forme du polyndéme /(X)) montre que
plco + 167 + . . . + ¢,10¢7DP%) = —§%" mod p-.
Comme v(cp) = 0, il existe P(X) € O,;[X] tel que
(co+ 167" + . .. + c,_18C~D?%)~1 = — P(6**) mod p*,

ce qui prouve la relation (16).
Afin de prouver la relation (17), montrons tout d’abord qu'il existe
Q(X) € 0,[X] tel que

(18) 7 = 6™°Q(6**) mod p~.
La forme du polyndme h(X) montre qu'il existe Qo(X) € O [X] tel que

T = 607%00(6°%) mod p=.
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Le polynéme Qo(X) peut s'écrire:
Qo(X) = Qi(X) + 7Q:(X)
ot Q1(X) € 0,(X) et Q2(X) € Op[X].

Ainsi:
7w = 07%(0:1(6°%) + 7Q:(67")) mod p=.

Montrons que pour tout entier 2 = 0, il existe deux polynémes Q; x(X)
€ 07[X] et Q2x(X) € Op/[X] tels que

(19) 7 = 07%(Q1.,(67%) + 76*7%Q4 1 (6°%)) mod p=.
En effet, par récurrence, on déduit aussitot de (19):

7 = 07%(Q1,£(6°) + 6*VPH(Qy £ (67%) + 76*7°Q, 1 (67%))
X Q2.(6")) mod p=.
En écrivant:

Q2x(X) = Q2.x(X) + 7021 (X)

ol Qs :(X) € 0/[X] et Q3x(X) € Op[X], on aura (19) A I'indice
k + 1lavec

Qi1 (X) = Q1 (X)) + XHD7Q, 1 (X) Qs £(X)
QZ,k+l(X) = Xk'Qz,kz(X) + Qlk(X)Qé,k(X)

Il suffit alors de prendre k suffisamment grand pour obtenir (18).
Puisque O; = Oy[x], I'élément a € O s'écrit:

a = A(r)

ou A[X] € 0,[X].
La relation (17) se déduit de (18).

LEMME 7. Pour tout polynome W(X) € 0;(X] il existe un polynéme
W(X) € 0,[X] tel que

(200 (W(X))? = W(X?) mod pO,[X].

Preuve. En effet, pour tout w € Oy, il existe @ € O; tel que @* = w
(mod p) puisque le corps résiduel de I est parfait et que p est une uni-
formisante de I. Si

WX)=w+wX+ ...+ w, X"

on prend

W(X) = @+ X + ...+ T,X™
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Nous pouvons maintenant démontrer la Proposition 9. On construit

par récurrence une suite finie (x,)1<;<. d'éléments de L possédant les
propriétés suivantes:

(21) x; = Ti(epa—i)
(22) x? = a + @O THB Y [T (07°7) mod pe

ot T';(X) et U;(X) sont des polynémes a coefficients dans O;.
On part de

x = Q")

olt Q(X) est le polynéme du Lemme 6 et Q(X) est défini par le Lemme 7
a partir de Q(X). On a:

x? = Q") + pV (6" ™)
ou V(X) € 0,[X]. D'aprés le Lemme 8, on a alors
x:? = a + 6P (0**) V(6°°') mod p=.

Par récurrence supposons donné x; € L satisfaisant 4 (21) et (22).
Posons:
Xig1 = X5 — 0s(ﬂa—1+pa-2+.“+pa—i) ﬁi(epa—i—l).
L’élément x,,, est bien de la forme T4, (67°7"™"), ce qui est (21), et
X = X — 0s(p"+-4.+p"—i+‘)Ui(gp"‘—i) + Pos(zl"—‘+...+p°‘_">

X Vi(epa——i—l)
ol V(X)) € 0/[X].
On a donc:

xi+111 =a + pes(pa——lﬁ_“&_pa—i) Vi(oﬂa_i—l) mod pa;
mais d’aprés le Lemme 6 on peut écrire:
Xopr? = a + 5@ FPH P (gr*) T (07°7") mod pe

ce qui est bien de la forme (22).
On construit donc ainsi une suite (x;)1<;<. de L, satisfaisant (21) et
(22). La relation (22) appliquée a x, donne alors, puisque a = 2:

s+ .+ p)
sp°

v(x — a) =

v(p)

=(pfl—ﬁq§_1)ww,

puisque sp*v(§) = v(p). Ce qui montre la Proposition 9.
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3.2.2. Le cas général.

TuEOREME 3. Soient K un corps local de caractéristique nulle et de
caractéristique résiduelle p > 0, L une extension algébrique de K telle que
Dk = (0), M une extension algébrique de L. Alors |Dy/p] = 1.

Preuve. 11 est clair qu'il suffit de démontrer le Théoréme 3 pour M
galoisien de degré fini sur L, ce que nous supposons désormais. Il existe
un corps L' et une extension galoisienne 7" de L' de degré fini sur L’
telle que

M=LT et [L':K]<o.
L'extension 1" sur L' admet la suite de sous-corps suivante
L/CTOCTICT2-'-CT7¢=T1

avec Ty non ramifiée sur L', T sans ramification sauvage sur T et 7 ;1

cyclique de degré p sur T';pourz = 1,2,...,n — 1. Nous allons démon-
trer que
IQL(NT)/Ll =1, ‘@ToL(WT)/L(NT)I =1
et
[@nuL(w‘l)/nL(ﬂﬂ)l =1 pouri =12 ...,n—1,
ce qui démontrera que |Dy, .| = 1.

Comime T est inerte sur L' il est clair que

®TOL("‘/T) /LTy = (1)

D’autre part, L(*\/1)/L et T1L(”\/i)/T0L(”\/I) sont deux extensions
sans ramification sauvage, elles sont donc définies par un polynéme de
la forme

X¢—a

o (e, p) = let|a| < 1. Comme Dy /x = (0) l'indice de ramification
sauvage de L sur K est infini.
Soit 0 < ¢ < 1, il existe p € L tel que

c < |p%a] < 1,

ainsi le polynéme f(Y) = V¢ — p°a définit la méme extension, si y est
racine, on a:

If' ()| = ley=| = |pa|t=V/e > cle=D/e
ce qui prouve (Corollaire 2, p. 66 de [17]) que:

Dzevn izl = |Drioviyrynevnl = 1.

L'extension T 141 L(PA/1)/TL(*/1) est cyclique de degré p ou 1. Si elle
est de degré p, la théorie de Kummer dit qu’elle est définie par un poly-
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néme X? — a € T,("v/1)[X]. Quitte & remplacer L' par un corps L”
plus grand de degré fini sur K on peut dire que I'extension T;,,L(P4/1)/
T.L(*A/1) est définie par le polyndme X? — a € L"T;(* /1) avec la| = 1.
Soita = 2 un entier et L, une extension de L'’ contenue dans L et telle que
1Dy rioviy i reevn | < |p)%,
alors la Proposition 9 montre que
|®L1T«+1(PV_1)/L1 T-'(”V_l)l > iplu" ou U, = l/pa—l'

D’aprés la Proposition 8, on a:

I@LT.'H(P\/'D/LT;(P\/T)I = I®L1T.'+1(P\/'I)/L1Tf(l’\/?)l 2 lplu"
il s’ensuit que
1D rrinieviLriovn| = 1
ce qui démontre le Théoréme 3.
Remarque. Le Théoréme 5 est une généralisation d'un théoréme dé-

montré par Tate dans le cas particulier ot K = Q, etou L = C,, avec
Coo = Unz1 Cy et C, = Q,(*"/1) (Proposition 9, p. 174 [19]).

3.3. Extension de corps de différente nulle en caractéristique p > 0. Les
résultats concernant la caractéristique p > 0 se trouvent dans [10] et [11].

TuEOREME 4 ([10] [11]). Soient K un corps local de caractéristique p > 0,
& U'ensemble des sous-corps fermés de K contenant K, o 1'ensemble des
extensions algébriques de K. Soit g 'application qui a F élément de F fait
correspondre sa trace F M K dans S, et soit f I'application qui d L de o/
associe son adhérence L dans F . Alors:

i)fog=1g

ii) soit L un élément de &, alors

_ L Si@La/K # (O)v
gofll) = {LKm $iDgom = (0),

ot L*® désigne I'extension séparable maximale de K dans L.

ProposiTioN 10 ([11]). Soient K un corps local de caractéristique p > 0,

L un corps parfait algébrique sur K, M une extension algébrique de L.
Alors | Dy = 1.

Preuve. 1’application x +— x? est un isomorphisme de M sur M puisque
L est parfait. Ainsi

1
@J#/’L = @Mp“/l,p‘l = ©M/L~

Si M est de degré fini sur L, alors Dy, # 0 et ainsi Dy, = Oy ou
D = My (I'idéal maximal de O,). La proposition en résulte.
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4. Norme tensorielle, norme spectrale, un théoreme de transfert.
Dans ce paragraphe 4, on montre (Théoréme 5) que sur L @z M la
norme tensorielle ¢ est équivalente a la norme spectrale s si M est algébri-
que séparable sur R et si Dy # (0). Inversement, on montre en
caractéristique nulle que si D,z = Dy,z = (0) alors s et ¢ ne sont pas
équivalentes. Ensuite, dans la situation L’ (resp. M’) extension algébrique
séparable de L (resp. M) et D/, # (0), Dyr/ae # (0), on montre
(Théoréme 6) que le radical de L' @ r M’ est I'idéal fermé engendré par
le radical de L & z M.

4.1. Bases orthogonales dans les extensions algébriques.

LEMME 8. Soient K un corps local, R une extension algébrique de K et
M une extension algébrique séparable de degré n de R. Soit 0 < ¢ < 1, alors
il existe une c-base {ey, ey, . . . , €,} de M sur R telle que

ex=1,le £ 1, | Doyl < max lef| £ ¢ [Davzl,

on {er*, ex*, . .., e,*] est la base duale de {e,, e, . . ., €,} par rapport & la
forme bilinéaire

(x,y) = Trp r(xy).

Preuve. Puisque M est séparable sur R, ona M M R = R (Théoréme 4,
§ 3.3) et nous sommes dans les conditions d’application du Lemme 2,
§1.2.1.

Si R est a valuation discréte, la Proposition 1, § 1.1.1, montre qu'il
existe une base {e, €, ..., €,} de Oy sur Og et 'on a e* € Dy pl.

Si R est A valuation dense, soit # € R tel que ¢ < |x?| < 1 et
{e1, €3, . . ., €,} une |r|-base de M sur R. Quitte & multiplier les e, par un
élément de R on peut avoir, |7| < |e;] < 1. Ainsi

@i Ogre; C Oy C @i Oge;/7

Par suite

@i Or 7"231* C 9311/12 C @i Oges*,
ce qui prouve que 72 e;* € Dz, donc que [e*| < ¢ Dir!-

ProposiTiON 11. Sotent K un corps local, R une extension algébrique
de K et L une extension algébrique séparable de R de dimension dénombrable
sur R. Soient L; une suite de sous-corps de L tels que R C L; C L1 C L,
L= \U;Ly,[L;:R]=mn; <0 etcunmnombreréel,0 < c < 1. Alors 1l
existe une c-base (e,), de L sur R telle que.

i) {ei, es, . . ., €} soit une basede L, sur R

i)er=1,le,] <1 et max e, | < Diir
1=n<n:
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ol {e1l, ed?, . . ., e} est la base duale de {ey, ey, . . ., e,;} par rapport & la
forme bilinéaire (x, y) > Trp, r(xy).
Si R est @ valuation discréte on peut prendrec = 1.

Preuve. Si R est A valuation discréte, L; est & valuation discréte pour
tout 7. Soient {ey, es, . . ., €,} une base de Oy, sur O (Lemme8), et (f;)
une base de Oy,,, sur Oy, telle que f1 = 1, alors {e,f;},.; est une base
de Oy,,, sur Og. Ce qui permet de construire par récurrence sur ¢ une
base de O sur Oy satisfaisant 7). Il s'ensuit que e,® € @Z:/R ce qui

montre ii).
Si R est a valuation dense, soit ¢, une suite décroissante telle que
lim, . ¢, = c'% Soit {e1, ..., €,;} une cs-base de L; sur R telle que

c; < le,] £ 1. Soit (f;) une c;41/c-base de Ly, sur L; (Lemme 8) telle
que f; = letciyi/c: < |fi] £ 1. Alors {e,f;} est une c;;i-base de L,y sur
R qui compléte la base {ey, . . . , e,;} et telle que

Civ1 = |enff| =1
Il s’ensuit comme dans la démonstration du Lemme 8 que
i+1 —2j —1
len™ | < €t | Drirrl-
4.2. Comparaison de la norme tensorielle et de la norme spectrale.

TuforEME 5. Sotent K un corps local, R, L, M des extensions algébriques
de K avec R C L, R C M séparable sur R. Si Dy #~ (0) on a pour tout
b4 E L ®R M

[@M/R| . t(2) £ s(2).

St K est de caractéristique nulle et st Dpp = Dpre = (0), alors la norme
spectrale s et la norme tensorielle t ne sont pas équivalentes.

Preuve. Soit z € L @ g M, alors il existe une extension M’ de R de
degré fini sur R telleque M’ C Metz ¢ L@z M. Soit0 < ¢ < 1, alors
il existe une c-base {e1, es, . . ., €,} de M’ sur R telle que |e,| < 1 et

| D /5| < max [e*| < ¢ | D al,
si {er*, e2*, . . ., e,*} désigne la base duale de {e,, ey, . . . , ,} par rapport a

la forme bilinéaire (x, y) V> Try,z(xy) (Lemme 8, § 4.1). L’élément z
s'écrit de fagon unique sous la forme

z = Eli® e, avecl;€ L
i=1
etl'ona

t(z) = sup, |14
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De plus on a:
Li=2 %@, ger
g

ol g parcourt les # R-homomorphismes de M’ dans K. Ainsi
[l = s(z)e-

Ce qui prouve que
| D rlt(z) < s(2)

ce qui montre que
| Du/elt(z) = s(2).

Supposons maintenant que K soit de caractéristique nulle et que
Dir = Dusr = (0). Soient M’ une extension de degré fini de R telle
que M' C M,0 < ¢ < letf{e, ..., e} une c-base de M’ sur R satis-
faisant le Lemme 8. Puisque .,z = 0, on sait (Théoréme 3, § 3.2.2) que
[Domr 2| = 1, ainsi il existe x € LM’ tel que

'rrLM'/L(x) =1 et le < cL

Soit 7, tel que |e;,*| = max |e*| et

x
Iy = TrLM'/L(—“X et*)v
€ip

il est clair que /; € Letque |l;] S cletl, = 1.
Soit

z=;l¢®e,~.

Nous avons:
x \91¢
G @) (e g) = Lifes = X () | Dertes
i [ io 7

ol g décrit les L-homomorphismes de LM’ dans K.
En calculant la fonction caractéristique de (1., 1) dans
G (M' @r M), on montre la relation suivante:

zn:ei*“”ei”‘-’ - {1 Si 2181 = Lom
=1 0 st gigia # gam-

Ainsi

2\ 97 N )
G (2) (a1, g2) = <;T) s'il existe g tel que giga = gain

i0
0 sinon.
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Donc

X
%
€1

s(z) =
Comme |e5,| = |Dar /x| et |x] < ¢, on a:
s(z) £ C—llgM'/Rl-
De plus
t(z) = cmax, |l = ¢
Ainsi

2
C

o al &

ce qui prouve que ! et s ne sont pas équivalentes puisque Dy = (0).

t(z) =

COROLLAIRE. Soient K un corps local de caractéristique résiduelle nulle,
R, L, M des extensions algébriques de K avec R C L, R C M. Alors la
norme spectrale s et la norme tensorielle t sont équivalentes.

4.3. Un théoréeme de transfert. Dans tout ce paragraphe 4.3, nous nous
placerons dans la situation suivante. Soient K un corps local, R, L, L',
M, M’ des extensions algébriques de K tellesque RC L C L', RC M
C M’, L' (resp. M') est une extension séparable de L (resp. M) et
Drrn # (0), Dy e # (0).

ProrosiTION 12. Soient K un corps local, R, L, L', M, M’ des extensions
algébrigues de K satisfaisant les conditions du début du paragraphe 4.3.
Supposons de plus que L' (resp. M') soit de dimension dénombrable sur L
(resp. M). Soient ¢ un nombre réel, 0 < ¢ < 1 et (e;); (resp. (f;);) une
c-base orthogonale de L' (resp. M') sur L (resp. M) satisfaisant les
conditions de la Proposition 11. Soient G' (resp. G) la transformation de
Gelfandde L' @ r M’ (resp. L Q r M).

Alors la famille (9'(e; ® fi))i; est ume c-base orthogonale de
G' (L' QM) sur G(LQr M) avec' = Dyl - |Dnrryual-

Preuve. 11 est clair que (e; ® f;):; est une c%-base de L' @ r M’ sur
L®r M. Soitx € L' @ r M, il se décompose donc sous la forme

v =2 ae.®f) on ;€ LQrM.
[
De plus il existe une extension finie L, (resp. M,) de L (resp. M) telle que

x € L, QrMiet (€:)15izn, (resp. (f))155n.) est une base de L, (resp. M)
sur L (resp. M). Soient donc (e;*) (resp. (f;*)) leurs bases duales par
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rapport aux formes bilinéaires
(x, ) = Tro,o(xy)

(resp. (x, ¥) = Trag, 2 (xy)).

Soient hy, hs, ..., h,, les n, L-homomorphismes de L, dans K et
S1v+ .., Sp, les m, M-homomorphismes de M, dans K. Alorson a:
ns mit

G (a:s) (g1 82) = Zl k—21 G’ (x) (gahr, gask)e > f*02°%,
On a donc

ADpr sl - 1 Darrsaal maxy; |G (ai))] - lledl] - I
2 |9 ()] = max [|F (an)]| e IS5

ce qui prouve la Proposition 12.

THEOREME 6. Soient K un corps local, R, L, L', M, M’ des extensions
algébrigues de K satisfaisant les conditions du début du paragraphe, 9
(resp. G') la transformation de Gelfand de L ® r M (resp L ® r M)

i) Alors le radical de L' Qr M, R(IL @r M) = ker F' est lzdeal
fermé engendré par R(L @ r M) = ker G.

ii) St G est un morphisme strict, alors G’ est un morphisme strict. En
particulier, G’ (L' Q r M") est complet.

iii) Si de plus 1Dy 2l = |Daerjpul = 1 et 50 G induit un isomorphisme
isométrique de L @ M/R(IL Qr M) sur- G (L Qr M), alors G’
ndui un isomorphisme isométrique de L' ®R M'/RL ®R M) sur
G (L &z M').

Preuve. Soitx € L' ®R M’, comme x est limite d’une suitede L' Q zM’,
il existe un corps L" (resp. M"") tel que L'C L"" C L’ (resp. M .C M"
C M’), de dimension dénombrable sur L (resp. sur M). Soit (e;);
(resp. (f;);) une c-base de L' sur L (resp. M) satisfaisant les conditions
de la Proposition 11. Alors x s'écrit

x=2 ay;®f) ol a;e€ L®RM
o]
et lim, ; [[ayl| [le:ll [If4]] = 0. Donc
G'(x) = ; G (a,)9 (e: ® f,).

Si 9'(x) = 0, la Proposition 12 montre que & (a;;) = 0 pour tout 3, j.
Donc

0, € RL Oz M) =ker G.

Ensuite ii) et iii) sont conséquences immédiates de la Proposition 12.
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5. L’algebre L ® r M en caractéristique p > 0. Dans tout ce para-
graphe R désigne une extension algébrique d’un corps local K de caracté-
ristique p > 0, R la cloture algébrique de R et R le complété de R.

THEOREME 7. Soient R, L, M trois extensions algébriques d'un corps local
de caractéristique p > 0, traces sur R de sous-corps fermés de R et telles que
R C L, R C M. Alors la transformation de Gelfand de L @ r M est un
morphisme strict et le nilradical N (L Q@ r M) est dense dans le radical
RIL R r M).

Preuve. Soient R'' (resp. R') l'extension purement inséparable de R
contenue dans L (resp. M). Soient L° (resp. M°®) I'extension séparable
maximale de R contenue dans L (resp. M). Alors on a L = L°R" et
M = MR 1l suit que D,z # (0) et Dy # (0). En effet si Dysp
# 0 c'est clair et si D5,z = (0), alors R = RK_, ainsi R est parfait
et c’est la Proposition 10. Alors le théoréme résulte du Théoréme 6 et
de la proposition suivante.

ProPposITION 13. Soient R, R', R trois extensions algébriques d’un corps
local K de caractéristique p > 0, traces sur R de sous-corps fermés de R.
On suppose en outre que R' (resp. R"') est purement inséparable sur R.
Alors la transformation de Gelfand de R ®r R est un morphisme strict
et le nilradical N(R"' ®R R') est dense dans le radical R(R" ® R’)
de R" ® R

Preuve. Soit Y la transformation de Gelfand de R” ® r R’. Il est immé-
diat de vérifier que ¥ (R" ®rR) = R" (si R” D R’). D'autre part on
sait que le radical de R"”" @ r R’ est le nilradical de R @ R’ (on peut
utiliser le Théoréme 2, i)). Il en résulte que le nilradical de R” @ r R’
est dense dans le radical de R” @ R’ et ainsi la proposition est dé-
montrée.

6. L'algebre L Xr M en caractéristique nulle lorsque .,z =
Due = (0). Dans tout ce paragraphe 6, K désigne un corps local de
caractéristique nulle et de caractéristique résiduelle p > 0. Il contient
donc Q, le corps des nombres p-adiques. Soient Q, la cldture algébrique
de Q,, T, le sous-groupe de Q,% des racines p™-iémes de I'unité et T' =
Unz1T,. Soient G, = Q,(T;,) le corps engendré sur Q, par T, et C,
= Up21C,. L'étude du radical et du nilradical de L @ r M se déduit
par des techniques de transfert plus ou moins compliquées de 1'étude
de (T, C.)) [7]. Au paragraphe 6.1 nous rappelons le théoréme fonda-
mental de [7] qui décrit le radical de I'algébre 21(T', C,,) et nous raffinons
un résultat de [7] sur les nilpotents. Ces résultats se transférent sans
problémes a I'algebre C, X C, (§6.2). Le transfert de ces résultats 2
RC, ®r RC, (§ 6.3) est un peu long mais nécessite uniquement des
techniques usuelles. En revanche, le paragraphe 6.4 et plus précisément
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le paragraphe 6.4.1 utilise des techniques vraiment nouvelles pour
montrer que le nilradical de L ® r M est dense dans le radical de L ® r M

6.1. L'algebre 21(T, C.). C'est I'algébre des fonctions définies sur T,
A valeurs dans C,, qui tendent vers zéro selon le complémentaire des
parties finies de I'. L'addition est I'addition usuelle des fonctions et le
produit est la convolution définie par

frg(y) = 5;)‘ ®)g@"y).

La norme sur £1(T, C.,) notée || - ||, est définie par

Ifll: = supyer [f ()l

Soit € (Z,, C.) 'algébre des fonctions continues sur Z, 4 valeurs dans C,,
munie de la norme de la convergence uniforme notée || - ||. D’autre part,
la transformation de Fourier (ou transformation de Gelfand) %, de
UT, C,) dans € (Z,, C..) est définie par £ 1(f) = fon

fl) = 76Erf(*r)'yx-

Les résultats essentiels sur @(T, C,) et %1 se trouvent dans [7].

THEOREME 8. ([7]). La transformation de Fourier F 1 de (T, C..) dans
€ (Z,, C.) est un homomorphisme surjectif. Le noyau de F y est le radical
Ry de YT, C.) (cest-a-dire U'intersection des idéaux maximaux), il est
non nul. L'idéal N, des nilpotents de 1 (T, C.) est dense dans Ry et Ny #= Ry.
Enfin F1 induit un isomorphisme isométriqgue de YT, C.)/R1 sur
€ (Zy, C.,).

Nous avons besoin de préciser le résultat sur les nilpotents. Nous allons
montrer qu'un sous-ensemble N, de N, est dense dans N,. L'intérét de ce
sous-ensemble est que son image par certaines applications linéaires
restera un ensemble de nilpotents.

PROPOSITION 14. Soit k = 1 un entier et f ¢ (T, C.) tels que f(v) = 0
sty ¢ Ty Il existe un unique polynéme P(X) € C,[X] de degré inférieur
aprtelque P(y) = f(y) siy € Tr. St

pk—1

P(X) = ZatXi,

1=0

on pose || P||, = sup |a,|. Alors on a les relations:

D £l < U7l 1ol
ii) Il = P lpl"

La preuve est immédiate (cf. aussi le Lemme 1 de [7]).

Définition 7. Soit d = 1 un entier, S C N un sous-ensemble infini
d’entiers. Soit N s 4 le sous-ensemble de L1(T, C,) des éléments f qui sont
limites d'une suite (fi)xen possédant les propriétés suivantes:
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i) Pour toutk € N, il existe s, € Stel quefi(y) = Osiy ¢ Ty,;
ii) Pour tout v € T et pour tout kon a fi(y) € C,,;
iii) limy ., [|fll [p=*+"%| = 0.

ProposITION 15. Pour toutf € s aonaf® = 0.

Preuve. Soit f = lim,, f; ou la suite (f;), satisfait i), ii), iii) de la
Définition 7

IFel < lIfelle
Ainsi (iii) montre que
limy . [[fif]] [p|=* = 0.
Or d’aprés la Proposition 14
15l = 1A ol
Ainsi
limk_,m ”fdeI = O et fd = 0-

Définition 8. Soit N5 le sous-ensemble de (T, C.) défini par N
= Udgl ms,a-

Il s’agit de montrer que N s est dense dans N;. La démonstration
utilise le travail de [7] et plus particuliérement le Lemme 5 que nous
traduisons ici.

LEMME 9. Soient r, s, t € Nitelsque 0 < r < s <t Sotent \, u € R tels
que 0 £ N £ u = 1. Soient C' un sous-corps de Q, et P(X) € C'[X] un
polyndme de degré inférieur & p° tel que

1Pl = lpI™.
Alors il existe un polynéme Q(X) € C'C,[X] de degré inférieur d p' tel que
loll, = [pl
Q(y) = P(y) poury €T,
Q)| = |P(v)| poury € T
Q)] = c|p|e™s=# poury € T, — T,
odc = |p|~1/P1,

Preuve. Ce lemme est le Lemme 5, page 234 de [7].

THEOREME 9. Le sous-ensemble N s de Q1(T, C..) est dense dans le radical
R1de YT, Cy).

Preuve. Soient € > 0 et g € R,. Soit g € (T, C..) tel que gi(y) = g(v)
siy € Tyetgi(y) =0siy & Iy
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Soit 7, un entier tel que

lg()| < e siyd T,.

Soit 51 > 71 et 51 € S tel que

A —16€ T
8l <c¢ 15 [p|"™.
Soit \; tel que

_1 €

gl = 1p1*7 <75 1o
et
0< <L
Il existe A; tel que
M <A<l
et
plosn < e
Soit f; € LT, C,) tel que
I1fr = g, ll <125,
et
fily) =0 siy ¢ Ty

Il existe no = s, tel que pour tout ¥ € T, on ait fi(y) € C,,. Soit P;1(X)
€ G, [X1], 'unique polyndme de degré inférieur a p°! tel que

Pi(y) = fily) poury € Ty,

Soit d un entier tel que 1 — 1/(d — 1) > X\; et soit (\,),>3 une suite
croissante de limite 1 — 1/(d — 1), avec A3 > X.. Soit (7;) la suite définie
par r, = r; + k — 1. Alors il existe une suite d’entiers (s;)z=2 contenue
dans S, telle que

Iv

Sk Tr

(23) ()\k+l - )\k)Sk - >\k+lrk = ()\2 - )\1)81 —_ }\27’1

et

(24) limk_m (()\k-{-l —_ )\k)sk —_ 7\k+1rk) = +°O.
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Alors le Lemme 9 permet de construire une suite (Py); de polyndmes
qui satisfont
(25) Pu(X) € Co,ColX], dOPy(X) < p
(26) ([Pl = [pf
(27) Pi(y) = Pr_a(y) poury € Ty,
(28) |Pi(v)| = |Px—a(y)| poury € Ty, |
(29) [Pu(y)| S clp|O M5t pour y € Ty, — Ty,
En effet, par définition, P1(X) € C, [X], il est de degré inférieur a s,
et de plus

1P| = 1Al I~ = [18s,]l [pl=*1 < [

Le Lemme 9 montre qu'il existe un polyndme P,(X) satisfaisant (25),
(26), (27), (28), (29). Il est alors clair que le Lemme 9 permet de cons-
truire par récurrence la suite de polyndmes (P;);»» satisfaisant (25),
(26), (27), (28), (29).

Soit f; I'élément de £ (T, C,) défini par

fi(y) = Pu(y) siy € T,
fk('Y) = 0 Si Y e I‘sk~

Les relations (24), (27), (28), (29) montrent que la suite (fx) est con-
vergente et que

() = faily) siy €Ty
[fe()| < e siy & T,,.

Soit f = lim,_, fx, alors
If — gl < e
De plus les relations (26) et ii) de la Proposition 14 montrent que
Foll = 1Pdlly - ol = [pl+aw,
et puisque Ay, = 1 — 1/(d — 1), nous avons
limg,e, [l [p|=/0% = 0.
Enfin la relation (25) montre que
fiy) € C,, sise 2 mo.
Ceci prouve que f € N4, ainsi N s est dense dans N;.

6.2. L'algébre C,, ®c' Co- Soient C’ un sous-corps de C,, de degré fini
sur Q, et G = Gal (C,/C’) le groupe de Galois de C,, sur C’. On identi-
fiera G a un sous-groupe de Z,X qui est un sous-ensemble de Z,.
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Définition 9. Soient d = 1 un entier, S une partie infinie de 'ensemble
N des entiers. Soit Nsa (Co, Q¢r C,) le sous-ensemble des z € C,
® ¢ Co, qui sont limites d’une suite 2, satisfaisant les propriétés suivantes:

i) Pour tout &, il existe s, € S tel que z, € C;, @ ¢ C

i) lime,e | (20| [p=+"%] = 0.

PROPOSITION 16. Pour tout 2 € Ns,4(Cy Qo C,)onaz®=0.

Preuve. Soit z € N 5.4 et 2, une suite convergent vers z et satisfaisant i)
et ii) de la Définition 9. Nous savons que

B0) 1F @] 1~ = (1F @I - [p ).
Or

Sk

[De.icr| > 6%
Ainsi
19 @ Dcaic ™ < I1F @ - |67
Ainsi ii) de la Définition 9, (30) et le Théoréme 5 montrent que
2% = limy,, 22 = 0.
Défimition 10. Soit N s(Co, @ ¢r Cot) = Uazi Ns.4(Co @ er C.).

Il suit de la Proposition 16 que I'ensemble N s(C,, ®C, C,) est con-
tenu dans l'idéal |(C, @ ¢+ C.) des nilpotents de C,, Q ¢+ C.,.

THEOREME 10. Soit C' un sous-corps de C,, de degré fini sur Q,. Alors
le radical R(Cp ¢+ Co) de Co, ¢ C, est le noyau de la transformation
de Gelfand G de C, @ ¢+ Co.. L'homomorphisme G induit un isomorphisme
isométrique de Coy @ ¢ Co/ R(Coy Q¢+ Ca) sur G (C,, ¢+ C,). Le nil-
radical R(C, Q¢ C.) de Co, Q¢+ Co, est dense dans RN(C, Q¢ Cy) et

N(Co P v Co) # R(Co v o).
Plus précisément I'ensemble N s (C., ® ¢ Cy) estdensedans R(C,, ® ¢ Cy).

Preuve. Considérons le diagramme suivant:

R F A
81(]‘1’ Cm) __> (g(Zpl Coo)

v @
C.®c Co —Z—>%(G X G, C.)
ou ‘
o(f) = 2 f() ® v
7€l
ae) (g g2) = o(g'g2)"
Ce diagramme est commutatif et on a ||o]| = [lof| = 1.
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Soient 0 < ¢ < lete ¢ 9(C, ®c: C.). Puisque G est ouvert, il
existe ¢; € €(Z,, C.) tel que lell = el et a(er) = . D'aprés le
Théoréme 8 il existe f; € LU(T, C.) tel que F1(f1) = eret|fil] < ¢ ull-
Ainsi

ol = el et F () = ¢

Ce qui prouve que C, ®C C./R(C, ®C, C,) est isomorphe et isomé-
trique A 9 (C, Q¢ C.,).

Soit u € YT, C,) l'unique élément tel que () soit la fonction
caractéristique de G et que #(y) = 0 sauf pour un nombre finide y € T.
Onawz(u) = 1etdoncov(l — u) = 0. Alors

ker (@oF 1) = (1 — u) (T, C,) + R
Ainsi

2(R) = R(Co R ¢ Co).

Puisque 9 5 est dense dans Jt; (Théoréme 9) il est clair que v(9Ns) est
dense dans v(9;1) = N(C,, ¢ Cy). 1l est d’autre part immédiat que

v(@s) C Ns(Co Qo Co).

Ce qui prouve que N s(C,, ® ¢ C,,) est dense dans R (C,, ®C, C.). Enfin
RN(Co Qo C) #= R(Co, Qv Cu)

résulte de la proposition suivante:

ProrositTioN 17. ([7]). Soit K un corps munt d’une valeur absolue ultra-
métrique, complet, de caractéristique résiduelle p # 0 et soit A une K-algébre
de Banach. Désignons par W U'idéal des nilpotents de A et par R le radical
de A. Supposons que Nt = R et qu'il existe un idempotent e de norme supé-
rieure 4 1 et de norme 1 dans A/R. Alors N #= Y.

6.3. L'algebre RC, ® r RC,. Le but de ce paragraphe est de transférer
les propriétés de l'algébre C,, Q¢ C, a I'algébre RC, @ r RC,. Pour
cela quelques lemmes sont nécessaires, nous conservons toujours les nota-
tions et les hypothéses du début du paragraphe 6.

LEMME 10. Sotent R une extension algébrique du corps local K, telle que
Drix # (0), C" = RN C, et Ky un sous-corps fermé de KC' contenant C’,
non ramifié sur C' et dont le corps résiduel est celui de KC'. Sotent (e,)nen
une 1-base orthogonale de Oc_ sur O¢. Alors pour toute famille finie(\ ,)
o\, € Ryona

(Bl)  |Dr/ko | max [N, |en] = ’Z M| = max [N, - e

Preuve. Montrons d’abord que C’ est une extension de degré fini de Q,.
Soit K, un sous-corps fermé de K non ramifié sur Q, dont le corps résiduel
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est celui de K (Théoréme 4, p. 46, [17]). Comme C’ est complétement
ramifié sur Q, on a Og,¢r = Og,O¢’ et ainsi

ngoc'/ml = |®c’/0p|-
Or:

[Dx kol - [Dxer x| = Droc/xol = [Dxer ixoct]-
Si (' était de degré infini sur Q, on aurait

0 = [Dcrig,l = IDkocixol

et ainsi 0 = |Dger /x|, ce qui contredit Dg,x # (0).

Puisque C’ est de degré fini sur Q,, alors KC’ est un corps local. Soit
K un sous-corps fermé de K’ non ramifié sur C’ et dont le corps résiduel
est celui de KC’' (Théoréme 4, p. 46 [17]). Ainsi KC’ est une extension
algébrique de Ko’ dont le degré est l'indice de ramification de KC’ sur
K. Par suite R est algébrique sur K¢ et Dg,x,r # (0).

Soient A\, € Rpourl £ n < s5,x = 22=1 \n6y, il existe une extension R’
de degré fini sur K¢ telle que " C Ret )\, € R pour1 £ n < s. Soit
{f1,f2 - - -, fm} une 1-base orthogonale de O g- sur Ok, et {fi*, fo*, ..., fa*}
la base duale par rapport a la forme K'-bilinéaire

(xy y) — TrR'/KO'(xy)»
on a f* € Drxy - Ecrivons \, sur la base {fy, fa, . . . , f,}

m
A = Zlﬂn.tfi ol Mn, i € KO’
==

ainsi

x=2 (Z #n,ien)ft

i n

et par suite
vi = Z tn,ien = Trrrry (xf*)
n

et
lVil = IQI?/K()"_1 : |x|

Puisque Ky’ est non ramifié sur C’, que C,, est complétement ramifié sur
C/, on a OKO'Coo = OKO'OC’oo' Si

v = Z Un€n avec u, € Ko,
n

alors

v| = max;, |u| [e]-
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Donc
Supn.i Iﬂn,il lenl é |®R/K0"—1 * le
Or
p‘n‘ < max; 'P'n.il'
Donc

[Dr/kor| Max, [\ - len] < |x| < max, [\, - |e.],

ce qui prouve le lemme.

LeEMME 11. Les hypothéses sont celles du Lemme 10. Alors I'injection
canonique a de C,, @ ¢+ C, dans RC,, @ r RC,, se prolonge_par continuité
en une injection toujours notée a de C, & ¢ C., dans RC,, @ r RC.,. Pour
toute famille finie (\y m) 08 N, ., € Rona:

(32) [@R/Kn’[zmax p‘n,ml . |en| : lem[ = Z Amln @ e

< max |)\nml : ‘eﬂ| : 1€m|

Preuve. La relation (32) est une conséquence immédiate de la relation
(31). Ce qui prouve que

1 Dr/xor?ll2]l = lle@)] = [lzfl, pour tout z € Co ¢ Co

LEMME 12. Les hypothéses sont celles du Lemme 11. De plus, soit R' un
sous-corps de R contenant KC' et de dimension sur KC' dénombrable. Alors
l'injection canonique B de R'C., ® r» R'C,, dans RC,, ® r RC.,, se prolonge
par continuité en une injection toujours notée 8 de R'C,, @ r» R'C,, dans
RC,®rRC,,. Pourtouty ¢ R'C,Qr R C,ona:

1D rsxor Y = 1B = lIyll-

Soit (u,), une 1-base orthogonale de Op sur Oc. Alors pour tout
z € BRCy, Qr RC,) il existe une famille (3,), unique avec
2, € Co®e Co,lim,, 2, =0

2= ua(z,)

et

| Dr/xor| max, |u - ||2.]] < 2] £ max, |u,| - |2

Preuve. On a trivialement [|B(¥)|l < |ly||. Si
Y= 2 Mumn ® €, OU Ny € K,
d’aprés le Lemme 11 on a

i®R/K0'|2 maXxy,m |>‘n.m| : Ie,,] ’ leml <8 < max, n Nom| - le] - lem]
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et puisque
Hy” é maxn,m lxﬂ,7ﬂ| ‘ Ieﬂl ‘ Iem|'
Alors

I Drixorl? - I3 = 1B = [yl

ainsi B se prolonge par continuité en une injection.

Montrons qu'’il existe une 1-base orthogonale de Oy sur O . En effet,
un relévement d’'une base du corps résiduel de K, sur le corps résiduel
de C’ est une 1-base orthogonale de Ok, sur O¢/. D’autre part, puisque
Ky est un corps local et que R’ est algébrique et de dimension dénom-
brable sur K/, il existe une 1-base orthogonale de Oz sur Og,. Le
compositum des deux bases est alors une 1-base orthogonale (u,), de
Og' sur Og-. X

Soit z € B(R'C,, Qr R'C,), il existe une famille (\y.m)n.m telle que,

M =0, Ay € R et
Z = Z )\n,men ® (2™
n.m

(33) |®R/Ko'

c’est le Lemme 11.
On décompose M, ., sur la 1-base (,), et 'on a

2 maxy m l)‘nmi : Ien| : |em| é HZH é maxy, m |)\nm| : Ienl * !emly

Mm = D bmamlls
14
avec pnm € C'y pnm — 0 et
(34) Mol = max |unm| - |us-
v

Ainsi

g = E (Z “;,men ® em)uw

v

On pose:
3, = nzr; Hrmn ® €n
eton a
(35) 2/l = maxam lun.ml - leal len]-
Ainsi les relations (33), (34), (35) montrent que

1D /xor|* max, [u| 2] < (2l = max, [u.] - [z
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LeEMME 13. Les hypothéses sont celles des Lemmes 11 et 12. Soient
2€B(RC,Qr RC,)etz € R(RC,QrRC,,) leradicalde RC,Q r RC.,.
Alors il existe une famille (z,), unique telle quez, € R(C, @ ¢ Cy),
lim,,, 2z, = 0,

2= 2 ual2,)
et
|Drskor|* max, [u,] « [|z]] < |l £ max, [u,] - [|2.].

Preuve. Puisque Gal (C,/C’) = Gal (RC./R) il existe une injection
canonique o’ de Z(C, ®¢ C.) dans F(RC, Qr RC,). Alors le
diagramme suivant est commutatif

Co®e Co ——» RC.,®r RC.
&G &G

G(Co®c C)—X G (RC., @1 RC.)

Soit z € B(R'C, & r R'C,), d'aprés le Lemme 12 il se décompose
sous la forme

Z = Zuv 'a(zv)

avec z, € Cq ®C' C., lim, 2z, = 0et
Drxor* max, [w,] - [l < [lo]] = max, [u,] - [l2]].
Siz € R(RC, & RC,), alors F (z) = 0, donc
0= z,: 1,9 (2,) (g1, g2), pour tout g1, g2 € Gal (RC,/R).

Or le Lemme 10 montre que R’ ®c C,, est canoniquement isomorphe
a (R'C,)" et comme (u,), est une 1-base orthogonale de R’ sur C’ on a

G (2,) (g1, g2) = 0, pour tout » et pour tout g1, g2 € Gal (RC./R).
Donc z, € ker ¥ = R(C,, ®C' C,). Ce qui prouve le lemme.

TuEOREME 11. Les hypothéses sont celles du début du paragraphe 6.
Soient R une exterision algébrique du corps local K telle que D # (0),
C' = RN Cq. Alors la transformation de Gelfand 9 de RC., @ r RC.,
induit un isomorphisme isométrigue de RC., ® RC,/R(RC, ® RC,)
sur g(KCm ®r RC,). Le R-espace vectoriel fermé engendré par
a(R(C, Qe Co)) est R(RC, @ RC,).
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Preuve. Soit ¢ € G (RC,, @ RC,), il existe y € RC,, ®R RC,, tel
que G (y) = ¢. Comme y est limite d’une suite d’éléments de RC,,
Q = RC,, il existe une extension R’ de K de dimension dénombrable sur K
telle que

RCR et y€B[RC,®xr RC.).

Ainsi ¢ € F(RC, @ RC.).

Soit ¢ un nombre réel tel que 0 < ¢ < 1, alors R'C,, admet une c-base
orthogonale (v,), sur C,,. En effet, le Lemme 10 montre que toute 1-base
de Ky sur C’ est une 1-base de K'C_ sur C,, ensuite comme R'C,, est
algébrique et de dimension dénombrable sur Ky’ C,, il admet une c-base
sur Ky C,, ainsi R'C,, admet une c¢-base sur C.,.

Soit g € Gal (R'C,/R’), alors ¢(1, g) admet une décomposition unique
sous la forme

36) ¢(l2) = L ar,
avec a,(g) € C,, lim,,, |a,(g)| |7,] = 0 et:
¢ max, |a,(g)| - |v,] £ |e(l, g)| £ max, |a,(g)] ||
Soit b, la fonction définie sur G X G a valeurs dans C,, ol
G = Gal (C,/C") = Gal (R'C,/R’)
définie par

(37) bv(gly gz) = ay(gr‘gg)‘“.

Il est clair que b, € % (C,, ®¢ C./)". Or, d'apres le Théoréme 10,
il existe 2, € C,, Q¢+ C,, tel que

(38) F() =b, et clz] = [b].

Soit donc

2= a(z)(@ ® 1).

v

Alors les relations (36), (37), (38) montrent que
G(2)(1,8) = o(1,g) etdonc Y (2) = ¢
et
llzll = llell.

Soit z € R(RC,, ®R RC.), comme z est limite d’'une suite de RC,,
® = RC, il existe un corps R© C R contenant KC' et de dimension
dénombrable sur KC’ tel que

2€B(RC, Qr RC.).
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Alors le Lemme 13 montre que z appartient au R’-espace vectoriel fermé
engendré par a(R(C, Q¢ C.)).

6.4. L'algsbre L & p M.

6.4.1. Les nilpotents de L R M. L’objet de ce paragraphe est de
montrer que N(L & r M) est dense dans N(L & r M). Nous verrons en
6.4.2 qu'il suffit d’étudier deux cas: celui ot M C RC, et celui ou
M M RC, est de degré fini sur R. Le premier cas est assez facile, en re-
vanche le second cas utilisera 6.1, 6.2, 6.3.

Cason M C RC,,.

Définition 11. Soient R une extension algébrique du corps local K, L
une extension algébrique de R telle que D,z = (0). Alors le Théoréme 3,
§ 3.2.2, montre que |Drcw,z] = 1. Alors I'extension LC,, de L satisfait
aux hypotheéses de la Proposition 11, § 4.1, en prenant L; = LC,. Soient
0 < ¢s < 1et (fp), une base de LC,, sur L satisfaisant aux conditions 1)
etii) dela Proposition 11. Il existe une forme L-linéaire p sur LC., telle que

p(x) = Trpc./(fi'x) six € LC;
et 'on a pour tout x € LC,
[p(x)] = e Yx].

Ainsi p se prolonge par continuité en une forme L-linéaire sur (LC.)"
telle que

p(x) =x six € L.

THEOREME 12. Soient R une extension algébrique du corps local K, M une
extension algébrique de R contenue dans RC,, et telle que Dyrjr = (0). Soit
L une extension algébrique de R telle que D r = (0). Alors le nilradical
N(L &z M) est dense dans le radical R(L Q r M).

Preuve. Puisque ©,,r = (0), la proposition montre que Dg,x # (0).
Soit ¢’ = R N K, puisque Dg,x # (0), 'argument du début de la
preuve du Lemme 10, § 6.3, montre que C’ est de degré fini sur Q,.
D’autre part la théorie de Galois montre qu'il existe un corps intermé-
diaire T entre C’ et C,, tel que M = RT. Comme Dy, = (0), on a
Drig, = (0). La théorie de Galois montre que C, est de degré fini sur T.
Soient n = [C,: T] et {ey, e, ..., e} une base de RC,, sur RT telle que
e; = 1. Soit {e;*, e2*, . . ., e,*} la base duale de {ey, s, . . ., €,} par rapport
a la forme M-bilinéaire de MC, = RC,,

(x, ¥) = Trarcmm(xy).

Soit 7 la forme M-linéaire sur MC,, définie par

(%) = Trarcera(er*x)
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on a

r(x) = x pour toutx € M
et
[r(x)| £ |e*| - |x| pour tout x € MC,,.

Ainsi 7 se prolonge par continuité en une forme M-linéaire de (MC,)"
telle que

r(x) = x pour tout x € M.

Soit p la L forme linéaire sur (LC,)". Alors p ® 7 est une application
L @ r M-linéaire de LC_, @ r MC,, telle que

(39) p® 71(z) =z pourtoutz € L®RM

et
o ® 7(2)|| < |ex*|cat||2]] pour toutz € LC, @ r MC...

Montrons la relation suivante pour tout z € LC,, ®R MC,
(40) 9 (p ® ()|l < lex*| lea] - [|1F (2)]I.

11 suffit de montrer cette relation pour z = ¢ ® b ot a € LC,; et
b e MC,

G(p®r@@®b)(gg) = ; ; (fr'a)" (es*b) ="
oll ¢ et ¢’ parcourent une famille finie d’éléments de Gal (X/R). Ainsi
G(p®r@@a®b))(g,g) = ; ; (A1) (ex*)
X % (a ® b) (g0, g20").
Comme ¢ et ¢’ sont des isométries il est clair que
19 (p ® 7(a ® ) (g1, £2)| = || les*| |9 (@ ® D),

ce qui prouve (40).
On déduit des relations (39), (40) que

p® 7(R(LC., ®z MC.)) C R(L @ M).

D’autre part le Théoréme 6, § 4.3, montre que
R(L B r M) C R(LC, @z MC.)

les conditions d'application du Théoréme 6 sont satisfaites, on a:
1Drcwizl = [Ducawml =1

puisque Dp,r = Da/r = (0) (Théoréme 3, § 3.2.2).
Ainsi la relation (39) montre que

p® r(R(LC, ® = MC.)) Dp® r(RIL&Qr M) = RIL K M).
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Ainsi
41) »® r(RLC. ®r MC.)) = RIL B M).
Puisque Dgeo,z = (0) le Théoréme 3, § 3.2.2, montre que

|®LC00/RC(D| = IQMCw/RCmi =1

et alors le Théoréme 6,§4.3, dit que ?R(RCOO®R MC,) est l'idéal
fermé engendré par R(RC, @z RC,). Or lee Théoréme 11 montre
que le R-espace vectoriel engendré par a(Ms(C, Q¢ C,,)) est dense
dans R(RC, ®=r RC.). Ainsi le L ®RAM-module engendré par
aNs(C, Q¢ C)) est dense dans R(RC., @ r RC.,).

Il suit alors de (41) et du fait que p ® 7 est continu que

P ® T(a(ms(coo ®C’ Coo)))
est dense dans R(LC,, ®R MC,). 11 reste donc & montrer que

p ® 1(aMs(Cy ®c' C.)))

est un ensemble de nilPotents.
Soit 2 € Nga(C,, Q¢ C,) et (z:)r une suite convergente vers z et
satisfaisant i), ii) de la Définition 9, § 6.2,

(42) z € C,, Qe C,,
43) lime,q [F @) [p~+4 = 0.
Soit ko un entier tel que e* € RKsko' Alors pour tout 2 = ko, on a

p® 7(zx) € L QrRC,,.

Les relations (40) et (43) montrent que
limes, |9 (p ® 7(20))]l - [p=+/% = 0.

Soit donc
limg,o, |9 (p ® 7(20))|| * [Drcsysal ™ = 0.

Ainsi
limy e |9 ((p ® 7(z:))Y)|| - |Dres,/zl"t = 0.

Comme (p ® 7(2:))? € L Qr RC,
limy ., (p @ 7(2))* = 0.

Donc que
(0 ® 7(2))* = 0.

Ainsi p ® 7(@Ms(C, ®C' C,))) est un ensemble de nilpotents et le
théoréme est démontré.

.+ le Théoréme 5, § 4.2, montre que
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Cas o M M RC,, est de degré fini sur R. Ce cas nécessite quelques
propositions et lemmes préliminaires.

PROPOSITION 18. Soit R une extension algébrique du corps local K. Alors
1l existe une constante ¢, ne dépendant que de K telle que pour toute extension
algébrique M de R satisfaisant

(Dar/el < [pI*
ois € N,onaitt
c1 < |Ducy il

Preuve. On peut supposer que M est de degré fini sur R. De plus il
existe une extension R’ de degré fini sur K, R C R et une extension M’
de R’ tels que:

[M':R'] = [M:R], [RC,:R]=[RC,:R]
et
1Daersmr| < [pI*

D’autre part on a:

12" < [Denrol
donc

1" < 1Drrcurrrl-
Sinz1

1Dsercarrreal = Daerinrl - |Dawrcarser| - | Drrcarn™
donc

[Diarrcarrrcal = [P[2" = |26,
Ainsi la Proposition 9, § 3.2.1, montre que:
1Diarrcsrimrcal >[I 0Ol = 1/(p¢—71).

Donc

s—1
2
D commer] > Dacrne| 1™ 2 Ip]"
PrOPOSITION 19. Soient R une extension algébrique du corps local K et
M une extension algébrique de R telle que M M RK , soit de dimension finie
sur Ret Dy p = (0). Soit (My)ren une suite d'extensions de degré fini de R
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satisfaisant les conditions suivantes:
(44) MNRC,C M C Myr C M pourtoutk € N
(45) limg,o [Daru/zl = 0
(46) soit sy Uentier défini par
[p|>! < [ Dzl < [p[*

la suite sy est strictement croissante et so = 1.

Soit # € M, tel que |7| < |pc1 0@k ¢; est défini par la Proposition 18.
Alors 1l existe une base (e;)ien de MC,, sur M salisfaisant les propriétés
sutvantes:

i) {en, €2 ..., ) est une |w|*-base orthogonale de MCy, sur My et

ausst une |w|*-base de MC,, sur M, ot oy = [MyC,, : My) et 0t e, = 1;

i) la base duale {e/¥, e, . . ., e,,*} de {e1, €2, . . ., e,,} par rapport d la

forme bilinéaire
(x,9) — Terc,k/Mk<x3’)
est telle que
lef| £ |x|=* pourl £ i £ oy.

Preuve. 1l existe dans M, un élément =, satisfaisant

1" < Im) < 1

si R est a valuation discréte, 'uniformisante de M, satisfait cette rela-
tion puisque

l@Mk/Rl > prwtl,
si R est & valuation dense il existe dans R un élément r; satisfaisant cette

inégalité. On a:

0
[1[m = [pl.
k=0

On construit la base (e;)n par récurrence sur k de la fagon suivante:
soit {ey, €3, . . ., €} une |r|*-base de M, C,, sur M telle que

A7) |mme...ml <le)l £1 pourl £4 =5 oy
(48) lef| £ |w|"* pourl £ 7 £ oy
ou (ef) désigne la base duale de {ey, es, . . ., &} par rapport & la forme
bilinéaire
&, ¥) = Trar, ey 0, (®)-

Nous allons compléter cette base en une base de M,cJACs,Hl sur My, .
Les relations (47) et (48) montrent que {ey, €3, . . . , €} est une |r|*-base
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de MC,, sur M et en particulier de My iC,, sur M1 Soit (f;) une
|Tx41|-base de My41Cs,,, telle que

[Tepa] S |fsl =1 et fi=1

Alors (ef;)1=120,.; €st une |r*m;|-base de M1 C;, , sur My, C;, telle que

Sk +1
|1r11rz . o 1l'k1fk+1| < Ieiffl é L.

On en déduit que

eifs
0Mk+lCak+l C@ OMk+l k
1,

2 .
T T2 o o o MEpTi41

Si ((eif;)*),; est la base duale de (e;f;);,; par rapport a la forme bilinéaire
(x, ) — Tra +1Cay,y IME+1 (xy),
on a:

2 —1
(r*mima ... Tmps) % Orin (€1f1)* C Dmtrsrca,, , i

ce qui prouve en utilisant la Proposition 18 que
[(ef ¥ S |wtmims. .. 7rk7l’;2:+1|_161_l < |w|m%+D,

Ainsi on peut construire une |r|*t!-base de M;;:Cs,,, sur M, qui
compléte {ej, e, . . ., €} et qui satisfait (47) et (48).

Il est clair que (47) et (48) impliquent i) et ii), ce qui montre la
Proposition 19.

Définition 12. Soient R une extension algébrique du corps K, M une
extension algébrique de R telle que Dy 2 = (0). Soit (M), une suite
de sous-corps de M satisfaisant les hypothéses de la Proposition 19.
Puisque

[Mkcsk . Mk] = [Mcsk . M] = 0O,
soient hy, ha, .. ., hy € Gal (K/M) des M-automorphismes de K dont les
restrictions & M,C;, sont les o}, M;-homomorphismes de M;C,, dans K.

Soient e,* défini dans la Proposition 19 et 7, la M-forme linéaire sur K
définie par
ak

(x) = z; R

Nous avons:
|re(x)| £ cHx| sic = |x],

ainsi 7, se prolonge par continuité 4 K en une application toujours
notée 7.
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En particulier six € MC,,, c'est-a-dire

gk
x = Z Ne; avec \; € M,
i=1

par définition de la base duale on a
(%) = TrMCak/M(elkx) = Ay
n(x) € M, six € M,C
m(x) € M six € MC
() =x six € M.

Sp

Sky

De plus si x ¢ MC,,,on a
Tk+1(x) = Tk(x).

LEMME 14. Soient C' une extension de degré fini de Q, telle que C' C C,,
r € R(Cyp Qe Cr), SCN,0 < ¢ <1, e> 0. Alors il existe un entier
d=12¢ Nsa(Co, ¢ C.) et une suite z,, convergente vers z telle que

1) zr € Cy ®C” Cy oL s €8

i) Sg41 > sk

i) ||z — 2zx]| < ec?®D |z — 7] < €

iv) lime,o ¢ (20| - [p=+| = 0.

Preuve. Le Théoréme 10, § 6.2, montre qu'il existe un entier d = 1 et
2 € Ns.a(Coy Qcr Co) tels que |7 — z|| < e D'aprés la Définition 9
de Ms5.4(Co Q¢ Co), il existe une suite (y;), convergente vers z telle que
(49) Vi € Ctk ®C” Clk ol tr € S
(50) lime_q, [ % (ya)|| [p="*"%| = 0.

Il est clair que toute suite infinie extraite de (y;), satisfait toujours (49),
(50). Soit donc (¥, )« une suite extraite telle que

(1) llz = Yol < ec?®+D.

Toute suite infinie extraite de (y,u))s satisfait toujours (51).
Soit (Ysreery)x UNE suite extraite de (yox))x telle que

e G Garenw) |l [p~'07e0w] = 0
et
ta'oo(k+l) > t.v'oa(k)-

Ainsi on pose

2y = Yo'oo(k)

Sk = ta'oa(k)

et la suite (z;); satisfait i), ii), iii), iv).

https://doi.org/10.4153/CJM-1983-014-6 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.4153/CJM-1983-014-6

PRODUIT TENSORIEL TOPOLOGIQUE 263

LEMME 15. Sotent ry, re, ..., 7, € R(Cy ®C: Co), SCN,0<c <1,
e > 0. Alorsilexisted = 1,21,22,...,2, € Ns5.4(Co, Q¢ Cy,) et des suites
(21,11 telles que

i) 201 € Cs, Q¢ Cy, 005 €S

i) [lz: — a4l < ec?®D, |z, — 7l < e

lll) lim]‘;_)oo C_k”g(zi'k)” lp_sk/dl = O.

Preuve. Le Lemme 14 permet, par récurrence sur 7, 1 < ¢ < n de
montrer qu'il existe un entier d; = 1, 2; € Ns.4;(C, Q¢ C.) et une
suite (¥;)x telle que
(52) yi.lc E C‘?i,k ®C' Cxi.k Oﬁ Sik 6 Si_l = {si—l.k}kv S = SO
(53) St k4l > Sik
(54)  lzs — yixll < ™, lri — 2] < e
(55)  limy, ¢ |G (yi )|l - [p~%+/%] = 0.

Toute suite infinie extraite de (y;:): satisfait (52), (53), (54), (55).
Soit (o;(k))x la suite définie par
St,0ik) = Sn.ke

Posons

21k = YVi,0i0)
Sk = Snk

d = max1§i§ndi.
Alors les suites (z;:)x satisfont 1), ii), iii).

THEOREME 13. Soient R une extension algébrique du corps local K, L et
M deux extensions algébriques de R telles que Dy p = Daprir = (0), M est
de dimension dénombrable sur R, et M (M RC, est de degré fini sur R. Alors
le nilradical W(L & r M) est dense dans le radical R(L Q r M).

Preuve. Puisque Dp,r = (0) le Théoréme 3, §3.2.2, montre que
Drx # (0), ainsi ¢’ = R N C, est de degré fini sur Q,. Soient K, le
sous-corps de K C’ défini par le Lemme 10 et

re RL QM) C RUIC, Qr MC.) tel que ||| < [Drsxrol-

Soient ¢ = [p%|c; ol ¢; est défini par la Proposition 18, ¢, défini par la
Définition 11 et ¢; > 0.

Montrons qu'il existe J; € LC,, m; € MCo et r; € R(Co ¢ Co)
tels que

(56) |Ir — é (I ® my)a(r;)

Il =1, |md 1, [rd = 1.

< €1CC2,
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Puisque 7 est limite d'une suite de L @ r M il existe une extension L' de
R de dimension dénombrable sur R, telle que L' C Letr € R(L' @ r M).

Puisque Dreo/r = (0) on a

|@L'coo/1woo| = |®MC’00/RCOO| =1

(Théoréme 3, § 3.2.2). Alors la Proposition 12, § 4.3, montre qu'il existe

}\j € LICOO, 1'% € MCOD, Z; € m(L, ®R M) tels que

(57)

< €1€Co

r— 22 (\; ® u)z;
J

MLl =1 et o] < [Drikol

D’autre part, pour chaque z; il existe une extension R’ de KC’ de

dimension au plus dénombrable sur K, telle que

R CR,y, € RC,Qr RC, et z,=8(®y,

(selon les notations du Lemme 12, § 6.3). Alors le Lemme 13, § 6.3, montre

qu'il existe z;,, € R(C,, Q¢+ C.,) tels que
Z; = Z U, Cl(Zj,v)

ot u, € R', max, ||z;,]| £ 1l etlim,,, z;, = 0. Ce qui prouve la relation

(56).

Soit (M) une suite croissante de sous-corps de M satisfaisant les

hypothéses de la Proposition 19 et U, M, = M.
Soit ¢} 'entier défini par

B2+ < |Darisr| = [pI**

Il existe un entier ko tel que m; € M;,Cy, pour 1 < 2 < n.
Soit

S = {ailk = kol.

Si I'on pose € = eiccs, soit (z;;) la suite associée & 7y, 73, . .

faisant les relations i), ii), iii) du Lemme 15.
En particulier,

Zx € Csk e Cs, ous; €S,
Pour tout entier k choisissons un entier o; tel que

Uak = Sg.

Alors

[p|** < 1Dty 2| = Ip|™=.
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Soient M, = M, et 7 la M-forme linéaire de K associée A la suite
(M, ). Soit p la L-forme linéaire sur (LC,)A définie par la Définition 12.
Posons:

2 =pQ® Tk(i}::i G ® mi)zi,k) .
Puisque m; € MG, C Mi'C,, que 3, € C,, Q¢ C,,, nous avons:
2 € L Qg M.
Puisque » € L ®R M, nous avons
r=p® 71(r).

Ainsi

r—2z1=p® 71(7 - Z; :® mi)zi.l) .
=

Donc
”1’ — 21” é Cz_l(?_lé = €3.

De plus:

Zip1 — 2 = p ® Tk+l(; :® mi)zi.k+l)

- ® Tk(; ¢:® mi)zi,k)

n
Zep1— % =p® Tk+1(;l (6 @ my) (Zyp41 — zi.k)) .
Donc
”Zk+1 - Zk” < o7l ™Y maxy [[35,001 — 20kl £ et
Ainsi la suite (z;); est convergente, soit z sa limite. Nous avons:
Ir — 2l = e
Il reste & montrer que z* = 0. Posons
Bk = ;a, ® b;, ouay,b;c (s,
On a:
g(ﬂ ® e ((ls @ mi)z:1)) (g1, £2) = ; GZ ; (lidffISk)gla(mibjelk)a’”,

https://doi.org/10.4153/CJM-1983-014-6 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.4153/CJM-1983-014-6

266 J. FRESNEL ET M. MATIGNON

ol ¢, ¢’ parcourt un ensemble fini d’éléments de Gal (K/R)
G (0 ® m((li ® mi)z41)) (g1, g2)
- S5 G mely (Sapns).
Donc: o ’
G (p ® (s ® m)z1)) (g1, g2)
= Z:, ; (fi™)" (mied) " G (214) (g1, gao”).
Puisque les éléments de Gal (K/R) sont des isométries, on a:

”g((ll ® ml)zzk)” = 52—15_k”g(zi,k)”-

Donc:

19 @) £ ex7'e™ max; |G (34,0 .
Comme

limy e ¢ % (200 [p=*+] = 0,
on a:

limg e, |9 (20| - [Dagr /a1 =
Soit

limy e |9 @) - | Daer al™* =
Puisque 2,2 € L @ M/, le Théoréme 5, § 4.2, montre que
lim; 22 = 0, donc 2% = 0.
6.4.2. Le théoréme fondamental.

TutorEME 14. Soient K un corps local de caractéristique nulle et de
caractéristique résiduelle p > 0, R, L, M des extensions algébriques de K
tellesque R C L, R C M et Dpr = Daryr = (0). Alors la transformation
de Gelfand G de L ® g M induit un isomorphisme isométrique de
L&z M/RIL K M) sur G (L & » M). Le nilradical R(L & p M) est
dense dans le radical R (L ®r M) et

NI Qr M) #= RIL Qx M).

Preuve. Soit C' = R M C,, puisque Dg,;x # (0), alors le début de la
preuve du Lemme 10, § 6.3, montre que C’ est de degré fini sur Q,, ainsi
Dewer = (0). Soit Ky un sous-corps complet du corps local KC’ non
ramifié sur C’ dont le corps résiduel est celui de KC’ (Théoréme 4, p. 46
[17]). Puisque C,, est complétement ramifié sur C’ il en résulte que

OKo’ Co = OKO’OCm

https://doi.org/10.4153/CJM-1983-014-6 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.4153/CJM-1983-014-6

PRODUIT TENSORIEL TOPOLOGIQUE 267

et donc que

Dewrcr = @Ko'coo/xo'-

Comme

QR/KO N ‘\/RCco/R - QRCCD/KO 'Coo * ®K0'Cw/K0'

et que D /x,r # (0) (puisque Dz x # (0)), il résulte que Dgew/z = (0)°
Alors le Théoréme 3, § 3.2.2, montre que:

IQLch)/RCoo[ = |©MCoo/RCoo‘ =1

Comme la transformation de Gelfand ¥ de RC, ®R RC,, induit un
isomorphisme isométrique de RC, ®R RC,/R(RC,, ®R RC,) sur
G (RC, ® r RC.) (Théoréme 11), alors le Théoréme 6, § 4.3, montre que
la transformation de Gelfand ¢ de LC,, ®R MC, induit un 1somorphlsme
isométrique de LC,, ® r MCo/R(LC,, X MC,) sur G (LC,, Qe MC., ).

Nous allons montrer que ce fait a pour conséquence que la transfor-
mation de Gelfand g de L ®R M induit un isomorphisme isométrique
de L ®nr M/R(L ®R M) sur G (L ®R M).

Soient 0 < ¢ < 1, (e;); une ¢-base orthogonale de LC,, sur L, (f;) une
c-base orthogonale de MC,, sur M, alors (9 (e: ® f;))+,; est une ¢*-base
orthogonale de ¥ (LC,, Qr MC,) sur G (L ® z M), d’aprés la Proposi-
tion 24, § 4.3, puisque

1 = [Dicwtl = [Dicawnl
(Théoréme 3, § 3.2.2). Soit

¢ € G(LQrM)CF(LC, ®r MC,),
alors il existe s € LC,, ®R MC, tel que

cllsll = llell et F(z) =
Alors z se décompose sous la forme:

2= 2 2u¢;® f
7

(58) ¢*maxi,; 7ol - lled - [Ifsll = ll2]), A
limy e 20,0 - lled [Ifsl =0 et 2, € LM
De plus:

@) = ; G@.)G (€ ®f).

Comme (¥ (e; ® f;))1,; est une ¢*-base de ¥ (LC, ®r MC,) sur
G(LQrM)etquee, =f = 1,ona:

G (z15) =0 pour (,7) # (1,1)
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donc
G (1) = 9() =

et la relation (51) montre que
Hlzaall = [zl

Par suite
Hlzrall = [lell-

Ce qui prouve que la transformation de Gelfand de L ®R M induit un
isomorphisme isométrique de L & » M/R(L Rr M) sur G(L Qr M).

Il reste donc & montrer que N (L ®R M) est dense dans (L ®R M).
La théorie de Galois montre qu'il existe un corps 7" intermédiaire entre
C'= RN C, et C, tel que

RT = RC, N\ M.

Si T est de dimension infinie sur C’ alors la théorie de Galois montre
que C,, est de dimension finie sur 7, ainsi Dz,cr = (0) et Drr/r = (0).
Dans ce cas posons M’ = RT C M.

Si T est de dimension finie sur C’, alors [T : C'] = [RT : R], dans ce
cas, soit M’ un sous-corps de M extension de R de dimension sur R dénom-
brable et telle que Dy = (0).

Les Théorémes 11 et 12 montrent que N (L ®R M'") est dense dans
R(L Qr M'). Puisque Dy /z = (0) alors | D2/l = 1 (Théoréme 3,
§ 3.2.2). Ainsi le Théoréme 6, § 4.3, montre que le L @z M-module
engendré par N (L ®R M’) est un ensemble d’éléments nilpotents. Ce
qui prouve que N (L & r M) est dense dans RL Q M).

COROLLAIRE. Les hypothéses sont celles du Théoréme 14. Soit x = (g1, g2)
un élément du spectre de L @ r M, alors x(L Qr M) = (LM?2)", le
complété de L1 M .

7. Produit tensoriel d’algebres a spectre compact. Résumons les
résultats des paragraphes 5 et 6 dans le théoréme suivant.

THEOREME 15. Soit K un corps local, R, L, M trois extensions algébriques
de K qui sont traces sur K, de sous-corps fermés de K et telles que R C L
et R C M. Alors la transformation de Gelfand de L ® r M est un morphisme
strict. Le nilradical R(L & r M) est dense dans le radical R (L Q= M).
Si K est de caractéristique p > 0, R(L ® r M) est I'adhérence du radical
de L @ M. St K est de caractéristique nulle le radical de R (L Rr M ) est
nul si et seulement si la norme tensorielle est équivalente d la nqrme spectrale.

Preuve. Les Théorémes 7 (§ 5) et 14 (§ 6.4.2) et le corollaire du Théoréme
5 (§ 4.2) montrent que % est un morphisme strict et que N(L @ r M) est
dense dans R(L Q  M).
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N

7.1. Produat temsoriel d'algébres & spectre compact. Le but du § 7 est
de montrer que le Théoréme 15 s'étend aux algébres & spectre compact.
Plus précisément nous avons le théoréme suivant:

THEOREME 16. Soit R une extension algébrique d'un corps local trace sur
R d’un sous-corps fermé de R. Soient A, et A, deux R-algébres qui possédent
les propriétés suivantes:

1) Le spectre X ;de A ; est compact pour i = 1, 2.
ii) La transformation de Gelfand ¥ ; de A ; est un morphisme strict pour
1=1,2.

111) inf {'@M(Ai)”lR| x; € X et @1,(,4,)3“3 # 0} > 0
pour 1 = 1, 200L° = RN LsiR* désignela cloture algébrique séparable de R.
Alors la R-algebre de Banach A, ®R A satisfait les propriétés 1), ii), iii).

Démonstration. Le spectre de A, ® # A2 est homéomorphe 4 X; X X,
il est donc compact. Il est clair que iii) est satisfait puisque

(o1, %2) (A1 R 2 A3) = x1(41)x2(4s),

le compositum dans R des deux corps x;(A4;). Le seul probléme est de
montrer ii). Puisque ¥; ® %, est un morphisme strict de 4, ®E A,
sur 1(4;) ® 3 %2(4,), on peut donc remplacer 4 ; par & (4 i), Cest-a-
dire supposer que A4 ; est une sous-R-algébre fermée de % (X, R) ol X,
est le spectre de 4 ,..Ceci veut dire dans la terminologie de van Rooij et
Schikhof que 4 ; est une C*-algébre.

7.2. Les algébres de fonctions continues sur un compact. Traduisons ici
un théoréme de van Rooij et Schikhof.

THEOREME 17 ([15]). Sotent:R une extension algébrique d'un corps local,
R sa cléture algébrique, R et R leur complétés. Soit A une sous-R-algébre
fermée de € (X, R) on X est le spectre de A.

i) Sotentf € A,f £ 0,x0 € X tel quef(xo) # 0,

= {x € X[|[f()] = [f(=a)]}.
Alors U est un ouvert fermé et la fonction caractéristiqgue de U appartient
aA.
ii) Soient x € X et x(4) = {f(x)|f € A}. Alors x(A) est un sous-corps
fermé de R contenant R.

Provisoirement nous appellerons ouf spécial un ouvert et fermé % dont
la fonction caractéristique appartient 2 4. Il suit que la famille des ouf
spéciaux est stable par complémentaire, réunion finie, intersection finie.

Soitx € X et M, = {f € A|f(x) = 0}. Il suit du Théoréme 17 que M,
est un idéal maximal et que 4/, est isomorphe et isométrique & x(4).

CoROLLAIRE 1. Sotent x € X, % = {y € X|M, = M,}, O un ouf tel que
% C 0. Alors il existe un ouf spécial U tel que  C U C O.

https://doi.org/10.4153/CJM-1983-014-6 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.4153/CJM-1983-014-6

270 J. FRESNEL ET M. MATIGNON

Preuve. Soit z ¢ 0O, il existe f € M, tel que f(z) # 0. Soit
U.= 12 € X||fE)] = |f@2)] = 0}.

La famille {% .} est un recouvrement spécial de X — O qui est compact; il
existe donc un recouvrement spécial %1, %o, . . . , %, qui est fini. Claire-
ment x ¢ %, et donc

i=1
et % est un ouvert spécial. Ainsi doncona x C % C O.

COROLLAIRE 2. Sotent x, ¥y € X alors les propriétés suivantes sont
équivalentes.

i) My = {f € A|f(x) = 0} = M, = {f € 4[{(y) = 0}.

i1) Il existe un R-automorphisme continu g de R tel que y = g o x.

Preuve. Clairement ii) implique i). On a le diagramme suivant avec
o(f) = f(x) et (f) = f(¥). Il existe donc un R-isomorphisme isométrique

A
@ 12

x(4) y(4)

gdex(A) sury(A4) telquego e =1y. Alors g se prolonge en un R-isomor-
phisme isométrique de x(4). R sur y(4). R, donc par continuité en un
automorphisme continu de R.

7.3. Quelques résultats sur le groupe G opérant sur X .

LEMME 16. Sotent x € X et O un ouf tel que G. x C O. Alors 1l existe un
ouf spécial U tel que Gx C U C O.

Preuve. 1l existe un sous-groupe ouvert H de G tel que HO = O.
Soient gi, g, . . ., g, les représentants de G modulo H et
U = N g:0.
i=1
On a alors
Gx CU = GU' C 0.

Or les Corollaires 1 et 2 montrent qu'il existe un ouf spécial % tel que

Ge CU CU.
LEMME 17. Soient (x1, x2) € X1 X X, W un ouf stable par G tel que
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(%1, x2) €W, Alors il existe des oufs spéciaux W ;i = 1, 2, tels que
(1, %2) € W1 XW . CH.
Preuve. Pour tout g € G il existe des oufs %, et ¥, tels que
(X1, g%2) € U, XV , CHW.
A cause de la compacité il existe un recouvrement fini tel que:
X1 X Gxo C (UL XY )Y ... (#U, XV ,)CH.
Soit U = U N\NUs ...\ U,. Alors on a
X1 XGee CU XY VY ., U...UY,CH.

Ainsi Gx, C ¥ 1 U ¥ ,... U ¥ ,. D’aprés le Lemme 16 il existe un
ouf spécial #'; tel que

Gx2CWzCV1U...UVn.
Il suit que
G(x; X Gxg) = Gx; X Gx2 C GU XYW, CGYW =W.

D’aprésle Lemme 16 il existe un ouf spécial #; tel que Gx; C¥#'1 CG% .
Ce qui prouve le lemme.

7.4. Démonstration du théoréme. Soit (x1, x2) € X; X Xo. Cozlsidérons
le diagramme commutatif suivant, ot on suppose 4; C € (X ;, R):

4,8 Az—g—ﬂg(Xl X Xs, R)

% ® x2 r

x1(41) ®1§ x2(A.) _GZ_} & (Gxy X Gxs, Ié)

ol F et 9’ sont les transformations de Gelfand, 7 est la restriction &
Gx; X Gxa. Soit ¢ > 0 une constante telle que:
0 <c<inf {|Dsiansirl [x: € Xiet Dyanar #= (0)}

pourz = 1, 2.

Le Théoréme 15 montre que &’ est un morphisme strict et plus pré-
cisément la propriété suivante: pour tout f; € G’ (x1(41) Q5 x2(42)) il
existe y € x,(41) ® 5 x2(4,) tel que

G'(y) =fi et eyl < A

(il faut pour cela utiliser le Théoréme 5, 1a Proposition 12 et le Théoréme 6
des § 4.2 et 4.3).
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D’autre part x; ® x: est un morphisme strict et plus précisément pour
tout ¥y € x:1(4,) & r x2(42) il existe z € A, ®R A, tel que

21 @ x2(z) =y et |[z] = [|yll.

Soit donc f € ¥ (4, ®ﬁ A»), il existe donc z € 4, ®§ A, tel que
(G (=) =r() et ezl < |1l

Soit
W = {x € X1 XX2||9()(x) — f(x)] < 2.

Il est clair que ¥ est un ouf stable par G. D’aprés le Lemme 17 il existe
W, C X, 1= 1,2, deux oufs spéciaux tels que

Gx CHW 1 XW.CH.
Soit x; la fonction caractéristique de % ; on a donc
1% (1 ® x2)(2) (%) — f&)| < ¢ six € W1 X W
et
T((1®x)@)x) =0 six ¢H1 X W

Ceci veut dire que pour tout x € X, il existe un ouf # (x) = %1 X W\,
contenant x, avec ¥ ; oufs spéciaux, de plus il existe ¢, € 4; @ 2 A tels
que

|G (t:) (") — f(x')| <c six’ € W (x)
Gt)(x) =0 six' ¢ #(x)
et

elitall < 1A1I-

Puisque X est compact on peut se ramener a une partition finie,
WLH ..., W™ avec des éléments 11, 12, ..., 1" € A; @z A, Posons
alorsz=t'4+ 2+ ...+, ona

19 @) =l <¢ et cllzl] <IfIl.

II est alors facile de construire par récurrence une suite de Cauchy (z,)
de 4; @3 A. telle que

19 () — fll < et cllz] < [f].
Alors la limite z satisfait
G@ =f et ] <1l

ce qui montre que ¥ est un morphisme strict.
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