
Can. J. Math., Vol. XXXV, No. 2, 1983, pp. 218-273 

PRODUIT TENSORIEL TOPOLOGIQUE 
DE CORPS VALUES 

JEAN FRESNEL ET MICHEL MATIGNON 

0, Introduction. Soient K un corps local, K sa clôture algébrique, 
R, L, M trois corps tels queKCRCLCKetKCRCMCK. 
Supposons que L et M soient linéairement disjoints sur R. Quel est le 
complété du corps LM (compositum de L et M) pour une norme de 
i^-algèbre qui coïncide avec la valeur absolue sur L VJ M? On sait que 
LM est isomorphe en tant que i?-algèbre au produit tensoriel L ® R M 
et il est facile de montrer que la valeur absolue est la plus petite norme 
du type considéré ci-dessus et que la norme tensorielle en est la plus 
grande. C'est pourquoi nous étudions d'abord le complété de L &) R M 
pour la norme tensorielle. Citons dans ce cas les résultats essentiels 
lorsque la caractéristique de K est nulle. On définit naturellement une 
notion d'idéal différente dans les extensions de degré infini qui sera noté 
33L/J2 et T)M/R- Tout d'abord la norme tensorielle est équivalente à la 
valeur absolue si et seulement si T)L/R ^ (0) ou 35M/« ^ (0). Dans le 
cas contraire, c'est-à-dire T)L/R = &M/R = (0), le produit tensoriel 
complété L (& R M est un anneau local qui possède un unique idéal maxi­
mal^ 9t, il est non nul, le nilradical SSl est dense dans 9Î. Le quotient 
L ®R M/9Î est isomorphe et isométrique au complété (LM)A de LM 
pour la valeur absolue. Ce dernier résultat peut s'interpréter ainsi: le 
seul corps entre LM et (LM)A, complet pour une norme coïncidant avec 
la valeur absolue sur L U M est (LM) ". Sous cette forme le résultat peut 
paraître assez naturel, en revanche l'apparition d'éléments nilpotents 
dans L <g) R M lorsque T)L/R = T)M/R = (0) est quelque chose d'assez 
étonnant. La condition T)L/R = (0) est plus forte que la condition indice 
de ramification sauvage infini, à titre d'exemple une extension galoisienne 
complètement ramifiée de Qp dont le groupe de Galois est isomorphe à 
Zp est de différente nulle. 

Notre étude se place dans la situation où L et AT ne sont pas nécessaire­
ment linéairement disjoints sur R. 

Au paragraphe 1, on réduit l'étude au cas où R, L, M sont des traces 
sur K de corps fermés de R contenant K. De tels corps sont parfaitement 
caractérisés depuis les résultats de Ax, Sen, Tate et Matignon (pour la 
caractéristique p > 0). 

Au paragraphe 2 on définit la notion de spectre et de transformation 
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de Gelfand d'une ^-algèbre de Banach et nous donnons quelques pro­
priétés dans le cas de l'algèbre L ® R M. 

Le paragraphe 3 a pour objet de définir la différente dans les extensions 
séparables infinies, c'est un outil essentiel dans tout ce travail. Il y est 
montré un résultat fondamental qui est le suivant: soit L une extension 
algébrique separable de R telle que QL/R = (0), soit L! une extension 
algébrique separable de L, alors 

| 3 W l = 1 où | 3 W | = sup |x|. 

Au paragraphe 4 on donne une première application du paragraphe 3 
en comparant la norme tensorielle et la norme spectrale de L ® R M à 
l'aide de £W/*et T)L/R. 

Au paragraphe 5 on étudie l'algèbre L ® R M lorsque le corps local est 
de caractéristique p > 0. On montre que la transformation de Gelfand 
de L ® R M est un morphisme strict et que le nilradical 9Î(L ®i? M) est 
dense dans le radical 3i(Z, ® R M). 

Il nous reste donc à étudier L ® R M lorsque R est de caractéristique 
nulle et T)L/R — &M/R = (0). Le problème de l'existence d'un radical et 
d'un nilradical non nuls est beaucoup plus délicat qu'en caractéristique 
p > 0. En effet, dans ce dernier cas, 9î(L ®R M) n'est autre que l'adhé­
rence du radical de L ®R M. En revanche, en caractéristique nulle, le 
radical de L (£)# M est réduit à (0). L'exemple type est le suivant: soient 
R = Qp le complété du corps 0 des nombres rationnels pour la valeur 
absolue £-adique, L = M = Cœ = U ^ i Cn où Cn = Qp (pn\/T). Pour 
étudier l'algèbre Cœ ® Q Cœ on utilise un travail sur l'algèbre S1 (F, Cœ) 
[7]. 

Cette algèbre est la limite inductive topologique des algèbres de groupe 
C J F J où Tn est le groupe cyclique d'ordre pn. Nous savons que l'algèbre 
de Gelfand, &(%1{Y, CJ) est l'algèbre tf (Zp, C J des fonctions con­
tinues sur l'anneau des entiers ^-adiques, le noyau de & est le radical 9?œ 

de ^(T, Cœ), il est non nul, le nilradical 9îœ est dense dans 9îœ. De plus 
S1 (F» C J / 3 î œ est isomorphe et isométrique à ^ ( Z p , Cœ). On en déduit 
alors les mêmes résultats pour l'algèbre Cœ ® Q p Cœ parce que celle-ci 
est facteur direct de l'algèbre ^ ( T , Cœ). Ces propriétés se transfèrent 
assez facilement aux algèbres L <& R M lorsque Cm C L et Cœ C M. 

En revanche, la propriété, le nilradical est dense dans le radical, ne se 
transmet pas "naturellement" aux sous-algèbres. C'est pourquoi on a 
exhibé au paragraphe 6.1 une famille dense dans 9Jœ d'éléments nilpotents 
définis par des "conditions linéaires", ces conditions étant stables vis-à-vis 
des opérateurs "traces" on peut alors prouver, au paragraphe 6.4.1 
l'existence d'une famille de nilpotents dense dans le radical de L (£> R M. 

Enfin au paragraphe 7 on applique ces résultats pour montrer que la 
catégorie des ^-algèbres de Banach dont le spectre est compact, dont la 
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transformation de Gelfand est un morphisme strict et qui satisfont une 
condition supplémentaire ((iii) du Théorème 16), est stable par produit 
tensoriel topologique. 

Ainsi donc cette étude est une conséquence essentiellement de deux 
résultats sur les corps values: 

l'un sur l'algèbre ^ ( T , Cœ) [7] ou peut-être plus simplement un 
résultat sur la nature topologique de la Zp-extension cyclotomique totale­
ment ramifiée, Cœ de QP\ 

l'autre sur la différente dans les extensions infinies ou plus simplement 
l'étude de la différente T)LM/L en fonction de T)L/R et 3)M/«- Le résultat 
étonnant de cette étude, dont nous ne percevons pas l'interprétation 
arithmétique, est que le nilradical de L ® R M est dense dans le radical 
de L 0 R M. 

1. Réduction aux extensions algébriques. Soient K un corps local, 
R une clôture algébrique de K et R le complété de R pour la valeur ab­
solue. Soient KC.RC.L,KCR(ZM des sous-corps de R. Soit / la semi-
norme tensorielle sur lai^-algèbre produit tensoriel L ® R M, elle coïncide 
avec la valeur absolue sur L ®RRetR(><)RM.Le but de ce paragraphe 
est de montrer qu'il suffit d'étudier le cas où R, L et Msont des extensions 
algébriques de K traces sur R de sous-corps fermés de R. Au paragraphe 
1.1 on étudie la semi-norme tensorielle sur E (£) R F lorsque E et F sont 
deux i^-espaces vectoriels normes et R un corps value. Au paragraphe 1.2 
on considère la semi norme tensorielle sur L (g) R M lorsque R, L, M sont 
trois sous-corps de R contenant K. 

1.1. La semi-norme tensorielle sur E ®R F. Dans ce paragraphe R 
désigne un corps value, E et F deux i^-espaces normes, || . \\E (resp. || . ||F) 
la norme sur E (resp. F). 

1.1.1. Semi-norme tensorielle et c-bases sur £ ® R F. 

Définition 1. On appelle semi-norme tensorielle sur E ® R F la semi-
norme t définie de la façon suivante. 

Soit z G E (£) R F, alors z s'écrit sous la forme 

(1) s = 5 > < ® / < 
i 

où e{ £Eetft(zF, on pose: 

t(z) = inf supt |h|UILA||F 

où 1' uinf" est pris sur toutes les décompositions de z sous la forme (1). 

Convention de notation. Soit Nt = {z £ E ®R F\t(z) = 0}, on note 
(E ® R F)l le séparê-complétê de E <S) R F, c'est le i£-espace complété du 
i?-espace norme, E ® R F/Nt pour la norme induite par /. 
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Si E est un i£-espace vectoriel norme, || . \\E sa norme, on notera Ê ou 
£ A le complété de E pour || . \\E. Le ^-espace vectoriel Ê ® à F désigne le 
^-espace vectoriel produit tensoriel des ^-espaces vectoriels E et F. 

Définition 2. Soient R un corps value, E un ^-espace norme de dimen­
sion n, || . |! sa norme. Soit 0 < c ^ 1, on dit qu'une base ei, . . . , en de E 
sur R est une c-base de E sur R si pour tout Xi, . . . , \n £ i^ona: 

csup |X,| \\et\\ g X ) x<e< ^ sup |A,| |N| 

On a le lemme suivant de continuité des c-bases. 

LEMME 1. Soient R un corps value, E un R-espace norme de dimension n, 
|| . \\E sa norme. Soient 0 < c ^ 1 et ei, . . . , en une c-base de E sur R. Soient 
ei t - . - , en', n éléments de E tels que \\et — e/||# < c, alors e/, . . . , en

r 

est une c-base de E sur R. 

Nous ne donnons pas la démonstration de ce lemme, elle est immédiate. 
L'existence de c-base est assurée par la proposition suivante: 

PROPOSITION 1. ([12], p. 50) Soient R un corps value complet, E un 
R-espace norme de dimension n, || . \\E sa norme. Soit 0 < c < 1, alors E 
admet une c-base sur R. De plus si la valuation de R est discrète, on peut 
prendre c = 1. 

On en déduit la proposition suivante: 

PROPOSITION 2. Soient R un corps value complet, E, F deux R-espaces 
normes, || . \\E et || . \\pleurs normes respectives. On a les propriétés suivantes: 

i) Si (ei)i^i^n est une c-base de E', sous-espace de E sur R de dimension 
finie, alors tout élément z de E' ® R F s'écrit sous la forme: 

z = J^et 0 / i où fi e F 
i 

et de plus si t désigne la semi-norme tensorielle sur E' ® R F, alors: 

cmaxi \\ei\\E\\fi\\F è t(z) g max, ||̂ !UILA-|U 

ii) Si E' C F est un sous-espace de E, la semi-norme tensorielle sur 
E' ® R F est la restriction à E' ®R F de la semi-norme tensorielle sur 
E®RF. 

iii) La semi-norme tensorielle sur E ® R F est une norme. 

Pour la démonstration, voir par exemple [9] Gruson, Théorie de Fred-
holm ^-adique. 

1.1.2. Réduction aux espaces vectoriels normes complets. On conserve les 
notations des paragraphes précédents. 
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PROPOSITION 3. Soient R un corps value, £, F, deux R-espaces normes, 
R, Ê, F les complétés respectifs. Soient t la semi-norme tensorielle sur 
E® R F et lia norme tensorielle sur E ® & P. Si p désigne Vhomomorphisme 
canonique défini par p(e ® Rf) = e ® âf, on a la relation: 

(2) t = top. 

Preuve. Il est clair que Ton a 

(3) to p ^ t. 

Pour montrer l'autre inégalité, on peut supposer que E est un i^-espace 
de dimension finie. Soit (e*)i^^r une c-base (0 < c < 1) de E sur R. 
D'après le Lemme 1 (§ 1.1.1) de continuité des c-bases on peut supposer 
que et Ç E. Complétons ces éléments ^-indépendants en une base 
(ei)i^i^s de E sur R. 

Pour v > r 

^ = Z ^»,iei où \Vti£R. 

Soient e > 0 et \'Vfi G R tels que 

Soit z un élément de E ® R F 

(4) s = £ et®Bft = Z *i®n (fi + Z Kif) • 

Considérons z' Ç E®R F 

(5) z' = S et^B(fi+^\'Pttfw) 
l^i^r \ v>r / 

z' vérifie la double inégalité 

(6) ct{z') S îo p(z') ^ t{z'). 

En effet, l'écriture (5) de z' montre que: 

t(zf) S max \\ei fi~\~Z~f ^»,ifi 

Comme la famille (eOi^t^r forme une c-base de Ê sur R, on déduit de i) 
Proposition 2 (§ 1.1.1) que 

cmax \\et\\B 
i 

fi + Z *'r.if. ètopiz'), 

d'où: 

cl(z') g / op (z ' ) . 

L'autre inégalité est (3) pour z'. 
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Les relations (4) et (5) permettent d'écrire: 
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Z) \e»- IL ^.iCi)®RI» 

et 

d'où 

— JLJ ^vti
ei\ S (**.* "" ^v,i)e 

l^i^r 
^ € max \\ei\\ 

(7) t(z — z') ^ e maxi^^ r \e^E maxr<» ||./V|| 

et d'après la linéarité de p et (3) 

(8) È(p(8) - p(z')) ^ *(* - Z'). 

Deux cas peuvent se présenter: 

Premier cas. Si p(z) ^ 0: 
On choisit 

e < 
t O pps) 

m a x i ^ r ||e,||* maxr<„ ||/V||F ' 

Il suit de (7), (8) et du choix de e que 

t(z - z') < to p(z) ^ t(z) 

ce qui montre que 

t(z) = /(s') 

et 

î(p(s) - p(z')) < îop(z) 

ce qui montre que 

t o p(z) = ? o p(z') 

ceci joint à la double inégalité (6) on obtient: 

(9) ct(z) ^ îop(z) ^ t(z) 

et (9) est vérifiée pour 0 < c < 1, d'où l'égalité (2) cherchée. 

Deuxième cas. p(z) = 0: 
De (6), (7), (8) on tire: 

/(*') ^-îo p(z') ^ - max M , m a x ||/,|| 
C C l^i^r T<V 
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et ceci joint à (7) montre que: 

t(z) ^ - max HeJI^max ||/„||F 

par suite t{z) — 0, ce qui montre encore (2). 

Remarque. L'égalité î o p — t montre que l'on a ker p = Nt. 

1.2. Les semi-normes sur L® RM. 

1.2.1. Corps locaux. 

Définition 3. On appelle corps local un corps value complet pour une 
valuation discrète et à corps résiduel parfait. Désormais K désigne un 
corps local et on note | . | une valeur absolue. 

Si la caractéristique de K est p non nulle, on sait ([17], p. 43) que K 
est un corps de séries formelles kK((T)), où kK est le corps résiduel de K 
et T une uniformisante. Soit n £ N, on note Kn le corps local Kp~n = 
kK((Tp~n)) et Kœ = Un€N Kn, c'est la clôture radicielle Kp'œ de K. 
Puisqu'une extension finie d'un corps local est un corps local on a la 
proposition suivante: 

PROPOSITION 4. ([10]). Soient K un corps local de caractéristique p non 
nulle, et R une extension algébrique de K; alors les extensions radicielles de 
R (resp. de Vadhérence Ê de R) sont les corps RKn ou RKœ (resp. RKn 

ouRKJ. 

Le théorème suivant caractérise les sous-corps fermés du complété K 
de la clôture algébrique K de K qui contiennent K. 

THÉORÈME 1 ([10] et [7]). Soient K un corps local, K la clôture algébrique 
de K, K le complété de K. Soit F un sous-corps fermé de K tel que K C F-
Alors: 

F = (F(^K)\ 

De plus, si K est de caractéristique nulle, l'application F \—> F C\ K est une 
bisection des sous-corps fermés de K contenant K sur les extensions algébri­
ques de K. Et si K est de caractéristique p non nulle, si R désigne une exten­
sion algébrique de K et R le complété de R, alors le corps R C\ K est soit R, 
soit la clôture radicielle Rp~œ = RKœ de R. 

Le Théorème 1 et la Proposition 4 permettent de démontrer le lemme 
suivant: 

LEMME 2. Soient K un corps local, R une extension algébrique de K, 
R son complété, L une extension algébrique de R telle que L P\ R — R. Alors 
L et R sont linéairement disjoints sur R. Soit c réel, 0<c<l,siLr\Ê = 
R et si L est de dimension finie sur R, alors L admet une c-base sur R. 
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Preuve. On peut supposer que L est une extension algébrique finie de R 
puisque la linéaire disjonction est une propriété de type fini. Soit donc L 
une extension finie de R; supposons la separable. Soit alors L sa clôture 
galoisienne sur R. Le Théorème 1 montre que K C\ R est une extension 
purement inséparable de R et donc L P\ R = R et le Théorème 1 de [4] 
montre que L et R sont linéairement disjointes sur L C\ R — R} il en est 
a fortiori de même pour L et R. 

Soit maintenant L supposée purement inséparable sur R. La Proposi­
tion 4 montre que L = Rp~n et il existe x élément de L tel que L = R(x) 
et [L : R] = pn avec xpn G R. Mais L ^ = £(*) . Supposons que xpn~l £ i?, 
par hypothèse xpn~l £ L f~\ R = R, d'où la contradiction. Par conséquent 
[R(x) : R] — pn et donc L et R sont linéairement disjointes sur R. 

Dans le cas général, soit Ls l'extension separable maximale de R dans 
L, Li l'extension purement inséparable maximale de R dans L. 

LlR 

Soit y5 = [L5 : R], vt = [L* : R]. Les deux premiers cas de la démons­
tration montrent que [LSR : R] = j ^ et [VR : ^ ] = *>,. Mais les exten­
sions algébriques LSR et LlR de R sont linéairement disjointes puisque 
LSR est une extension separable et L*R est purement inséparable sur R 
([4]) et donc [LR : R] ^ yz*v On déduit facilement, grâce à la Proposi­
tion 4, que L = UV et donc [L : R] = j / ^ , par suite [LR : R] = [L : i?]. 
Supposons maintenant que n = [ZJ£ : ^ ] = [L : i?]. D'après la Proposi­
tion 1 et le Lemme 1, il existe une c-base (ely e2, . . . , en) de LR sur $ 
telle que e{ £ L pour 1 g i ^ ». Ainsi (ei, e2, . . . , en) est une c-base de L 
sur i? ce qui montre le Lemme 2. 

1.2.2. Réduction aux extensions algébriques. 

PROPOSITION 5. Soient R, L, M des extensions algébriques du corps local 
K, R C L, R C M qui sont traces sur K de sous-corps fermés de K. On a les 
propriétés suivantes: 

i) L} homomorphisme canonique pdeL®RM dans L ® R M est injectif; 
ii) La semi-norme tensorielle t sur L ® R M est une norme; 
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iii) Vhomomorphisme p définit par completion un isomorphisme isomé­
trique entre (L (g) à M)1 et (L ® £ M)1. 

Preuve. Puisque R est la trace sur K d'un sous-corps fermé de Éy on a 
Lr\R = R d'après le Théorème 1 (§ 1.2.1). Le Lemme 2 (§ 1.2.1) montre 
alors que si (A)i^^ n sont n éléments de Z,, ^-indépendants, ils sont 
^-indépendants; d'où la propriété i). Les propriétés ii) et iii) s'en dé­
duisent immédiatement avec la Proposition 3 (§1.1.2). 

Convention de notation. Nous nous plaçons désormais dans la situation 
où R, Ly M sont traces sur K de sous-corps fermés de K. 

Nous noterons désormais L®RM l'algèbre normée, complétée de 
L0R M pour la norme tensorielle. Cette norme sera notée ||-||. 

2. La transformation de Gelfand. Nous allons ici définir la trans­
formation de Gelfand d'une ^-algèbre de Banach et décrire plus précisé­
ment le spectre, le noyau de la transformation de Gelfand et la semi-
norme spectrale dans le cas de la i?-algèbre L ® R M. 

2.1. Définitions. Soient R une extension algébrique d'un corps local, 
R sa clôture algébrique, Ê et R les complétés respectifs. Soit A une Ê-
algèbre de Banach unitaire on appelle spectre de A et on le note X(A) 
(ou X) l'ensemble des j£-homomorphismes continus de A dans R. On 
munit X de la topologie de la convergence simpler 

Le groupe compact G des ^-automorphismes continus de R (qui est le 
groupe des i?-automorphismes de R) opère continuement sur X(A) par 
(g, x j n g o x . 

La transformation de Gelfand de A est le jR-homomorphisme & de A 
dans l'algèbre ^& (X, R) des fonctions continues et bornées de X dans R 
défini par: 

@ (a)(x) = x(a)y pour tout a G A et x Ç X(A). 

L'algèbre ^ 6 (X, R) étant normée par la norme de la convergence 
uniforme sur X on a 

\\&(a)|| ^ ||a|| pour tout a <E A. 

La démonstration en est classique. Soient0 9e T € R, \ir\ < 1 etO 9e a Ç A. 
Soit n un entier, alors il existe un entier 5 tel que: 

|7r|(5+1)/n ^ ||a|| < |7r|s/n, ainsi on a ||an|| < |TTS| et ||7r-saw|| < 1. 

Comme l im^^ ||(?r~~san)r|| = 0 il s'ensuit que 

l im r^œ*((7r-VT) = 0, 

donc que |x(7r"~V*)| < 1. L'entier n étant arbitraire il en résulte que 

\x(a)\ 5i ||o||. 
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Ainsi la transformation de Gelfand & est un homomorphisme continu 
de norme 1. En plus on a: 

9(A) C{fe Vb(X, R)\f(gx) = / (* ) ' , pour tout g 6 G}. 

2.2. L'algèbre L ®R M. Dans tout ce paragraphe 2.2, R, L, M sont 
trois extensions algébriques, traces sur R de sous-corps fermés de R avec 
RCLetRCM. 

Il est facile de vérifier que le spectre X = X(L ®R M) est homéo-
morphe à l'espace compact G/Hi X G/H2 où G est le groupe des R-
automorphismes de R, Hi le sous-groupe des L-automorphismes de R 
et H2 le sous-groupe des Af-automorphismes de R. Enfin G/Ht est 
l'ensemble (compact) des classes à gauche modulo Ht. 

Considérons le diagramme commutatif suivant: 

L®RM — • V(X, Â) 

KJ u 
L<g)RM 2 • Loc (X, R) 

où les flèches verticales sont les injections canoniques, &' est la restric­
tion à L ® R M de la transformation de Gelfand S?, et Loc (X, R) désigne 
l'algèbre des fonctions localement constantes sur X à valeurs dans R. 

PROPOSITION 6. Soient R, L, M trois extensions algébriques d'un corps 
local traces sur R de sous-corps fermés de R et telles que R C L, R C M. 
Soient X le spectre de L® RM, 9 la transformation de Gelfand de L ® R M 
et G le groupe des R-automorphismes de la clôture algébrique Rde R. 

&(L®RM) 

- if c T nr (Y P\ \ftex) = fW P°ur tout x £ X etge G \ 
Y ^ { ' ' \f(x) e L01M°" pour tout x = (glf g2) Ç X) ' 

Preuve. On se ramène au cas où L et AT sont de dimension finie sur R 
et où G est le groupe des i?-automorphismes d'une extension normale et 
finie sur R contenant L et M. Soient gi £ G e t / G Loc (X, R) définie par 

f(g, ggi) = 1 pour tout g e G 

f(g\g") = 0 s i ( g ' , g " ) <Z {(g,ggl)\gtG\. 

Il s'agit de montrer q u e / 6 Im ( ^ ) . 
Soient AP l'extension separable maximale de i? contenue dans M, 

eu e2, . . . , et une base de Ms sur R. Soient r = [(AP)*1!, : L], gi, g2, . . . , 
gr G G tels que (g*ogi - 1) i^ t^ soient les r L-homomorphismes de (Ms)9l.L 
dans ^ . Soient alors giy g2, . . . , gr, gr+i> . . . , g* les i^-homomorphismes 
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de Ms dans R. Résolvons le système suivant où lu h • • • » U sont les 
inconnues: 

1 = kef* + W 1 + . . . + ltet
ffl 

1 = iiei9t + iie29i + . . . + J | e | '« 

1 - hei°r + he2
0' + . . . + Z,e,'' 

0 = liei'r + l + / 2 ^ r + l + . . . + ltet0r + l 

0 = / ^ + l%ej" + . . . + /,*,". 

Soit {ei*, ei*, . . . , £**} la base duale de {eu e2f . . . , e*} par rapport à 
la forme bilinéaire (#, y) —» Tr^M8i LO^OO- On a donc: 

Ainsi 

/i 0 ei + *2 ® e2 + . . . + l, ® et G L ® « M. 

Il est alors facile de vérifier que 

/ = ^(É/i®e«). 

Il est alors facile de montrer la Proposition 6. 

Remarque 1. L'un des résultats fondamentaux de ce travail sera de 
montrer que: 

&(L®RM) 

- if c V(Y P\\f^ = / (* ) 'pour tout* 6 X et g G G 
- y fc "* tA, /<; | / ( g i > g î ) 6 ( z / ' M ' T p o u r tout* = (gl, g2) € Xj 

Remarque 2. Si i? est de caractéristique nulle on a 

= {/ € Loc (X, R)\f(gx) = f(x)° pour tout x £ X et g £ G}. 

THÉORÈME 2. Soient R, L> M trois extensions algébriques d'un corps local, 
traces sur R de sous-corps fermés de R avec R C. L et R C M. Alors 

i) tout idéal premier de L ® R M est maximal 
ii) le noyau de la transformation de Gelfand de L (g) R M est le radical 

K(L®RM)deL(&RM. 
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Preuve. Pour montrer i) on se ramène au cas où L et M sont finis sur 
R et alors un idéal premier d'une algèbre de dimension finie sur un corps 
est maximal. 

Montrons ii). Soit M un idéal maximal de L ®R M et m = 9D? C\ 
{L ®R M) qui est maximal d'après i). On a alors le diagramme com-
mutatif suivant: 

£ ® * M C î—>L<& R M 

s'\ s\ 

Y Y 

L<g>RM C — J — + L ® R M 

m c g)? 

où i, j sont les injections canoniques, s, s' les surjections canoniques et 
comme L ®R M/m est un corps algébrique sur R il existe un homo-
morphisme injectif u' de L ® M/m dans R. 

La norme tensorielle induit sur L ® R M/3R une norme de ^-algèbre 
que l'on notera || ||i, ce qui induit sur u' {L ®R M/m) la norme a *—> 
||u'~l (a) || i. Or le lemme suivant montre que l'on a 

\a\ è Ik-KoOHt. 

Ainsi donc u' est continu et se prolonge par continuité en un homo-
morphisme w d e L ® f i M/Wl dans R. Il^suit alors que u o s est un homo-
morphisme continu de L ® R M dans R donc que u o 5 £ X, le spectre 
d e ! ® f i ¥ e t comme on a 93? = ker {u o s) il suit que 3Î(L <§>« if) 
= ker â^, le noyau de la transformation de Gelfand. 

LEMME 3. Soit K un corps local, M une extension algébrique de K; 
| • | la valeur absolue de M prolongeant celle de K. Soit || • || une norme sur la 
K-algèbre M. Alors on a \a\ g ||a|| pour tout a G M. 

Preuve. On se ramène au cas où M est de dimension finie sur K, comme 
toutes les normes sont équivalentes sur M (à cause de la dimension finie). 
Il existe une constante c telle que 

|a| < c||a|| pour tout a G M. 

Il suit que 

\an\ < c\\an\\, pour tout n è 1, donc 

M ^ £1/WN!> 

ce qui prouve le lemme. 

https://doi.org/10.4153/CJM-1983-014-6 Published online by Cambridge University Press

https://doi.org/10.4153/CJM-1983-014-6


230 J. FRESNEL ET M. MATIGNON 

2.3. La semi-norme spectrale. Les corps Rt L, M satisfont toujours les 
conditions du paragraphe 2.2. 

Définition 4. Soient a Ç L ® R M, || • || la norme tensorielle sur L ® R M, 
alors la suite ||aw||1/w est convergente ([6]). Soit 

s(a) = l i n w \\an\\"n. 

Alors s est une semi-norme potentiellement multiplicative appelée la 
semi-norme spectrale. 

PROPOSITION 7. Soient toujours R, L, M trois corps satisfaisant les 
hypothèses du paragraphes 2.2, @la transformation de Gelfand de L ® R M 
et s la semi-norme spectrale de L ® R M. Alors on a 

s (a) = \\& (a) || pour tout a £ L®RM, 

où || â? (a) || est la norme de & (a) dans l'algèbre *$ (X, R). 

Preuve. Clairement on a: 

11^ (a) || ^ s (a) è \\a\\ pour tout a € L (g) R M. 

Il suffit de montrer que \\@ (a)\\ = s (a) pour tout a £ L ® M. Si & (a) 
= 0 alors a est nilpotent (théorème 2, i) et alors s (a) = 0. L'élément a 
s'écrit sous la forme: 

a = S l{ ® w*. 

Soit <p Thomomorphisme canonique de i£[/t]i ® # K[mi]i dans Z, 0 ^ if. 
Alors 5 o ç et ||S? o ç>{.)\\ sont deux semi-normes sur K[lf]i ® ^ K[mi]i 
ayant même noyau. Ces semi-normes sont donc équivalentes, ainsi il 
existe une constante c > 0 telle que 

cs(an) g | |^(aw ) | | ^ s(an), pour tout n è 1. 

Comme s(an) = s(a)n et &(an) = & (a)n, on a 

|| ̂  (a) || = ^(a) pour tout a Ç L®RM. 

3. La différente dans les extensions infinies. Le but de ce para­
graphe est de définir la différente pour des extensions algébriques sépara-
bles de degré infini. Celle-ci permet, au paragraphe 4, de comparer la 
norme spectrale et la norme tensorielle. Il est ensuite montré un théorème 
important (Théorème 3) sur la différente d'une extension LMdeL lorsque 
&L/R — (0). Ce théorème qui est une généralisation d'un théorème de 
Tate [19] est essentiel pour démontrer des propriétés de transfert. 

3.1. Définitions. Si L est un corps value, 0L désigne toujours l'anneau 
de valuation de L, WdL l'idéal de valuation de OL. 
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Définition 5. Soit K un corps local, R une extension algébrique de K et 
L une extension algébrique separable de degré fini de R. On appelle 
différente de L sur R ([17], ch. III, § 3) l'idéal î ) L / f i de 0L dont l'inverse 
3)7/« est ainsi défini : 

S)I}* = K £|TrL/ i2(xO J C 0*} 

où Trz,/^ désigne la trace de L sur i?. 

Cette différente peut s'exprimer à partir d'extensions de degré fini de K. 

PROPOSITION 8. Soit K un corps local, R une extension algébrique de K 
et L une extension algébrique separable de degré fini de R. Soient RQ une 
extension de degré fini de K et L! une extension separable de degré fini de Ro 
telles que R0 C. R et RL' = L. Alors: 

&L/R = U ^L'RilRi 
i 

ou la réunion est prise sur tous les corps R{ tels que 

RoCRiCRetlRt: Ro] < oo 

(il y a confusion entre l'idéal S)L'«,-/«»• de 0L'Ri et celui qu'il engendre dans 
0L). 

Preuve. Immédiate. 

Définition 6. Soit K un corps local, R une extension algébrique de K et 
L une extension algébrique separable de R. On appelle différente de L sur 
R, l'idéal T)L/R de 0L défini par 

i 

où l'intersection est prise sur tous les corps Lt tels que 

RCLiCL et [Li : R] < oo 

(il y a confusion entre l'idéal QLÎ/R de 0Li et celui qu'il engendre dans 
0L). Nous appelons valeur absolue de T>L/R le nombre réel, noté |35L/«| 

et défini par 

\®L/R\ = SUpx€S)L/jB |*|. 

3.2. Extensions de corps de différente nulle en caractéristique nulle. Le but 
de ce paragraphe est de démontrer un résultat essentiel qui est le suivant: 
soient K un corps local de caractéristique nulle et de caractéristique 
résiduelle p > 0, R, L, M des extensions algébriques de K telles que 
R C L C M, 35L/« == (0); alors |S)M/L| = 1. La démonstration se fera 
en deux étapes, d'abord le cas où M est cyclique de degré p, c'est 3.2.1 et 
ensuite le cas général en 3.2.2. 
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3.2.1. Le cas cyclique de degré p. Il s'agit de démontrer la proposition 
suivante: 

PROPOSITION 9. Soient K un corps local de caractéristique nulle et de 
caractéristique résiduelle p > 0, R une extension algébrique de degré fini 
de Ky L une extension algébrique de degré fini de R contenant les racines p-
iemes de 1 et M une extension cyclique de L définie par adjonction d'une 
racine du polynôme Xp — a £ R[X] avec \a\ = 1. Soit a è 2 un entier 
tel que 

alors 

|SWl > \p\la où ua = -^n. 
P 

Cette proposition sera la conséquence de quelques lemmes prélimi­
naires. Pour des raisons de commodités nous utiliserons la valuation notée 
v au lieu de la valeur absolue. 

LEMME 4. Les hypothèses sont celles de la Proposition 9. Alors pour tout 
x G L on a: 

vtf-a) ^y~v(p). 

Preuve. On peut supposer que v(x) = 0. Puisque le polynôme Xp — a 
est irréductible sur L, il en est de même du polynôme 

(F + xf - a = Yp + § (PJ V'x* + xp -a. 

Si y est racine, on a donc: 

v(y) = ~rv(xP — CL). 
P 

Si v(y) = 0, le lemme est trivialement vérifié, supposons v(y) > 0. Comme 

vlpytT'X v^f-v) 

pour i = 1, 2, . . . , p — 2, on a: 

v(pyx*~l) ^ v(yp) = v(xp - a) 

ce qui prouve que: 
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LEMME 5. Les hypothèses sont celles de la Proposition 9. En plus, soient 
13 ^ 2 un entier etx £ L tels que 

(15) „ < • - a) è (jÈ- - ^=1^1))^) 

alors 

V(£)M,L) £TB=ÏV(P). 
P 

Preuve. Soit p G L tel que v(p) — v(xp — a) — v(p), par exemple 
p = (xp — a)/p. Puisque Xv — a est irréductible sur L, le polynôme 

g(Y) = p-*«PY + xy-a) 

l'est aussi. De plus il est unitaire et à coefficients dans l'anneau 0L 

(Lemme 4), alors (Corollaire 2, p. 66, [17]) 

où y est une racine de g (Y) dans M. 
Or 

g'(y) =pp-ip-1)(i>y + x)*-1. 

Donc 

v(g'(y)) = »(£) - (P - l)v(p) = pv(p) -(p- l)v(xp -a)£
VM. 

P 
Ainsi 

Ce lemme montre qu'il suffit de construire un élément x G L satisfaisant 
(15) (a = 13) pour démontrer la Proposition 9. Ceci résultera des Lemmes 
6 et 7. 

Soit Ko un sous-corps local de K, non ramifié sur Qp et à même corps 
résiduel que K, on sait que le degré de K sur Ko est l'indice de ramification 
de K sur Ko (Théorème 4, p. 46 [17]). Soient / l'extension non ramifiée 
maximale de Ko contenue dans L, V — 1R l'extension non ramifiée maxi­
male de R contenue dans L. Soient 6 une uniformisante de L et TT une 
uniformisante de R. 

L'élément 6 est racine d'un polynôme d'Eisenstein sur V de la forme 

h(X) = w(a0 + axX + . . . + a^X"-1) + X* 

où v(a{) è 0 et v(a0) = 0. 
On a 

V(®L,B) = »($*// ' ) = v(h'{d)). 
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Comme les nombres viiafi^1) + v(w)y 1 ^ i < /x et z /̂xfl""1) sont deux 
à deux distincts, on a donc, si v(T)L/R) ^ 2av(p) 

viiafi1-1) + V(TT) ^ 2av(p) 

et 

v(vB*-1) ^ 2cw(£). 

ce qui implique puisque v(p) ^ V(TT) > 0, que v(at) ^ m;(£) pour 
1 ^ i < M, ? ^ 0 mod ^a et M = 0 mod pa. 

On peut ainsi écrire h(X) sous la forme 

* (* ) = T(b0 + 6 i ^ a + . . . + b^XW) + Z ^ a + £«i?(X) 

où bt G Or, w(6o) = 0 et R(X) Ç O r [X] . 
De la même façon, 0 est racine d'un polynôme d'Eisenstein sur / , 

de la forme 

l(X) = p(co + c1X
pa + . . . + c^Xf-W) + Xspa + p«S(X) 

où ct e Oz, v(c0) = 0 et S(X) e Oj[X]. 

Nous dirons que x et x' éléments de 0L sont congrus modulo pa si 
x — xf £ ^ a Oi. Nous le noterons x == x' mod £a. 

LEMME 6. Il existe des polynômes P(X) et Q(X) à coefficients dans 0 7 

tels que 

(16) p = BspP(Bpa) mod pa 

(17) a = Q(6P<X) mod p« 

(l'élément a est le terme constant du polynôme Xv — a delà Proposition 9). 

Preuve. La forme du polynôme l(X) montre que 

p(c0 + cxe
v<x + . . . + c,-^8-»**) = -6spa mod p<*. 

Comme v(c0) = 0, il existe P(X) G Oj[X] tel que 

(co + erf*" + . . . + Cs-^8-»*")-1 = -P(6pa) mod £«, 

ce qui prouve la relation (16). 
Afin de prouver la relation (17), montrons tout d'abord qu'il existe 

Q(X) e Oz[X] tel que 

(18) 7T ES drpaQ(6pa) mod p«. 

La forme du polynôme h(X) montre qu'il existe Qo(X) Ç 0/'[^H tel que 

7T = 6rpaQo(dpa) mod p*. 
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Le polynôme Qa(X) peut s'écrire: 

Oo(X) = Q^X) + *Q2(X) 

où Qi{X) e Oj{X) et Qt(X) G Or[X]. 
Ainsi: 

T = e'^iQ^e**) + irQîie»")) mod p . 

Montrons que pour tout entier k è 0, il existe deux polynômes Qi,k(X) 
€ 07[Z] et Q2AX) € O r [ Z ] tels que 

(19) T a e^{Qlik{6^) + irdkr"aQ2,k^
pa)) mod £«. 

En effet, par récurrence, on déduit aussitôt de (19): 

x s 0r»Q(çM(0*") + ^ " " " ( ( ^ ( O + *ek<vaQ2,k{<>pa)) 
X QÎ.»(»"")) mod />». 

En écrivant: 

Q*.*(X) = Qi*(x) + *Q't;t(X) 

où Qt.k{X) € 07[X] et Çi^CX") € 0,<[.X], on aura (19) à l'indice 
k + 1 avec 

<2M+1(X) = Q1,k(X) + X«+»>Qlik(X)Qik(X) 

Q,,k+l(X) = Xk'Q,,k\X) + QiAX)QÏ.*(X). 

Il suffit alors de prendre k suffisamment grand pour obtenir (18). 
Puisque 0 7 ' = 07[7r], l'élément a £ 0R s'écrit: 

a = A(w) 

oùA[X] e Oj[X]. 
La relation (17) se déduit de (18). 

LEMME 7. Pour tout polynôme W(X) £ Or[X] il existe un polynôme 
W(X) e Oj[X)telque 

(20) (W(X))P s W(Xp) mod pOj[X}. 

Preuve. En effet, pour tout w G 07 , il existe w G 0 / tel que $ p = w 
(mod p) puisque le corps résiduel de / est parfait et que p est une uni­
formisante de I. Si 

W(X) =Wo + w1X+...+ wmXm 

on prend 

W(X) = w0 + WiX + . . . + wmXm. 
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Nous pouvons maintenant démontrer la Proposition 9. On construit 
par récurrence une suite finie (#f)ig^a d'éléments de L possédant les 
propriétés suivantes: 

(21) xt = T^-') 

(22) x? = a + 6S(P«+P«-I+...+P«-^ [/.(0P«-') m o d p* 

où Tt(X) et Ui(X) sont des polynômes à coefficients dans 07 . 

On part de 

où QPO est le polynôme du Lemme 6 et Q(X) est défini par le Lemme 7 
à partir de Q(X). On a: 

Xlp = Q{eva) + pv{eva-1) 

où F(X) Ç 07[X]. D'après le Lemme 8, on a alors 

Xl* = a + <9 s p a P(0^(^ a _ 1 ) mod £«. 

Par récurrence supposons donné xt £ L satisfaisant à (21) et (22). 
Posons: 

Xi+l = Xi - ds^a-l+pa-2+-''+»a-iWi(dva-i-1). 

L'élément xi+i est bien de la forme r 7 + i (^ a ~ ' _ 1 ) , ce qui est (21), et 

Xi+1p = x? - ds(pa+-'-+pa-i+lwi(d
pa-i) + pe^*-^---^"-^ 

où 7 , P O G 07[X]. 
On a donc: 

x m
p s a + ^ s(pa-1+--+pa- î ')F I(^a-1-1) mod £«; 

mais d'après le Lemme 6 on peut écrire: 

xt+1* s a + es^a+---+pa-^P(6pa)Vtie*"-'-1) mod £« 

ce qui est bien de la forme (22). 
On construit donc ainsi une suite (#<)i^<^a de Z, satisfaisant (21) et 

(22). La relation (22) appliquée à xa donne alors, puisque a ^ 2: 

»(*«* - a) ^ spa ^^V(P) 

puisque spav(6) = fl(£). Ce qui montre la Proposition 9. 
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3.2.2. Le cas général. 

THÉORÈME 3. Soient K un corps local de caractéristique nulle et de 
caractéristique résiduelle p > 0, L une extension algébrique de K telle que 
QL/K = (0), M une extension algébrique de L. Alors |35M,L\ = 1. 

Preuve. Il est clair qu'il suffit de démontrer le Théorème 3 pour M 
galoisien de degré fini sur L, ce que nous supposons désormais. Il existe 
un corps L' et une extension galoisienne T de L! de degré fini sur V 
telle que 

M = LT et [Lf :K]<oo. 

L'extension T sur V admet la suite de sous-corps suivante 

Lf CT«CTlCT2...CTn= T, 

avec To non ramifiée sur Z/, T\ sans ramification sauvage sur T0 et Ti+i 
cyclique de degré p sur Tt pour i = 1, 2, . . . , n — 1. Nous allons démon­
trer que 

\^)L(PV1)/L\ ~ 1» \&ToL(.P^Î)/L(PVl)\ ~ 1 

et 

\T)Ti+iL(pvi)/TiL(Pvj)\ = 1 pour i = 1, 2, . . . , n — 1, 

ce qui démontrera que |3)M/L| = 1. 
Comme T0 est inerte sur L! il est clair que 

®ro£(PVÏ)/L(îVT) = ( 1 ) . 

D'autre part, L(py/Ï)/L et TiL(py/ï)/ToL(p\/T) sont deux extensions 
sans ramification sauvage, elles sont donc définies par un polynôme de 
la forme 

Xe - a 

où (e, p) = 1 et \a\ < 1. Comme T)LIK = (0) l'indice de ramification 
sauvage de L sur K est infini. 

Soit 0 < c < 1, il existe p 6 L tel que 

c < \pea\ < 1, 

ainsi le polynôme / ( Y) = Fe — p*a définit la même extension, si y est 
racine, on a: 

\f(y)\ = l^*-1! = |p*a|(e-1)/g > c^"1^6 

ce qui prouve (Corollaire 2, p. 66 de [17]) que: 

| 2 )Z , (PVT)/L | = l ^ r iLavD/roLCîVï) ! == 1. 

L'extension Ti+iL(p\/J)/TiL(p\/T.) est cyclique de degré p ou 1. Si elle 
est de degré p, la théorie de Kummer dit qu'elle est définie par un poly-
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nome Xv - a Ç Ti(p\/ï)[X]. Quitte à remplacer U par un corps L" 
plus grand de degré fini sur K on peut dire que l'extension Ti+iL(p\/ï)/ 
TtL(pVÎ) est définie par le polynôme Xp - a 6 Z,"7\(%/ï) avec \a\ = 1. 
Soit a è 2 u n entier et L\ une extension de L" contenue dans L et telle que 

\^L\Ti(JPsrL)IL" Ti(PVl)\ < \P\2a, 

alors la Proposition 9 montre que 

\®LlTi + i(PV-l)/LlTi(PVl)\ > \p\Ua OU Ua = l/pa~l. 

D'après la Proposition 8, on a: 

\&LTi + i(PVl)/LTi(P-/ï)\ = l&LlTi + iiPy/D/LiTiiPy/T)] = I^T" 

il s'ensuit que 

\^LTi + i(PVl)/LTi(PVl)\ = 1 

ce qui démontre le Théorème 3. 

Remarque. Le Théorème 5 est une généralisation d'un théorème dé­
montré par Tate dans le cas particulier où K = Qp et où L = CœJ avec 
Cœ = Un^i Cn et Cn = Qp(pn\/T) (Proposition 9, p. 174 [19]). 

3.3. Extension de corps de différente nulle en caractéristique p > 0. Les 
résultats concernant la caractéristique p > 0 se trouvent dans [10] et [11]. 

THÉORÈME 4 ([10] [11]). Soient K un corps local de caractéristique p > 0, 
&~ Vensemble des sous-corps fermés de K contenant K, s/ Vensemble des 
extensions algébriques de K. Soit g Vapplication qui à F élément de 3^ fait 
correspondre sa trace F C\ K dans s/, et soit f V application qui à L des/ 
associe son adhérence L dans &~. Alors: 

0 / o g = 1^ 
ii) soit L un élément de s/y alors 

où Ls désigne l'extension separable maximale de K dans L. 

PROPOSITION 10 ([H]). Soient K un corps local de caractéristique p > 0, 
L un corps parfait algébrique sur K, M une extension algébrique de L. 
Alors \&M/L\ = 1. 

Preuve. L'application x n f est un isomorphisme de M sur M puisque 
L est parfait. Ainsi 

&M/L = ^MP'1 /LP'1 — &M/L-

Si M est de degré fini sur L, alors T)M/L ^ 0 et ainsi 35M/z, = 0M ou 
35M/z, = 2)?M (l'idéal maximal de 0M). La proposition en résulte. 
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4. Norme tensorielle, norme spectrale, un théorème de transfert. 
Dans ce paragraphe 4, on montre (Théorème 5) que sur L ® R M la 
norme tensorielle / est équivalente à la norme spectrale 5 si M est algébri­
que separable sur R et si 35 M / R 9^ (0). Inversement, on montre en 
caractéristique nulle que si 3)z,/« = QMIR ~ (0) alors 5 et / ne sont pas 
équivalentes. Ensuite, dans la situation L' (resp. M') extension algébrique 
separable de L (resp. M) et T)L'/L ^ (0), T)M'/M ^ (0), on montre 
(Théorème 6) que le radical de L' ® R M' est l'idéal fermé engendré par 
le radical de L ® R M. 

4.1. Bases orthogonales dans les extensions algébriques. 

LEMME 8. Soient K un corps local, R une extension algébrique de K et 
M une extension algébrique separable de degré n de R. Soit 0 < c < 1, alors 
il existe une c-base {eu e2, . • . , en\ de M sur R telle que 

ei = 1, \et\ S 1, iSDXr1,*! è max \et*\ ^ ^ | ^ % | , 

où {ei*, e2*, . • . , en*\ est la base duale de \eu e2} . . . , en) par rapport à la 
forme bilinéaire 

(x,y) ^TrM/R(xy). 

Preuve. Puisque M est separable sur R, on a M H R = R (Théorème 4, 
§ 3.3) et nous sommes dans les conditions d'application du Lemme 2, 
§ 1.2.1. 

Si R est à valuation discrète, la Proposition 1, § 1.1.1, montre qu'il 
existe une base [eu e2l . . . , en) de 0M sur 0R et l'on a e* 6 T)M/R~1-

Si R est à valuation dense, soit w 6 R tel que c < \w2\ < 1 et 
{eu e2, . . . , en\ une |/7r|-base de M sur R. Quitte à multiplier les e{ par un 
élément de R on peut avoir, \TT\ ^ \et\ ^ 1. Ainsi 

®iOReiCOMC®iORei/ir\ 

Par suite 

®iOB T2et* C STM/R C®iOR et*, 

ce qui prouve que T2 ef* £ QI^/R, donc que \et*\ < c^lTW1/^-1!. 

PROPOSITION 11. Soient K un corps local, R une extension algébrique 
de K et L une extension algébrique separable de R de dimension dénombrable 
sur R. Soient Lt une suite de sous-corps de L tels que R C Lt C Li+i C L, 
L = \Ji Lu [Lt : R] = nt < co et c un nombre réel, 0 < c < 1. Alors il 
existe une c-base (en)n de L sur R telle que. 

i) {eu £2, . . . , cni\ soit une base de Lt sur R 

ii) ei = 1, \en\ S 1 et max |^*| < c -1 |2)^ / jB | 
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où {e\\ e2\ • • • , eni
l) est la base duale de {e^ e2l . . . , eni) par rapport à la 

forme bilinéaire (x, y) *-*TrLi/R(xy). 
Si R est à valuation discrète on peut prendre c = 1. 

Preuve. Si R est à valuation discrète, Lt est à valuation discrète pour 
tout i. Soient {eu e2, . . . , eni) une base de 0L. sur 0R (Lemme8), et (fj) 
une base de 0Li+1 sur 0Li1 telle que / i = 1, alors {enfj}nJ est une base 
de 0Li+l sur 0R. Ce qui permet de construire par récurrence sur i une 
base de 0L sur 0R satisfaisant i). Il s'ensuit que en

l £ 351*//? ce qui 
montre ii). 

Si R est à valuation dense, soit cn une suite décroissante telle que 
limn_>œ cn = cin. Soit {ei, . . . , eni) une c rbase de L* sur R telle que 
c< < \en\ è 1- Soit (fj) une c i + i /c rbase de L î + i sur Lt (Lemme 8) telle 
que/ i = 1 et ci+i/ct < \fj\ ^ 1. Alors {enfj\ est une cî+i-base de Li+i sur 
R qui complète la base [e\, . . . , ent-} et telle que 

Ct+l ^ k n / j | ^ 1. 

Il s'ensuit comme dans la démonstration du Lemme 8 que 

I i+1\ ^ — 2I<TN ~l I 

\en | < c i + i \£JLi+i/R\-

4.2. Comparaison de la norme tensorielle et de la norme spectrale. 
THÉORÈME 5. Soient K un corps local, R, L, M des extensions algébriques 

de K avec R C L, R C M separable sur R. Si T)M/R ^ (0) on a pour tout 
z G L®RM 

| 3 W i ./(«) S s(z). 

Si K est de caractéristique nulle et si T)L/R = QM/R = (0), alors la norme 
spectrale s et la norme tensor ielle t ne sont pas équivalentes. 

Preuve. Soit z £ L &)R M, alors il existe une extension M' de R de 
degré fini sur R telle que M' C M et z G L ®R M'. Soit 0 < c < 1, alors 
il existe une c-base {ei, e2, . . . , en\ de AT sur i? telle que |ez| ^ 1 et 

I®M'/«I = m a x \e*\ = c""1!©^1'/*!, 

si {tfi*, ^2*, • • • , en*} désigne la base duale de \ely e2j . . . , en) par rapport à 
la forme bilinéaire (x, y) -̂> TrM> tR(xy) (Lemme 8, § 4.1). L'élément z 
s'écrit de façon unique sous la forme 

n 

z = ]C h ® eu avec / ^ L 

et l'on a 
/(s) ^ supi |Z<| 
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De plus on a: 

lt= E ^ (a) (!,«)«**' 
g 

où g parcourt les n i^-homomorphismes de M' dans K. Ainsi 

\h\ è s(z)\et*\. 

Ce qui prouve que 

C\®M'/R\t(z) ^ S(Z) 

ce qui montre que 

C\®M,RMZ) S S(Z). 

Supposons maintenant que K soit de caractéristique nulle et que 
T)L/R — QMIR = (0). Soient M' une extension de degré fini de R telle 
que M' C M, 0 < c < 1 et {eu . . . , en\ une c-base de M' sur R satis­
faisant le Lemme 8. Puisque QL/R = 0, on sait (Théorème 3, § 3.2.2) que 
\&LM' IL\ = 1» ainsi il existe x G LMf tel que 

TrLM>/L(x) = 1 et |*| < c~\ 

Soit i0 tel que \et*\ = max \et*\ et 

h = Trz \ei0 J 

il est clair que lt G £ et que \lt\ ^ c - 1 et li0 = 1. 
Soit 

Nous avons: 

&(z)(gi,g*) = E W 2 = E ( ^ ' ( E ^ V » ) 

où g décrit les L-homomorphismes de LM' dans K. 
En calculant la fonction caractéristique de (lM'i ^-M') dans 

& (Mf ®/e M'), on montre la relation suivante: 

V* *M„'* = i 1 si ^ ' ^ 
a ' '" lo si Mla,, 

Ï2\M> 

l^î"1 "l 10 si giglM> 5* g2iAr. 

Ainsi 

^0 sinon. 
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Donc 

s(z) = U . 

Comme \e*i0\ ^ |35âf\/«| et \x\ < c~l, on a: 

s(z) £ c-^SV/fll-

De plus 

t(z) ^ c max* \lt\ ^ c. 

Ainsi 

ce qui prouve que / et 5 ne sont pas équivalentes puisque %)M/R — (0). 

COROLLAIRE. Soient K un corps local de caractéristique résiduelle nulle, 
R, L, M des extensions algébriques de K avec R C L, R C M. Alors la 
norme spectrale s et la norme tensorielle t sont équivalentes. 

4.3. Un théorème de transfert. Dans tout ce paragraphe 4.3, nous nous 
placerons dans la situation suivante. Soient K un corps local, R, L, L', 
M, M' des extensions algébriques de K telles que R C L C L'\ R C M 
C Mf, L! (resp. M') est une extension separable de L (resp. M) et 
^L'/L 7e ( 0 ) , S) M'/M * (0). 

PROPOSITION 12. Soient K un corps local, R, L, L\ M, M' des extensions 
algébriques de K satisfaisant les conditions du début du paragraphe 4.3. 
Supposons de plus que L' {resp. M') soit de dimension dénombrable sur L 
(resp. M). Soient c un nombre réel, 0 < c < 1 et {et)i (resp. (fj)j) une 
c-base orthogonale de L! (resp. M') sur L (resp. M) satisfaisant les 
conditions de la Proposition 11. Soient &' (resp. &) la transformation de 
Gelfand de L' (g) R M1 (resp. L®RM). 

Alors la famille (^ ' (e* 0 fj))ij est une c'-base orthogonale de 

&'(L' ®RM')sur^(L®RM)aveccf = c*\<l)L>/L\ . \®M>,Mi-

Preuve. Il est clair que (et ® fj)ij est une c2-base de L' ®R M' sur 

L ® R M. Soit x £ U ® R M', il se décompose donc sous la forme 

x = H2auj(ei®fj) où aitje L®RM. 

De plus il existe une extension finie Ls (resp. Mt) de L (resp. M) telle que 
oc G Ls ®RMt et (ei)i^i^ns (resp. (ffjisj^mt) est une base de Ls (resp. Mt) 
sur L (resp. M). Soient donc (e*) (resp. ( / / ) ) leurs bases duales par 
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rapport aux formes bilinéaires 

(x,y) ^TrLs/L(xy) 

(resp. (x,y) >-*TrMt/M(xy)). 
Soient h\, h2, . . . , hns les ns L-homomorphismes de Ls dans K et 

si. ... y smt les mt M-homomorphismes de Mt dans K. Alors on a: 

ns mt 

r - l * = 1 

On a donc 

C2\®L>,L\ • \®*>,M\ max,., \\&(at,)\\ • ||e,|| • ||/,|| 

g | | ^ ' W | | ^ m a x | | ^ ( a ( , ) l l l h l l l l / . l l 

ce qui prouve la Proposition 12. 

THÉORÈME 6. Soient K un corps local, R, L, L', M, M' des extensions 
algébriques de K satisfaisant les conditions du début du paragraphe, & 
(resp. &') la transformation de Gelfand de L ® R M (resp. L' (§) R Mf). 

i) Alors le radical de L' ® R M', SR(Z/ ® R M') = ker <&' est Vidéal 
fermé engendré par dt(L <S> R M) = ker &. 

ii) Si & est un morphisme strict, alors (3' est un morphisme strict. En 
particulier, <3' (V ®RM') est complet. 

iii) Si de plus |S)z//z,l = |35W'/A/| = 1 et si & induit un isomorphisme 
isométrique de L ® R M/dt(L (5)R M) sur & (L <g)« M), alors &' 
indui un isomorphisme isométrique de L' ® R M'/$l(Lf fê)R M') sur 
&'{L' ®RMf). 

Preuve. Soit x £ L' (g)R M', commet est limite d'une suite de L' ® RMr, 
il existe un corps L" (resp. M") tel que L ' C L" C L1 (resp. M .C M" 
C M'), de dimension dénombrable sur L (resp. sur M). Soit (e*)* 
(resp. (/;);•) une c-base de L" sur L (resp. M) satisfaisant les conditions 
de la Proposition 11. Alors x s'écrit 

x = J2 aij(ei ® fi) où a a 6 LÇ$RM 

et lim*,, ||a0-|| ||ef|| | |^|| = 0. Donc 

&'(x) = Z&(*ij)&'(ei®fJ)-

Si &'' (x) = 0, la Proposition 12 montre que & (ai3) = 0 pour tout i, j . 
Donc 

au 6 9 t ( L ® * M ) = ker &. 

Ensuite ii) et iii) sont conséquences immédiates de la Proposition 12. 
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5. L'algèbre L®R M en caractéristique p > 0. Dans tout ce para­
graphe R désigne une extension algébrique d'un corps local K de caracté­
ristique p > 0, R la clôture algébrique de R et R le complété de R. 

THÉORÈME 7. Soient R, L, M trois extensions algébriques d'un corps local 
de caractéristique p > 0, traces sur R de sous-corps fermés de R et telles que 
R C L, R C M. Alors la transformation de Gelfand de L ® R M est un 
morphisme strict et le nilradical %l (L Ç§ R M) est dense dans le radical 

Preuve. Soient R" (resp. R') l'extension purement inséparable de R 
contenue dans L (resp. M). Soient L* (resp. Ms) l'extension separable 
maximale de R contenue dans L (resp. M). Alors on a L = LSR" et 
M = MSR'. Il suit que S)*/*" ^ (0) et ®M/R> 9* (0). En effet si T)Ls/R 

T£ 0 c'est clair et si &Ls/R = (0), alors R" = RKœ1 ainsi R" est parfait 
et c'est la Proposition 10. Alors le théorème résulte du Théorème 6 et 
de la proposition suivante. 

PROPOSITION 13. Soient R, R'', R" trois extensions algébriques a"un corps 
local K de caractéristique p > 0, traces sur R de sous-corps fermés de R. 
On suppose en outre que R' (resp. R") est^ purement inséparable sur R. 
Alors la transformation de Gelfand de R" ® R R' est un morphisme strict 
et le nilradical yi(R" Ç§R Rf) est dense dans le radical y{(R" ®R R') 
deR" ®RR'. 

Preuve. Soit & la transformation de Gelfand de R" (£) RR'. Il est immé­
diat de vérifier que & {R" ®RR') = R" (si R" 3 K). D'autre part on 
sait que le radical de R" ® R Rf est le nilradical de R" ® R Rr (on peut 
utiliser le Théorème 2, i)). Il en résulte que le nilradical de R" (g) R R' 
est dense dans le radical de R" ® R R' et ainsi la proposition est dé­
montrée. 

6. L'algèbre L ®R i f en caractéristique nulle lorsque 3 ) L / a = 
QM/R = (0). Dans tout ce paragraphe 6, K désigne un corps local de 
caractéristique nulle et de caractéristique résiduelle p > 0. Il contient 
donc Qp le corps des nombres ^-adiques. Soient Qp la clôture algébrique 
de QP1 Tn le sous-groupe de Qp

x des racines pn-\èmes de l'unité et T = 
Un^iP«- Soient Cn = Qp(Tn) le corps engendré sur Qp par Tn et Cœ 

= Un^iCn. L'étude du radical et du nilradical de L ® « M se déduit 
par des techniques de transfert plus ou moins compliquées de l'étude 
de S^ r , Cœ) [7]. Au paragraphe 6.1 nous rappelons le théorème fonda­
mental de [7] qui décrit le radical de l'algèbre 21(T} Cœ) et nous raffinons 
un résultat de [7] sur les nilpotents. Ces résultats se transfèrent sans 
problèmes à l'algèbre Cœ ®c'Cco (§ 6.2). Le transfert de ces résultats à 
RCœ ® « RCœ (§ 6.3) est un peu long mais nécessite uniquement des 
techniques usuelles. En revanche, le paragraphe 6.4 et plus précisément 
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le paragraphe 6.4.1 utilise des techniques vraiment nouvelles^ pour 
montrer que le nilradical de L ® R M est dense dans le radical de L ® R M. 

6.1. L'algèbre ^ ( T , Cœ). C'est l'algèbre des fonctions définies sur I\ 
à valeurs dans Cœ qui tendent vers zéro selon le complémentaire des 
parties finies de T. L'addition est l'addition usuelle des fonctions et le 
produit est la convolution définie par 

f*g(y) = E / (« )g («"7) . 

La norme sur 81 ( r , Cœ) notée || • || i est définie par 

11/11! = SUP , e r | / ( 7 ) | . 

Soit fé7 (ZP1 Cœ) l'algèbre des fonctions continues sur Zp à valeurs dans Cœ 

munie de la norme de la convergence uniforme notée || • ||. D'autre part, 
la transformation de Fourier (ou transformation de Gelfand) &~\ de 
^ ( T , Cœ) dans # ( Z „ C J est définie par J S ( / ) = / o ù 

H*) = E / ( T ) 7 : C . 

Les résultats essentiels sur 2X(T, Cœ) et J S se trouvent dans [7]. 

THÉORÈME 8. ([7]). La transformation de FourierJS de %1{T, Cœ) dans 
*io (Zp, Cœ) est un homomorphisme surjectif. Le noyau deJ^i est le radical 
3ii de ^ ( r , Cœ) (c'est-à-dire V inter section des idéaux maximaux), il est 
non nul. Vidéal 911 des nilpotents de%l(T, Cœ) est dense dans dtiettyli ^ 9îi. 
Enfin ^ \ induit un isomorphisme isométrique de ^(T, Cœ)/^îi sur 
^ (Zv, Cœ). 

Nous avons besoin de préciser le résultat sur les nilpotents. Nous allons 
montrer qu'un sous-ensemble 9ls de 9ti est dense dans 9îi. L'intérêt de ce 
sous-ensemble est que son image par certaines applications linéaires 
restera un ensemble de nilpotents. 

PROPOSITION 14. Soit k ^ 1 un entier etf £ ^ ( L , Cœ) tels quef(y) = 0 
si y (? Tk. Il existe un unique polynôme P(X) £ Cœ[X] de degré inférieur 
à pk tel que P (y) =f(y)siy G Tk. Si 

pk-\ 

P(X) = £ atX\ 

on pose \\P\\0 = sup \at\. Alors on a les relations: 
i) llflli ^ 11/11 \P\~k 

») 11/11 = \\P\\.\P\>. 
La preuve est immédiate (cf. aussi le Lemme 1 de [7]). 

Définition 7. Soit d à 1 un entier, 5 C N un sous-ensemble infini 
d'entiers. Soit ^ls,d le sous-ensemble de ^ ( r , Cœ) des éléments/qui sont 
limites d'une suite (fk)k^ possédant les propriétés suivantes: 

https://doi.org/10.4153/CJM-1983-014-6 Published online by Cambridge University Press

https://doi.org/10.4153/CJM-1983-014-6


246 J. FRESNEL ET M. MATIGNON 

i) Pour tout k £ N, il existe sk £ S tel que^(7) = 0 s i 7 (? TSk\ 
ii) Pour tout 7 € T et pour tout fc on 2ifk(y) G C5fc; 

iii) l im*^ \\fk\\ \p-s«/d\ = 0. 

PROPOSITION 15. Pour tout f Ç yis,dOnafd = 0. 

Preuve. S o i t / = lim^^^ /A où la suite (fk)k satisfait i), ii), iii) de la 
Définition 7 

llA'll ^ \\Ud-
Ainsi (iii) montre que 

Km*.,» H//II |̂ |"Sfc = 0. 

Or d'après la Proposition 14 

I I M i ^ II//II \P\~S"-
Ainsi 

l im.^ll /ZIl! = 0 et f = 0. 

Définition 8. Soit 9ï,s le sous-ensemble de ^(P» Cœ) défini par 91 s 

Il s'agit de montrer que $ls est dense dans 3ii. La démonstration 
utilise le travail de [7] et plus particulièrement le Lemme 5 que nous 
traduisons ici. 

LEMME 9. Soient r, s, t Ç N tels que 0 < r S s <C /. Soient A, /* G R te/s 
gwe 0 ^ \ g |i g 1. Soient C un sous-corps de Qp et P(X) £ C'[X] un 
polynôme de degré inférieur àps tel que 

\\p\\. fk \P\-*°. 

Alors il existe un polynôme Q{X) Ç C'Ct[X] de degré inférieur à p* tel que 

IIGII. â \p\->' 
Q(y) = P(y) Pour y e r r 

IG(Y)I = |P(T)I pour y € rs 

| (2 (T) | ^ c\p\("-»s->" pour y 6 r , - r „ 

oûc = | £ | - 1 / M . 

Preuve. Ce lemme est le Lemme 5, page 234 de [7]. 

THÉORÈME 9. Le sous-ensemble 9Î s de S1 ( r , Cœ) es/ rfewse dans le radical 

Preww. Soient « > 0 et g € 9ti. Soit g* € g 1 ^ , Cœ) tel que g*(7) = 2(7) 
si 7 € T, et gk(y) = 0 si 7 € r*. 
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Soit ri un entier tel que 

\g(y)\ < e si y <2 r v 

Soit Si > ri et si G 5 tel que 

Mn\\<C-l\\P\T>. 

Soit Xi tel que 

\\tx\\^\P\a-Ws^<crll\p^\ 

et 

0 < Xi < 1. 

Il existe X2 tel que 

Xi < X2 < 1 

et 

| £ | (X | -Ai )« i - r i < c - l e # 

Soit/ i e 8x(r , Cœ) tel que 

ll/i - g.JI < HkJI 

et 

My) = o si 7 ^ r v 

Il existe w0 è Si tel que pour tout y € T, on ai t / i (7) Ç CnQ. Soit P\(X) 
G Cno[J\T], l'unique polynôme de degré inférieur à pSl tel que 

Piiy) = / I ( T ) pour 7 Ç I \ . 

Soit d un entier tel que 1 — l/(d — 1) > X2 et soit (Xn)w^3 une suite 
croissante de limite 1 — l/(d — 1), avec X3 > X2. Soit (rk) la suite définie 
par rk = rx + k — 1. Alors il existe une suite d'entiers (sk)k^2 contenue 
dans 5, telle que 

sk è rk 

(23) (Xjt+i - X*)** - K+irk è (X2 - Xi)*i - X2ri 

et 

(24) limfc_,œ ((X*+i - X*)^ - Xjt+ir*) = +oo. 
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Alors le Lemme 9 permet de construire une suite (P*)* de polynômes 
qui satisfont 

(25) Pk(X) € CnoCH[X], d°Pk(X) < p°* 

(26) |[P*||, g \p\-*»* 

(27) Pk(y) = P^-iM pour 7 6 IV, 

(28) \Pk(y)\ = \Pk-i(y)\ pour 7 € IV, 
(29) |P*(7) | g clplftt-x*-,).»-,^*^, p o u r y £ rSk- r, t_!. 

En effet, par définition, -Pi(X) € C„JX], il est de degré inférieur à su 

et de plus 

HPill = ll/ill \P\-S1 = ll&JI \P\-$1 â bhXlSl-

Le Lemme 9 montre qu'il existe un polynôme -P2PO satisfaisant (25), 
(26), (27), (28), (29). Il est alors clair que le Lemme 9 permet de cons­
truire par récurrence la suite de polynômes (Pk)k>2 satisfaisant (25), 
(26), (27), (28), (29). 

Soit/* l'élément de ^ ( T , CJ défini par 

My) = P*M si 7 e TSk 

fk(y) = 0 si 7 € I V 

Les relations (24), (27), (28), (29) montrent que la suite (fk) est con­
vergente et que 

My) = / I ( T ) si 7 G r r i 

| /*(7) | < € si 7 g r r i . 

So i t / = \imk^œfk, alors 

De plus les relations (26) et ii) de la Proposition 14 montrent que 

ll/.JI = IIJMI, • \p\» ^ \P\»11-™, 

et puisque \k ^ 1 — l/(d — 1), nous avons 

lim^œ ll/JI |/>|-«">'* = 0. 

Enfin la relation (25) montre que 

My) £ <V si s* ^ «0. 

Ceci prouve q u e / 6 9îs,d, ainsi 9? s est dense dans 9îi. 

6.2. L'algèbre Cœ ® c Cœ. Soient C un sous-corps de Cœ de degré fini 
sur QpetG = Gai (Cœ/C) le groupe de Galois de Cœ sur C . On identi­
fiera G à un sous-groupe de Zp

x qui est un sous-ensemble de Zp. 
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Définition 9. Soient d ^ 1 un entier, S une partie infinie de l'ensemble 
N des entiers. Soit ^ls,d (Cœ ® c C J le sous-ensemble des z Ç Cœ 

® c Cœ Qui sont limites d'une suite zk satisfaisant les propriétés suivantes: 
i) Pour tout k, il existe sk £ S tel que zk Ç CSk ® c> CSfc 

i i ) l im^œ | |^fe)| | |^-^| =0. 
PROPOSITION 16. Pour tout z G 5fls,d(Cœ ® c Cœ) on a zd = 0. 
Preuve. Soit s G Sfts.d et z* une suite convergent vers z et satisfaisant i) 

et ii) de la Définition 9. Nous savons que 

(30) \\&(zk<)\\ \p-°>\ ^ ( | l#(*»)| | . | p-sui^Y. 

Or 

is>c.t.c'i > i^r*. 
Ainsi 

W(z*d)\\\®c,jcrl<\\&(z*d)\\-\pr<: 
Ainsi ii) de la Définition 9, (30) et le Théorème 5 montrent que 

zd = lim^ ,** 0. 

Définition 10. Soit 9t s(Cœ & c , C J = U ^ i SRs.d(Cœ ® C ' C J . 

Il suit de la Proposition 16 que l'ensemble yis(Cœ ® c ' C J est con­
tenu dans l'idéal $1 (Cœ ®C' Cœ) des nilpotents de Cœ ® c* Cœ. 

THÉORÈME 10. 5^7 C «w sous-corps de Cœ de degré fini sur Qp. Alors 
le radical 9î(Cœ <8)cACJ oie Cœ ® c Cœ est le noyau de la transformation 
de Gelfand & de Cœ(& C' Cœ. Vhomomorphisme & induit un isomorphisme 
isométrique de Cro <g)c< CJ$t(Cœ ® C' CJ sur & (Cœ <g)C' C J . Le m7-
radical 91 (Cœ ® c C J de Cœ ® C ' Cœ ^ dewse daws 9î(Cœ <8>C' C J e/ 

5tt(Cœ(É)c'CJ ^ 9ï(Cœ<8>c'CJ. 

P/w5 précisément l'ensemble 91 s (Cœ ® C ' C J est dense dans dt (Cœ ® c C J . 

Preuve. Considérons le diagramme suivant: 

8*(r,cj-

V 

Y 

•> # (z„ c j 

->^(G X G, CJ 

ou 
»(/) = Z/(7) ® T 

<*(<?) (gi, #2) = ^ ( g r 1 ^ ) ' 1 . 

Ce diagramme est commutatif et on a ||v|| = 1. 

https://doi.org/10.4153/CJM-1983-014-6 Published online by Cambridge University Press

https://doi.org/10.4153/CJM-1983-014-6


250 J. FRESNEL ET M. MATIGNON 

Soient 0 < c < l e t < p £ $(Cœ ® C ' Cœ). Puisque G est ouvert, il 
existe <pi € *$(Zp, Cœ) tel que ||^|| = ||<pi|| et a(cpi) = <p. D'après le 
Théorème 8 il existe fx G ̂ ( T , C J tel que ^i{fi) = <pi et \\frW ^ c^W ^ | | . 
Ainsi 

\\v(fi)\\ £cri\\<p\\ et ^{v{f,)) = ^ 

Ce qui prouve que Cœ <8)C' Cœ/SUCœ ® C ' Cœ) est isomorphe et isomé­
trique à ^ ( C œ ® c ^ C J . 

Soit u G S^ r , Cœ) l'unique élément tel que ^\{u) soit la fonction 
caractéristique de G et que u(y) = 0 sauf pour un nombre fini de y £ T. 
On 2LV(U) = 1 et donc v(l — u) = 0. Alors 

ker (a o J S ) = (1 - u) * g 1 ^ , C J + » i . 

Ainsi 

Puisque Sfts est dense d a n s a i (Théorème 9) il est clair que vffis) est 
dense dans v(dli) = ^î(Cœ ® c Cœ). Il est d'autre part immédiat que 

v ( 9 l s ) C 9 M C 0 O < g > c C J . 

Ce qui prouve que 9ts(Coo <S>c d>) est dense dans 9î(Cœ <8>c C„). Enfin 

résulte de la proposition suivante: 

PROPOSITION 17. ([7]). Soit K un corps muni d'une valeur absolue ultra-
métrique, complet, de caractéristique résiduelle p ^ 0 et soit A une K-algèbre 
de Banach. Désignons par %l Vidéal des nilpotents de A et par 9? le radical 
de A. Supposons que $1 = 9î et quil existe un idempotent e de norme supé­
rieure à 1 et de norme 1 dans A/fà. Alors 91 9^ 3u 

6.3. Valgèbre RCœ & R RCœ. Le but de ce paragraphe est de transférer 
les propriétés de l'algèbre Cœ ® C ' Cœ à l'algèbre RCœ (& R RCœ. Pour 
cela quelques lemmes sont nécessaires, nous conservons toujours les nota­
tions et les hypothèses du début du paragraphe 6. 

LEMME 10. Soient R une extension algébrique du corps local K, telle que 
QR/K 5e (0), C = R r\ Cœ et Ko' un sous-corps fermé de KC contenant C, 
non ramifié sur C et dont le corps résiduel est celui de KC'. Soient (en)n<zN 

une 1-base orthogonale de 0Cœ sur Oc>. Alors pour toute famille finie (A n) 
où \n G R, on a 

(31) l&fl/^o'lmax |X„| \en\ S ^nen ^ max |Xn| • \en\. 

Preuve. Montrons d'abord que C' est une extension de degré fini de Qp. 
Soit Ko un sous-corps fermé de K non ramifié sur QP dont le corps résiduel 
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est celui de K (Théorème 4, p. 46, [17]). Comme C est complètement 
ramifié sur Qp on a 0KoC' = 0KoOc> et ainsi 

\QKOC'/KO\ = l ^c ' / o j -

Or: 

IS/CAKol ' l^KC'/K] — l'&KoC /Ko\ ' \<)KC' /KoC'l' 

Si C était de degré infini sur Qp on aurait 

0 = |3)C"/QJ — l&KoC/Kol 

et ainsi 0 = {QKC/KI* ce qui contredit &R/K 9e (0). 
Puisque C est de degré fini sur Qp, alors KC est un corps local. Soit 

Ko' un sous-corps fermé de KC non ramifié sur C et dont le corps résiduel 
est celui de KC (Théorème 4, p. 46 [17]). Ainsi KC est une extension 
algébrique de Ko dont le degré est l'indice de ramification de KC sur 
Ko. Par suite R est algébrique sur Ko et T)R/Ko' 7e (0). 

Soient \n G R pour 1 ^ n S s, x = 22^=1 XA» il existe une extension i?' 
de degré fini sur K0

f telle que i£' C R et Xn G i£' pour 1 ^ w g 5. Soit 
{/i»/2, • • • Jm) une 1-base orthogonale de 0R> surO*0> et {/i*,/2*,. . . ,/*»*} 
la base duale par rapport à la forme i^o'-bilinéaire 

(x,y) »->Tiv/*v(ry), 

on a/<* 6 ©âviro'- Ecrivons Xn sur la base {/i, f2, . . . ,/„} 

m 

Xw = 22 /*n,*/i OÙ Hnti G i^o' 

ainsi 

et par suite 

n 

et 

Puisque Ko est non ramifié sur C, que Cœ est complètement ramifié sur 
C , on a OK0>cœ = OK0>OCœ- S i 

v = 22 A*A avec Mn G -KV, 
n 

alors 

H = maxn \nn\ \en\. 
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Donc 

supn,t l/in.il \en\ ^ | J W o ' l - 1 • \x\. 

Or 

|Xn| ^ max,' \nnti\. 

Donc 

fàn/Ko'l max„ |Xn| • |e„| <£ |*| ^ max„ |Xn| • \en\, 

ce qui prouve le lemme. 

LEMME 11. Les hypothèses sont celles du Lemme 10. Alors l'injection 
canonique a de Cœ ® C

f Cœ dans RCœ ® R RCœ se prolonge^par continuité 
en une injection toujours notée a de Cœ ® c Cœ dans RCœ ® R RCœ. Pour 
toute famille finie (Xn>m) où Xn>w £ Ron a: 

(32) l ^ / ^ / ^ m a x |XWiW 

< max |Xn n,m\ pw| |^m|* 

Preuve. La relation (32) est une conséquence immédiate de la relation 
(31). Ce qui prouve que 

ISWo'l2MI ^ l|a(*)ll ^ NI, pour t ou t s G Cœ(g) c , Cœ. 

LEMME 12. Les hypothèses sont celles du Lemme 11. De plus, soit R' un 
sous-corps de R contenant KC et de dimension sur KCf dénombrable. Alors 
r injection canonique /3 de R'Cœ ® R> RfCœ dans RCœ ® R RCœ se prolonge 
par continuité en une injection toujours notée /3 de R'Cœ ®i?' R'Cœ dans 
RCœ®RRCœ.Pourtouty £ R'Cœ ®R>R'Cœona: 

|£Wo'l2lbll S 11/3(3011 ^ IWI-

Soit (uv)v une 1-base orthogonale de 0R' sur Oc>. Alors pour tout 
z £ l3(RfCœ ® # ' RfCœ) il existe une famille (zv)v unique avec 
zv G Cœ(g)c' Cœ, \\mv^œzv = 0 

z = ^uva{zv) 
V 

et 
I&R/KO'I max, \uv\ • ||s„|| ^ ||s|| ^ max, \uv\ • \\z„\\. 

Preuve. On a trivialement ||/8(y)|| S \\y\\> Si 

y = X ^n.m^n ® «m, OÙ X n , m Ç R', 
n.ra 

d'après le Lemme 11 on a 

IS)*/*,,'!2 max„,ra |X„,m| • \en\ • | e j ^ \\P(y)\\ S maxn,m |XnJ • \en\ • |é?ro| 
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et puisque 

||y|| ^ maxn ,m |Xn>m| • \en\ • \em\. 

Alors 

l îWo'l2 • b\\ è \\P(y)\\ è \\y\\ 

ainsi /3 se prolonge par continuité en une injection. 
Montrons qu'il existe une 1-base orthogonale de 0R> sur 0C'- En effet, 

un relèvement d'une base du corps résiduel de Ko sur le corps résiduel 
de C est une 1-base orthogonale de 0Ko> sur Oc>. D'autre part, puisque 
Ko est un corps local et que Rf est algébrique et de dimension dénom-
brable sur Ko', il existe une 1-base orthogonale de 0R' sur 0Ko'. Le 
compositum des deux bases est alors une 1-base orthogonale {uv)v de 
0R> sur Oc>. 

Soit z G P(R'Cœ ® « ' R'Cœ), il existe une famille (\n,m)n,m telle que, 

\,m —> 0, \n<m G R et 

n,m 

(33) \T)R/KO>\2 maxB,m !Xn,m| • \en\ • \em\ ^ ||z|| ^ maxn,m | \„,m | • \en\ • |em |, 

c'est le Lemme 11. 
On décompose X„,m sur la 1-base (uv)v et l'on a 

An,m = / ; Hn,mMv 
v 

avec Mn,m G C , Mn.m —> 0 et 

(34) |X„,m| = max \&,m\ • \uv\. 
v 

Ainsi 

On pose: 

et on a 

(35) ||z„|| = max„ iW | ^ , m | • |en| |eTO|. 

Ainsi les relations (33), (34), (35) montrent que 

\&R/KO'\2 max, \u,\ \\zP\\ ^ ||z|| ^ max , |w„| • ||sv|l. 

https://doi.org/10.4153/CJM-1983-014-6 Published online by Cambridge University Press

https://doi.org/10.4153/CJM-1983-014-6


254 J. FRESNEL ET M. MATIGNON 

LEMME 13. Les hypothèses sont celles des Lemmes 11 et 12. Soient 
z 6 0(R'Cœ ®R> R'CJ etz£ ïï(RCœ®RRCœ) le radical de RCœ®RRCœ. 
Alors il existe une famille (zv)v unique telle quezv Ç ^{C^ ® c Q , 

zv l im^ œ zv = 0, 

et 

z = Y^Uva&v) 

\&R/KO'\2 max„ \uv\ - \\zv\\ S INI ^ max, \uv 

Preuve. Puisque Gai (Cœ/C) = Gai (RCœ/R) il existe une injection 
canonique a' de & (Cœ <§c> Cœ) dans & (RCœ ® * RCJ. Alors le 
diagramme suivant est commutatif 

Cœ®cCœ 

& 

?(Cœ®C 'CJ-

+ RCœ®RRCœ 

<(RCœ<g)RRCœ) 

Soit s Ç /3(R'Cœ ® / r R'Cœ), d'après le Lemme 12 il se décompose 
sous la forme 

z = ^uv -a(zp) 
V 

avec z, 6 C» <S)C< Cœ, l im^ œ z„ = 0 et 

I^R/KO'I2 max» |M,| • \\zy\\ g ||z|| g max» \u,\ • \\z,\\. 

Si z <6 5R(i?Cœ ® s i î C J , alors ^ ( s ) = 0, donc 

0 = I « , f {z,) (gi, g2), pour tout gi, g2 € Gal (RCJR). 
v 

Or le Lemme 10 montre que R' ® c Cœ est canoniquement isomorphe 
à (R'Cœ)* et comme (w„)„ est une 1-base orthogonale de Rf sur C on a 

^(s*)(gi> £2) = 0, pour tout v et pour tout gi, g2 G Gai {RCJR). 

Donc JS„ 6 ker S? = 9î(Cœ ® c/ Cœ). Ce qui prouve le lemme. 

THÉORÈME 11. Les hypothèses sont celles du début du paragraphe 6. 
Soient R une extension algébrique du corps local K telle que QR/K ^ (0), 
C = R C\ C^. Alors la transformation de Gelfand & de RCœ (g) R RCœ 

induit un isomorphisme isométrique de RCœ ® RCœ/$l(RCœ ® RCœ) 
sur & (RCœ ® R RCœ). Le R-espace vectoriel fermé engendré par 
«mCm ® c C J ) est ïï(RCœ®RRCœ). 
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Preuve. Soit <p Ç & (RCœ ® * RCJ, il existe y Ç ^ C œ <g>* ^C» tel 
que & (y) = <£>. Comme y est limite d'une suite d'éléments de RCœ 

® R RCœJ il existe une extension R' de K de dimension dénombrable sur K 
telle que 

# ' CR et ? e / 3 ( i ? T œ ® ^ i ? ' C J . 

Ainsi «7 6 ^ ( ^ ^ ( è i r ^ ' C J . 
Soit £ un nombre réel tel que 0 < c < 1, alors RfCœ admet une c-base 

orthogonale {vv)v sur Cœ. En effet, le Lemme 10 montre que toute 1-base 
de KQ sur C est une 1-base de Ko'Cœ sur Cœ, ensuite comme RfCœ est 
algébrique et de dimension dénombrable sur K0'Cœ il admet une c-base 
sur Ko'Cœ, ains[ R'Cœ admet une c-base sur Cœ. 

Soit g Ç Gai (RfCœ/Rf), alors <p(l, g) admet une décomposition unique 
sous la forme 

(36) <p(l,g) = J^av(g)vv 
V 

avec av(g) G Cœi l i r n , ^ \av(g)\ \vv\ = 0 et: 

c max, \av(g)\ • |t>„| ^ |</?(1, g)\ ^ max, |a„(g)| |v,|. 

Soit bv la fonction définie sur G X G à valeurs dans Cœ, où 

G = Gai (C^/C) = Gai (R'CJR) 

définie par 

(37) bv(gugi) = aw(grlg2yK 

Il est clair que bv £ ^ (Cœ (8)C' C ) A - Or, d'après le Théorème 10, 
il existe zv £ Cœ ® C' Cœ tel que 

(38) &(z,) = 6, et c||«,|| S \\b,\\. 

Soit donc 

^ = ]£a(s,)(v„ ® 1). 

Alors les relations (36), (37), (38) montrent que 

&(*)0-,g) = <f(Xig) et donc & (z) = <p 

et 

c2\\A\ ^ Ikll-
Soit z G 9f(JRCœ ®fl RCœ), comme z est limite d'une suite de RCœ 

®R ^ C œ il existe un corps R' (Z R contenant KC et de dimension 
dénombrable sur KC tel que 
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Alors le Lemme 13 montre que z appartient au i^'-espace vectoriel fermé 
engendré par a(SR(Cœ ® c Cœ)). 

6.4. L'algèbre L ®RM. 

6.4.1. Les nilpotents de L (£) R M. L'objet de ce paragraphe est de 
montrer que 91 (L ® R M) est dense dans 9î(L ® R M). Nous verrons en 
6.4.2 qu'il suffit d'étudier deux cas: celui où M C RCœ et celui où 
M C\ RCœ est de degré fini sur R. Le premier cas est assez facile, en re­
vanche le second cas utilisera 6.1, 6.2, 6.3. 

CasoùMCRCœ. 

Définition 11. Soient R une extension algébrique du corps local K, L 
une extension algébrique de R telle que T)L/R — (0). Alors le Théorème 3, 
§ 3.2.2, montre que \T)LCOO/L\ — 1- Alors l'extension LCœ de L satisfait 
aux hypothèses de la Proposition 11, § 4.1, en prenant Lt = LCt. Soient 
0 < ci < 1 et {fn)n une base de LCœ sur L satisfaisant aux conditions i) 
et ii) de la Proposition 11. Il existe une forme L-linéaire p sur LCœ telle que 

p(x) = TrLd/Lifi**) si x Ç LCt 

et l'on a pour tout x G LCœ 

\P(x)\ ^ c2-
l\x\. 

Ainsi p se prolonge par continuité en une forme L-linéaire sur (LCœ)A 

telle que 

p(x) = x si x G L. 

THÉORÈME 12. Soient R une extension algébrique du corps local K, M une 
extension algébrique de R contenue dans RCm et telle que T)M/R = (0). Soit 
L une extension algébrique de R telle que T>L/R = (0). Alors le nilradical 
yi(L ®R M) est dense dans le radical 9î(L ® R M). 

Preuve. Puisque QM/R = (0), la proposition montre que T)R/K ^ (0). 
Soit C = R C\ KœJ puisque T)R/K ^ (0), l'argument du début de la 
preuve du Lemme 10, § 6.3, montre que C est de degré fini sur Qp. 
D'autre part la théorie de Galois montre qu'il existe un corps intermé­
diaire T entre C et Cœ tel que M = RT. Comme T)M/R = (0), on a 
T)T/QP = (0). La théorie de Galois montre que Cœ est de degré fini sur T. 
Soient n = [Cœ: T] et {ei, e2, . . . , en) une base de RCm sur RT telle que 
ei = 1. Soit {ei*, ^2*, . . . , en*} la base duale de {ei, e2f . . . , en\ par rapport 
à la forme Jlf-bilinéaire de MCœ = RCœ1 

(x,y) ->TrMCœ/M(xy). 

Soit r la forme M-linéaire sur MCœ définie par 

T(X) = TrMCoo/uiefx) 
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on a 

T(X) = x pour tout x € M 
et 

\T(X)\ ^ |ei*| • \x\ pour tout x G MC^. 

Ainsi T se prolonge par continuité en une forme M-linéaire de (MCœ) A 

telle que 

T(X) = x pour tout x £ M. 

Soit p la L forme linéaire sur (LCœ)*. Alors p (g) r est une application 
L ® « M-linéaire de LCœ ® B MCOT telle que 

(39) p 0 T(Z) = s pour tout z £ L ® R M 

et 
||P ® r(z)\\ ^ \e!*\c2-l\\z\\ pour tout z Ç LCœ ® « MCœ. 

Montrons la relation suivante pour tout z £ LCœ ® « MCœ 

(40) | | # ( p ® r ( * ) ) | | g |Cl*| | c r > | • ||S?(z)||. 

Il suffit de montrer cette relation pour z = a<g)boùa(z LCni et 
ft € MCœ 

^ ( p ® r(a ® ft))(gl, fc)=H (/i'o)'«'(ci*ft)'''' 
(T o' 

où o- et o-' parcourent une famille finie d'éléments de Gal (K/R). Ainsi 

&(p ® r(a ® ft))(gi,ft) = Z Z ( / iV- ' te i*) ' ' ' ' 

X ^ ( a ® ft)(gKT,fKr'). 

Comme a et c' sont des isométries il est clair que 

| # ( p ® T(C ® 6))(f,, f,)l ^ le*"1! ki*| | | ^ ( o ® ft)||, 

ce qui prouve (40). 
On déduit des relations (39), (40) que 

P ® r(9î(ZCœ ® s ¥ C J ) C di(L <S)R M). 

D'autre part le Théorème 6, § 4.3, montre que 

JR(L <8>B M) C 9KZC» ® * MCœ)^ 

les conditions d'application du Théorème 6 sont satisfaites, on a: 

puisque T)L/R = T)M/R = (0) (Théorème 3, § 3.2.2). 
Ainsi la relation (39) montre que 

P ® r(di(LCœ ® « MCJ) D P ® r(8î(L ® * M)) = {R(L ® * Jlf ). 
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Ainsi 

(41) p ® r(91 (LCœ <8>« MCJ) = 91 (L (g)* M). 

Puisque Qncœ/R = (0) le Théorème 3, § 3.2.2, montre que 

l^LCœ/RCœl — l&MCœ/RCool = 1 

et alors le Théorème 6, § 4.3,^ dit que $l(RCœ (g)* MCJ est l'idéal 
fermé engendré par 5R(i?Cœ ® R RCœ). Or le- Théorème 11 montre 
que le i?-espace vectoriel engendré par a(yts(Cœ®C' Cœ)) est dense 
dans $l(RCœ ® « i ? C J . Ainsi le L ®JZ M-module engendré par 
«(9ls(Cœ ® c , C J ) est dense dans M(RCœ <g>R RCJ. 

Il suit alors de (41) et du fait que p ® r est continu que 

P® r ( a ( 3 M C œ ê c ' C J ) ) 

est dense dans 9î(LCœ (£)# MCœ). Il reste donc à montrer que 

P®T(ams(Cœ®c>CJ)) 

est un ensemble de nilpotents. 
Soit z Ç yis,d(Cœ ® c ' Cœ) et (zfc)fc une suite convergente vers z et 

satisfaisant i), ii) de la Définition 9, § 6.2, 

(42) zk 6 C.t ® c - CSjt 

(43) lim^a>\\9(zt)\\\p-"'\ = 0 . 

Soit &o un entier tel que ei* G RK*k • Alors pour tout k è &o, on a 

P ® r f e ) 6 L®RRCSk. 

Les relations (40) et (43) montrent que 

\\mk^\\& (p ® r{zk))\\ • \P-Skli\ = 0 . 

Soit donc 

Hm^ œ | | ^ ( p ® r(z*))|l • \®BClklB\-lld = 0. 

Ainsi 

l im^ œ | | ^ ( ( p ® T(S»))*)II • \^Rc.h,R\-1 = 0. 

Comme (p ® T(zk))
d Ç L ®RRCSk, le Théorème 5, § 4.2, montre que 

lim*_œ (p ® r(z*))d = 0. 

Donc que 

(p ® r{z))d = 0. 

Ainsi p (8> r(a(3fl<s(Cco ® c Cœ))) est un ensemble de nilpotents et le 
théorème est démontré. 
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Cas où M C\ RCœ est de degré fini sur R. Ce cas nécessite quelques 
propositions et lemmes préliminaires. 

PROPOSITION 18. Soit R une extension algébrique du corps local K. Alors 
il existe une constante C\ ne dépendant que de K telle que pour toute extension 
algébrique M de R satisfaisant 

lawi < \P\U 

où s 6 N, on ait 

C\ < l&MCa/Mi-

Preuve. On peut supposer que M est de degré fini sur R. De plus il 

existe une extension R' de degré fini sur K, R' C R et une extension Mf 

de R' tels que: 

[M' : R'] = [M : R], [RCS : R] = [R'CS : R!] 

et 

|3>*'/«' l < \P\2S-

D'autre part on a: 

\PU\ < \®Cn,QP\ 

donc 

\pn\ < |$D*'c/*'|. 

Si» à 1 

\&M'CnlR'Cn\ = Y&M' IR'\ ' l&M'Cn/M'] ' | 3 ) R' Cn IR' | * > 

donc 

I S V c / a ' c l ?k \P\2s~n S \p\^~n). 

Ainsi la Proposition 9, § 3.2.1, montre que: 

\S>M'Cn + llM'Cn\ > W"" OÙ «„ = l / (P™~1) . 

Donc 
s-l 

| S W w ^ | > I^Vcwl |£|W=1 è \P\2. 

PROPOSITION 19. Soient R une extension algébrique du corps local K et 
M une extension algébrique de R telle que M C\ RKœ soit de dimension finie 
sur R et T)M/R = (0). Soit (Mk)k^ une suite d'extensions de degré fini de R 
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satisfaisant les conditions suivantes: 

(44) M H RCœ CMkC Mk+1 C M pour tout K N 

(45) Hm^ œ | 3 W « | = 0 

(46) soit sk V entier défini par 

\p\'Sk+l < \T)Mk/R\ < \p\^ 

la suite sk est strictement croissante et s0 ^ 1. 
Soit 7T 6 Mo tel que \w\ < \pA\ci où C\ est défini par la Proposition 18. 

Alors il existe une base (e*)*€N de MCœ sur M satisfaisant les propriétés 
suivantes: 

i) {eu e2} . . • , eok\ est une \ir\k-base orthogonale de MkCSk sur Mk et 
aussi une \ir\k-base de MCsk sur M, où ak = [MkCsk : Mk] et où e\ = 1; 

ii) la base duale {e\k, e2
k, . . . , eak

k\ de {eu e2, . . . , evk\ par rapport à la 
forme bilinéaire 

(x, y) *-*TrMkc.k/Mk(xy) 

est telle que 

\ek\ ^ \ir\~k pour 1 ^ i ^ ak. 

Preuve. Il existe dans Mk un élément irk satisfaisant 

\p\1,pSk è | T , | < 1; 

si R est à valuation discrète, l'uniformisante de Mk satisfait cette rela­
tion puisque 

|SW*I > P2Sk+\ 

si R est à valuation dense il existe dans R un élément irk satisfaisant cette 
inégalité. On a: 

ft w > \p\-
fc=0 

On construit la base (e*)*€N par récurrence sur k de la façon suivante: 
soit {eu £2, . . . , eak\ une |7r|fc-base de MkCSjc sur Mk telle que 

(47) |7Ti7r2 . . . irk\ < \et\ S 1 pour 1 ^ i ^ ak 

(48) \et
k\ g \ir\-k pour 1 ^ i ^ ak 

où (ek) désigne la base duale de {eu e2, . . . , eak\ par rapport à la forme 
bilinéaire 

(x1y)^TrMkcSkfMk(xy). 

Nous allons compléter cette base en une base de Mk+iCSk+l sur Mk+u 
Les relations (47) et (48) montrent que {eu e2l . . . , eak) est une |7r|*-base 
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* + i t,j TT 7T17T2 . . . 7Tfc7rfc+l 

de MCSjc sur M et en particulier de Mk+iCSk sur Mk+u Soit (fj) une 
k^+il-base de Mk+iCSk+l telle que 

k ^ i l ^ |/,| g 1 et h = 1. 

Alors (eifj)i^i^<rk,j est une k^r^il-base de M*+iCSife+1 sur Af^+iC^ telleque 

k i 7 T 2 • • • 7Tfc7rfc+l| < \eifj\ ^ 1 . 

On en déduit que 

i , i ÎT 7T17T2 . . . 

Si ((eifj)*) i,j est la base duale de (etfj) itj par rapport à la forme bilinéaire 

(x,y) ^TrMk+lCsk+i/Mk+l(xy), 

on a: 

(7T 7T17T2 . . . TTklTk+l)© 0Mk+l(eifj)* C 35 JW* +1 C*. . . /JWjfc +1 

ce qui prouve en utilisant la Proposition 18 que 

|(etf,)*| ^ k*iriT2 • • . T^Uit'cr1 è k|-<*+». 

Ainsi on peut construire une k|*+1-base de Mk+\Csk+l sur M^+i qui 
complète {eu e2, . . . , eak) et qui satisfait (47) et (48). 

Il est clair que (47) et (48) impliquent i) et ii), ce qui montre la 
Proposition 19. 

Définition 12. Soient R une extension algébrique du corps K, M une 
extension algébrique de R telle que T)M/R = (0). Soit {Mk)k une suite 
de sous-corps de M satisfaisant les hypothèses de la Proposition 19. 
Puisque 

[MkCSk : Mk] = [MC,k : M] = *kt 

soient hu ht, . . . , hak £ Gai (K/M) des M-automorphismes de K dont les 
restrictions à MkCsk sont les <rk, Mfc-homomorphismes de MkCsk dans K. 

Soient e* défini dans la Proposition 19 et rk la Af-forme linéaire sur K 
définie par 

<Tk 

n(x) = D (ei**)»'. 
< = 1 

Nous avons: 

\Tk(x)\ ^ c~k\x\ si c = k | , 

ainsi r* se prolonge par continuité à î en une application toujours 
notée rk. 
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En particulier si x G MCSk, c'est-à-dire 

X = Ys ^iei a V e C ^i € M, 
1=1 

par définition de la base duale on a 

rk(x) = TvMC8k,M(eix) = Xi, 

rk(x) G Mk si x £ MkCSk, 

rk(x) G M si x e MCSk, 

Tk(x) = x si x 6 M. 

De plus si x Ç MC5A., on a 

LEMME 14. Soient C une extension de degré fini de Qp telle que C C Cœ, 
y G 9î(Cœ ® c ' Cœ), 5 A C N, 0 < c < 1, e > 0. Alors il existe un entier 
d ^ 1, z G 9is,d(Coo ® c Cœ) ^ une suite zk convergente vers z telle que 

i ) zk e Csk <S)c Csk où sk G S 

ii) sk+i > sk 

iii) \\z - zk\\ < ec^+V, \\z - r\\ < e 

iv)limk_>œ cr*\\&(zk)\\ .\p-s*<d\ = 0. 

Preuve. Le Théorème 10, § 6.2, montre qu'il existe un entier d ^ 1 et 
z G 3ls,d(Co^ <8>c C J tels que ||r - z\\ < e. D'après la Définition 9 
de yis,d(Cœ ® c ' Cœ), il existe une suite (yk)k convergente vers z telle que 

(49) yk e Ctk®c> Ctk o ù / , G 5 

(50) lim^œ\\&(yk)\\\p-*>'<\ = 0 . 

Il est clair que toute suite infinie extraite de (yk)k satisfait toujours (49), 
(50). Soit donc (ya(k))k une suite extraite telle que 

(51) ||* - y<Tik)\\ < ec^+v. 

Toute suite infinie extraite de (yff(k))k satisfait toujours (51). 
Soit (ya'co(k))k une suite extraite de {ya{k))k telle que 

\imk^c-k\\&(y,,oa(k))\\ |£-W(*) | = 0 
et 

to'o<r{k+\) > la 'o<r(k)-

Ainsi on pose 

%k — y<r'oa{k) 

Sk — ta'0<J(k) 

et la suite (zk)k satisfait i), ii), iii), iv). 
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LEMME 15. Soient r1} r2j . . . , rn Ç di(Cœ ® c , C J , S C N, 0 < c < 1, 
e > 0. yl/flrs 7̂ aw/g rf^ 1, zi, z2, . . . , zn G Sîs.dCCœ ® c Cœ) e/ des suites 
(zi,k)k telles que 

i) a*,* G CSk ® C ' C** où sk £ S 
ii) | | s , - 2<ifc|| < 6 C 2 ^ ) , \\zt - rt\\ < e 

m)\imk^c-*\\&(zitk)\\\p-s^\ = 0. 

Preuve. Le Lemme 14 permet, par récurrence sur i, 1 ^ i ^ n de 
montrer qu'il existe un entier d* ^ 1, zt G 9ls,d»(Coo ® c Cœ) et une 
suite (yitk)k telle que 

(52) yitk Ç C,. | t ® c C,,-,, où 5 i ik Ç S*"1 = {s*_MU 5 = 5° 

(53) *i,k+l > s t k 

(54) ||«, - y,,»|| < eC
2<*+'\ ||r4 - z,|| < 6 

(55) \imk^c-*\\&(yi,k)\\-\p-°i.*<«i\ = 0. 

Toute suite infinie extraite de (yifk)k satisfait (52), (53), (54), (55). 
Soit (o"i(&))fc la suite définie par 

Si,<ri(k) = Sn.k-

Posons 

%i,k = yi,*i(k) 

$k = ^n.fc 

d = maxi^ï^ n d{. 

Alors les suites (zitk)k satisfont i), ii), iii). 

THÉORÈME 13. Soient R une extension algébrique du corps local K, L et 
M deux extensions algébriques de R telles que T)L/R = QM/R = (0), M est 
de dimension dénombrable sur R, et M C\ RCœ est de degré fini sur R. Alors 
le nilradical 9t(L ®R M) est dense dans le radical 3î(L ® R M). 

Preuve. Puisque ^)L/R = (0) le Théorème 3, § 3.2.2, montre que 
QR/K 5e (0), ainsi C = R C\ Cœ est de degré fini sur QP. Soient K0' le 
sous-corps de KC défini par le Lemme 10 et 

r e $R(L &R M) C X(LCœ®BMCœ) tel que ||r|| < \®R/R.9\. 

Soient c = \pb\ci où C\ est défini par la Proposition 18, c2 défini par la 
Définition 11 et ei > 0. 

Montrons qu'il existe lt 6 LCœ1 m{ G MCœ et r, Ç 9î(Cœ ® c Cœ) 
tels que 

(56) r - £ (/, ® mt)a(rt) < (1CC2, 

|/,| ^ 1, |m,| g 1, |h|| g 1. 
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Puisque r est limite d'une suite de L ® R M il existe une extension 1/ de 
R de dimension dénombrable sur R, telle que 11 C L et r G 9?(Z/ ® « M). 
Puisque S^coo//? = (0) on a 

I® Z/Coo/i2Coo| = 1® MCœ/flCool 

(Théorème 3, § 3.2.2). Alors la Proposition 12, § 4.3, montre qu'il existe 
X;- 6 L T œ , M,- € MCœ, z, eVl(L'&BM) tels que 

(57) ' - Z) OW ® Mi)*j < €\CC2 

\\j\ ^ 1, |M,.| ^ 1 et |z,| < |S)a A K o ' l 

D'autre part, pour chaque z, il existe une extension R' de i£C de 
dimension au plus dénombrable sur K, telle que 

R'CR,yJeR'Cœ&R.R'Cœ et Zj = p(y,) 

(selon les notations du Lemme 12, § 6.3). Alors le Lemme 13, § 6.3, montre 
qu'il existe zjtV Ç 9?(Cco®c Cœ) tels que 

Zj = 2Z uv ' a(zj,y) 
V 

où uv Ç R'', max, ||z^ „|| ^ 1 et l im^^ sy „ = 0. Ce qui prouve la relation 
(56). 

Soit (Mk)k une suite croissante de sous-corps de M satisfaisant les 
hypothèses de la Proposition 19 et \Jk Mk = M. 

Soit <rk l'entier défini par 

\P\2°k+1 < | 3 W * I ^ \P\2ak-

Il existe un entier ko tel que m* Ç Mk0CkQ pour 1 ^ i ^ ». 
Soit 

5 = {^|* ^ &o}. 

Si l'on pose e = eicc2, soit (z*,*) la suite associée à ri, r2, . . . , rn satis­
faisant les relations i), ii), iii) du Lemme 15. 

En particulier, 

Zi,k 6 C^ <g)c> C^ où 5fc Ç 5. 

Pour tout entier k choisissons un entier ak tel que 

Alors 

\P\ 2s.+l < 135* \P\*>-
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Soient Mk = Mak et rk la M-forme linéaire de K associée à la suite 
(Mk)k. Soit p la £-forme linéaire sur (LCœ)A définie par la Définition 12. 
Posons: 

= P ® T*( 23 (h ® rni)zitk\ Zk 

Puisque m, Ç AftoC*0 C Mi'C8l, que zi>A; g CS/c ® c* C^, nous avons: 

z* G L®BMk. 

Puisque r G L ® B l f , nous avons 

r = p ® Ti(r). 

Ainsi 

( r - 23 (^ ® Mi)zi,i) • r — Zi = p Qs> r i 

D o n c 

| |r - 2i | | g c2~
1c-1e = €i. 

D e p l u s : 

Sjfc+l — 2* = p ® Tjfc+ll S ( ^ ® ™i)Zi,k+l) 

- P ® T*l 23 (/< ® mi)zi,kJ 

Zk+i - Zk = p ® r*+1^23 (/i ® W0(2i,*+1 — Zi,k)J • 

Donc 

llzit+i — zk\\ g c2
_1c~(*+1) maxj ||2<,*+i — ziffc|| <* €ic*+1. 

Ainsi la suite (zk)k est convergente, soit z sa limite. Nous avons: 

\\r - z|| ^ ci. 

Il reste à montrer que zd = 0. Posons 

Zitk = X a i ® ^> OU °it ^ € Csr 
J k 

On a: 

a a' j 
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où a, <r' parcourt un ensemble fini d'éléments de Gal (K/R) 

&(P® rk((l{ ® mi)zi,k))(gu g2) 

= £ E ( ^ / ' ' ( « ^ ' ' • ' ( E O / ' V ' ' ' ) • 
a a' \ j / 

Donc: 

^ ( p ® ^((Z, ® Wi)«i,fc))(gl,g2) 

Puisque les éléments de Gai (K/R) sont des isométries, on a: 

\\^((li®mi)zUk)\\ ^c2'
1c^\\&(zitk)\\. 

Donc: 

l l ^ f e ) || ^ c r ^ m a x , ||^(2*,*) Il• 

Comme 

lim^œ c-*|| #(*,,») IN*-**''! =0, 

on a: 

l i m ^ J I ^ M I • |S)^/*|-1/d = 0. 

Soit 

Puisque z / ^ L ® f i M / , le Théorème 5, § 4.2, montre que 

l im*^ zfc
d = 0, donc zd = 0. 

6.4.2. Le théorème fondamental. 

THÉORÈME 14. Soient K un corps local de caractéristique nulle et de 
caractéristique résiduelle p > 0, R, L, M des extensions algébriques de K 
telles que R C L, R C Met^)L/R = QM/R = (0). Alors la transformation 
de Gelfand & de L ®R M induit un isomorphisme isométrique de 
L®R M/dt(L <8>RM) sur &{L®RM).Le nilradical SSt{L ® R M) est 
dense dans le radical 9î (L ® R M) et 

yi(L®RM) * M(L®RM). 

Preuve. Soit C' = R C\ Cœ puisque T)R/K ^ (0), alors le début de la 
preuve du Lemme 10, § 6.3, montre que C est de degré fini sur Qp, ainsi 
®coo/c = (0). Soit Ko' un sous-corps complet du corps local KC non 
ramifié sur C dont le corps résiduel est celui de KC (Théorème 4, p. 46 
[17]). Puisque Cm est complètement ramifié sur C il en résulte que 

OKQ'CCO = OKO'OCOO 
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et donc que 

Comme 

et que 3)RIKo> ^ (0) (puisque T)R/K 5* (0)), il résulte que S)RCœ,R = (0)' 
Alors le Théorème 3, § 3.2.2, montre que: 

| ® LCœ/RCœ\ ~ \& M C <x> IRC ao\ = ! • 

Comme la transformation de Gelfand^ ^ de RCœ ®R RCœ induit un 
isomorprnsme isométrique de RCœ ® # RCœ/dl(RCœ ®R RCœ) sur 
â? (î Coo ® # i?Cœ) (Théorème 11), alors le Théorème 6, § 4.3, montre que 
la transformation de Gelfand & de LCœ ® R MCœ induit un isomorphisme 
isométrique de LCœ ®R MCJ9l(LCœ ®RMCœ) sur &(LCœ®BMCœ). 

Nous allons montrer que ce fait a pour conséquence que la transfor­
mation de Gelfand S? de L ®R M induit un isomorphisme isométrique 
de L (g)R M/dt(L ®R M) sur & (L ®R M). 

Soient 0 < c < 1, (e*)* une c-base orthogonale de LCœ sur L, (fj) une 
c-base orthogonale de MCœ sur M, alors (& (et ® fj))ij est une c2-base 
orthogonale de & (LCœ ® « MCœ) sur & (L ® « Af), d'après la Proposi­
tion 24, § 4.3, puisque 

1 = l&LCœ/Ll — l&MCœ/M] 

(Théorème 3, § 3.2.2). Soit 

<P e &(L ®R M) C &(LCœ ® * MCJ, 

alors il existe z £ £C œ ® A ̂ fCoo tel que 

c|M| g | |? | | et &(z) = v. 

Alors z se décompose sous la forme: 

avec 

(58) c2 m a x M H», J • W • IWI ^ ||s||, 

lim,fiMoo | | ^ J | • l^ill ||/,|| = 0 et zitj G L ® * M. 

De plus: 

#(*) = £ ^ (*,.,)# (e,®/,). 
t . ? 

Comme (î^(e< ® /,))«,./ est une c2-base de & (LCœ ® « M C J sur 
^ ( £ <8>* M) et que a = fi = 1, on a: 

^ (*,,,) = 0 pour (i,j) y£ (1,1) 
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donc 

et la relation (51) montre que 

C'II*MII è \\z\\. 

Par suite 

c*\\*iA\ ^ IMI-

Ce qui prouve que la transformation de Gelfand de L (&R M induit un 
isomorphisme isométrique de L &R JI/dt(L ® R M) sur & {L ®R M). 

Il reste donc à montrer que 31 (L ®R M) est dense dans 9î(L (§)« M). 
La théorie de Galois montre qu'il existe un corps T intermédiaire entre 
C = R H Cœ et Cœ tel que 

#r - ^cœ r\ M. 

Si r est de dimension infinie sur C alors la théorie de Galois montre 
que Cœ est de dimension finie sur T, ainsi T)T/c = (0) et T)RT/R = (0). 
Dans ce cas posons M' = RT C M. 

Si T est de dimension finie sur C , alors [T : C'] = [i?r : R], dans ce 
cas, soit M' un sous-corps de M extension de .R de dimension sur i? dénom-
brable et telle que QM'/R = (0). 

Les Théorèmes 11 et 12 montrent que 31 (L ®R Mf) est dense dans 
dt(L & * M'). Puisque 3 V / i e = (0) alors | £ W ' | = 1 (Théorème 3, 
§ 3.2.2). Ainsi le Théorème 6, § 4.3, montre que le L ® ^ M-module 
engendré par 3l(L ® B M') est un ensemble d'éléments nilpotents. Ce 
qui prouve que 31 (L <g)R M) est dense dans 8î(L ® M). 

COROLLAIRE. Les hypothèses sont celles du Théorème 14. Soit x = (gi, #2) 
ww élément du spectre de L <g)R M, alors x(L <g)/e M) = (L^M*2)*, te 

7. Produit tensoriel d'algèbres à spectre compact. Résumons les 
résultats des paragraphes 5 et 6 dans le théorème suivant. 

THÉORÈME 15. Soit K un corps local, R, L, M trois extensions algébriques 
de K qui sont traces sur K, de sous-corps fermés de^ R et telles que R C. L 
etRÇZM. Alors la transformation de Gelfand de L ® R M est un morphisme 
strict. Le nilradical 31 (L ®R M) est dense dans le radical 31 (L fê)B M). 
Si K est de caractéristique p > 0, 3î(L ®R M) est Vadhérence du radical 
de L ®R M. Si K est de caractéristique nulle le radical de 31 (L ®R M) est 
nul si et seulement si la norme tensorielle est équivalente à la nqrme spectrale. 

Preuve. Les Théorèmes 7 (§ 5) et 14 (§ 6.4.2) et le corollaire du Théorème 
5 (§ 4.2) montrent que & est un morphisme strict et que 3l(L ® R M) est 
dense dans 31 (L ®R M). 
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7.1. Produit tensoriel d1 algèbres à spectre compact. Le but du § 7 est 
de montrer que le Théorème 15 s'étend aux algèbres à spectre compact. 
Plus précisément nous avons le théorème suivant: 

THÉORÈME 16. Soit R une^ extension algébrique d'un corps local trace sur 
R d'un sous-corps fermé de R. Soient Ai et A2 deux R-algèbres qui possèdent 
les propriétés suivantes: 

i) Le spectre Xtde At est compact pour i — 1,2. 
ii) La transformation de Gelfand &\ de A t est un morphisme strict pour 

i = 1,2. 
iii) inî {\®xiUi)*lB\ \xt £ Xtet®xiUi).{B je 0} > 0, 

pour i = 1,2 où Ls = Rs C\L si Rs désigne la clôture algébrique separable de R. 
Alors la R-algèbre de Banach Ai ® R A2 satisfait les propriétés i), ii), iii). 

Démonstration. Le spectre de Ai ® R A2 est homéomorphe à X\ X X2, 
il est donc compact. Il est clair que iii) est satisfait puisque 

(xi,x2)(Ai&RA2) = Xi(Ai)x2(A2), 

le compositum dans R des deux corps Xi(At). Le seul problème est de 
montrer ii). Puisque & i ® & 2 est un morphisme strict de Ai ® £ A2 

sur &i(Ai) ®^^2{A2), on peut donc remplacer A ipar & i(Ai), c'est-à-
dire supposer que At est une sous-^-algèbre fermée de ^ (Xu R) où Xt 

est le spectre de A *.vCeci veut dire dans la terminologie de van Rooij et 
Schikhof que A { est une C*-algèbre. 

7.2. Les algèbres de fonctions continues sur un compact. Traduisons ici 
un théorème de van Rooij et Schikhof. 

THÉORÈME 17 ([15]). Soient^R une extension algébrique d'un corps local, 
R sa clôture algébrique, R et R leur complétés. Soit A une sous-R-algèbre 
fermée de & (X, R) où X est le spectre de A. 

i) Soientf Ç A,f ^ 0, x0 G X telqttef(xo) 9e 0, 

<% = {* € X\ | /(«)| = |/(*o)|}. 

Alors tf/ est un ouvert fermé et la fonction caractéristique de °tt appartient 
à A. 

ii) Soient x G X et x(A) = [f(x)\f £ A}. Alors x(A) est un sous-corps 
fermé de R contenant R. 

Provisoirement nous appellerons ouf spécial un ouvert et fermé °l/ dont 
la fonction caractéristique appartient à A. Il suit que la famille des ouf 
spéciaux est stable par complémentaire, réunion finie, intersection finie. 

Soit x G X et mx = {/ Ç A\f(x) = 0}. Il suit du Théorème 17 que f0lx 

est un idéal maximal et que A/Wx est isomorphe et isométrique k x(A). 

COROLLAIRE 1. Soient x G X, x = {y G X\Wlx = Wv), O un ouf tel que 
x C O. Alors il existe un ouf spécial % tel que x C ^ C O . 
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Preuve. Soit z $ 0, il existe/ G <>iïlx tel que/(z) ^ 0. Soit 

^ 2 = { Z 'ex | | / ( 2 ' ) l = |/(*)| ^o}. 

La famille {%z) est un recouvrement spécial deX — 0 qui est compact; il 
existe donc un recouvrement spécial ^ 1 , ^ 2 , . • . , &n qui est fini. Claire­
ment x g % i et donc 

et ^ est un ouvert spécial. Ainsi donc on a x C ^ C 0. 

COROLLAIRE 2. Soient x, y Ç X afors /es propriétés suivantes sont 
équivalentes. 

i) 9W, = (/ € 4 | / (*) = 0} = 2W„ = {/ G 4|£(y) = 0}. 
ii) 7/ existe un R-automorphisme continu g de R tel que y = g o x. 

Preuve. Clairement ii) implique i). On a le diagramme suivant avec 
<p(J) = f(x) et\f/(J) = f (y). Il existe donc un ^-isomorphisme isométrique 

A 

\ 
x(A) y (A) 

g de x(A) sur y (A) tel que g o <p = \j/. Alors g se prolonge en un ^-isomor-
phisme isométrique de x{A).^ R sur y (A). R, donc par continuité en un 
automorphisme continu de R. 

7.3. Quelques résultats sur le groupe G opérant sur X. 

LEMME 16. Soient x G X et O un ouf tel que G. x C O. Alors il existe un 
ouf spécial & tel que Gx C ^ C O. 

Preuve. Il existe un sous-groupe ouvert H de G tel que HO = O. 
Soient gi, g2, • . . , gn les représentants de G modulo H et 

<r = n g fi. 

On a alors 

Gx C W = G ^ ' C O. 

Or les Corollaires 1 et 2 montrent qu'il existe un ouf spécial °tt tel que 
Gx C <% C ^ ' . 

LEMME 17. Soient (xi, x2) G I i X X2, W un ouf stable par G tel que 

/ 
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(xi, x2) G W. Alors il existe des ouf s spéciaux W x, i = 1,2, tels que 

(xi, xt) G # i X # 2 C # . 

Preuve. Pour tout g G G il existe des oufs %g et ^ ^ tels que 

(xugx*) e «r, x ^ , c ^. 
A cause de la compacité il existe un recouvrement fini tel que: 

X! X Gx2 C {<&i X ^ i ) W . . . U f t x f j C # . 

Soit f ^ ^ ^ n . ^ t Alors on a 

Ainsi Gx2 C ^ 1 W 7 ^ 2 . . . W 7^n. D'après le Lemme 16 il existe un 
ouf spécial ^ 2 tel que 

G x 2 C # 2 C ^ i W . . . U Yn. 

Il suit que 

G(xx X Gx2) = Gx! X Gx2 C G ^ X ^ 2 C GW = W. 

D'après le Lemme 16 il existe un ouf spécial W\ tel queGxi C ^ i C G ^ . 
Ce qui prouve le lemme. 

7.4. Démonstration du théorème. Soit (xi, x2) G l i X -AT2. Considérons 
le diagramme commutatif suivant, où on suppose A t C *& (XUR): 

A,®àA2 ^ ><£(XX XX2yR) 

Xi (S> x2 \r 

Y ^ 
*i(4i)(Ê)«*a(4») &' > ^(Gx! X Gx 2 , i ) 

où ^ et 2?' sont les transformations de Gelfand, r est la restriction à 
Gxi X Gx2. Soit c > 0 une constante telle que: 

0 < c < inf {|î)„uo«i*l l*< € ^z et SW.o- i* ^ (0)} 

pour i = 1, 2. 
Le Théorème 15 montre que S?' est un morphisme strict et plus pré­

cisément la propriété suivante: pour tou t / i G ^'(xi(^4i) ® £ x2(^42)) il 
existe^ G Xi(^4i) ® J RX 2 (^4 2 ) tel que 

S?'(y) = / ! et c*\\y\\ £ ||/,|| 

(il faut pour cela utiliser le Théorème 5, la Proposition 12 et le Théorème 6 
des §4.2 et 4.3). 
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D'autre part Xi ® x2 est un morphisme strict et plus précisément pour 
tout y G xi{Ai) ®R x2(A2) il existe z Ç Ax ® £ A2 tel que 

Xi ® x2(z) = y et ||z|| = ||y||. 

Soit d o n c / 6 ^ 0 4 i ® £ ^2), il existe donc z £ Ai ® £ 4 2 tel que 

r (# (* ) ) = r ( f ) et c'||*|| ^ ||/||. 

Soit 

7T = {x G Z i X I 2 | \&(z)(x) -f(x)\ < c2l 

Il est clair que W est un ouf stable par G. D'après le Lemme 17 il existe 
W % C Xiy i — 1,2, deux oufs spéciaux tels que 

G ^ C # i X # 2 C W. 

Soit Xi la fonction caractéristique de # j on a donc 

| ^ ( ( x i ® x*) (*)(*) -f(x)\ <c s ix € Wx X 7T2 

et 

^ ( ( x i ® X2)(2)(*) = 0 s i x ^ i X ^ . 

Ceci veut dire que pour tout x £ X} il existe un ouf W (x) = W\ X ^ 2 , 
contenant x, avec O^* oufs spéciaux, de plus il existe tx^ A\®n A2 tels 
que 

\&(t*)(x') -f(x')\ <c si x' e IV(x) 

&ttz)(x') = 0 s ix ' g 7T(x) 

et 

cll̂ ll < Il/Il-
Puisque X est compact on peut se ramener à une partition finie, 

W\W\ . . . ,1Vn avec des éléments t\ t\ . . . , tn G Ax ® £ A2. Posons 
alors s = tl + /2 + . . . + tn, on a 

| | â ? ( s ) - / | | < c et c||z|| < H/11. 

Il est alors facile de construire par récurrence une suite de Cauchy (zn) 
de Ax ®& A2 telle que 

l|â?(*.)-/ll <^n et c|K|| < H/11. 

Alors la limite z satisfait 

a? ( z )= / et 4*ll< Il/Il, 

ce qui montre que & est un morphisme strict. 
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