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Résuḿe. Nousétudions le źero trivial de la fonctionL p-adique du carŕe syḿetrique d’une courbe
elliptique et ǵeńeralisons une conjecture de Greenberg. Pour cela, nous utilisons la nouvelle approche
des fonctionsL p-adiques introduite dans un préćedent travail.

Abstract. In this paper we study the trivial zero of thep-adicL function of the symmetric square
of an elliptic curve and generalize a conjecture of Greenberg. For that, we use the new approach to
p-adicL functions introduced in a previous work.
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Le ph́enom̀ene des ‘źeros triviaux’ apparâıt dans les fonctionsL p-adiques
lorsque le facteur d’Euler enp de la fonctionL complexe vaut 0 ens = 0 ous = 1.
La fonctionL p-adique peut alors avoir un zéro d’ordre strictement supérieur à
celui de la fonctionL complexe. Le premier exemple de ce type concerne les
fonctions de Kubota–Leopoldt, analoguesp-adiques des fonctionsL de Dirichlet,
attach́eesà un caract̀ere� impair tel que�(p) = 1, le facteur d’Euleŕetant alors
1��(p)p�s = 1�p�s. Le second exemple est celui de la fonctionL d’une courbe
elliptique surQ ayant ŕeduction multiplicative d́eploýee enp. La repŕesentation
p-adique associée n’a pas bonne réduction enp. Le facteur d’Euler enp est de
nouveau 1� p�s. Un troisìeme exemple est celui de la représentation adjointe de
la repŕesentation associéeà une courbe elliptique (plus géńeralement̀a une forme
modulaire de poidsk), ou ce qui revient au m̂emeà un twist convenable de son
carŕe syḿetrique.

Dans les situations préćedentes, la fonctionL p-adique aét́e construite, elle
s’annule en 0 et une formule du type

L0p(0) = `pEpL1(0)

a ét́e d́emontŕee (Ferrero–Greenberg ([FG78]) dans le cas (1), Greenberg–Stevens
dans le cas (2) ([GS93]), Greenberg–Tilouine [Gr-T?] dans le cas (3) avec en
plus l’hypoth̀ese quela courbe elliptique a mauvaise réduction semi-stable). Dans
la formule pŕećedente,Ep désigne un facteur du type facteur d’Euler,`p est un
invariant d́efini par Greenberg,L1 est la fonctionL complexe. Par exemple,
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38 PERRIN-RIOU BERNADETTE

dans le cas (2), c’est-à-dire dans le cas d’une courbe elliptiqueE ayant mauvaise
réduction stable d́eploýee surQ, `p = logp qE=ordp qE où qE est leq-param̀etre
de Tate attach́e à E=Qp (cette formule avait́et́e conjectuŕee par Mazur–Tate–
Teitelbaum dans [MTT86]). Les ḿethodes de d́emonstration consistentà introduire
une d́eformation de la représentationp-adique (la fonctionL p-adique attach́ee
(essentiellement par la théorie de Hida) devient une fonction de 2 variables), puis
à calculer la d́erivée par rapport̀a la variable de la d́eformation, enfiǹa utiliser
l’ équation fonctionnelle pour en déduire le ŕesultat sur la d́erivée dans la direction
cyclotomique.

Une telle formule, ainsi que le lien entre l’ordre du zéro de la fonctionL p-
adique et de la fonctionL complexe, est conjecturée par Greenberg dans un cas
très ǵeńeral mais avec l’hypoth̀ese suppĺementaire quela représentationp-adique
assocíee est ordinaire enp.

Une nouvelle manière de concevoir les fonctionsL p-adiques áet́e introduite
et d́evelopṕee dans [PR94] et [PR95] (voir aussi [PR95b]). Il y est donné une
conjecture pŕecisant ce que devraientêtre les valeurs de cette fonction en des
caract̀eres pour lesquels le facteur d’Euler enp de la fonctionL complexe ne
s’annule pas ens = 1 ets = 0. Cette fonctionL p-adique d́epend d’un param̀etre
et une bonne sṕecialisation de ce param̀etre permet de retrouver les fonctionsL
p-adiques construites dans la littérature. Soyons plus précis dans le cas particulier
qui nous int́eresse ici.

SoientFn = Q(�pn+1) le corps des racinespn-ièmes de l’unit́e,F+
n son sous-

corps totalement réel; on poseG1 = Gal(Q(�p1 )=Q)etG+
1 = Gal(Q(�p1 )+=Q).

On noteH(G1) (resp.H+(G1)) l’algèbre des distributions tempéŕees surG1
(resp. surG+

1) à valeurs dansQp ; on l’identifie par la transforḿee de Mellinà
une sous-alg̀ebre deQp [[G1]] (resp. deQp [[G+

1]]). SoientE une courbe elliptique
définie surQ et ayant bonne réduction enp et h1(E) le motif assocíe dont la
réalisationp-adique est la représentationp-adiqueVp(E) = Qp 
 Tp(E) assocíee
aux points dep1-torsion deE. Ainsi, sa ŕealisation de de Rham est le dual de la
cohomologie de de Rham deE=Q. Consid́erons maintenant le motif Sym2(h1(E))
carŕe syḿetrique deh1(E); on noteDdR sa ŕealisation de de Rham. C’est unQ -
espace vectoriel de dimension 3. Rappelons d’autre part que sur la réalisation de
Betti MB de Sym2(h1(E)) agit une involution et que les points fixes pour cette
involution forment un sous-espace vectorielM+

B de dimension 2.
La fonctionL p-adique (partie paire)

Lp
fpg = Lp

fpg(Sym2(h1(E)))

attach́eeà Sym2(h1(E)) est un homomorphisme deQp 
Q ^2DdR à valeurs dans
H+(G1) et devrait v́erifier pour tout caractère pair non trivial� d’ordre fini de
G1 et de conducteurpa la relation suivante

^2(')�a�(Lp
fpg)e=

1
2

G(�)2Lfpg(Sym2(h1(E)); �;0)


1;!Q


p;!Q:
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ZÉROS TRIVIAUX DES FONCTIONSL P -ADIQUES 39

Dans la formule qui pŕec̀ede,

� ' est l’homomorphisme de Frobenius du'-module filtŕe

Dp(Sym2(h1(E))) = Qp 
DdR;

� eest une base duQ -espace vectoriel detDdR,
� !Q est une base de Fil0DdR (qui est de dimension 1),
� 
1;!Qe= !Q ^ n+B dansC 
 detDdR avecn+B une base de detM+

B (et plus

préciśement une base duZ-module Sym2(H1(E;Z))),
� 
p;!Q est l’application deQp 
Q ^2DdR dans detDdR définie par
p;!Q(n) =
!Q ^ n,

� G(�) est la somme de Gauss associée au caractère�,
� Lfpg(Sym2(h1(E)); �; s) est la fonctionL (incompl̀ete enp, si� est non trivial

cela ne change rien) de Sym2(h1(E)) twisté par le caractère d’ordre fini� vu
comme caractère primitif de Dirichlet.

Pŕecisons enfin que l’action de' sur HomQp(Dp(Sym2(h1(E)));Qp) est donńee
par'(f)(x) = p�1f('�1x).

On peutécrire aussi la formule préćedente en ḿelangeant nombres complexes
etp-adiques: pour toutn 2 Qp 
Q ^2DdR,

�(L p
fpg(n)) : !Q ^ n+B

= 1
2G(�)

2Lfpg(Sym2(h1(E)); �;0) : !Q ^ p�2a(^'�a)(n):
D’autre part, cette fonctionLp-adique devrait̂etre obtenuèa partir d’unélément

c
sṕec
p deQp 
H1

1(Q; T )+ = Qp 
 lim
 �

H1(F+
n ; T ) où T = Sym2(Tp(E)) par la

formule

Lp
fpg(n)e= L0(c

sṕec
p ) ^ n (H)

pourn 2 Qp 
Q ^2DdR. Ici, L0 est l’application logarithme d́efinie dans [PR94]

lim
 �

H1(Fn;p; T )! K(G1)
DdR:

Supposons-le; siV = Qp 
 T , notonscflach
p (p) 2 H1(Q; V ) l’image decsṕec

p dans
H1(Q; V ): c’est unélément ayant bonne réduction en dehors dep.

Sous l’hypoth̀ese (H), nous calculons dans ce texte la valeur deLp
fpg sur le

caract̀ere trivial et obtenons des formules du type suivant

THÉORÈME.Sous(H), la fonctionLp
fpg ne s’annule pas sur le caractère trivial1

si et seulement sicflach
p (p) 62 H1

f (Q; V ) et on a

1(Lp
fpg(n))e= (1� p�1)�g(c

flach
p (p)) ^ n:
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40 PERRIN-RIOU BERNADETTE

L’application �g:H1(Qp ; V ) ! (Qp 
 DdR)
'=p�1

est obtenue par dualité à
partir des exponentielles de Bloch–Kato.

En particulier, en utilisant [Fl92] (et sous ses hypothèses techniques de validité),
Lp
fpg ne s’annule pas en1 si et seulement sicflach

p (p) est non nul.

Nous sommes d’autre part intéresśes en la restriction deLp
fpg dans une direction

sṕecialensc2Qp 
 ^2DdR pour laquelle, en particulier,Lp;sc
fpg = Lp

fpg(n
sc) a un

zéro en1 (sc pour scind́ee). LorsqueE a bonne ŕeduction ordinaire, cette direction
est bien connue et on la décrit de la manìere suivante:V contient une sous-
repŕesentation Fil1pV deGQp de dimension 2 et de poids de Hodge–Tate positifs,
nsc est une base du déterminant deDp(Fil1pV ); dans ce casLp;sc

fpg =Lp
fpg(n

sc)

appartiendrait en fait̀aQp 
 �+ (sous la conjecture notée�(Fil1pV ) dans [PR94])
et devraitêtre, à des normalisations près, la fonctionL p-adique construite par
Coates–Schmidt–Hida.

Nous d́efinissons d’autre part uńelément`p(Sym2(h1(E)))2 Qp qui, dans le
cas ordinaire, cöıncide avec l’invariant de Greenberg.

Supposons la représentationp-adiqueVp(E) deGQp non d́ecompośee dans le
cas ordinaire et lorquep j ap supposonsap = 0 (c’est toujours vrai pourp >
3). Supposonscflach

p (p) 6= 0. On montre alors queLp;sc
fpg a un źero simple si et

seulement sìp(Sym2(h1(E))) 6= 0 et on peut calculer explicitement@:Lp;sc
fpg où @

est l’oṕerateur d́efini par

@:g =
d
ds
h�is(g)js=0

pour g 2H(G1) et h�i la partie p-primaire du caractère cyclotomique. Don-
nons une conśequence de ce calcul. Auparavant, introduisons quelques nota-

tions. Notons�[�1](!Q) la projection de!Q sur Dp(Sym2(h1(E)))
'=p�1

pa-
rallèlement̀a la somme des autres sous-espacespropres de',�p et�p les racines de
X2�ap(E)X+p (avec�p unitép-adique lorsqueE a bonne ŕeduction ordinaire);
soit
sc

p;!Q2 Qp la périodep-adique d́efinie par


p;!Q(n
sc) = 
sc

p;!Qe:

THÉORÈME. Sous(H), les formules suivantes sontéquivalentes

�g(c
flach
p (p)) =

1
2
L(Sym2(h1(E));0)


1;!Q

�[�1](!Q); (A)

(1� p�1'�1)1(L p
fpg)e=

1
2

Lfpg(Sym2(h1(E));0)


1;!Q

(1� ')
p;!Q; (B)
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@:Lp;sc
fpg = 1

2`p(Sym2(h1(E)))(1� ��2
p )�

�
 

1� �p
�p

!
L(Sym2(h1(E));0)


1;!Q


sc
p;!Q: (C)

Faisons quelques remarques sur ce théor̀eme. Remarquons d’abord que si
cflach
p (p) est non nul, la fonctionL p-adiqueLp

fpg n’a pas de źeros en1 et que

la fonctionLp;sc
fpg a par contre un źero: c’est un źero appeĺe commuńement ‘źero

trivial’. Dans (B), la formule fait intervenir les opérateurs 1� ' et 1� p�1'�1

plutôt que des parties de facteurs d’Euler. La formule est finalement sans surprise!
Par contre, dans la formule (C), qui revientà regarder une d́erivée premìere de
Lp
fpg dans une direction òu Lp

fpg est nulle, apparaı̂t le facteur`p. Cette dernìere
formule est exactement celle conjecturée par Greenberg. On peut donc considérer
ce th́eor̀eme comme une raison de croireà cette conjecture. Une démonstration
serait de construire vraiment l’élémentcsṕec

p assocíe à Sym2(h1(E)) par des voies
géoḿetriques, ce qui permettrait de construire la fonctionL p-adique totale et
donnerait une d́emonstration de la formule conjecturée par Greenberg.

Remarquons aussi que dans (A) et (C), c’est la fonctionL compl̀ete qui intervient
dans le membre de droite, alors que dans (B), c’est la fonctionL à laquelle on a
enlev́e le facteur d’Euler enp.

On conjecture alors que la formule (A) est vraie, ce qui implique les formules (B)
et (C). Expliquons rapidement le nomcflach

p (p) donńe. L’espoir est que cetélément
soit motivique, ce qui reviendrait̀a dire pour nous que l’on pourrait construire en
même temps toutes les réalisationsl-adiques

cflach
l (p) 2 H1(Q;Sym2(h1(E))l)

d’un élémentcflach(p) provenant de la ǵeoḿetrie alǵebrique avec bonne réduction
en dehors dep. L’ élémentcflach(p) devraitêtre (un multiple de) l’́elément construit
par Flach dans [Fl92].

Nous venons ici de traiter le côté interpolationp-adique des fonctionsL. Il
y a comme d’habitude le côté arithmétique. Nous l’́etudions aussi et montrons
que les formules obtenues des deux côtés sont tr̀es similaires. Plus préciśement,
pourT = Sym2(Tp(E)), nousétudions les valeurs en1 du module arithḿetique
Iarith(T ) des fonctionsL p-adiques associé à T , défini comme en [PR95] et de sa
sṕecialisationIsc(T ) = Iarith(T )(n

sc) dans la directionnsc. Nous obtenons comme
il se doit une formulèa la Bloch–Kato. Donnons l’énonće (les notations seront
préciśees dans le texte)

THÉORÈME. SupposonsH1
f (Q; V ) = 0.
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42 PERRIN-RIOU BERNADETTE

(i) Le Zp-module1(Iarith(T )) est non nul. SiIarith(T ) est un ǵeńerateur de
Iarith(T ) et! une base deFil0Dp(V ), on a

(1� p�1'�1)1(Iarith(T ))e

� Lp(V;0)�1
Y
l

Taml;!tg(T )
]III (T �(1))

](V=T )GQ](V �(1)=T �(1))GQ
(1� ')
p;!;

pour!tg base detV = Dp(V )=Fil0Dp(V ) telle que!tg ^ ! = e.
(ii) Isc(T ) a un źero simple en1 si et seulement sìp(V ) 6= 0. Si Isc(T ) est un

géńerateur deIsc(T ) et! une base deFil0Dp(V ), on a

@:Isc(T ) � `p(V )(1� ��2
p )

 
1� �p

�p

!Y
l

Taml;!tg(T )

� ]III (T �(1))
](V=T )GQ](V �(1)=T �(1))GQ


sc
p;!;

pour!tg base detV = Dp(V )=Fil0Dp(V ) telle que!tg ^ ! = e.

La conjecture principale affirme queLp
fpg est un ǵeńerateur du moduleIarith(T ).

La comparaison de la formule (A) (et (B) et (C)) et du théor̀eme pŕećedent implique
alors la conjecture de Bloch–Kato ‘à une unit́ep-adique pr̀es’

L(Sym2(h1(E));0)

1;!Q

�
Y
l

Taml;!tg(T )
]III (T �(1))

](V=T )GQ](V �(1)=T �(1))GQ
:

Enfin, on d́emontre que dans le cas ordinaire, siH1
f (Q; V ) = 0 et si l’invariant

de Greenberg̀p(V ) est non nul, le dual de Pontryagin du groupe de Selmer sur la
Zp-extension cyclotomique est de torsion sur l’algèbre d’Iwasawa.

Les ŕesultats obtenus dans ce texte utilisent de manière essentielle les conjectures
�(V ) et Ŕec(V ) faites dans [PR94] et dont une démonstration áet́e annonćee
indépendamment par P. Colmez d’une part [Co] et par K. Kato, M. Kurihara et
T. Tsuji d’autre part. Cela permet entre autres de calculer la valeur du logarithme en
n’importe quel caractère, de d́emontrer la conjecture de Tamagawap-adique sur le
lien entre les nombres de Tamagawa d’une représentation et de son dual torduà la
Tate, d’obtenir une formule sur le déterminant de l’application logarithme ‘étendu’,
etc (voir [PR94]).

Enfin, ces ŕesultats et sṕeculations devraient s’étendrèa tout motif dont lep-
facteur d’Euler s’annule en 1 oup�1 et ayant bonne réduction enp. Le cas de
mauvaise ŕeduction stable devra pouvoir se traiter de manière similaire d̀es qu’une
bonne th́eorie du logarithmeL0 sera fait (voir les travaux en cours [Co] de P.
Colmez).

Donnons un plan du texte. La première partie est purement locale et valable
pour toute repŕesentationp-adique cristallineV d’une extension finie non ramifiée
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deQp . On y rappelle ou d́emontre des formules sur les dérivées deL0. Pour cela,
nous devonśetendre le logarithmèaH1

g (K;V ) et en donner une interprétation en
théorie d’Iwasawa. Dans la deuxième partie, nous traitons uniquement le cas de
Sym2(h1(E)), d’abord dans le cas local (nous devons alors distinguer les cas ordi-
naire et supersingulier, on s’aperc¸oit à la fin que les ŕesultats sont très similaires),
puis nous ŕeinterpŕetons ces ŕesultats dans le cas global. Nousétudions ensuite le
comportement en1 du module arithḿetique associé à Sym2(h1(E)).

Dans tous les calculs faits ici, on peut remplacer Sym2(h1(E)) par Sym2(M
(f))(k) oùM(f) est le motif de poidsk � 1 assocíe à une forme modulairef de
poidsk de conducteur premieràp et les ŕesultats sont identiques.

1. Calculs locaux

1.1. RAPPELS LOCAUX ET NOTATIONS

1.1.1. Rappelons quelques notions introduites par Bloch et Kato afin de préciser
nos notations. SoientK une extension finie deQp ,fK la plus grande sous-extension
deK=Qp non ramifíee,K une cl̂oture alǵebrique deK etGK = Gal(K=K). Soit
V une repŕesentationp-adique deGK de dimensiond que l’on suppose de de Rham
(et cristallinèa partir du paragraphe 1.2). On noteDdR(V ) leK-espace vectoriel de
dimensiond assocíe, muni de sa filtration FiliDdR(V ). On noteDp(V ) lefK-espace
vectoriel associé àV muni d’un isomorphisme de Frobenius'; K 
eK Dp(V ) est
contenu dansDdR(V ) et muni de la filtration induite par celle deDdR(V ). Lorsque
V est cristalline,K 
eK Dp(V ) = DdR(V ).

SiK 0 est une extension deK (resp. defK), on noteDdR(V )K0 = K 0
KDdR(V )
(resp.Dp(V )K0 = K 0 
eK Dp(V )). L’espace tangent deV est d́efini partV (K) =

DdR(V )=Fil0DdR(V ).
SiX est unZp[GK ]-module, on noteX(j) = X
Zp(j) le j-ième twist̀a la Tate

deX. SiX est unQp [GK ]-espace vectoriel, on poseX�(1) = HomQp(X;Qp(1));
siX est unZp[GK ]-module de type fini, on poseX�(1) = HomZp(X;Zp(1)).

1.1.2. Bloch et Kato ont d́efini certains sous-espacesH1
�(K;V ) de H1(K;V )

pour� = e, f et g et des applications exponentielles. Sia; b 2 fe; f; gg, on note
H1
a=b(K;V ) = H1

a(K;V )=H1
b (K;V ) etH1

=b(K;V ) = H1(K;V )=H1
b (K;V ). On

note expa les diverses applications exponentielles (a précise l’espace d’arriv́ee).
Nous n’en redonnons pas les définitions mais on peut récapituler leur d́efinition
dans le diagramme suivant dont les lignes et les colonnes sont exactes.

Notons ici logf (resp. loge) l’application ŕeciproque de expf (resp. expe), logf =
(logf;1; logf;2) et logf = logf;1�(1� ') logf;2 défini modulo(1� ')Fil0Dp(V ).
Eventuellement, on rajouteraV et/ouK dans la notation lorsque cela sera nécessaire.
En particulier, on utilisera ces définitions pourV �(1).

1.1.3. Consid́erons l’accouplement naturel deK-espaces vectoriels

[ ; ]: DdR(V )� DdR(V
�(1))!DpQ(1)K = K;
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l’accouplement deQp -espaces vectoriels

[ ; ]K = TrK=Qp([ ; ]): DdR(V )� DdR(V
�(1))! Qp

0 0

0 - tV (K)
?

expe - H1
e (K;V )

?
- 0

Dp(V )
x

?

7!
- Dp(V )� tV (K)

((1�')x;xmod Fil0)

? expf- H1
f (K;V )

?
- 0 (1)

Dp(V )

wwww
1�' - Dp(V )

? expf=e- H1
f=e(K;V )

?
- 0:

0
?

0
?

0
?

et l’accouplement naturel deQp -espaces vectoriels

[ ; ] ~K = Tr ~K=Qp
([ ; ]): Dp(V )� Dp(V

�(1))! Qp :

On consid̀ere ensuite l’accouplement

Dp(V )� DdR(V )� Dp(V
�(1))� DdR(V

�(1))! Qp

donńe par [(x; y); (z; t)]K = [x; z] ~K + (1=[K: ~K])[y; t]K = Tr ~K=Qp
([x; z] +

(1=[K: ~K])TrK= ~K([y; t])).

L’application duale de 1�' 2 End(Dp(V
�(1))) est 1�p�1'�12End(Dp(V )).

L’application duale de

Dp(V
�(1))!Dp(V

�(1))� DdR(V
�(1));

x 7! ((1� ')x; x)

est l’application

Dp(V )� DdR(V )!Dp(V );

(x; y) 7! (1� p�1'�1)x+
1

[K:fK]
TrK= ~K(y):

1.1.4. LesQp -espaces vectorielsH1(K;V ) etH1(K;V �(1)) sont en dualit́e

hx; yiK = invK(x [ y);
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où invK :H2(K;Qp(1)) �= Qp est l’invariant local. Notons�=g (resp.�=f , �g =
�g=f ) l’application duale de expe;V �(1) (resp. expf;V �(1), expf=e;V �(1)). Ainsi,
par d́efinition, �=f est une application deH1

=f (K;V ) à valeurs dansDp(V ) �
Fil0DdR(V ) vérifiant

hy;expf;V �(1)(a; b)iK = [�=f (y); (a; b)]K ;

pour y2H1
f (K;V ), a2Dp(V

�(1)), b2 tV �(1)(K), �g est une application de

H1
g(K;V ) à valeurs dansDp(V )

'=p�1
vérifiant

hy;expf=e;V �(1)(a)iK = [�g(y); (a; b)]K ;

poury2H1
f=e(K;V ) et a2Dp(V

�(1))=(1� ')Dp(V
�(1)). On peut de nouveau

résumer ces applications par le diagramme commutatif suivant dont les lignes et
colonnes sont exactes, obtenu par dualité du diagramme (1)

0 0 0

0 - H1
g=f (K;V )

?
�g - Dp(V )

?
1�p�1'�1

- Dp(V )
?

0 - H1
=f (K;V )

?
�=f - Dp(V )� Fil0DdR(V )

?
- Dp(V )

wwwwww
(2)

0 - H1
=g(K;V )

?
�=g - Fil0DdR(V )

?
- 0 :

?

0
?

0
?

L’image de �=f est forḿee deséléments(x; y) tels que(1 � p�1'�1)x =

�(1=[K:fK])TrK= ~K(y). On écrit �=f = (�=f;1; �=f;2). Lorsquex2H1
g (K;V ),

on a�g(x) = �=f;1(x); si de plusK = fK, on a aussi�=f;2(x) = 0.

1.1.5. NotonsvK la valuation deK telle que l’image d’une uniformisante deK
soit 1. Par la th́eorie de Kummer,H1(K;Qp(1)) s’identifie à Qp 
 (K�)p =

Qp 
 lim
 �

K�=K�
pn

. On note FrobK = FrobfK où Frob est le Frobenius absolu et

fK = [fK:Qp ] le degŕe d’inertie deK.

LEMME. L’application

expf=e :Qp!H1
f (K;Qp) = H1(Knr=K;Qp)

= HomQp(Gal(Knr=K);Qp)
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est donńee para 7! (FrobK 7! a). L’application duale�g

Qp 
 (K�)p = H1(K;Qp(1))!Dp(Qp(1))
'=p�1

= Qp

est donńee parf�1
K vK .

DÉMONSTRATION. La premìere assertion est la définition même. Montrons la
seconde assertion. L’application

�g:H1
g(K;Qp(1)) = H1(K;Qp(1))! Dp(Qp(1))'=p

�1
= Qp

est d́efinie par

hexpf=e(a); yiK = Tr ~K=Qp
([a; �g(y)]):

Or, on a

hexpf=e(a); yiK = vK(y)expf=e(a)(FrobK)

= vK(y)a = [fK:Qp ]�1 Tr ~K=Qp
(vK(y)a):

Donc,�K=g(y) = [fK:Qp ]�1vK(y). 2

1.1.6. LEMME.SupposonsK non ramifíe surQp . Soientx 2 H1
f (K;V ) et y 2

H1(K;V �(1)). Alors,

hx; yiK = [logf (x); �=f;1(y)]K :

DÉMONSTRATION. Remarquons que(1�p�1'�1)�=f;1(x)2Fil0Dp(V ) et donc
que le terme de droite est bien défini. On a

hx; yiK = [logf;1 x; �=f;1(y)]K + [logf;2x; �=f;2(y)]K :

Comme�=f;2(y) = �(1� p�1'�1)�=f;1(y), on a

hx; yiK = [logf;1x; �=f;1(y)]K � [logf;2 x; (1� p�1'�1)�=f;1(y)]K

= [logf;1x; �=f;1(y)]K � [(1� ') logf;2x; �=f;1(y)]K

= [logf;1x� (1� ') logf;2 x; �=f;1(y)]K

= [logfx; �=f;1(y)]K : 2

1.1.7. SiL=K est une extension finie, on note resL=K et coresL=K les applications
restrictions et corestrictions; on pose

TL=K =

 
Tr~L= ~K ;

[eL:fK]

[L:K]
TrL=K

!
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surDp(V )~L � Dp(V )L.

LEMME. Par restriction,

�L(res(y)) =
[L:K]

[eL:fK]
�K(y):

Par corestriction,

TL=K(�
L
=f (y)) = �K=f (coresL=K(y));

[eL:fK]

[L:K]
TrL=K(�

L
=g(y)) = �K=g(coresL=K(y));

Tr~L ~K(�
L
g (y)) = �Kg (coresL=K(y)):

En particulier, siL=K est totalement ramifíe, ce qui sera le cas plus tard,eL = fK
et on obtient que�Lg (y) = �Kg (coresL=K(y)).

1.1.8. On suppose maintenant queK est non ramifíe surQp et queV est cristalline.
SoientKn = K(�pn+1) etK1 = [Kn. On a doncfKn = K. SiG1 = Gal(K1=
K), on note� = Zp[[G1]] son alg̀ebre de groupes continue. On pose aussi
� = Gal(K1=K0). On noteZ1

1(K;T ) la limite projective desH1(Kn; T ) pour
les applications de corestriction. C’est de manière naturelle un�-module de type
fini. On note�0 l’application naturelle de projectionQp
Z1

1(K;T )! H1(K;V ).
CommeK1=K est totalement ramifíe, le lemme pŕećedent implique que, six =
(xn)2Z1

1(K;T ), �=f;1(xn) est ind́ependant den, ce qui permet de d́efinir un
homomorphisme que l’on notera�=f;1 deZ1

1(K;T ) à valeurs dansDp(V ): on a
alors pourx2Z1

1(K;T ), (1� p�1'�1)�=f;1(x) 2 Fil0Dp(V ).
NotonsZ1

1(K;T )g le sous-module deZ1
1(K;T ) formé desélémentsx tels

que�0(x)2H1
g(K;V ). On note�g la restriction de�=f;1 àZ1

1(K;T )g . L’image

de�g(x) est contenue dansDp(V )
'=p�1

(cf. diagramme (2)).

1.2. RAPPELS ET COMPĹEMENTS SUR LE LOGARITHMEÉLARGI

1.2.1. On noteH(G1) la sous-alg̀ebre deQp [[G1]] engendŕee comme espace vec-
toriel surQp [Gal(K0=K)] par leséléments

P1
0 an( � 1)n tels que supn>0(janj=

nr) < 1 pour un entierr ( est un ǵeńerateur topologique de�). Elle con-
tient �. SoitK(G1) l’anneau total des fractions deH(G1). Si � 2G1 et siT
est une variable formelle, on pose�:(1 + T ) = (1 + T )�(�) 2Zp[[T ]]. Comme
il est montŕe dans [PR94, Sect.1.2], cette action deG1 sur 1+ T se pro-
longe à H(G1); h:(1 + T )2Qp [[T ]] pour h 2 H(G1) est une fonction sur
le disque unit́e enT dont le d́eveloppement

P
bnT

n vérifie supn>0(jbnj=nr) <1
pour un entierr. Nous notonsD1(V ) l’image de� 
 Dp(V ) par l’application
h 7!h:(1+ T )2Qp [[T ]]
 Dp(V ).

comp4116.tex; 4/09/1996; 7:37; v.7; p.11

https://doi.org/10.1023/A:1000455700320 Published online by Cambridge University Press

https://doi.org/10.1023/A:1000455700320


48 PERRIN-RIOU BERNADETTE

On note eZ1
1(K;T ) le quotient deZ1

1(K;T ) par son sous-Zp[[�]]-module de
torsion (ce dernier est isomorpheàTGK1). Soit"un ǵeńerateur deZp(1). Sij est un
entier, notons:
"
j l’isomorphismeZ1

1(K;T )!Z1
1(K;T (j)) = Z1

1(K;T (j))

assocíeà". Enfin, on note�0 la projection deZ1
1(K;T ) dansH1(K;V ) et�(j)0 le

compośe

Z1
1(K;T )!Z1

1(K;T (j))!H1(K;V (j));

on a donc�(j)0 (x) = �0;V (j)(x 
 "
j). Enfin, on identifieDp(V ) et Dp(V (j)) et
dans le th́eor̀eme qui suit,' désigne l’homomorphisme de Frobenius deDp(V )
assocíe àV (celui assocíe àV (j) est doncp�j').

1.2.2. TH́EORÈME. Soith > 1 tel queFil�hDp(V ) = Dp(V ). Il existe un unique
homomorphisme deH(G1)-modules


"
V;h:H(G1)
 Dp(V )!H(G1)
 eZ1

1(K;T )

tel que pour tout entierj vérifianth+j > 1 et tel quep�j ne soit pas valeur propre
de' et pour toutg 2 H(G1)
Dp(V )

expV (j)((1� pj�1'�1)(1� pj')�1�j(g))

= (�1)j(h+ j � 1)!�(j)0 (
"
V;h(g)): (3)

De plus, on a
"
V;h+1 = lh


"
V;h aveclh = log(�()h�1)= log�():

L’ élémentlh est tel que�(lh) = h pour tout caract̀ere� d’ordre fini deG1.
Pour tout entierh, on pose
"

V;h =
Qh0

j=h l
�1
j 
"

V;h0 avech0 > h assez grand. On
noteLh = LV;h l’inverse de
"

V;h. On a doncL0 = l0 : : : lh�1Lh pourh > 1.
Ce th́eor̀eme est en fait une lég̀ere ǵeńeralisation de celui de [PR94]: on n’impose

en effet pas de condition du type�j(g)2 (1 � pj')Dp(V ) sur leséléments de
H(G1) 
 Dp(V ). Tous les ingŕedients ńecessaires sont dans [PR94, Sect.2.2 et
2.3]. Lorsquep�j est valeur propre de', si g 2 H(G1) 
 Dp(V ) et si�j(g) 2
(1� pj')Dp(V ), l’image deg dansH1(K;V (j)) par�(j)0 � 
"

V;h pourh+ j > 1

et Fil�hDp(V ) = Dp(V ) est contenue dansH1
e (K;V (j)). Sans la condition sur

�j(g), l’image deg dansH1(K;V (j)) est contenue dansH1
f (K;V (j)). On peut

alorsêtre plus pŕecis etécrire la bonne formulation de (3) lorsquep�j est valeur
propre de'. Pour simplifier la formulation, faisons-le uniquement pourV (1 est
doncéventuellement valeur propre de') et supposonsV GK = 0.

1.2.3. PROPOSITION.Soientg 2 H(G1)
Dp(V ), a0 2 Dp(V ) tels queg(0)�
a0 = (1� ')G0 2 (1� ')Dp(V ). On a

expf ((1� p�1'�1)(a0; G0)) = �0(l0

"
V;0(g)):
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1.2.4. Le terme de gauche ne dépend pas du choix dea0 et deG0, mais seulement
de1(g). Ecrivons ces formules en termes de l’application inverseL0 de
"

V;hV 0.
On a d’abord avec les notations du théor̀eme,

logf �0(l0

"
V;0(g)) � (1� p�1'�1)(a0; G0):

D’où,

(logf;1�(1� ') logf;2)(�0(l0

"
V;0(g)))

� (1� p�1'�1)g(0)mod(1� ')Fil0Dp(V );

c’est-̀a-dire

logf�0(l0

"
V;0(g)) � (1� p�1'�1)g(0)mod(1� ')Fil0Dp(V ):

On en d́eduit que pour toutx 2 Z1
1(K;T )

(1� p�1'�1)1(l�1
0 L0(x)) � logf �0(x)mod(1� ')Fil0Dp(V ): (4)

1.2.5. Onénonce dans [PR94] une conjecture Réc(V )

Pour les formes sesquilinéaires de�-modules

Z1
1(K;T )� Z1

1(K;T �(1))! �

et

�
 Dp(V )� �
 Dp(V
�(1))! Qp 
 �

étendues̀aK(G1), l’adjoint (
"
V �(1);1)

� de
"
V �(1);1 estégalàLV;0.

Cette conjecture s’étend naturellementàH(G1)
D1(V ) et mêmeàK(G1)

D1(V ). C’est elle qui permet de faire tous les calculs de valeurs spéciales sur les
fonctionsL p-adiques d́efinies par notre ḿethode.

C’est maintenant un th́eor̀eme d́emontŕe par P. Colmez ([Co]) et (annoncé) par
Kato, Kurihara et Tsuji ([Ka-Ku-Ts?]).

1.2.6. PROPOSITION.SupposonsFil0Dp(V ) = 0 et Dp(V )
'=p�1

= 0. Alors, si
x 2 Z1

1(K;T ),

(1� ')�1(1� p�1'�1)1(l�1
0 L0(x)) = logf �0(x):

C’est une simple reformulation de (4) dans le cas où Fil0Dp(V ) est nul.

1.2.7. PROPOSITION.SupposonsFil0Dp(V ) 6= 0 ou Dp(V )
'=p�1 6= 0. Pour

x 2 Z1
1(K;T ), on a

1(L0(x)) = (1� ')�=f;1(�0(x));

(1� p�1'�1)1(L0(x)) = �(1� ')�=f;2(�0(x))2 (1� ')Fil0Dp(V ):
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DÉMONSTRATION. CommeLV;0 = l�1
0 (
"

V �(1);0)
� = (
"

V �(1);1)
�, on a

1(LV;0(x)) = 1((
"
V �(1);1)

�(x)):

D’autre part, pour 1�' inversible surDp(V
�(1)), le diagramme suivant commute

H(G1)
 Dp(V
�(1))


"
V �(1);1- K(G1)
 Z1

1(K;T �(1))

Dp(V
�(1))

(1�')�1(1�p�1'�1)
? expf;V �(1) - H1(K;V �(1)):

?
�0

En prenant l’adjoint, on en déduit la proposition. Lorsque 1�' n’est pas inversible
surDp(V

�(1)), on utilise le diagramme commutatif plus précis

H(G1)
 Dp(V
�(1))


"
V �(1);1- K(G1)
 Z1

1(K;T �(1))

Y

1�p�1'�1

? expf;V �(1) - H1(K;V �(1));
?
�0

où Y = (Dp(V
�(1))� Dp(V

�(1))=Fil0 Dp(V ))=Im(�) et où

�: Dp(V
�(1))! Dp(V

�(1))� Dp(V
�(1))=Fil0

est donńee pard 7! ((1� ')d; d) et on conclut de la m̂eme manìere. 2

Lorsque 1� ' est inversible, on a donc

(1� ')�1
1(L0(x)) = �=f;1(�0(x))

et

(1� ')�1(1� p�1'�1)1(L0(x)) = ��=f;2(�0(x)) 2 Fil0 Dp(V ):

1.2.8. Supposons maintenant que�0(x) appartientà H1
f (K;V ); d’apr̀es ce qui

préc̀ede,1(L0(x)) = 0. On calcule alors sa dérivée. On note

@r:f =

��
d
ds

�r
h�si(f)

�
js=0

pour f 2H(G1) 
 Dp(V ) ou K(G1) 
 Dp(V ) lorsque cela est d́efini; on a
@0:f = 1(f). La proposition suivante est une reformulation de (4)
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PROPOSITION.SupposonsFil0 Dp(V ) 6= 0ouDp(V )
'=p�1 6= 0. Pourx2Z1

1(K;
T ) et si�0(x) appartientàH1

f (K;V ), on a

1(L0(x)) = 0

et

(1� p�1'�1)@:L0(x) � logf �0(x)mod(1� ')Fil0 Dp(V );

ou encore lorsque1� ' est inversible surDp(V ),

(1� ')�1(1� p�1'�1)@:L0(x) � logf;1�0(x)mod Fil0 Dp(V ):

1.3. PROLONGEMENT DU LOGARITHMEÀ H1
g(K;T )

1.3.1. CommeV est suppośee cristalline, la description des représentationsp-
adiques semi-stables en termes de(';N)-modules filtŕes permet de d́ecrireH1

g(K;

V ) commeH1(C :) oùC : est le complexe

Dp(V )! Dp(V )� Dp(V )[�1]� tV ! Dp(V )[�1];

la premìere applicatiońetant donńee pard 7! ((1 � ')d;0; d) et la seconde par
(d1; d2; d3) 7! � (1� ')d2, Dp(V )[�1] étant obtenu par d́ecalage (l’oṕerateurN
est nul surDp(V )). Explicitement, comme le noyau de la deuxième application est
simplement

Dp(V )� Dp(V )[�1]'=1� tV = Dp(V )� Dp(V )
'=p�1 � tV

et queH1
f (K;V ) se calcule comme le conoyau deDp(V )! Dp(V )�tV , on d́eduit

de cette description un scindage de l’inclusionH1
f (K;V )!H1

g(K;V ) et un pro-
longement logg du logarithme logf àH1

g(K;V ). Remarquons que cette description
impose d’avoir choisi un plongement deBst dansBdR, ou ce qui revient au m̂eme
d’avoir choisi un prolongement du logarithme usuelàK�. Le choix adapt́e à la
théorie d’Iwasawa cyclotomique est logp p = 0: p est caract́eriśe parmi les uni-
formisantes deQp commeétant une norme universelle dans l’extensionQp(�p1).
Dans ce paragraphe, nous allons donner une interprétation semblable de logg en
termes de ‘normes universelles’. Pour cela, siZ1

1(K;T )f (resp.Z1
1(K;T )g)

est l’ensemble deśelémentsx deZ1
1(K;T ) tels que�0(x) 2 H1

f (K;V ) (resp.
�0(x) 2 H1

g(K;V )), on commence par construire un scindageS" de la suite

0! Z1
1(K;T )f ! Z1

1(K;T )g ! Dp(V )
'=p�1

comp4116.tex; 4/09/1996; 7:37; v.7; p.15

https://doi.org/10.1023/A:1000455700320 Published online by Cambridge University Press

https://doi.org/10.1023/A:1000455700320


52 PERRIN-RIOU BERNADETTE

apr̀es avoir tensoriśe parK(G1). Ce scindage aura la propriét́e queL0(S
"(a))

appartient̀aK(G1)
Dp(V )
'=p�1

poura2Dp(V )
'=p�1

. Nous supposons désor-
mais queV GK = 0 et m̂eme que 1 n’est pas valeur propre de'.

1.3.2. Soitx = (xn) un élément deZ1
1(K;T ) dont l’image dansH1(K;T )

est nulle:xn 2H1(K(�pn+1); T ), TrKn+1=Kn
(xn+1) = xn pourn>0 et TrK0=K

(x0) = 0. Il est montŕe dans [PR94] que l’homomorphisme naturel

Z1
1(K;T )G1 ! H1(K;T )

est injectif (pourV GK = 0). Il existe unélémenty 2 Z1
1(K;T ) unique tel que

x = (� � 1)y;

où � est un ǵeńerateur deG1 (en effet,y est d́etermińe à unélément deZ1
1(K;

T )GK =TGK près et ce dernier module est nul). L’image�0(y)dey dansH1(K;V )
ne d́epend que dex.

CommeZ1
1(K;T ) est unZp[[�]]-module sans torsion, on déduit du paragraphe

1.3.2 que six est uńelément deH(G1)
Z1
1(K;T ) dont l’image dansH1(K;V )

est nulle, il existey 2 H(G1)
 Z1
1(K;T ) tel que(� � 1)y = x.

1.3.3. REMARQUE. On peut calculer ‘explicitement’�0(y) à l’aide des oṕerateurs
de Kolyvagin (voir [So92]). CommeV GK = 0, il existe un entier� annulant
(T=MT )GK pour toute puissanceM dep. On consid̀ere l’oṕerateur de Kolyvagin

relativementà Kn=K et à �. Notons-le kol(�)n . On obtient donc,̀a partir d’un
élémentx = lim

 �
xn 2 Z1

1(K;T ) dont l’image dansH1(K;T ) est nulle, des

éléments

kol(�)n (xn)2H1(K;T=pnT ):

LEMME. Sous les hypoth̀eses pŕećedentes, leskol(�)n (xn) sont compatibles pour
les applications induites par les projectionsT=pnT ! T=pn

0

T pour n0 6 n et
définissent uńelémentkol(�)(x) deH1(K;T ) et on akol(�)(x) = ��0(y).

DÉMONSTRATION. Onécrit x = (� � 1)y. Si yn est la projection dey dans
H1(Kn; T ), on axn = (�n�1)yn où�n désigne la projection de� dans Gal(Kn=K)

(�n est un ǵeńerateur du groupe cyclique Gal(Kn=K)). PosonsDn =
P(p�1)pn

i=0 i� in
et Trn =

P(p�1)pn

i=0 � in. On a alors

Dn(xn) = (�n � 1)Dn(yn) = Trn(yn)� pn(p� 1)xn:

D’où, Dn(xn) � Trn(yn)mod pnH1(Kn; T ). On en d́eduit quey�1 = Trn(yn)
vérifie

�y�1 � �Dn(xn) � kol(�)pn (xn)modpn
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ZÉROS TRIVIAUX DES FONCTIONSL P -ADIQUES 53

et�y0 est la limite des kol(�)pn (xn)2H1(K0; T=p
nT ). 2

L’ élément

kolp(x) =
1

� log�(�)
kol(�)(x) =

1
log�(�)

�0(y)

deH1(K;V ) est ind́ependant de� et de� .

1.3.4. Si� est un ǵeńerateur deG1, on pose

�� (T ) = (1� p�1') log
(1+ T )�(�) � 1

T

et poura 2 Dp(V )' = p�1

�(a)
� = a�� (T ) = (1� ')

 
a log

(1+ T )�(�) � 1
T

!
;

' agissant̀a la fois surDp(V ) et sur 1+ T (par'(1+ T ) = (1+ T )p). Comme
((1+ T )�(�) � 1)=T appartient̀aZ�p + TZp[[T ]], �� (T ) 2 Qp 
 Zp[[T ]] par le
lemme de Dwork. De plus�a

� est unélément deD1(V ) (il est facile de v́erifier
que

P
�2�p �

a
� (�(1 + T ) � 1) = 0, ce qui caractérise leséléments deD1(V ))

et appartient̀a l’image deQp [[T ]] 
 Dp(V ) par l’opérateur 1� '. Notons pourh
entier,

X
(a)
�;h = 
"

V;h(�
(a)
� (T )) 2 K(G1)
 Z1

1(K;T ):

Pourh assez grand,X(a)
�;h appartient̀aH(G1)
Z1

1(K;T ). L’image deX(a)
�;h dans

H1(K;V ) est nulle. Il existe donc uńelémentY 2 K(G1) 
 Z1
1(K;T ) tel que

X
(a)
�;h = (� � 1)Y . On v́erifie facilement queY ne d́epend pas du choix de� ; on le

noteY (a)
h . On a donc

X
(a)
�;h = (� � 1)Y (a)

h

et on d́eduit des propríet́es de
"
V;h queY (a)

h+1 = lhY
(a)
h aveclh = h � (log�=

log�(�)). En particulier,Y (a)
1 = (l1 : : : lh�1)

�1Y
(a)
h etLh(Y (a)

h ) = L1(Y
(a)

1 ) =

l�1
0 L0(Y

(a)
1 ) et pourh > 1,X(a)

�;h est ‘d́efini’ en1.

1.3.5. L’́elément!1 = lim
 �

(1��n) deZ1
1(Qp ;Zp(1)) est l’élément cyclotomique.

Par la th́eorie similaire pourQp(1) (due alors̀a Coleman), on peut définirLQp(1);1
(!1) 2 (� � 1)�1�
Dp(Qp(1)). On a

(� � 1)LQp(1);1(!1):(1+ T ) = ��� (T ):
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Il est relíe à la fonction de Kubota–Leopoldt. Reprenons les notations de [PR94b].
Posons! = !1 
 "
�1 2 Z1

1(Qp ;Zp) avec" = (�n). On pose

LK�L = �LQp;0(!)� 2 (�(�)�1� � 1)�1�;

où � est l’involution de� induite par� 7! ��1. L’ élémentLK�L vérifie la propríet́e
suivante: pour tout entierj positif et impair

�j(LK�L) = �fpg(�j) = (1� pj)�(�j);

où � est la fonction� de Riemann. Enfin, siTw est l’oṕerateur de twist deZp[[G1]]
induit par� 7! �(�)� , on a

Tw(LK�L) = �Tw(L�Qp;0(!)) = L�Qp(1);1(!1):

LEMME. On aLV;0(Y (a)
1 ) = �l0Tw(L�K�L)a.

Remarquons aussi que1(L0(Y
(a)

1 )) = (1� p�1)a = (1� ')a.

DÉMONSTRATION. En effet,

(� � 1)LV;1(Y (a)
1 ):(1+ T )

= LV;1(X(a)
�;1 ):(1+ T ) = �a

� (T ) = a�� (T )

= �a(� � 1)LQp(1);1(!1):(1+ T ):

On en d́eduit que

LV;0(Y (a)
1 ) = l0LV;1(Y (a)

1 ) = �l0LQp(1);1(!1)a = �l0Tw(L�K�L)a: 2

1.3.6. NotonsD01(V ) l’extension de�-modules deDp(V )
'=p�1

par D1(V )
définie par le cocycle� 7! (a 7! �

(a)
� (T ))

0! D1(V )! D01(V )! Dp(V )
'=p�1 ! 0:

Il existe donc un uniquéelémente�a 2D01(V ) (indépendant de� ) dont l’image

dansDp(V )
'=p�1

esta et tel que(� � 1)e�a = �
(a)
� . Moralement,e�a = (1�

')(a log(T )). Ce qui pŕec̀ede peut se résumer en la proposition suivante

PROPOSITION.Pourh assez grand, l’application
"
V;h se prolonge en une appli-

cation deD01(V ) dansH(G1)
 eZ1
1(K;T ) détermińee pare�a 7! Y

(a)
h et pour

h > 1, l’image de
"
V;h est d́efinie en1.

comp4116.tex; 4/09/1996; 7:37; v.7; p.18

https://doi.org/10.1023/A:1000455700320 Published online by Cambridge University Press

https://doi.org/10.1023/A:1000455700320
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1.3.7. PROPOSITION.Soit a 2 Dp(V )
'=p�1

. L’image �0(Y
(a)

1 ) de Y
(a)

1 dans
H1(K;V ) appartientàH1

g(K;V ) et on a

�g(Y
(a)

1 ) = �g(�0(Y
(a)

1 )) = a2Dp(V )
'=p�1

:

DÉMONSTRATION. Comme nous avons supposé que 1 n’est pas valeur pro-
pre de' sur Dp(V ), il est facile de v́erifier que pour toutx0 2 H1

f (K;V �(1)),
il existe un élémentg 2K(G1) 
 Dp(V ), défini en 1, tel que
"

V �(1);1(g) =

x02H1(K;V �(1)). D’après 1.2.3, on a(1� p�1'�1)1(g) � logf x0 mod(1�
')Fil0Dp(V ). D’autre part, posons�(a)

� = e�(a)
� :(1+ T ) avece�(a)

� 2 Zp[[G1]]

Dp(V ). La loi de ŕeciprocit́e dit que

h
"
V;1(

e�(a)
� );
"�1

V �(1);0(g)iV = [e�(a)
� ; g�]Dp(V ):

On remarque que


"�1

V �(1);0(g) = l�1
0 
"�1

V �(1);1(g):

Comme


"
V;1(�

(a)
�;1) = (� � 1)Y (a)

1 ;

on obtient�
�� � 1

l0
Y (a);
"�1

V �(1);1(g)

�
K
= [�(a)

� ; g�]Dp(V ):

D’où, enévaluant cette expression sur le caractère trivial1,

log�(�)h�0(Y
(a)

1 ); x0iK = [�(a)
� (0);1(g)]Dp(V ):

On a

�(a)
� (0) = a

�
1� 1

p

�
log�(�) = log�(�)(1� ')a;

ce qui implique que

log�(�)h�0(Y
(a)

1 ); x0iK = log�(�)[(1� ')a; g(0)]Dp(V )

= log�(�)[a; (1� p�1'�1)g(0)]Dp(V )

= log�(�)[a; logf x0]Dp(V ):

En inversant les r̂oles deV et deV �(1) dans 1.1.6, on a

h�0(Y
(a)

1 ); x0iK = [�=f;1(�0(Y
(a)

1 )); logf x0]Dp(V ):
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D’où,

[�=f;1(�0(Y
(a)

1 )); logf x0]Dp(V ) = [a; logf x0]Dp(V ):

Comme cela est vrai quelque soitx0 dansH1
f (K;T ), on en d́eduit que

�=f;1(�0(Y
(a)

1 )) = a:

En particulier, comme(1 � p�1'�1)a = 0, �=f;2(�0(Y
(a)
h )) = 0 et �0(Y

(a)
1 )

appartient̀aH1
g(K;V ). 2

1.3.8. On pose poura 2 Dp(V )
'=p�1

, S"(a) = Y
(a)

1 2K(G1) 
 Z1
1(K;T )g .

L’applicationS" est un scindage de l’application

Z1
1(K;T )g!Dp(V )

'=p�1
;

une foisétendu les scalairesàK(G1). SiZ1
1(K;T )f est l’ensemble deśeléments

deZ1
1(K;T ) dont l’image dansH1(K;V ) est dansH1

f (K;V ), on obtient une
application

eS":Z1
1(K;T )g ! K(G1)
 Z1

1(K;T )f

définie pareS"(x) = x� S"(�g(x)). On a alors

L0(x) = L0( eS"(x)) + l0Tw(L�K�L)
 �g(x):

Remarquons queTw(L�K�L) a un p̂ole simple en1, ce qui implique quel0Tw
(L�K�L) est d́efini et non nul en1. Par contre si� est un caractère non trivial de
G1, l0Tw(L�K�L) est nul en�, ce qui est coh́erent avec le fait que la�-composante

deDp(V )
'=p�1

est bien ŝur nulle.
On obtient une section de l’inclusionH1

f (K;V )!H1
g(K;V ) en posant

es(x0) = x0� �0(S
"(�g(x0))) 2 H1

f (K;V ) (5)

pourx02H1
g(K;V ), ce qui permet d’́etendre le logarithme logf àH1

g(K;V ) en
posant logg x = logf es(x). Ce prolongement d́epend de l’extension cyclotomique.
On peut v́erifier que cette section est la même que celle dont on a parlé au d́ebut du
paragraphe 1.3.1. En particulier, prenonsV =Qp(1). Notonse�1 la base canonique
deDp(Zp(1)). Alors,S"(e�1) estégalà l’élément(1��n)n moduloZp(1). L’image
de S"(e�1) dansH1(Qp ;Qp(1)) �= Qp 
 (Q�p )p est bien d́efinie et est́egaleà

p. Ainsi, si q2Qp 
 (Q�p )p, eS"(q) est simplement́egal à qp�ordp(q) 2Z�p . Le
logarithme logg;Qp(1) deQ�p dansQp défini ici est donc le logarithme d’Iwasawa
défini de la manìere naturelle surZ�p et prolonǵe àQ�p par logp p = 0.

comp4116.tex; 4/09/1996; 7:37; v.7; p.20

https://doi.org/10.1023/A:1000455700320 Published online by Cambridge University Press

https://doi.org/10.1023/A:1000455700320
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On peut alors ŕeécrire la proposition 1.2.8

1.3.9. PROPOSITION.SupposonsFil0Dp(V ) ou Dp(V )
'=p�1

non nul et
Dp(V )

'=1 = 0. Soitx appartenant̀aZ1
1(K;T )g . On a

1(L0(x)) = (1� ')�g(x) = (1� p�1)�g(x); (6)

d’où (1� p�1'�1)1(L0(x)) = 0, et

(1� ')�1(1� p�1'�1)@:L0(x) � logg �0(x)mod Fil0Dp(V ): (7)

DÉMONSTRATION. D́emontrons (7). CommeL0(x) � L0( eS"(x)) appartient̀a
K(G1)
 Dp(V )

'=p�1
, on a

(1� p�1'�1)L0(x) = (1� p�1'�1)L0( eS"(x)):
On applique alors la proposition 1.2.8à eS"(x) (sa projection dansH1(K;V ) appar-
tient àH1

f (K;V )). En utilisant (5), on en d́eduit (7). 2

2. Exemple du carŕe syḿetrique

2.1. ETUDE LOCALE (CAS ORDINAIRE)

2.1.1. Soit Vp(E) la repŕesentation associée à une courbe elliptique sur
Qp : Vp(E) = Qp 
 lim

 �
Epn . On suppose ici queE a bonne ŕeduction ordi-

naire. PosonsV = Sym2(Vp(E)). Les valeurs propres de' surDp(V ) sont��2
p ,

��2
p etp�1 avec�p unitép-adique. On notee0 une base deDp(V )

'=��2
p , e�1 une

base deDp(V )
'=p�1

, e�2 une base deDp(V )
'=��2

p . On peut les choisir̀a partir
d’une base(f�1; f0) de vecteurs propres deDp(Vp(E)) vérifiant'f0 = ��1

p f0,
'f�1 = ��1

p f�1 par les formulese0 = f2
0 , e�1 = f0:f�1, e�2 = f2

�1. Si
Fil0 Dp(Vp(E)) est engendré parf0 + �pf�1, la filtration deDp(V ) est donńee
par Fil0 Dp(V ) = Qp! avec! = e0 + 2�pe�1 + �2

pe�2 et Fil�1 Dp(V ) =
Qp! � Qp(e�1 + �pe�2) = Qp(e�1 + �pe�2) � Qp(e0 + �pe�1). Rappelons
que la repŕesentationVp(E) est scind́ee si et seulement si�p 6= 0 (on utilise pour
cela l’équivalence de catégories entre la catégorie des représentationsp-adiques
ordinaires deGQp et la cat́egorie des'-modules filtŕes ordinaires de la théorie de
Fontaine:�p = 0 si et seulement siDp(Vp(E)) est somme directe de 2'-modules
filtr és ordinaires non nuls, ce qui estéquivalent̀a ce queVp(E) soit d́ecompośee,
cf. par exemple [PR94c] et [PR90].

Noussupposons d́esormais que�p 6= 0. Cela signifie donc queE=Qp n’est
pas le rel̀evement canonique de sa réduction. Nous utiliserons l’isomorphisme
^2Vp(E) = Qp(1), pour fixer une base(f�1; f0) telle quef0 ^ f�1 soit la base
canonique 1 deDp(Qp(1)). Ce choix fixe alorse�1 et par l’application induite par
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la projection Fil�1 Dp(V ) ! Dp(Qp(1)), l’image dee�1 2 Dp(V )
'=p�1

dans
Qp = Dp(Qp(1)) est 1. D’autre part,e==

déf
e0 ^ e�1 ^ e�2 et

!e==
déf

1
2�p

! =
1

2�p
e0 + e�1 +

�p
2
e�2

sont alors complètement d́etermińes.
Remarquons que

(1� p�1'�1)Dp(V ) \ Fil0 Dp(V ) = 0

car �p est suppośe non nul. Ńecessairement�=f;1 est doncà valeurs dans

Dp(V )
'=p�1

et �=f;2(H1(Qp ; V )) = 0. Enfin, pour des raisons de dimension,
H1(Qp ; V ) = H1

g(Qp ; V )et donc lesZp[[G1]]-modulesZ1
1(Qp ; T )g etZ1

1(Qp ; T )
sontégaux.

2.1.2. PROPOSITION.Soitx 2 Z1
1(Qp ; T ). On a

1(L0(x)) = (1� p�1)�g(x) = (1� ')�g(x)

et

(1� ')�1(1� p�1'�1)@:L0(x) ^ e�1 ^ e�2 = logg �0(x) ^ !e^ e�2:

DÉMONSTRATION. Remarquons que sid 2 Qpe�2 � Qpe0 et d0 2Dp(V ) sont
tels qued � d0 modulo Fil0 Dp(V ), alors

d ^ e�1 ^ e�2 = d0 ^ !e^ e�2: (8)

En effet, comme Fil0 Dp(V ) est de dimension 1,d0^!e ne d́epend que ded0modulo
Fil0 Dp(V ) et on a donc l’́egalit́e d ^ !e = d0 ^ !e. On écrit d = ��2e�2 + �0e0.
On ad ^ e�1 ^ e�2 = �0e. D’autre part,

d ^ !e = �0e0 ^ e�1 +
1
2(�0�p � ��2�

�1
p )e0 ^ e�2 � ��2e�1 ^ e�2:

Donc,

d0 ^ !e^ e�2 = d ^ !e^ e�2 = �0e:

D’où (8). La proposition se d́eduit alors facilement de (7) en remarquant que
(1� p�1'�1)@:L0(x) appartient̀aQpe0 � Qpe�2. 2

2.1.3. La repŕesentationV étant ordinaire, elle admet une filtration

0� Fil2p V � Fil1p V � V
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enGQp-repŕesentations v́erifiant: Dp(Fil2p V ) = Qpe�2, Dp(Fil1p V ) = Qpe�2 �
Qpe�1 = Dsc. Le quotient Fil1p V=Fil2p V est isomorphèa Qp(1). On reprend une
idée de Greenberg pour construire une applicationqe

H1(Qp ; V )! Qp 
 (Q�p )p = Qp 
 lim
 �

Q
�
p =Q

�
p
pn

de la manìere suivante. On remarque queH1(Qp ;Fil1p V ) = H1(Qp ; V ). En effet, le
noyau de l’application naturelleH1(Qp ;Fil1p V ) ! H1(Qp ; V ) est un quotient de
H0(Qp ; V=Fil1p V )qui est nul et les espaces vectorielsH1(Qp ;Fil1p V )etH1(Qp ; V )
sont tous deux de dimension 3 (on utilise la formule

dimQp
H1(Qp ;W ) = dimQp

Dp(W )

+dimQp
H0(Qp ;W ) + dimQp

H0(Qp ;W
�(1))

ce qui donne 3 pourV et 2+0+1 pour Fil1p V ). L’applicationqe cherch́ee est alors
le compośe

H1(Qp ; V ) = H1(Qp ;Fil1p V )! H1(Qp ;Fil1p V=Fil2p V )

= H1(Qp ;Qp(1)) �= Qp 
 (Q�p )p;

le dernier isomorphisméetant donńe par la th́eorie de Kummer. On a alors un
isomorphisme

Qp 
 (Q�p )p
�= Qp � Qp

donńe parq 7! (logp q;ordp(q)) (avec logp p = 0). On pose

`(q) =
logp q

ordp(q)
2 Qp [1:

2.1.4. D́EFINITION. Si y 2 H1(Qp ; V ), l’invariant de Greenberg̀(y) dey est

`(y) = `(qe(y)):

Il ne dépend que de la droite engendrée pary.

2.1.5. Le diagramme

H1(Qp ; V )
�g - Dp(V )

'=p�1

H1(Qp ;Fil1pV )

6

�g - Dp(Fil1p V )
'=p�1

wwwww

H1(Qp ;Qp(1))
?

�g - Dp(Qp(1))'=p
�1

= Dp(Qp(1))

wwwww
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est commutatif. On en déduit que

�g(y) = ordp(qe(y))e�1: (9)

Remarquons qu’en particulier, ordp(qe(y)) est non nul (et doncl(y) 2 Qp ) si et
seulement siy n’appartient pas̀aH1

f (Qp ; V ). Interpŕetons maintenant logp qe(y).
De la fonctorialit́e des constructions faites, on déduit la commutativit́e du dia-
gramme

Dp(V )
'=p�1 S" - K(G1)
 Z1

1(Qp ; T )

Dp(Fil1p V )
'=p�1

wwwww
S"- K(G1)
 Z1

1(Qp ;Fil1T )

6

Dp(Qp(1))
'=p�1

wwwww
S"- K(G1)
 Z1

1(Qp ;Qp(1)):
?

Ainsi, logp qe(y)e�1 est la projection surQpe�1 parall̀elementà Qpe�2 de logfes(y) = logg y (logg y 2 Dsc car on voity, et donces(y), comme appartenantà
H1(Qp ;Fil1p V )) ou encore que

logp qe(y)e�1 ^ e�2 = logg y ^ e�2:

D’où la proposition

2.1.6. PROPOSITION.Soitx 2 Z1
1(Qp ; T ) tel queordp(qe(�0(x))) soit non nul.

Alors,

1(L0(x)) = (1� p�1)ordp(qe(�0(x)))e�1 et (10)

(1� ')�1(1� p�1'�1)@:L0(x) ^ e�1 ^ e�2

= � 1
2�p

`(�0(x))ordp(qe(�0(x)))e: (11)

DÉMONSTRATION. On transforme la formule de la proposition 2.1.2 et on utilise
le fait que logg �0(x) 2 Dsc, que

logg �0(x) ^ e�2 = logp qe(�0(x))e�1 ^ e�2

et quee�1 ^ !e^ e�2 = �(2�p)�1. 2
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L’ équation (11) peut aussi s’écrire

@:L0(x) ^ e�1 ^ e�2

= � 1
2�p

(1� ��2
p )

 
1� �p

�p

!�1

`(�0(x))ordp(qe(�0(x)))e (12)

(seule, l’action de' sure0 intervient). D’autre part, posons�g(y) = e�g;e(y)e�1;
on a donce�g;e(y) = ordp(qe(y)). Nous verrons que dans le cas supersingulier,e�g;e(y) a un sens alors queqe(y) n’en a plus.

2.2. ETUDE LOCALE (CAS SUPERSINGULIER)

On suppose ici queVp(E) a bonne ŕeduction supersingulière enp et queap = 0.
Alors, V est la somme directe deW1 et deW2

�= Qp(1)(") où " est le caract̀ere
quadratique non ramifíe deQp (on a donc"(p) = �1), ce qui se voit par exemple sur
la description du carré syḿetrique deDp(Vp(E)); Dp(W1) se d́ecrit de la manìere
suivante:Dp(W1) = Qpe�1 � Qpe0, avec'e�1 = p�1e�1, 'e0 = �p�1e0 et
Fil0 Dp(W1) = Fil�1 Dp(W1) = Qp(e0 � e�1), Fil�2 Dp(W1) = Dp(W1). Les
notations ont́et́e choisies pour que les résultats puissent s’exprimer de la même
manìere dans le cas ordinaire et dans le cas supersingulier. Remarquons que la
base(e0; e�1) est fix́ee à un multiple pr̀es.? Comme detDp(W1) = Qp(2)("),
elle est donc d́etermińee au signe près pare0 = e�1 ^ e0. On notee�2 une base
de DpW2: on a donc'e�2 = �p�1e�2. On pose encoree = e0 ^ e�1 ^ e�2 et
!e = e�1 � e0. LeQp-espace vectoriel(1� p�1'�1)Dp(V ) = Qpe0 � Qpe�2 est
d’intersection nulle avec Fil0 Dp(V ), H1(Qp ; V ) = H1

g(Qp ; V ) etH1(Qp ;W2) =

H1
g(Qp ;W2) = H1

f (Qp ;W2).

2.2.1. Soitx un élément deZ1
1(Qp ; T ): x = (x1; x2) avecx12Z1

1(Qp ;W1) et
x22Z1

1(Qp ;W2). On aL0(x) = L0(x1) � L0(x2). Commenc¸ons par regarder

la deuxìeme composante. DansW2, on a Fil0 Dp(W2) = Dp(W2)
'=p�1

= 0. La
proposition 1.2.6 implique queL0(x2) en un źero en1 d’ordre> 1 et que

@:L0(x2) = �(1+ p�1)

2
logf �0(x2)

= �(1� ')(1� p�1'�1)�1 logf �0(x2) 2 Qpe�2:

DansW1, on a1(L0(x1)) = (1� p�1)�g(x1) 2 Qpe�1 et

(1� ')�1(1� p�1'�1)@:L0(x1) � logg �0(x1)mod Fil0 Dp(W1):

? Mais une fois choisie�1 ^ e0 (c’est-̀a-dire un isomorphisme entre le déterminant deW et
Qp (2)(")), si l’on impose que!e = e�1� e0, (e�1, e0) est fix́e au signe pr̀es.
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2.2.2. Poury 2 H1(Qp ; V ),�g(y) appartient̀a la droite engendrée pare�1. Posons
�g(y) = e�g;e(y)e�1. Introduisons l’analogue de l’invariant de Greenberg. L’injec-
tion deDp(V )

'=p�1
dansDp(W1) induit un isomorphisme

i: Dp(V )
'=p�1 ! tW1(Qp) = Dp(W1)=Fil0 Dp(W1):

Si y est unélément deH1(Qp ;W1), on notè (y) l’ élément deQp tel que

logg;W1
y = `(y)i(�g(y)):

Il ne dépend d’aucun choix et on a

logg;W1
y � `(y)e�g;e(y)e�1 � `(y)�g(y)mod Fil0 Dp(W1):

Si y = (y1; y2) est unélément deH1(Qp ; V ), on posè (y) = `(y2) qui ne d́epend
que de la droite engendrée pary. On a alors la proposition

2.2.3. PROPOSITION.Soitx 2 Z1
1(Qp ; T ). On a

1(L0(x)) = (1� ')e�g;e(�0(x))e�1

=

�
1� 1

p

�
�g(�0(x)) 2 Qpe�1 et (13)

(1� ')�1(1� p�1'�1)@:L0(x) ^ e�1 ^ e�2

= `(�0(x))e�g;e(�0(x)))e: (14)

DÉMONSTRATION. Comme(1�p�1'�1)@:L0(x2) appartient̀a la droiteQpe�2,
il n’intervient pas dans l’́equation (14). D’autre part, on remarque que

logg;W1
y ^ !e = `(y)�g(y) ^ !e:

Donc

(1� ')�1(1� p�1'�1)@:L0(x) ^ e�1

= (1� ')�1(1� p�1'�1)@:L0(x) ^ !e

= logg �0(x1) ^ !e

= `(�0(x))�g(�0(x)) ^ !e

= �`(�0(x))e�g;e(�0(x)))e�1 ^ e0

d’où, l’équation (14). 2
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Si l’on veut faire apparâıtre les facteurs d’Euler, on remarque encore que seule
l’action de' sure0 intervient et la formule (14) devient

@:L0(x) ^ e�1 ^ e�2

= 2�1(1+ p�1)`(�0(x))e�g;e(�0(x)))e

= (1� ��2
p )

 
1� �p

�p

!�1

`(�0(x))e�g;e(�0(x)))e; (15)

où�p =
p�p et�p = �p�p = p��1

p .
Il est commode de poser�p = 1

2 dans le cas supersingulier. Les formules sont
alors les m̂emes dans le cas ordinaire et dans le cas supersingulier.

2.3. FONCTIONL p-ADIQUE DE Sym2(E)

2.3.1. Supposons maintenant queE est une courbe elliptique surQ, ayant bonne
réduction enp. Soit h1(E) le motif dont la ŕealisationp-adique estVp(E) =
Qp 
 lim

 �
Epn et M = Sym2(h1(E)). On noteMdR sa ŕealisation de de Rham,

MB sa ŕealisation de Betti,M+
B la partie fixe par l’involution deMB . Le Q -

espace vectorielMB est muni d’unZ-réseauM = Sym2(H1(E;Z)). On note
V = Mp = Sym2(Vp(E)) la réalisationp-adique deM . On fait le choix d’une
base deh1(E)dR dont le d́eterminant est la base canonique 1 deZ(1)dR. On note
e la base de detMdR qui s’en d́eduit. On choisit enfin uneZ-base" du motif de
TateZ(1) et uneZ-base!+

B de detM+ (M+ est unZ-module de rang 2).
SoitL(M; s) =

Q
l L(M; s) (resp: Lfpg(M; s) =

Q
l 6=pL(M; s)) la fonctionL

complexe deM (resp. la fonctionL complexe deM incompl̀ete enp). Le motif
M est critique (en 0) et lorsqueE est une courbe elliptique modulaire, le produit
est convergent ens = 0 etL(M;0) et

Lfpg(M;0) = (1� ��2
p )(1� ��2

p )(1� p�1)L(M;0):

sont non nuls.

2.3.2. Il est conjecturé dans [PR95] l’existence d’une fonctionL p-adiqueLp
fpg

attach́eeàM , munie de sa structure entière orient́eeM. C’est un homomorphisme
de^2Dp(V ) dansK+(G1), détermińe par sońevaluation sur les caractères�j pour
les entiersj tels que 1 etp�1 ne soient pas valeur propre de' surDp(V (�j)). Les
formules ont́et́e donńees dans l’introduction. Il est aussi conjecturé ([PR95, Sect.
4.4]) qu’il existe unélément sṕecial csṕec

p 2Qp 
 H1
1(Q; T )+ (que l’on esp̀ere

‘motivique’, nous y reviendrons en 2.3.12) tel queLp
fpg soit donńee pour tout

n 2 ^2Dp(V ) par

Lp
fpg(n)e= L0(c

sṕec
p ) ^ n: (H)
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Rappelons enfin que dans le cas du carré syḿetrique d’une courbe elliptique
ayant bonne ŕeduction ordinaire enp, une fonctionL p-adique a vraiment́et́e
construite. Elle devrait̂etre,à une constante multiplicative près, la valeur deLp

fpg

sur le param̀etree�1 ^ e�2 2 detDsc: Lp;sc
fpg = Lp

fpg(e�1 ^ e�2). On devrait donc
avoir

Lp;sc
fpge= L0(c

sṕec
p ) ^ e�1 ^ e�2:

Sous�(Fil1p V ), il est montŕe dans [PR95] queLp;sc
fpg 2Qp 
 Zp[[G

+
1]].

Dans le cas supersingulier, il sera commode de considérer aussi l’́elémentLp;sc
fpg

vérifiant Lp;sc
fpge = L0(c

sṕec
p ) ^ e�1 ^ e�2 avec le choix desei qui a ét́e fait au

paragraphe 2.2. La formule (6) montre queLp;sc
fpg est nulle en1.

Nous allons tirer les conséquences de ce queLp
fpg et Lp;sc

fpg seraient d́efinis à

partir d’unélémentcsṕec
p sur le comportement en1 deLp

fpg et deLp;sc
fpg . Nous ferons

ensuite une conjecture reliant la valeur en1 de Lp
fpg et la valeur de la fonction

L complexeL(M;0). Cette conjecture ne fait pas intervenir d’invariant`p(V ).
Nous montrerons ensuite que cette conjecture implique pour la fonctionLp;sc

fpg la
conjecture de Greenberg [Gr94] faisant intervenir par contre l’invariant`p(V ) de
Greenberg.

Noussupposons jusqu’à la fin du paragraphe2.3que(H) est vraiec’est-̀a-dire
que

Lp
fpg(n)e= L0(c

sṕec
p ) ^ n:

2.3.3. Il existe un entierr > 0 etec sṕec
p;r 2Qp 
H1

1(Q; T )+ vérifiant

csṕec
p =

(� � 1)r

logr �(�)
ec sṕec
p;r

pour� géńerateur deG1et tel que�0(ec sṕec
p;r ) soit non nul. Si�0(c

sṕec
p )est non nul, ce

que l’on esp̀ere,r estégalà 0. On posec(r)p (p) = �0(ec sṕec
p;r ) etcflach

p (p) = �0(c
sṕec
p ).

2.3.4. PROPOSITION.La fonctionLp
fpg a un źero d’ordre> r en1. Il est d’ordre

r si et seulement sic(r)p (p) n’appartient pas̀aH1
f (Q; V ) et on a alors

@r:Lp
fpg(n)e = (1� p�1)e�g;e(c(r)p (p)))e�1 ^ n

= (1� p�1)�g(c
(r)
p (p)) ^ n: (16)

En particulier, siE est modulaire et sous les hypothèses techniques de[Fl92], la
fonctionLp

fpg a un źero d’ordrer en1.
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DÉMONSTRATION. On a

@r:Lp
fpg(n) = 1(L0(ec sṕec

p;r )) ^ n = (1� p�1)e�g;e(ec sṕec
p;r )e�1 ^ n

d’apr̀es l’équation (10) ou (14). On utilise alors (9) pour trouver (16). On remarque
ensuite quec(r)p (p) appartient a priorìa H1

f;fpg(Q; V ) et appartient̀a H1
f (Q; V )

si et seulement si�g(ec sṕec
p;r ) = �g(c

(r)
p (p)) est nul, c’est-̀a-dire si et seulement si

�g(c
(r)
p (p)) = 0.

LorsqueE est modulaire et sous des hypothèses techniques, Flach a montré que
H1
f (Q; V ) est nul. On en d́eduit quec(r)p (p) est nul si et seulement sie�g;e(c(r)p (p)))

est nul. 2

2.3.5. Rajoutons pour le paragraphe 2.3 l’hypothèse que

H1
f (Q; V ) = 0;

ce qui devrait̂etre toujours v́erifié. LeQp -espace vectorielH1
f;fpg(Q; V ) est alors

de dimension 1 et c’est aussi l’image par�0 deQp 
H1
1(Q; T ); l’hypothèse faite

([PR95, Chap. 3 et App. B] implique la conjecture de Leopoldt faible est vraie,
c’est-̀a-dire queH2

1(Q; T )
Gal(Q(�p)=Q) est unZp[[�]]-module de torsion et que

H1
1(Q; T )

Gal(Q(�p)=Q) est de rang 1.

DÉFINITION. L’invariant de Greenberg̀p(V ) deV estégalà`(c) où c engendre
la droiteH1

f;fpg(Q; V ). C’est unélément deQp .

Dans ce qui suit, lorsqueE a bonne ŕeduction supersingulière, on prend�p =
�1

2.

2.3.6. PROPOSITION.Lp;sc
fpg a un źero d’ordrer + 1 en1 si et seulement sìp(V )

est non nul et on a alors

@r+1:Lp;sc
fpg = � 1

2�p
(1� ��2

p )

 
1� �p

�p

!�1

`p(V )e�g;e(c(r)p (p)):

DÉMONSTRATION. Cela se d́eduit des d́efinitions et de l’́equation (12) ou
(14). 2

2.3.7. CONJECTURE.L’ élémentcflach
p (p) deH1(Q; V ) est non nul.

PROPOSITION.La fonction Lp
fpg ne s’annule pas en1 si et seulement si

cflach
p (p) 6= 0.

Nous le supposerons désormais.

2.3.8. Fixons uńelément!Q non nul duQ -espace vectoriel Fil0MdR de dimen-
sion 1. L’application ṕeriodep-adique
p;!Qest l’application dê 2Dp(V ) dans
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detDp(V ) définie par
p;!Q(n) = !Q ^ n. La ṕeriode complexe attachéeà!Q est
l’ élément
1;!QdeC� tel que


1;!Qe= !Q ^ !+
B ;

où!+
B est la base duZ-module orient́eM.

2.3.9. CONJECTURE.Si �[�1] est la projection surDp(V )
'=p�1

parallèlement
aux autres sous-espaces propres de',

�g(c
flach
p (p)) =

1
2

 
1� �p

�p

! 
1� �p

�p

!
L(M;0)

1;!Q

�[�1](!Q): (17)

La formule peut aussi s’écrire

e�g;e(cflach
p (p)) =

1
2

 
1� �p

�p

! 
1� �p

�p

!
L(M;0)

1;!e

; (18)

ou dans le cas ordinaire

ordp(qe(c
flach
p (p))) =

1
2

 
1� �p

�p

! 
1� �p

�p

!
L(M;0)

1;!e

; (19)

où 
1;!e = 
1;!Q(!e=!Q). Les formules pŕećedentes ḿelangent les nombres
complexes etp-adiques et signifient bien sûr qu’une fois mis d’un ĉoté les nombres
p-adiques et de l’autre les nombres complexes, les deux membres sont en fait
rationnels et́egaux.

2.3.10. CONJECTURE.La fonctionLp
fpg vérifie

(1� p�1'�1)1(L p
fpg)e=

1
2

Lfpg(M;0)


1;!Q

(1� ')
p;!Q: (20)

PROPOSITION.Les formules(17)et (20)sontéquivalentes.

DÉMONSTRATION. On remarque d’abord que montrer (20) estéquivalentà
montrer que les valeurs des deux membres sure�2^ e0 sontégales car l’́evaluation
sure�1 ^ ei est nulle pouri = �2;0: on a

(1� ')
p;!Q(e�1 ^ ei)

= 
p;!Q((1� p�1'�1)e�1 ^ (1� p�1'�1)ei) = 0:
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On en d́eduit en explicitant l’action de 1�' et de 1� p�1'�1 que (20) est́equiva-
lent à

(1� ��2
p )(1� ��2

p )1(L p
fpg)(e�2 ^ e0)e

=
1
2

 
1� �p

�p

! 
1� �p

�p

!
Lfpg(M;0)


1;!Q


p;!Q(e�2 ^ e0): (21)

D’où, en passant̀a la fonctionL compl̀ete enp,

1(Lp
fpg)(e�2 ^ e0)e

= 1
2(1� p�1)

 
1� �p

�p

! 
1� �p

�p

!
L(M;0)

1;!Q


p;!Q(e�2 ^ e0):

Pour conclure, on utilise alors la formule (16) et la remarque que si l’on pose
!Q = u!e, on a


p;!Q(e�2 ^ e0) = !Q ^ e�2 ^ e0 = ue�1 ^ e�2 ^ e0 = ue

car!e = 2�1��1
p e0 + e�1 + 2�pe�2 ou e�1� e0. 2

2.3.11. CONJECTURE.La fonctionLp;sc
fpg a un źero simple en1 et on a

@:Lp;sc
fpg =

1
2`p(V )(1� ��2

p )

 
1� �p

�p

!
L(M;0)

1;!Q


sc
p;!Q; (22)

où
sc
p;!Qest le nombrep-adique tel que


p;!Q(e�1 ^ e�2) = !Q ^ e�1 ^ e�2 = 
sc
p;!Qe:

PROPOSITION.Les formules(22)et (17)sontéquivalentes.

DÉMONSTRATION. On utilise la formule (12) et le calcul de périodes suivant:
dans le cas ordinaire, on a


p;!Q(e�1 ^ e�2) = u!e^ e�1 ^ e�2 = (2�p)
�1ue

avec toujours!Q = u!e et donc
sc
p;!Qe = (2�p)�1u. Dans le cas supersingulier,


p;!Q(e�1 ^ e�2) = �u. 2

2.3.12. Réinterpŕetation motivique. Supposons l’existence d’unélémentcflach
l (l) 2

H1
f;flg(Q;Ml )pour tout nombre premier. On souhaiterait quecflach

l (l) soit motivique,

c’est-̀a-dire qu’il provienne d’uńelémentcflach(l) 2 H1
g(Q;M) qui aurait alors
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bonne ŕeduction en dehors del. On pourrait alors considérer l’imagecflach
p (l) de

c
flach(l) dansH1

g(Q;Mp).
Soient alorsl etp des nombres premiers en lesquelsM ait bonne ŕeduction. Si

l 6= p, on poseDl(Mp) =Mp. Parall̀element̀a l’isomorphisme

H1
g (Q p ;Mp)

H1
f (Q p ;Mp)

�pg;p�= Dp(Mp)
'p=p�1

;

on a un isomorphisme

H1
g (Q l ;Mp)

H1
f (Q l ;Mp)

�p
g;l�= Dl(Mp)

Frob�1
l

=l�1

pourl 6= p.
La question que l’on peut alors se poser est la suivante: Peut-on comparer les

�lg;p(c
flach(p)) pourl variant? On pourrait par exemple spéculer que

�lg;p(c
flach(p)) =

1
2

 
1� �p

�p

! 
1� �p

�p

!
L(M;0)

1;!Q

!; (23)

pour une base! convenable deDp(Ml)
Frob�1

p =p�1
ne d́ependant que de!Q. Quel

est le lien avec l’́elément construit par Flach dans [Fl92]?

2.4. ETUDE ARITHMÉTIQUE

2.4.1. NotonsIarith(T ) le module des fonctionsL p-adiques arithḿetiques de
T , sous-Zp[[G+

1]]-module de HomZp(^2Dp(V );H+(G1)). Dans le cas qui nous
intéresse, on peut le définir de la manìere suivante. On d́eduit de l’isomorphisme
det Sym2(Tp(E)) = Zp(2) unélémenteT = e2 detDp(V ) correspondant̀a la base
canonique deDp(Qp(2)). SoitS un ensemble fini de places contenantp, les places
oùV est ramifíe et les places̀a l’infini; si F est une extension deQ contenue dansQ ,
soitGS;F le groupe de Galois surF de la plus grande sous-extension deQ=F non
ramifiée en dehors deS. SoitH2

1;S(Q; T ) la limite projective desH2(GS;Fn; T ),
Z2
1;S(Q; T ) la limite projective des�v2SH

2(Fn;v; T ) etH2
1(Q; T ) le noyau de

l’application naturelle

H2
1;S(Q; T ) ! Z2

1;S(Q; T ):

SoitF (H2
1(Q; T ))une śerie caract́eristique deH2

1;S(Q; T )+ en tant queZp[[G+
1]]-

module. Soitx2H1
1(Q; T )+ tel queH1

1(Q; T )+=Zp[[G
+
1]]x soit deZp[[�]]-

torsion, de śerie caract́eristiqueFx en tant queZp[[G+
1]]-module. On pose pour

toutn 2 ^2Dp(V )

Iarith(T )(n)e= F�1
x F (H2

1(Q; T ))L0(x) ^ n;
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ce qui d́efinit un élément de HomZp(^2Dp(V );H+(G1)). Le sous-Zp[[G+
1]]-

module engendré parIarith(T ) est ind́ependant des choix faits et est appelé module
des fonctionsL p-adiques arithḿetiques et not́e Iarith(T ). La conjecture princi-
pale affirme queLp

fpg est un ǵeńerateur duZp[[G+
1]]-moduleIarith(T ). Si Lp

fpg est

obtenuà partir d’unélément sṕecialcsṕec
p comme dit au paragraphe 2.3.2, la con-

jecture principale est́equivalentèa ce que les id́eaux caract́eristiques des modules
de torsionH2

1(Q; T )+ et deH1
1(Q; T )+=Zp[[G

+
1]]c

sṕec
p sontégaux.

Si a et b sont deuxéléments deQp , on notea � b si a = ub avecu 2 Z�p .
Rappelons ([F-PR94], [PR95, 3.6]) que l’on définit des nombres Taml;!tg(T )2 Q�p
pour tout nombre premierl et !tg une base detV (si l 6= p, ces nombres ne
dépendent pas de!tg et on les note aussi Taml(T )).

2.4.2. PROPOSITION.SupposonsH1
f (Q; V ) = 0. LeZp-module1(Iarith(T )) est

non nul. SiIarith(T ) est un ǵeńerateur deIarith(T ) et ! une base deFil0 Dp(V ),
on a

(1� p�1'�1)1(Iarith(T ))e

� Lp(V;0)
�1
Y
l

Taml;!tg(T )
]III (T �(1))

](V=T )GQ](V �(1)=T �(1))GQ
(1� ')
p;!;

pour!tg base detV = Dp(V )=Fil0 Dp(V ) telle que!tg ^ ! = e.

On se donne toujours une base! de Fil0 Dp(V ) et!tg une base detV tel que
! ^ !tg = e. On note!�1 la base detV �(1) duale de!. Remarquons tout de suite
qu’il suffit de montrer que la formule de la proposition est vraie lorqu’on l’évalue
sure0 ^ e�2 car les deux membres sont nuls sure�1 ^ e�2 et sure�1 ^ e0.

2.4.3. LEMME.Soitx une base duZp-moduleH1
=f (Qp ; T ) libre de rang1. Alors,

pour toutn 2 ^2Dp(V ), on a

�g(x) ^ n � Tamp;!tg(T )

]H2(Qp ; T )
! ^ (1� p�1'�1)n:

DÉMONSTRATION. Il suffit d’abord de le d́emontrer pourn = e�2 ^ e0 car
les deux membres de l’équation sont nuls pourn = e�1 ^ e0 et n = e�1 ^ e�2.
On remarque ensuite que Tamp;!tg(T ) = Tamp;!�1(T �(1)) ([PR95, App. C]). Le
nombre Tamp;!�1(T �(1))�1 està une unit́e pr̀es le d́eterminant de la suite exacte

0! H1
=f (Qp ; V )! Dp(V )� Fil0 Dp(V )! Dp(V )! H2(Qp ; V )! 0;

calcuĺe dans les basesx, (e�1; e�2; e0; !), (e�1; e�2; e0) et dans la base 1=]H2

(Qp ; T ) de detH2(Qp ; T ) � detH2(Qp ; V ) = Qp . Ce d́eterminant se calcule
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explicitement et vaut̀a une unit́e pr̀es

Tamp;!�1(T �(1))�1

� e�g;e(x)�1]H2(Qp ; T )
�1

 
1� �p

�p

! 
1� �p

�p

! e�[�1];e(!);

où �g(x) = e�g;e(x)e�1 et�[�1](!) = e�[�1];e(!)e�1, c’est-̀a-dire

e�g;e(x) � ]H2(Qp ; T )
�1

 
1� �p

�p

! 
1� �p

�p

!

�Tamp;!tg(T )e�[�1];e(!): (24)

En remarquant que! ^ e�2 ^ e0 = e�[�1];e(!)e, que�g(x) ^ e�2 ^ e0 = e�g;e(x)e
et que

(1� p�1'�1)(e�2 ^ e0) =

 
1� �p

�p

! 
1� �p

�p

!
e�2 ^ e0;

on en d́eduit le lemme. 2

2.4.4. La d́emonstration suit le m̂eme principe que [PR95, 3.6]. L’hypothèse que
H1
f (Q; V ) = 0 implique queH2(GS;F1; V

�(1)=T �(1)) = 0 ([PR95, App. B]). On
a alors la suite exacte

0! H1
1(Q; T ) ! Z1

1;S(Q; T ) ! X1
1;S(Q; T ) ! H2

1(Q; T ) ! 0;

on prend les suites exactes des invariants–coinvariants qui s’en déduisent (apr̀es
l’avoir couṕe en deux), on reconnaı̂t, apr̀es avoir tensoriśe parQp , une des suites
exactes de Poitou–Tate, qui est elle-même le tensoriśe parQp d’une suite exacte.
La comparaison de ces deux suites avant d’avoir tensorisé parQp implique l’égalit́e
de certains nombres et donne le résultat. Plus pŕeciśement, on d́efinit Y comme
le conoyau deH1

1(Q; T ) ! Z1
1;S(Q; T ) et on a donc les suites exactes (dans la

suite, on poseraW = V �(1)=T �(1) pour simplifier les notations)

0! H1
1(Q; T ) ! Z1

1;S(Q; T ) ! Y ! 0

et

0! Y ! X1
1;S(Q; T ) ! H2

1(Q; T ) ! 0:

On en d́eduit les suites exactes

0! Z1
1;S(Qp ; T )

G1 ! Y G1 ! H1
1(Q; T )G1

! Z1
1;S(Qp ; T )G1 ! YG1 ! 0
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et

0! Y G1 ! X1
1;S(Q; T )

G1 ! H2
1(Q; T )

G1

! YG1 ! X1
1;S(Q; T )G1 ! H2

1(Q; T )G1 ! 0; (25)

(ici H1
1(Q; T )

G1 = TGQ1 est nul). On d́emontre comme dans [PR95, Chap. 3]
les isomorphismes et les suites exactes suivantes

Qp 
H1
1(Q; T )G1

�= H1
f;fpg(Q; V );

(on note�(T ) (resp: L(T )) le noyau (resp. l’image) deH1
1(Q; T )G1 ! H1

f;fpg

(Q; T ));

Z1
1;S(Q; T )G1 =

Y
l2S

TGQl =
Y
l2S

H2(Ql ;W)b ;

0! Z1
1;S(Q; T )

G1 ! Y G1 ! �(T )! 0;

d’où

Qp 
 Z1
1;S(Q; T )

G1 �= Qp 
 Y G1 ;

X1
1;S(Q; T )

G1 �= H2(GS;Q;W)b ;
d’où

Qp 
X1
1;S(Q; T )

G1 �= H2(GS;Q; V
�(1))�;

Qp 
H2
1(Q; T )G1

�= Qp 
 cKp;

oùKp est le noyau de

H1
f;fpg(Q;W) ! H1(Qp ;W);

0! X1
1;S(Q; T )G1 ! H1(GS;Q;W)b ! H1(G1; (W)G1)b ! 0;

d’où

Qp 
X1
1;S(Q; T )G1

�= H1(GS;Q; V
�(1))�;

0! L(T )! Z1
1;S(Q; T )G1 ! YG1 ! 0

et

0! Z1
1;S(Q; T )G1 !

Y
l2S

H1(Ql ; T )

!
Y
l2S

H1(G1;l; (W)
GF

1;l )b ! 0:
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Ainsi, une fois tensoriśee parQp , la suite exacte (25) devient la suite exacte

0!
Y
l2S

H2(Ql ; V
�(1))� ! H2(GS;Q; V

�(1))� ! H1
f;fpg(Q; V )=L(V )

!
0@ Y
l2S�fpg

H1
f(Ql ; V )�H1(Qp ; V )

1A.L(V )
! H1(GS;Q; V

�(1))� ! (Qp 
Kp)
� ! 0

avecL(V ) = Qp 
 L(T ). On rappelle d’autre part que la suite suivante est exacte

0!
Y
l2S

H2(Ql ;W)b ! H2(GS;Q;W)b ! H1
f;fpg(Q; T )=L(T )

!
0@ Y
l2S�fpg

H1
f(Ql ; T )�H1(Qp ; T )

1A.L(T )
! H1(GS;Q;W)b ! K̂p ! 0:

En utilisant le fait queH1
f (Q; V ) et H1

f (Q; V
�(1)) sont nuls, et donc que

H2
1(Q; T )

G1 , H2
1(Q; T )G1 etKp sont finis, et queL(T ) est d’indice fini dans

H1
f;fpg(Q; T ) et en posant

� = ]H0(Q; V=T ); �� = ]H0(Q;W)

et ��p = ]H0(Qp ;W) = ]H2(Qp ; T ), on montre alors comme dans [PR95, p. 107]
l’ égalit́e

]H2
1(Q; T )

G1

[H1
f;fpg(Q; T ): L(T )]

]Kp

]H2
1(Q; T )G1

Y
l2S�fpg

Taml(T )
]�(T )��p

��
= 1:

On remarque ensuite que l’on a la suite exacte

0! (V=T )GQ ! H1
f;fpg(Q; T ) ! H1

=f (Qp ; T )

! (H1
f (Q;W)=Kp)b ! 0:

CommeH1
f (Q;W) est fini, il est aussíegalà III (T �(1)). D’où

]H2
1(Q; T )G1

]H2
1(Q; T )

G1

=
]�(T )��p

Q
l 6=p Taml(T )

��

[H1
=f (Qp ; T ):H

1
f;fpg(Q; T )=tor s]

[H1
f;fpg(Q; T ): L(T )]

]III (T �(1));
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(pour l 62 S, Taml(T ) est égal à 1). D’autre part, soitx 2 H1
1(Q; T ) tel que

C = H1
1(Q; T )=�x soit de torsion et de série caract́eristiqueHx premìereà�1.

On a alors le diagramme commutatif dont les lignes et colonnes sont exactes

0

0 �(T )
?

0 - Zp�0(x)
?

- H1
1(Q; T )G1

?
- CG1 - 0

0 - Zp�0(x)
?

- L(T )
?

0
?

0
?

etCG1 est nul. D’òu,

1(Fx) = ]CG1 = ]�(T )[L(T ):Zp�0(x)] et

1(Fx)
�1
1(F (H2

1(Q; T ))

� ��p
Q

l 6=p Taml(T )

���
[H1

=f (Qp ; T ):Zp�0(x)]]III (T �(1)): (26)

On a d’autre part

1(L0(x)) ^ (1� ')n

= (1� ��2
p )(1� ��2

p )1(L0(x)) ^ n

=

�
1� 1

p

�
(1� ��2

p )(1� ��2
p )�g(x) ^ n

� Lp(V;0)�1[H1
=f (Qp ; T ):Zp�0(x)]�g(x

0) ^ n;

avecx0 un ǵeńerateur deH1
=f (Qp ; T ). D’où en utilisant le lemme 2.4.3

1(L0(x)) ^ (1� ')n

� Lp(V;0)
�1[H1

=f (Qp ; T ):Zp�0(x)]
Tamp;!tg(T )

��p
! ^ (1� p�1'�1)n:

En mettant avec (26), on obtient

1(Fx)
�1
1(F (H2

1(Q; T )))1(L0(x)) ^ (1� ')n

�
Q
l Taml;!tg(T )

���
]III (T �(1))! ^ (1� p�1'�1)n:
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D’où la proposition, en utilisant le fait que

(1� ')(
p;!)(n) = 
p;!((1� p�1'�1)n)

et que siL(n) = g ^ n,

(1� p�1'�1)(L)(n) = L((1� ')n):

2.4.5. Dans ce paragraphe, on supposeV ordinaire enp. On poseW = V �(1)=
T �(1) pour simplifier les notations.

SoitH1
f (Fn;v;W) l’image deH1

f (Fn;v; V
�(1)) dansH1(Fn;v;W); le groupe de

SelmerH1
f (Fn;W) est l’ensemble desx 2 H1(Fn;W) tels que l’image dex dans

H1(Fn;v;W) appartiennèaH1
f (Fn;v;W) pour toute placev. SoitH1

f (F1;W) le
groupe de Selmer deW surF1, limite inductive desH1

f(Fn;W). Il s’agit du groupe
de Selmer strict de [Gr94]. SoitXf;1(Q; T ) = HomZp(H

1
f (F1;W);Qp=Zp) le

dual de Pontryagin deH1
f(F1;W). SoitF (Xf;1(Q; T )) une śerie caract́eristique

de ce module. Choisissons une basensc
T de detDsctelle que sif est un isomorphisme

de det(Fil1p V ) avecQp(1) vérifiantf(det Fil1p T ) = Zp(1), l’image dansDp(Qp(1))
densc

T par l’application induite parf soit une base duZp-module engendré par
1 2 Dp(Qp(1)).

2.4.6. PROPOSITION.Le moduleXf;1(Q; T )+ est de torsion si et seulement si
Isc(T )==

def
Iarith(T )(n

sc
T ) est non nul etIsc(T ) est l’idéal deZp[[G+

1]] engendŕe par

( � 1)F (Xf;1(Q; T )+):

Remarquons que(�1)F (Xf;1(Q; T )+) est (̀a une unit́e pr̀es) la śerie d́efinie
par Greenberg (notéefA dans [Gr94]).

DÉMONSTRATION. Le calcul fait dans [PR95, Sect. 2.4.7] est encore valableà
condition de remarquer que�Zp(Fil1p V ) implique queY

j>�h

l�dim FiljDsc
�j ^2 
"

V;h(n
sc
T )�

= det� Z
1
1(Qp ;Fil1p T )
 (det� Z

2
1(Qp ;Fil1p T ))

�1

= det� Z1
1(Qp ;Fil1p T )
 (det� Zp)

�1:

Ici, dim Fil�2Dsc = 2, dim Fil�1Dsc = 1, dim Fil0Dsc = 0. 2

Ainsi, Isc(T ) s’annule en1, ce qui est compatible avec la conséquence de
la conjecture principale pourLp;sc

fpg avecLp;sc
fpg = Lp

fpg(n
sc
T ) ou encoreLp;sc

fpge =

LV (csṕec
p ) ^ nsc

T . Cette conjecture principale affirme que

Isc(T ) = (L p;sc
fpg):
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On peut alors montrer l’analogue de la Proposition 2.4.2 pourIsc(T ) (Greenberg
[Gr94], voir aussi la th̀ese de M. Flach). Le calcul que nous faisons est aussi valable
dans le cas supersingulier. Nous ne faisons donc pas d’hypothèse d’ordinarit́e dans
la proposition qui suit.

On d́efinit
sc
p;!;T par
sc

p;!;Te= ! ^ nsc
T .

2.4.7. PROPOSITION.SupposonsH1
f (Q; V ) = 0. LeZp-module1(Isc(T )) a un

zéro simple en1 si et seulement si`p(V ) 6= 0. SiIsc(T ) est un ǵeńerateur deIsc(T )
et! une base deFil0 Dp(V ), on a

@:Isc(T )

� `p(V )

 
1� �p

�p

!
(1� ��2

p )
Y
l

Taml;!tg(T )
]III (T �(1))

](V=T )GQ]WGQ

sc
p;!;T ;

pour!tg base detV = Dp(V )=Fil0 Dp(V ) telle que!tg ^ ! = e.

DÉMONSTRATION. Deux types de démonstration sont possibles dans le cas
ordinaire. La premìere, qui est celle de Greenberg (et qui aét́e ǵeńeraliśee par
M. Flach dans sa th̀ese), utilise la d́efinition en termes deX1;f (T ) et calcule le
cardinal deX1;f (T )G1 en terme de celui deIII (T �(1)). On utilise alors la suite
exacte de Poitou–Tate modifiée. La seconde démonstration utilise la formule

Isc(T )e= F�1
x F (H2

1(Q; T ))L0(x) ^ nsc
T

et les calculs faits préćedemment. Son ḿerite est de s’appliquer aussi au cas
supersingulier. Faisons-la. Tous les calculs nécessaires ont déjà ét́e faits et la
proposition se d́eduit simplement des formules

@:Isc(T )e� 1(Fx)
�1
1(F (H2

1(Q; T )))@:(L0(x) ^ nsc
T );

@:(L0(x) ^ nsc
T ) = `p(V )(1� ��2

p )

 
1� �p

�p

!�1

~�g;e(x)

sc
p;!e;

de l’équation (26) et de la proposition 2.4.3. 2

2.4.8. COROLLAIRE.SupposonsH1
f (Q; V ) = 0. Alors, si`p(V ) est non nul, le

moduleXf;1(Q; T )
Gal(Q(�p)=Q)
+ est un module de torsion.

DÉMONSTRATION. Si`p(V ) est non nul, alors la composante deIsc(T ) dans
�Gal(Q(�p)=Q) est non nulle. On d́eduit alors de la proposition 2.4.6 que
Xf;1(Q; T )

Gal(Q(�p)=Q)
+ est de torsion. 2
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