
CATEGORIES LOCALEMENT ARTINIENNES SANS RADICAL 

P . - Y . Leduc 

Le but de cette note est de donner une carac té r i sa t ion 
purement catégorique des catégories de modules semi - s imples 
sur un anneau. Nous allons voir que ces catégories sont 
p réc i sément celles qui sont localement art iniennes au sens de 
P . Gabriel et dont le rad ica l au sens de G. M. Kelly est nul. 

1. Quelques r appe l s . On sait que si A est une catégorie 
additive (en ce sens que pour chaque couple d'objets (A , B) , A (A , B) est 
un groupe abélien) a lors la plus petite catégorie additive a produits finis 

M 
A admettant A pour sous-ca tégor ie pleine, s'identifie à celle dont les 
objets sont les suites finies (A A ) d'objets de A , un morphisme 

M 
de A allant de (A, , . . . , A ) vers (B . , . . . , B ) étant une ma t r i c e 

I n 1 m 

(a ) où 1 < i < n , 1 < j < m et a1J e A (A. , B.) . Rappelons enfin 

qu'un corpo'ide est une petite catégorie additive dont tout les morph i smes 
non-nuls sont des i somorph i smes . 

Ceci dit, une modification immédiate de résu l ta t s de [1] pe rme t 
d 'établir le résu l ta t suivant. 

PROPOSITION 1. Si_ R est une petite catégorie additive localement 
art inienne et sans radical , a lors R s'identifie à une sous-catégor ie pleine 

M 
d'une catégorie de la forme (K où K est un corpo'ide. 

2. Réciproque. Les anneaux d 'endomorphismes d'objets d'une sous-
M 

catégorie pleine fR d'une catégorie de la forme K ou K est un corpo'ide 
étant tous visiblement ar t iniens et sans radical , il est clair que le rad ica l 
de Kelly d'une telle catégorie est nul. Pour voir que IR est localement 
art inienne i . e . que toute suite décro issante de sous-foncteurs d'un foncteur 
contravar iant représen tab le de R est s tat ionnaire, il suffit de voir que la 
donnée d'un sous-foncteur F de R(- , A) pour A £ Ob IR est ent ièrement 
dé terminée par celle de F(A) . 

LEMME. R et_ A étant comme c i -dessus , si I est un idéal a 
droite de (R(A, A) et si P et G désignent respect ivement le plus petit 
et le plus grand des sous-foncteurs de IR(- , A) tels que P(A) = G(A) = I, 
a lo rs pour tout X e Ob R , G(X) C_ P(X) . 

En effet, il s 'agit de voir que G(X) = {x e IR(X , A) : xR(A, X) C 1} C 
IR(X, A) . Mais il est clair que l'on peut supposer X et A de la forme 
X = ( B l . B

4
 B 1 ' B
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A = ( B i ' B i B r B 2 B2> \ B k - V i AJ oh> 
pour j < k < i , K ( B . , A.) = 0 et K ( B . , X.) = 0 , et, pour 

J i J i 
i < j £ k , K(B. , B.) = 0 . Dès lors on est r amené à mon t re r et a 

appliquer k fois le fait que si G et X sont deux espaces vec tor ie l s de 
dimension finie sur un m ê m e corps et que J est un idéal à droi te de 
Hom(G , G), a lors 

{x e Hom(l ,G) | x Hom(G , X) C J} C JHom(X,G) , 

ce qui est un exerc i se faci le . 

Nous avons donc établi la réc iproque de la Proposi t ion 1. 

3 . Conclusion. Pour obtenir le résu l ta t annoncé au début, il ne 
r e s t e plus qu'à démontrer la Proposi t ion suivante: 

PROPOSITION 2. Les ca tégor ies de modules s imples sur un anneau 
sont, à équivalence p r è s , les seuls corpoides . 

Si K est un corpoide, on obtient immédia tement la démonstra t ion 
en prenant pour anneau le produit de tous les corps K(A , A) , A G Ob (K . 
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