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Classification des représentations
tempérées d’'un groupe p-adique

Karem Bettaieb

Résumé. Soit G le groupe des points définis sur un corps p-adique d’un groupe réductif connexe.
A Paide des caracteres virtuels supertempérés de G, on prouve (conjectures de Clozel) que toute
représentation irréductible tempérée de G est irréductiblement induite d’une essentielle d’un sous-
groupe de Lévi de G.

1 Introduction

Soit G I'ensemble des points rationnels d’un groupe algébrique réductif connexe p-
adique de caractéristique 0. Notons V(G) 'ensemble des caracteres virtuels tempérés
de G, c’est-a-dire que V(G) est 'ensemble des combinaisons linéaires finies des ca-
racteres des représentations irréductibles tempérées de G. On dit que 'élément © €
V(G) est un caractere virtuel supertempéré [9], [11], s’il satisfait a la condition sui-
vante.

Pour tout sous-groupe de Cartan T de G et pour toute constante positive 7, on a:

sup [Da(t)[V? 01| (1 + 0.(r)) " < o0
teT’

ot Dg estle facteur discriminant usuel, o estime la croissance sur G/Ag, T’ = TNG’
ot G’ est ensemble des éléments x € G tels que Dg(x) # 0.

Notons Vi (G), le sous-espace vectoriel des éléments supertempérés de V(G). On
sait que le caractere d’une représentation irréductible tempérée 7 est supertempéré
si et seulement si 7 appartient a la série discrete [11].

Comme résultat préliminaire, et a l'aide des travaux de J. Arthur [1] et R. Herb
[11], on démontre que tout élément de V(G) s’écrit comme combinaison linéaire
finie d’induites de caractéres virtuels supertempérés (théoreme 4). Soient ©; €
Vi (Li), ou L; (i = 1,2) sont deux sous-groupes de Lévi de G. On note igr,(0;)
le caractere induit de ©;. Par analogie avec les caractéres cuspidaux, on démontre
que i, (1) = i1, (0,) si et seulement §'il existe t € G tel que Ly = tLyt™ ' et
©; = tO, (proposition 6). Ce résultat nous permettra de déduire (corollaire 7) qu’a
chaque élément ©® € V(G) correspond, modulo la conjugaison par G, une famille
finie unique {(L;, ©;) }1<i<p, out ©; € Vg (L;) et L; sous-groupes de Lévi de G tel
que:

0= icL(®)

1<i<p
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Notons P, = M;N; le sous-groupe parabolique de G correspondant a I’élément
semi-simple ¢t de G [6] et G, « la partie compacte » de G, constituée des éléments
semi-simples t de G tel que P; = G.

Comme propriété des caracteres virtuels supertempérés, on montre que pour tout
O € V4 (G) et f une fonction dans espace de Schwartz C(G), de G:

(O, f) = /G Ox) f(x) dx = /G ) f(x) d.

« La trace compacte » de © € V(G) est définie par:
(O, fige ::/ Ox)f(x)dx f € C(G).
Gc

L. Clozel [4] a montré que la trace d’une représentation admissible de longueur
finie se décompose en somme de trace compacte des modules de Jacquet normalisée.
Par analogie, on démontre qu'étant donné © € V(G) et f € C(G), il existe une fa-
mille finie {(Li, ©;) }1<i<, de caracteres virtuels supertempérés de G, unique modulo
la conjugaison par G, telle que:

©,f) = Z (©i, fa )L

1<i<p

ou fg, € C(L;) est le terme constant de f le long d’un sous-groupe parabolique Q;
ayant pour sous-groupe de Lévi L; (corollaire 11). Cette égalité montre, en particu-
lier, que la trace d’une représentation tempérée irréductible se décompose en somme
finie de « trace compacte ».

Notons II(G), 'ensemble des classes d’équivalence des représentations irréduc-
tibles tempérées de G. Une représentation dans I1(G) est dite elliptique si son caractére
est non nul sur 'ensemble régulier elliptique de G. Notons par I1.;(G) 'ensemble des
classes d’équivalence des représentations elliptiques de G. De méme, une représen-
tation irréductible tempérée de G est dite essentielle (ou limite de série discrete [5])
si elle n’est pas proprement irréductiblement induite par induction parabolique. No-
tons Il (G) I'ensemble (des classes d’équivalence) des représentations essentielles
de G. On sait que II(G) C Il(G) et que si G = SO(n) alors Il (G) contient
strictement I (G) [10].

On se donne (M, o) une paire discrete de G, Cest-a-dire que M est un sous-groupe
de Lévi de G et o une représentation irréductible de M, de carré intégrable mo-
dulo la composante déployée Ay du centre de M. Notons i (o) la classe de la
représentation induite Jndp_yn (o) et R, := RS le R-groupe correspondant. Cest
un groupe fini ayant la propriété que 'algebre commutante de i¢ (o) est isomorphe
a C[¥,],, 'algebre du groupe R, tordue par un cocycle 7, (voir [1, Section 2]). No-
tons ays (resp. ag), Ualgebre de Lie réelle de la composante déployée de M (resp. G).
Pour tout r € R, posons:

Wy i={Heay,rH=H} et ay := ﬂ -
reR,
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On dit que le groupe R, est essentiel si a?ff” = ag.

Comme conséquence du corollaire 7, on démontre qu'une composante irréduc-
tible de i (o) est essentielle si et seulement si le groupe R, est essentiel. Ainsi, on
aura démontré la conjecture de Clozel [5]: si 7 est essentielle alors toutes les reliées a
7 le sont aussi (une représentation irréductible tempérée m, de G est dite reliée a m
si my et 7, proviennent d’'une méme paire discrete (M, o) de G, [12]).

Cette classification des représentations irréductibles essentielles de G, nous permet
de montrer une autre conjecture de Clozel [5]: toute représentation irréductible 7 de
G est irréductiblement induite d’une essentielle. De plus, sim = ig 1, (61) = icr,(02),
d; € Tess(L;) et L; sous-groupes de Lévi de G, alors il existe t € G tel que Ly = tLyt ™!
et 6 = t0,.

2 Lespace des caracteres virtuels V(G)

Dans ce paragraphe on montre que tout caractére virtuel tempéré s’écrit comme
combinaison linéaire d’induites de caractéres virtuels supertempérés.

Soit G un groupe algébrique connexe réductif défini sur un corps local non ar-
chimédien F de caractéristique 0. Notons G(F) I’ensemble des points F-rationnels de
G. Dans la suite on notera G := G(F).

Pour la suite, on fixe une composante de Lévi F-rationnelle My d’un certain sous-
groupe parabolique minimal Py de G défini sur F. On pose W¢ := Ng(M,)/M, ol
Ng(My) est le normalisateur de M, dans G.

Par définition, un groupe de Lévi M de G est un sous-groupe algébrique de G
contenant la composante de Lévi M, d’un certain sous-groupe parabolique minimal
Py défini sur F.

Si M est un sous-groupe de Lévi de G de composante déployée Ay, soit L(M)
I'ensemble des sous-groupes de Lévi de G contenant M et Lo(M) = {L € L(M) |
L # G}. Si L est un autre sous-groupe de Lévi de G, on note par LL(M) 'ensemble
des sous-groupes de Lévi de L contenant M.

SiM = My, on écrit L := L(M)), Lo := Lo(Mp) et Ag := Apy,.

Soit 7 représentation admissible de G, notons par A(m) Pensemble de toutes les
combinaisons linéaires finies des coefficients matriciels de 7 et A(G) = |J, A(m),
la réunion étant prise sur toutes les représentations admissibles de G. On sait que
[13, 3.1], A(G) s’écrit comme somme directe sur Z(Ag) des A(G),, ou Z(Ag) est
Pensemble des quasi-caracteres de Ag et A(G), = {f € A(G) | f(xz) = x(2).f(x)
pour tout x € G, z € Ag}. Pour tous sous-groupes paraboliques P = MN de G et
f € A(G), il existe une fonction fp € A(M) [13, 2.6], appelée terme constant de f le
long de P.

Soient maintenant (7, V') une représentation admissible de G et P = MN un
sous-groupe parabolique de G. Supposons que © := O est le caractere de 7. Par
analogie, on définit le terme constant Op de O le long de P. Notons par P = MN
le sous-groupe parabolique opposé de P, V(N) := (r(n)v —v,7i € N,v € V) et
Vi =V /V(N).

Soit p: V' — Vi la projection canonique. Pour tous m € M et v € V, on définit:

Tr(m)p(v) = 55(m) " p(m(m)v).
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La représentation (g, V) est appelée module de Jacquet normalisé de (7, V') qui
correspond a P; on sait que c’est une représentation admissible de longueur finie de
M [13, 2.3.6]. On pose Op := 15, ;(Or) = O le caractére de mx. On appelle Op le
terme constant de © = O, le long de P.

Soient f € A(G) et P = MN un sous-groupe parabolique de G. Suivant [13, 3.1],

ona: fp = > cz(a,) fox 0t foy € A(M),. On pose:

Xy(PAu) == {x: foy 70} et X:(PAw)= ] X;(PAu).
feA(n)

D’apres [13, 3.3.1], le module de Jacquet normalisée se décompose sous forme de

sous-espaces:
V= E VR

XEXx(PAm)
Par conséquent:
Op=6,= > O
XEXx(PAm)

ou Op,, est le caractere de la restriction de 7y sur Vg, .

Notons I1(G), Pensemble de classes d’équivalence des représentations irréductibles
tempérées de G. Si w € II(G), P = MN un sous-groupe parabolique de G et Ay le
dual unitaire de Ay, on pose XY (P, Ay) := X, (P, Ap) N A D’apres [13, 5.4.1.3], le
quotient maximal tempéré de 7y est:

VR)'= > Vi,

XEXY(PAM)

Soit © = ©; le caractere de 7, posons OF := O~ le caractere de (Vg)". On
appelle O} le terme constant faible de © = O, le long de P.

Comme conclusion, on vient de définir pour tout sous-groupe parabolique P =
MN de G et 7 € II(G), le terme constant (O, )p et le terme constant faible (©,)} de
O le long du sous-groupe parabolique P.

On dit que O est un caractere virtuel de G et nous écrivons © € V(G), s’il existe

un nombre fini, 7, my, . .., T € II(G) et ¢; € C tels que:
O:= > Oy
1<i<k

Ce qui nous permet de définir le terme constant Op et le terme constant faible O} de
O le long d’un sous-groupe parabolique P = MN de G par:

Op= Y O et OF= > (O}

1<i<k 1<i<k

Un élément x € G est dit régulier si Dg(x) # 0 ou Dg est le facteur discriminant
standard défini dans [13, 4.7]. Notons G’ 'ensemble des éléments réguliers de G. Si
T est un sous-groupe de Cartan de G, on note T’ := T N G'.
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Un élément x € G est dit elliptique si son centralisateur est compact modulo la
composante déployée Ag de G. Notons G 'ensemble des éléments réguliers ellip-
tiques de G. Si © € V(G), on note O° la restriction de © a 'ensemble régulier
elliptique de G.

Définition 1 (Harish-Chandra [9]) On dit que © € V(G) est un caractere virtuel
supertempéré si, pour tout sous-groupe de Cartan T de G et n une constante positive,
on a:

sup [Da(t)[V? [0(1)|(1+ 0.()) " < o0
teT’

ol o, estime la croissance sur G/Ag, (voir [13, 4.1]).

Notons Vi (G), le sous-ensemble de V(G) formé par les caractéres virtuels super-
tempérés.

Théoréme 2 (R. Herb [11])

(1) Le caractere © € V4 (G) si et seulement si ©F = 0 pour tout sous-groupe parabo-
lique propre P de G.

(2) Soit © € V¢ (G), si©° = 0alors© = 0.

(3) Soient Py = MN; et P, = MN, deux sous-groupes paraboliques de G, alors pour
tout © € V(G), on a: ©p, = Op,.

On dit que (M, o) est une paire discrete de GsiM € L eto € [[,(M) ou [[,(M)
est ’ensemble des classes d’isomorphisme des séries discretes de M. Soit (M, o) une
telle paire, notons W(M) := WC(M) = Ng(M)/M, le groupe de Weyl de (G, Ay),
igm(0) la classe de la représentation induite Indp_pn (o) et R, := RY, le R, -groupe
correspondant. Soit R, := RY I'extension centrale du R,-groupe comme dans [1,
Section 2]:

12272, >R, — R, — 1.

Il existe un caractere central x, de Z, tel que 'ensemble II,(G) des constituants
irréductibles de i (o) soit paramétré par 'ensemble II(R,, x») des classes d’équi-
valence des représentations irréductibles p de i, ayant y, comme Z,-caractére cen-
tral [1, Section 2].

La paramétrisation de II,(G) nous permet de classifier I'ensemble I1(G), qui est
réunion disjointe des W{-paires discretes (M, o) des ensembles I1,(G), [8] et [1,
Section 1].

Un triplet (M, o, r) est appelé triplet virtuel de G si (M, o) est une paire discrete de
Getre R,. A chaque triplet virtuel de G, J. Arthur [1, Section 2] fait correspondre
une distribution-caractere ©¢(M, o, r) :== O(M, o, r) appelée caractere virtuel de G
qui se décompose sous la forme:

(1) OM,o,r) = > 0,4(r6

€Il (G)
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ou f,v estle caractere de la contragrédiente de p, € II(R,, xo) associée aw € II,(G).
De plus, on a:

Q°(wM, wo, wrw™ ') = ©%(M,0,r) VYwe W¢.
En inversant (1) on aura, pour tout 7 € II,(G):

Or =|Ro|7' > 0, (NO°(M, 0, 7)

reﬂfﬁn

ou encore, [1, Section 6]:

(2) Or = [Ro| ™" D 0, (NO°(M, 0, 7).
reR,

Notons ay (resp. ag), I'algébre de Lie réelle de la composante déployée de M (resp.
G). Le groupe R, agit sur aps. Pour r € R, posons:

W ={Heay:rH=H} et ay := m s
reR,

Roreg := RE . ={reR,:a}, =ac}

o,reg

LR,) =L R,) = {S€ L(M): ag = a}, pourunr € R, }.

On dit que le R-groupe R, est essentiel si aﬁ” = ag. Soit L € L(M), on dit que L satis-
fait la condition de compatibilité d’Arthur si a; N @, contient un sous-ensemble ouvert
de ay, ol a} estla chambre positive correspondante a 'ensemble des racines positives
qui annulent la densité de Plancherel [1, Section 2]. Notons L4(M) Pensemble des
L € L(M) qui satisfait cette condition.

Lemme 3 Soit (M, o) une paire discréte de G. Alors:

(1) Legroupe de réductibilité de i (o) est RS := N, NWS(M) pour tout S € L(R,).
(2) Le groupe R, est une réunion disjointe des ensembles > Se L(R,).

o,reg’

Preuve D’apres J. Arthur [1, Section 2], si L € L,(M), alors on peut identifier le
R-groupe de iy (o) a R, N WE(M). Par définition, chaque S € L(R,) satisfait cette
condition de compatibilité; d’ou (1). La (2) est claire. [ |

Soit 7 € II(L), L € L. Le caractere de la représentation induite i (7) sera noté
i1 (0;). Il vérifie I'identité (voir [1, Section 5]):

iG,L(er)(f) = @T(fQ)7 f € G(G)v

ou fq est le terme constant de f le long d’un parabolique quelconque, Q = LN de
G. On note souvent:

O-(f1) = 0:(fo) = icrL(©:)(f), [ €C(G).
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Dans [1, Section 3], Arthur a montré que les caracteres ©°(M, o, r) des W -triplets
virtuels (M, o, r) de G forment une base de I'espace V(G). On se propose, dans la
suite, de munir 'espace V(G) d’une autre base faisant intervenir les caracteres virtuels
supertempérés.

Théoreme 4 Tout élément dans V(G) s’écrit comme combinaison linéaire finie d’in-
duites de caracteres virtuels supertempérés.

Preuve Soit © € V(G). Par définition, il existe 71, w5, ..., 7 € II(G) et ¢; € C tel
que: © = ) ., ¢iO,,. Le théoréme sera démontré si on montre que le caractere
O,, ™ € II(G) s’écrit comme combinaison linéaire finie d’induites de caractéres vir-
tuels supertempérés. En effet, soit 7 € II(G). On sait que, modulo la conjugaison
par W, il existe une paire discréte unique (M, o) de G telle que m € II,(G). Or,
Pégalité (2) nous donne 'expression de son caractere:

O = R[> 0, (NO°(M, 0,7)

reR,

@77 = Z |§R§r,reg|_l Z epﬁ(r)@G(M, g, T)

SeL(R,) reRs

o,reg

3)

S
o,reg’

d’apres le lemme 3. Par ailleurs, pour r € & le triplet (M, o, r) est un triplet de

: s .
Setsir € R, ., ona:

O°M,0,r) = Y O,y (Nigs(©;)

T€I,(S)
—igs| Y 0,0(06]
7€M, (S)

ics[©°(M,0,1)].

Par conséquent, I’égalité (3) est équivalente a:

(4) 971' = Z |§R§,reg ‘_1 Z epn(r)iG-S ( @S(M’ o, T))
SEL(RN,) TE?Rg.rcg
- Z iG,S |: |8%fr,reg|_1 Z eﬂﬁ(r)@s(M’ g, r)]
SEL(R,) reRs .
= > ics(Or9)
SeL(®,)
ou:

Ors =[RS oo " D 0, (NO°M,0,1).

o,reg
reRs

a,reg
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Or,sir € RS .., le caractere virtuel ©5(M, o, r) est dans Vg (S) [11, théoréme 3.1].
Donc O s € Vi (S). Comme R, est fini, les S € L(R,) sont en nombre fini. Ceci
montre que le caractere d’une représentation irréductible tempérée de G est une
combinaison linéaire finie d’induites de caracteres virtuels supertempérés. D’ou le

théoréme. |

Soit © € V(L), L € L, il existe 71, 72,...,7; € II(L) et ¢ € C tels que: © =
Zlgig g ¢;O,. Sit € W, on note tO,, le caractere de la représentation t7; € II(tL)
et donc:

t0:= Y 0, € V(iL).

1<i<q

D’autre part, étant donné que le terme constant O, et le terme constant faible O
de © le long du sous-groupe parabolique R = MNy de L dépend seulement de M
d’apres le théoreme 2 (voir aussi [11, p. 154 et (3.3)], on pose: rp,(©) = Oy := O
et O} := OF.

SiS € L, considérons I’ensemble:

WES = {t e WE (LN Py) C Pyett (SN Py) C Py}

D’apres [2, 2.12], [11, (3.3)], on a pour tout © € V(L):

(5) (Ich(@)) S = Z iS,S[[(t@)S,]
tewks

ous; = SNtL.

Définition 5

(1) Ondit que (L, ©) est une paire supertempéréede GsiL € L et © € Vy(L).

(2) Soient (L;, ©;), i = 1,2, deux paires supertempérées de G. On dit que (L, ©;)
et (L, ©,) sont conjuguées sous G s’il existe t € WOG tel que tLit™! = I, et
t0; = O,.

Proposition 6  Soient (L1, ©1) et (L,, ©,) deux paires supertempérées de G. Alors,

i, (01) = icL,(0,) si et seulement si les paires (L1, ©1) et (Ly, ©,) sont conjuguées
sous G.

Preuve Ladémonstration est analogue a celle de théoréme 4 de [7] sur les caracteres
d’induites cuspidales. En effet pour tout I; € (L), on a:

(6) lig.L, (O], () = lic, (©2)]r, (h).

En utilisant le théoréme 2, I'expression (5) et le fait t©; = ©, pour tout t € Witk
tel que tL; = L; [11, théoreme 3.1], 'expression (6) est équivalente a:

tewh bl =Ly = Y. (t0)0) L€ L)a
{tewhhiL,=L,}
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Si L; et L, ne sont pas conjugués, on aura ©1 = 0 car elle est nulle sur (L;); d’apres

le théoreme 2. Contradiction. D’ou1 L, et L, sont conjugués. Supposons que L, = sL;
pour un certain s € WOG ; pour tout I} € (Ly)en, Pégalité (6) est équivalente a:

|t S wilvh L = L1|(®1)(ll) = |t S ‘/VLI’L1 tl = L1|(s_1®2)(ll)

ce qui implique, en utilisant de nouveau le théoréme 2, que O, = s0;.
La réciproque est claire. [ ]

Corollaire 7 Soit © € V(G), il existe, modulo la conjugaison par W, une famille
finie {(L;, ©;) }1<i<k de paires supertempérées de G, non conjuguées deux a deux, tel

que:
0= > icL(®)).
1<i<k
Preuve Se déduit de la proposition 6 et du théoreme 4. ]

Soient m € II(G) et (L, ©) une paire supertempérée de G. On écrit O, — i1 (O)
si ©, apparait dans la décomposition de i 1 (O).

Théoréme 8 Soient (L;, ©;), i = 1,2, deux paires supertempérées de G et m € I1(G).
Si ©, apparait dans la décomposition de i, (01) et i r,(0,) alors il existe t € WOG
tel que tLy = L,. De plus t©, apparait dans la décomposition de ©,.

Preuve SiO; — igy,(0,) alors, il est clair que w0, — 1, 6(©;), pour un certain
w € W, Ainsi:
w0, — 11, 6(07) — 11, 60161,(01)

En appliquant expression (5), on retrouve qu'il existe t € W¢' vérifiant tL; C L, tel
que: wO, — i, 4, (t01), or ceci implique que tO; — 1y, 1,(WO,) = 1y, 1,(02).
Comme O, € Vg (L,), on déduit qu’ils existent t € WOG tel que tL; = L, et 1O —
O,. Mais ceci implique que tO; apparait dans la décomposition de ©,. ]

Corollaire 9 (Harish-Chandra [9]) Soient (M;, 01) et (M,, 0,) deux paires discrétes
de G. Sill,;, (G) et I1,,(G) possedent un constituant en commun alors il existe t € WOG
tel que tM; = M, etto) = 0,. Réciproquement s’il existe t € W tel que tM, = M, et
toy = oy alors 11, (G) = 11, (G).

Preuve Comme O, € V(G) si et seulement si o € I1,(G), [11, corollaire 2.6], le
résultat se déduit du théoreme 8. La réciproque est claire. ]

Terminons ce paragraphe par un résultat sur les traces compactes.

Notons par P, = M;N; le sous-groupe parabolique de G correspondant a ’élément
semi-simple ¢ de G [6] et G, 'ensemble des éléments semi-simples ¢ de G tel que
P, = G. Lensemble G, est appelé « la partie compacte » de G.
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Lemme 10 Soit © € Vi (G). Sit ¢ G. N G’ alors ©(t) = 0.

Preuve Pourtoutt € G',ona [3]: O(t) = Op,(¢) ot Op, est le terme constant de
O le long de P;. Si P est un sous-groupe parabolique propre de G, on aura ©(t) = 0
car © € V4 (G). Autrement dit, ©(t) est nul sauf si P, = G. D’ou1 le lemme. [ |

Soient © € V(G) et f € C(G). La trace compacte de © est définit par:

(0, flge = / O(x) f(x) dx.
Gc
Remarquons que le lemme 10 implique que si © € V4 (G) alors:

<@= f> = <®7f>G,ca f € C(G).

Corollaire 11 Si © € V(G) alors il existe une famille finie de paires supertempérées
{(Li, ©) }1<i<p» de G, telle que

©.£)= Y (O filre fE€CWQ)

1<i<p

Preuve Soit © € V(G). Le corollaire 7 implique que, modulo conjugaison par W¢’,
il existe une famille finie {(L;, ©;) }1<i<, telle que:

©./)= Y icLO)(f). feCQ).

1<i<p

Or, pour tout 1 < i < p, et tout Q; sous-groupe parabolique de G ayant L; comme
composante de Lévi, on a:

(©i, fr)n.e = ©i(fr) = Oi(fa) = icr,(0:)(f)

ot f, estle terme constant de f le long de Q;, d’oti le corollaire. ]

Le corollaire 11 est un résultat plus fin, dans le cas tempéré, que la proposition 1
de Clozel [4].

3 Classification de II(G)

La classification de II,(G) a travers II(R,, x,) fait intervenir beaucoup de choix,
pour cela on se propose de classifier, dans ce paragraphe, II(G) a travers les limites de
séries discretes. Cette classification a été énoncée par Clozel comme conjecture [5].

Définition 12 Une représentation dans I1(G) est dite essentielle (ou limite de série

discrete [5]) si elle n’est pas proprement irréductiblement induite par induction pa-
rabolique. Notons:

s (G) := {m € TI(G) | 7 est essentielle}.
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A Paide de ce qui précéde, I (G) est une réunion disjointe sur les W'-paires
discretes (M, o) des ensembles:

Hfr,ess(G) = HO‘(G) N Hess(G)'
Le R,-groupe de ig am(o) est dit essentiel si alﬁ” = ag.

Théoréme 13 Soient (M, o) une paire discréte de G et m € I1,(G). m € I, 5 (G) si
et seulement si le groupe R, est essentiel.

Preuve Sile groupe :,, nest pas essentiel, alors il existe L € Lo(M) tel que a;}f[” =aq
et donc tout élément de R, laisse invariant point par point ay, or ceci signifie que
R, = N, car RL = R, N WEM). Mais [TI(R,, xo)| = [TI,(G)] et |[TI(RE, x,)| =
ITI,(L)|. Ainsi R, = RL implique |II,(G)| = |II,(L)| et donc chaque composante
irréductible de i p (o) est de la forme ig 1 (7) pour 7 € 11, (L).

Réciproquement. Supposons que II,(G) a un élément proprement irréductible-
ment induite, i.e., il existe 7 € II,(G) tel que m = ig(7) ou T € II(L) et L € L.

7 € II(L) implique qu’il existe, modulo conjugaison par W{, une unique paire
discrete (My, 01) de L tel que 7 € 11, (L). Dans ce cas, 7 € I1,(G) N1l (G) et alorsil
existet € W tel que (M, o) = (tM, to,) (corollaire 9). Si on suppose que (M, o) =
(M, 01),alors L € Lo(M) et 7 € II,(L). Sans perte de généralité, supposons que L
satisfait la condition de compatibilité d’Arthur, i.e., L € Lo(M) N LA (M).

Le théoreme 4 et 'expression (4) impliquent que le caractére de 7 = m,, p €
II(R,, x») sécrit comme combinaison linéaire finie d’induites de supertempérées,
ie.,

O = > igs(Ons)

SEL(R,)

ou, pour S € L(R,), la paire (S, O s) est une paire supertempérée de G.
De méme, le caractere de 7 = 7,,, pp € II(RL, x,) s'écrit comme combinaison
linéaire finie d’induites de supertempérées, i.e.,

O, = Y ir(®.r)

TeLL(RL)

ot, pour T € LE(RL), 1a paire (T, ©, 1) est une paire supertempérée de L. Ce qui
implique, par transitivité de 'induction, que:

Or =icL(®) = > igr(O.1).
TeLL(RL)

Mais le corollaire 7 implique que la famille
{(S,0r5)}scrw,) estconjuguéealafamille {(T, O, 1)} reriny)-

En particulier, la famille {S; S € L(R,)} est conjuguée a la famille {T; T € LE(RL)}.
Ainsi, si on suppose que ces deux familles sont égales, on obtient:

ag # ap C ag  pour tout S € L(R,)
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et alors:

ag # ap C ﬂ as = ﬂ al’w:alﬁ”.

SeL(R,) reR,

D’ou le théoréme. [ ]
Le théoreme 13 est une généralisation du lemme 1.3 de R. Herb [10].
Corollaire 14 (Conjecture [5]) Soit (M, o) une paire discréte de G. Supposons que:
icmMO)=mEmE-- D7,
Sim € e (G) alors tous les m; € Tess (G).
Preuve Se déduit du théoréme 13. [ ]

Proposition 15 (Conjecture [5]) Toute représentation irréductible tempérée de G est
irréductiblement induite d’une essentielle.

Preuve Soit7w € II(G), on sait qu’il existe, modulo conjugaison par WOG , une unique
paire discrete (M, o) de G telle que m € II,(G). On va distinguer deux cas:

— Si agf[” = ag, alors, le théoreme 13 implique que 7 € 11, ¢ (G).
— Si a;}fl” # ag, alors, aussi le théoréeme 13 implique qu’il existe L € Ly(M) et
7 € II,(L) tel que 7 est proprement irréductiblement de 7.

sl

Mais a7 = a; implique que R, = R et alors aﬁ” = qz, ce qui signifie que RL
est essentiel. Dong, le théoréme 13 implique que 7 € 11, o (L), d’ol1 la proposition.
|

Corollaire 16 Soit 7w € II(G), si:

™= iG,L1(61)7 0 € e (Ly), Ly €L,
T =iG1,(02), 0 €Ilei(Ly), Ly €L,

alorsil existet € G tel quetLy = L, et t6; = 0,.

Preuve Sid;, € Il (L) alors le théoreme 13 implique qu’il existe une paire discrete
Ly

(My,01) de L, vérifiant a;};fl’l = aqp, tel que 6; € II,(L;). Mais comme 7 est
irréductiblement induite de 8y, on aura ®,, = R}, ce qui revient a ce que a;rf[j‘ =ag,.
De méme, 0, € Il (Ly) implique qu'il existe une paire discrete (M, 0,) de L,
vérifiant ay;? = a, tel que 8, € TI,,(L,). Ainsi® = igy,(81) = icy,(5,) im-
plique 7 € I, (G) N I1,,(G) et donc il existe t € G tel que (M, 01) = (tM,,to,)
d’apres le corollaire 9. Supposons que (M, o) := (My,0,) = (M,, 0,), alors on aura
ay := ag, = ag, et donc §; = 0, car |11,(G)| = I, (L)|. [ |
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