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SUR LES DIRECTIONS DE JULIA
DES FONCTIONS ALGEBROIDES DANS |z]| < «o®
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dédié a Monsieur le Professeur K. Ono, a Uoccasion de son

soixantiéme anniversaire

1. Introduction.

L’étude sur les directions de Julia des fonctions méromorphes dans le
plan fini est fait présque complétement par Ostrowski [5] et aprés Rauch
[6] etc. ont développé.

D’autre part, on ne trouve pas beaucoup d’études sur ce sujet pour les
fonctions algébroides, (par exemple voir Valiron [13], Rauch [7], Cambes
[2l, Toda [10]) et dans ce domaine, il y a encore beaucoup de choses a
améliorer.

Dans ce mémoire, on donne une condition suffisante pour qu’une fonction
algébroide dans |z] < co admette au moins une direction de Julia, qui serait
définitive en comparaison du cas de fonctions méromorphes fait par
Ostrowski [5].

On le démontre en utilisant des résultats donnés par Dufresnoy [3].

2. Préliminaires.

Dans ce paragraphe, on va donner quelques définitions et un lemme que
Pon utilise apres.

Soit w = (wy, wy, + + +, w,) un systéeme de »n + 1 nombres complexes non
tous nuls. On ne considére pas comme distincts deux systémes dont les
éléments correspondants sont proportionnels. Etant donnés deux systémes

W = (w0, W, + - -, wiP)
et
WO = (W, WP, -, W),
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on représente par [w®, w®] I’expression

C1),,(2) €2, (1) |2
[w(‘)’ w(l)] - iE(]jlwt wy Wi w;j I

2 w13 [P
=0 1=0 ¢

C’est une métrique dans les systemes w = (wy, wy, *++, w,) de n+1
nombres complexes non tous nuls. Dufresnoy [3] P’a introduit et a donné
beaucoup de résultats intéressants.

Soient D un domaine dans |z] < oo, fy(2), fi(2), *++, fa(2) des fonctions
dans D n’ayant pas de zéros communs et f = (f,(z), fi(2), ***, fa(2)) un
systtme de ces »n+ 1 fonctions dans D. Dufresnoy [3], en utilisant la
métrique précédente, introduit la continuité, la continuité uniforme etc. pour
des systtmes de fonctions et la convergence, la convergence uniforme etc.
pour des suites de systémes de fonctions. Ici, on cite d’abord

DerinrrioN 1. On dit qu’une famille de systémes de fonctions définies
dans un domaine D y est normale si, de toute suite infinie de systémes de
la famille, on peut extraire une suite partielle uniformément convergeante
dans lintérieur de D (Dufresnoy [3]).

Soient fi(z), fi(z), * * +, fa(2)n + 1 fonctions dans D n’ayant pas de zéros
communs. On dit qu’une combinaison linéaire

aofo(2) + a fi(2) + + + + + a,fu(2)

est exceptionnelle si elle n’admet pas de zéros dans D, ou les ay a * -+ +, a,
sont des constants.

LemME 1. St entre les n + 1 fonctions holomorphes dans un domaine D de
chaque systéme d’une famille, il existe 2n + 1 mémes combinaisons linéaires exception-
nelles linéairement indépendantes n+1 a n+ 1, la famille est normale (Dufresnoy
[31).

Ensuite, soit u(z) une fonction algébroide dans |z| <co définie par
I’équation algébrique irréductible

(1) u” + (U™t o0 +ay(2)=0

ou a(z), ayxz), -+ -, a,(2) sont méromorphes dans |z| < o au moins une des-
quelles est transcendante.

DiérinitioN 2. On dit que J: arg z = @ est une direction de Julia de u(z)
si u(z) admet au plus 2n valeurs exceptionnelles au sens de Picard dans
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4.(0) = {z; |arg z — 0| <e¢}

ol ¢ est un nombre positif quelconque (voir Valiron [13] et Toda [10]).
On a donné dans un mémoire [10] un exemple d’une fonction algébroide
dans |z] <o qui n’a pas de direction de Julia.

3. Théoréme principal.
Dans ce paragraphe on donne une condition suffisante pour qu’une
fonction algébroide dans |z| < oo admette au moins une direction de Julia.

TrtorEME 1. Soient a,(2), ax(z), + « +, a,(2) des fonctions méromorphes dans
le plan fini au moins une desquelles n’est pas une fonction exceptionnelle au sens de
Julia et telles que Iéquation algébrique

2) u"+aR)u" s Fay(z) =0

est trréductible.

Alors, la fonction algébroide u(z) définie par (2) admet au moins une direction
de Julia.

Démonstration. Par I’hypothése, il existe au moins une fonction n’étant
pas exceptionnelle au sens de Julia dans ay(z), - - -, a,(z), donc, soit a;,(2)
cette fonction (1< i, <#n). Alors, pour g,(z), il existe un point « tel que
0<|al <oo et la famille {;(¢2)}s2s,>0 N’est pas normale dans un voisinage
quelconque V(a) de a. Soit Ayz) le produit canonique de toutes les poles
des a(2), -, a,(2) en considérant leurs ordres de multiplicité, alors, les
fonctions A,(z) = a,(2)Ayz), * * +, Aa(2) = a,(2)Ay(z) sont entiéres avec A,(z) et
n’ont pas de zéros communs. Ici, on considére le systéme A = (44z), * -,
A.(2)) dans |z| <. Pour ce systtme, la famille

{A" = (Af(22), * * +, An(t2)} ity >0

n’est pas normale dans V(a).

En effet, si elle est normale, d’aprés la définition 1, de toute suite
infinie de systémes de cette famille, il existe une suite partielle qui converge
uniformément au sens large dans V(a).

Soit

{A* = (A(tsz)y + + +y Aa(t2)}iz

la suite partielle qui converge uniformément vers, par exemple,
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A = (AP(2), ++ +, AD(2))

[N

au sens large dans V(a). Grace a un résultat de Dufresnoy [3], il existe un
voisinage V,(a) € V(a) dans lequel on trouve une suite {¢%2)}>1 de fonctions

holomorphes telle que, pour tout i (=0,1,2, -+ -, n),
P"(2)Ai(te2)

converge uniformément vers A{(z) au sens large dans V,(e); donc, AP(2)
est holomorphes dans V,(a) pour tout i.
Par conséquent,
Aqp(tr2) - Sak(z)Azo(tkz)
Ay(ti2) ?’k(z)Ao(tkz)

converge vers AP(2)/AP(z), qui est une fonction méromorphe ou oo, uni-

aio(tkz) =

formément au sens large dans V,(a). C’est une contradiction a I’hypothése
que la famille {a;(¢2)}s>s,>0 n’est pas normale dans un voisinage quelconque
de a. Cela veut dire que la famille de systémes {A’};>s>o n’est pas normale
dans V(a). En vertu du lemme 1, il existe au plus 2z mémes combinaisons
linéaires exceptionnelles linéairement indépendantes n+1 a n+ 1 entre les
n + 1 fonctions de chaque systtme de {A'}s»s>0 pour tout > ¢,.

En conséquence, considérons I’ensemble de vecteurs {(a¢”, a™%, ¢« -, &, 1),
a#o et (1,0, -+, 0)}, alors, ils sont linéairement indépendants n +1 a
n + 1. Donc, entre eux, il existe au plus 2» vecteurs qui constituent les
combinaisons linéaires exceptionnelles linéairement indépendantes pour la
famille {A'}ssy, -

Soient

(a?y a?-ly C oty Oy 1) l=1, 2, e, My m=2n

les vecteurs qui constituent les combinaisons linéaires exceptionnelles linéaire-
ment indépendantes, olt on considére comme (1, 0, + + +,0) = (a®, a7, + + +,1)
quand a = co.
Or, considérons la famille de fonctions algébroides

F,(z, u) = Aftz)u™ + A(f2)u™ 4+ « « - + A, ((2) =0, t =1,
alors, pour tout ¢=t,>0,

Fyz,a;,)%0 dans V(a), i =1,2, ++ -, m.
Si on prend V(a) = {2; |z —a]| <€’} (¢’ >0), cela veut dire que la fonction
algébroide u(z) définie par 1’équation
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A2)u™ + A(2)u™ + « o + A,(2) =0
ou

u”+a(2)u™t 4 o Fa,(2) =0
n’admet pas a;, *++, a, et admet toutes les autres valeures au moins une

fois dans

{z; l2] > tolal}n 4.(0)

4:00) = {z; |arg z — 0] < ¢}

4

1 €

€ = sin”
al

, 0<e<n/2, 0 =arga.

La direction J; argz =6 est une direction que lon cherche. En effet, s’
existe au moins 2z + 1 valeurs que 1’algébroide «(z) prend un nombre fini
de fois dans 4.(6), on a un nombre 7,>0 tel que, dans

{z; 2] >r}n4.(0)

#(z) ne les prend pas. D’autre part, le nombre ¢, dans la discussion précé-
dente est quelconque s’il est positif. En conséquence, si on prend t,>r,/lal,
il existe au plus 2z valeurs que u(z) ne prend pas dans

{z; lz]>7r}Nn4.(0).

C’est une contradiction, c’est-a-dire, on a le résultat.

4. Fonctions exceptionnelles au sens de Julia.

Concernant les fonctions méromorphes exceptionnelles au sens de Julia
dans |z] <o, on sait beaucoup de choses (voir Ostrowski [5], Ullrich [11],
Lehto-Virtanen [4], Anderson-Clunie [1] et Zinno-Toda [14]).

Dans ce paragraphe, on considére les algébroides u(z) définie par I’équa-
tion algébrique irréductible

(3) u” + a(2)u"t + 0 +ay(2) =0

ol &(2), + + +, a,(2) sont exceptionnelles au sens de Julia dans [z] <o et au
moins une desquelles n’est pas rationnelle.
On utilise les symboles usueles de la théorie de Nevanlinna-Selberg [9].

THEOREME 2. L’algébroide u(z) définie par (3) w’admet pas de valeurs exception-
nelles au sens de Picard, ou elle a une direction de Julia.
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Démonstration. D’abord, linfini n’est pas exceptionnel de u(z), parce
qu’une au moins des a,(z), * * +, a,(2) n'est pas rationnelle et est exception-
nelle au sens de Julia, par conséquent, P'infini n’est pas exceptionnel de cette
fonction.

Puis, soit uy =0, Flu,z)=u" 4+ a(2)u™" 4+ « + + + a,(2).

1) le cas ol F(u,z) est rationnelle.
Soient #,, - - -, u, les n branches de u(z), alors

Ims

AL (o — ug) = Fluo 2).
Le coté droit admet un nombre fini de podles seulement parce qu’elle est
rationnelle. Entre les branches #,, + « «, #,, au moins une admet Pinfini un
nombre infini de fois, donc #(z) admet u, infini de fois. C’est-a-dire, u,
n’est pas exceptionnelle.
2) le cas ol F(uyz) n’est pas rationnelle.

La fonction F(u,z) est exceptionnelle au sens de Julia, donc elle admet
0 infini de fois. Cela veut dire que u, n’est pas exceptionnelle.

On a le résultat.

N.B. Gréice aux théorémes 1 et 2, on obtient une amélioration d’une
extension aux fonctions algébroides du théoréme de Picard par Rémoundos
[8].

Puis, on considére une amélioration du théoréme 2.

Soit

=1 — liminf N4
da)=1 hfiﬁon T, %)
pour un nombre a quelconque fini ou non. On dit qu’une valeur a est défi-
ciente ou exceptionnelle au sens de Valiron si 4(a)>0. On sait que la
mesure linéaire de Pensemble {a; 4(a)> 0} est nulle en général [12].

TutoriME 3.  L’algébroide w(z) définie par (3) n’admet pas de valeurs
exceptionnelles au sens de Valiron, ou elle a une direction de Julia.

Démonstration. Comme dans la démonstration du théoréme 2, on met
pour u, # co

F(ug 2) = uf + a(2)us™ + + + + + an(2).
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Soient n(r,0, F) le nombre des zéros de F(u,,z) dans |z]|=r et n(r, o, F)
le nombre des pdles de F(u,2) dans |z2] <7 comptés avec leurs ordres de
multiplicité. Quand F(u,,2) n’est pas rationnelle, d’aprés un résultat d’Ost-
rowski [56], il existe un nombre C,, ne dépendant pas de » tel que

[n(r,0, F) — n(r, 0, F)| < C,,.
Comme dans le cas premier du théoréme précédent, on a
n(r, o0, u) — n(r, o0, F) + n(r,0, F) = n(r, wy, u)
par conséquent
[n(r, 00, u) — n(r, ue, u)| = |n(r, 0, F) — n(r,0,F)|] < Cy,.

Quand F(u,,2) est rationnelle, on a aussi

n(r, o0, u) — n(r, o, F) + n(r,0, F) = n(r, u,, u),
donc,

n(#, 00, u) — n(r, o, u) = n(#, 00, F) — n(r,0, F).

Le coté droit est la différence entre le nombre des zéros et celui des poles
dans |z] <7 d’une fonction rationnelle, par conséquent, pour tout >0, il
existe un nombre C,, tel que

[n(r,0, F) — n(r, o0, F)| < Cuyp

par conséquent, on a

[n(r, 00, u) — n(7, e, #)| < Cy,

En utilisant le fait que la mesure linéaire de I’ensemble des valeurs
exceptionnelles au sens de Valiron est nulle, on obtient le résultat de la méme
maniére dans [14].

Comme corollairres, on a

\

CorOLLAIRE 1. A DPéquation (1), st tous les coéfficients sont entiers, u(z) admet
au moins une direction de Julia.

CorOLLAIRE 2.  Si Palgébroide définie par (1) admet des valeurs déficientes au
sens de Nevanlinna ou Valiron, elle a au moins une direction de Julia.

En considérant que, si g(z) est une fonction méromorphe exceptionnelle
au sens de Julia dans |z] < oo,
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T(r, g) = 0{(10g r?},

on a
CoroLLAIRE 3. 81 Palgébroide définie par (1) a la propriété:

lim T(r, #)/(log #)? = oo,

¥—00

elle admet au moins une direction de Julia.
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