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Abstract. We study the transcendence degree (of the values at algebraic points) of the coordinate
functions of a given one parameter subgroup on a simpleg dimensionalT -module. In such a situa-
tion, we obtain a lower bound for this transcendence degree depending ong and on the growth order
of the parameter subgroup. As a particular case, one gets the finite characteristic analogue of a result
of Siegel on the algebraic independence for the values of the classical Bessel function.

Résumé. Nous obtenons une minoration du degré de transcendance d’un ensemble de valeurs en
des points algébriques des fonctions coordonnées d’un sous-groupe à un paramètre d’unT -module
simple, en fonction de l’ordre de croissance de ces dernières et de la dimension duT -module. Un cas
particulier de ce résultat permet d’obtenir en caractéristique finie un analogue d’un résultat de Siegel
sur l’indépendance algébrique des valeurs de la fonction de Bessel usuelle.
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1. Introduction

1.1. CONTEXTE

Soit Fq un corps fini de caractéristiquep ; nous noteronsA = Fq[T ] l’anneau
des polynômes en une variable à coefficients dansFq , k = Fq(T ) son corps des
fractions, etk∞ = Fq((1/T )) le complété dek pour la valuation (1/T )-adiquev,
que l’on prolonge à une clôture algébriquek (resp.k∞) dek (resp.k∞). On notera
encoreC le complété dek∞ et |α| = qdeg(α) = q−v(α), la valeur absolue d’un
élémentα deC et l’on conviendra que deg(0) = −∞.

Notre but est de prouver des énoncés convenables d’indépendance algébrique
surk pour les valeurs des fonctions de Bessel–Carlitz qui sont des séries entières
à coefficients dansk, et sont un analogue dans ce contexte des fonctions de Bessel
classiques en caractéristique 0.

Pour rappeler la définition de ces fonctions, commençons par définir les
polynômes factoriels de CarlitzDn. On poseraD0 = 1 et, pour n > 1,
Dn = (T qn−T )Dq

n−1. La suiteDn fournit un analogue convenable des coefficients
n! du cadre classique (ou mieux encoreqn!) qui apparaissent dans la fonction
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exponentielle usuelle. Dans le même ordre d’idée, Carlitz a défini des fonctions
de Bessel. Pour tout entier naturelm, la fonction de Bessel d’ordrem telle qu’elle
est définie par Carlitz (voir [6]), associe à tout élémentz deC la somme de la série :

Jm(z) =
∞∑
k=0

(−1)kzq
m+k

Dm+kD
qm

k

. (1)

On notera que l’analogie entreJ0(z) et la fonction de Bessel en caractéristique
nulle6∞k=0(z

2k/k!2) respecte l’analogie desDk avec les factorielles.
Les dérivations et équations différentielles satisfaites par les fonctions de Bessel

classiques seront ici traduites grâce à un opérateur différence1 défini pour toute
fonctionf par1f (z) = f (T z)− Tf (z) et par son premier itéré12.

Rappelons les relations fonctionnelles suivantes :

1Jm(z) = Jm(T z)− T Jm(z) =
∞∑
k=0

(−1)k(T q
m+k − T )zqm+k

D
q

m+kD
qm

k

=
∞∑
k=0

(−1)kzq
m+k

D
q

m+k−1D
qm

k

(2)

et

12Jm(z) = Jm(T
2z)− 2T Jm(T z)+ T 2Jm(z)

=
∞∑
k=0

(−1)k(T q
m+k − T qm + T qm − T )zqm+k
D
q

m+k−1D
qm

k

, (3)

en combinant ces relations, on en déduit l’équation aux différences

12Jm(z) = (T qm − T )1Jm(z)− [Jm(z)]
q ,

ou encore :

1Jm(T z) = T qm1Jm(z)− [Jm(z)]q.
En continuant de s’inspirer de l’analogie entrek et le corps des nombres ra-

tionnels et entreJm et les fonctions de Bessel usuelles, il est raisonnable d’attendre
un énoncé d’indépendance algébrique correspondant au théorème de C. L. Siegel
(voir par exemple [2]). Des équations fonctionnelles vérifiées par les fonctionsJm,
on déduit aisément que les hypothèses d’indépendance linéaire dans le théorème
suivant sont nécessaires :

THÉORÈME 1.1. Soientα1, . . . , αn des éléments deC, algébriques surk et
linéairement indépendants surk ; alors, pour tout entier naturelm, les2n éléments
Jm(α1),1Jm(α1), . . . , Jm(αn),1Jm(αn) sont algébriquement indépendants surk.
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Remarque.On pourraità priori s’attendre à disposer d’un tel énoncé avec en sus
les valeurs aux points étudiés de l’exponentielle de Carlitz :z 7→ e(z). Cependant,
il est facile de vérifier qu’en caractéristique 2, on aJ0(z

2) = e(z)2.
Les résultats connus dans cette direction étaient assez partiels. Un premier

énoncé affirmant la transcendance d’un nombre parmi plusieurs valeurs des fonc-
tions Jm et 1Jm se trouve dans la thèse de Geijsel (voir [14] Corollaire 12.7),
un autre se trouve dans [11] où le deuxième auteur a montré comment un avatar
de la méthode de Wade pouvait servir à prouver queJm(r) (et aussi1Jm(r)) est
transcendant quandr est un élément non nul dek. Enfin, le deuxième auteur a
établi le casn = 1 du Théorème 1.1 dans [13].

La difficulté d’une éventuelle adaptation de la méthode de Siegel–Shidlovsky
est la nonk-linéarité de l’équation aux différences satisfaite parJm(z) (voir par
exemple [15] ou [17] pour cette méthode). Nous verrons comment l’équation fonc-
tionnelle que vérifieJm(z), conduit à l’introduction d’unT -module auquel on
appliquera la procédure classique pour prouver de la transcendance ou de l’indé-
pendance algébrique sur un groupe algébrique (comparer avec les travaux de
P. Philippon, [16]). La difficulté qui apparaît alors dans cette approche est que les
T -modules associés ne possèdent pas d’exponentielle au sens usuel. Nous mon-
trons cependant qu’une« exponentielle faible» existe, et qu’elle est suffisamment
« forte » pour faire passer la méthode.

Cette approche nous permettra en fait d’établir directement un énoncé plus
général, dont le Théorème 1.1 ne sera qu’un cas particulier. Le théorème
d’indépendance algébrique des valeurs de l’exponentielle de Carlitz (analogue de
Lindemann–Weierstraß) obtenu par A. Thiery dans [18] en découlera également. Il
s’agit d’un énoncé concernant lesT -modules et leur exponentielle.

1.2. NOTATIONS ET THÉORÈME PRINCIPAL

Commençons par rappeler quelques notations et introduire les quelques définitions
nécessaires pour ce travail.

DÉFINITION 1.2. ParT -module de dimensiong, on entend la donnée d’un couple
E = (Gga,8) oùGga désigne le groupe additif de dimensiong et8 un homomor-
phisme injectif d’anneaux,Fq-linéaire deFq[T ] dans l’anneauMg×g(C){F } des
endomorphismes deGga vérifiant

8(T ) = a0F
0+ · · · + adF d,

où lesai(06 i 6 d) sont des matrices∗ g×g à coefficients dansC avecad 6= 0, et
F est l’endomorphisme de Frobenius surGga relatif àq. Pourd = 0 et8(T ) = F 0,
on parlera du module trivial noté simplementGga et, quand le contexte sera clair,E
∗ Par convention, une matricea × b poss̀edea lignes etb colonnes ; les vecteurs considéŕes sont

des vecteurs colonnes, même si pour des raisons de commodité typographique nous leśecrivons
parfois en ligne.
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sera simplement désigné par8. Si tous lesai sont à coefficients dans un corpsK
on dira que8 etE sont définis surK.

DÉFINITION 1.3. Un sousT -moduleB de dimensionl d’un T -moduleE =
(Gga,8) est un sous-groupe algébrique connexe deGga (de dimensionl) tel que
8(A)B est inclus dansB. SiE n’a pas de sousT -module propre, on dira qu’il est
simple. Plus généralement, lorsqu’il n’y a pas d’hypothèse de connexité, on parlera
de sousT -module non nécessairement connexe.

DÉFINITION 1.4. On dira que9 est un homomorphisme analytique à un
paramètre associé auT -moduleE si 9 = (91, . . . , 9g) est une applicationFq-
linéaire, analytique deC dansCg satisfaisant à9(T z) = 8(T )9(z). Si tous les
coefficients de9 (i. e. toutes les dérivées divisées des9i) sont dans un corpsK
sur lequelE est défini, on dira que9 est défini surK. L’homomorphisme9 est dit
d’ordre analytique inférieur àρ s’il existe un réelw > 0 tel que pour toutz dansC
et touti compris entre 1 etg, deg(9i(z)) 6 wqρ deg(z). On dira que9 est d’ordre
au plusρ (ou parfois pour simplifier d’ordreρ) s’il est d’ordre analytique au plusρ
et si de plus pour tout sous-corpsK deC, tout élémentξ ∈ C, transcendant surK,
il existe une constanteα > 0 telle que pour touta ∈ Fq[T ] et tout9(z) ∈ K[ξ ],
degξ (9(az)) 6 αqρ(degξ (9(z))+ 1).

DÉFINITION 1.5. On dira quee8 est une exponentielle faible duT -moduleE =
(Gga,8), si e8 est une applicationFq-linéaire deCg dansCg, analytique surCg,
telle qu’il existeM ∈ Mg(Fq[T ]), telle quee8(Mz) = 8(T )e8(z) pour toutz ∈
Cg, et telle quee8 soit localement surjective (plus précisément, telle qu’il existe
r > 0, tel que pour toutz ∈ Cg, et touty ∈ Cg, tels que|y− e8(z)| < r, il existe
z′ ∈ Cg tel quey = e8(z′)∗). Comme pour les homomorphismes analytiques à un
paramètre, on dira quee8 est définie surK si toutes ses dérivées divisées sont dans
K. On dira quee8 est admissible siK est une extension finie dek, et si la hauteur
du point défini par les dérivées divisées d’ordre au plusM (i. e. (1ie8(0))|i|6M)
est6 c1M(log(M) + 1). On dira enfin qu’un homomorphisme analytique à un
paramètre est une spécialisation dee8 s’il existeξ ∈ Cg, tel que9(z) = e8(ξz).

Nous pouvons maintenant énoncer le théorème principal.

THÉORÈME 1.6.SoitE = (Gga,8) un T -module simple non trivial† de dimen-
sion g, 9 un homomorphisme analytique à un paramètre associé àE d’ordre
inférieur àρ et tous deux définis surk. On suppose de plus que9 est une spécia-
lisation d’une exponentielle faible admissible définie sur une extension finieK

de k, et que l’anneau des endomorphismes deE est commutatif. Pour toutn-
uplet (α1, . . . , αn) d’éléments dek, linéairement indépendants surk, le degré de
∗ Cette propríet́e d’invariance des rayons sera en fait automatique pour les fonctionsétudíees, car

elles sont additives.
† On dira queE est non trivial s’il n’est pas isomorphèaGga avec action trivale.
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transcendance surk du corps engendré par lesng nombres9i(αj ), (1 6 i 6 g,
16 j 6 n) est supérieur ou égal àn/ρ.

Au paragraphe suivant, nous établissons quelques lemmes sur les sousT -
modules deT -modules. La construction de transcendance est faite au paragraphe 3,
on trouvera enfin la preuve du Théorème 1.6 au sous-paragraphe 3.1 et celle du
Théorème 1.1 au paragraphe 4.

2. Préliminaires sur les sousT-modules

Nous aurons besoin d’une description des sousT -modules d’une puissance d’unT -
module simple généralisant la description faite pour les puissances de modules de
Drinfel’d (voir par exemple [5], [9] et [18]). Ces lemmes établissent des propriétés
similaires à celles rencontrées pour les sous-modules de puissances de modules
simples au sens de Bourbaki (voir [4] paragraphe 4), mais nosT -modules simples
ne sont pas desA-modules simples (au sens de [3] paragraphe 10) à cause des sous
T -modules de torsion. Les arguments sont toutefois très proches.

DÉFINITION 2.1. Un endomorphismef d’unT -moduleE = (Gga,8) de dimen-
siong est un endomorphisme du groupe algébriqueGga tel que pour touta dansA,
on ait :8(a) ◦ f = f ◦ 8(a). Il est donc équivalent de demander quef soit un
polynômeFq-linéaire satisfaisant à8(T ) ◦ f = f ◦8(T ).
Nous allons commencer par vérifier que la dimension d’un sous-module d’une
puissance d’unT -module simple est bien celle que l’on imagine.

LEMME 2.2. SoitE = (Gga,8) unT -module simple de dimensiong etn un entier
naturel. Les seuls sousT -modules deEn sont de dimension multiple deg.

DÉMONSTRATION. Supposons qu’il existe un sousT -moduleB deEn de di-
mension minimalelg + r avec 0< r < g. Le groupe algébriqueB + E × 0n−1

est de dimension supérieure à celle deB. Si elle est égale à celle deB, c’est que
E × 0n−1 est inclu dansB.

Le même raisonnement appliqué à un produit quelconque de la forme

Di = 0i × E × 0n−i−1

prouve que, commeB n’est pasEn (sinon l = n et r = 0), l’une de ces sommes
B+Di est de dimension strictement plus grande que celle deB. Or, dim(B+Di) =
dim(B)+ dim(Di)− dim(B ∩Di).

Par minimalité deB, dim(B +Di) est un multiple deg et par simplicité deE il
en est bien de même pourB ∩Di donc pour leT -moduleB, ce qui est absurde.

Le Lemme 2.2 est donc établi. Le lemme suivant permet de« présenter par un
système générateur» un sous-module d’unT -module :
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LEMME 2.3. SoientE un T -module simple de dimensiong > 1, n un entier
> 1, etB un sousT -module deEn de dimensionug. Il existe un morphisme de
T -modules surjectif2 deEu sur B. De plus,2 est représenté par une matrice
n× u à coefficients dansEnd(E).

DÉMONSTRATION. On fait une récurrence surm = n+ dim(B). Il n’y a rien à
prouver pourm = 1. On suppose la propriété satisfaite jusqu’au rangm. SoientB
un sousT -module deEn etn+ dim(B) = m+ 1. Considérons la projectionπ1 de
B surEn−1 × 0. Si la projectionπ1(B) a même dimension queB, par hypothèse
de récurrence, il existe un morphismef deEu sur π1(B). Le noyau deπ1 est
donc un sousT -module de{0}n−1 × E fini, non nécessairement connexe. C’est
donc unA-module de torsion fini. Il existe donc un élémenta deA tel que∗ 8n(a)

annule ker(π1). On pose alors pour touty deEu,2(y) = 8n(a)(z) pour unz dans
l’image réciproque def (y) parπ1 ;2 est bien définie, et son image est incluse dans
B. Inversement, soitz un élément deB. Il existe alors un élémentz′ deB tel que
8n(a)(z′) = z; en effet,8n(a)(B) est un sousT -module deB de même dimension
queB. Si tel n’était pas le cas, le noyau de8n(a) serait de dimension au moins
1 ; il en serait donc de même pour celui de8(a). Mais, ker(8(a)) est un sousT -
module deE non nécessairement connexe, et commeE est simple, sa composante
neutre est nécessairement nulle puisque8(a) ne peut être identiquement nul ; une
contradiction. CommeB est connexe, on a bien8n(a)(B) = B.

Soit alorsy un élément deEu tel quef (y) = π1(z′). On vérifie aisément que
2(y) = z, ce qui assure la surjectivité de2.

Si la projectionπ1(B) n’a pas même dimension queB, son noyauN est de
dimension> 1, et c’est un sousT -module de{0}n−1 × E ; N est donc égal à
{0}n−1× E. Mais alors,B est somme directe deB1 et deN (avecB1 = π1(B)).

Par hypothèse de récurrence,B1 est l’image par un morphisme surjectiff
de Eu−1, et le morphisme(f, Id) fournit l’application 2. L’application 2 est
déterminée par sesn vecteurs coordonnées21, . . . ,2n, qui sont des polynômes
additifs enu variables. L’action de8n(T ) étant diagonale, on tire de l’identité
2 ◦8(T ) = 8(T ) ◦2 que chaque2i est une somme deu endomorphismes deE,
ce qui montre le Lemme 2.3.

On vérifie maintenant que les sous-modules d’un module de la formeGka ×En,
oùE est simple sont« scindés» :

LEMME 2.4. SoitB un sousT -module de(Ga)k × En, oùE est unT -module
simple de dimensiong non trivial et oùGa est leT -module trivial. Alors, il existe
un sousT -moduleB1 deEn et un sous-groupe algébrique connexeG deGka tel que
B = G× B1.

DÉMONSTRATION. Sig = 1, cet énoncé découle du Lemme 1, page 205 de
[10]. On supposera donc pour la suite de la preuve queg > 2. Considérons d’abord
∗ On note8n la matrice forḿee des blocs diagonaux(8, . . . ,8).
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le cas d’un sousT -moduleB deGa × En. L’intersection deB avec 0× En est de
la forme 0× B1 oùB1 est unT -module de dimensionug (par le Lemme 2.2). Si
dim(B) = dim(B1) alors, commeB est connexe et contientB1, ils sont égaux.
Sinon la dimension deB n’ayant pu chuter que de 1 par intersection, dim(B) =
ug + 1.

LeT -moduleB est inclu dansπ1(B)×π2(B) oùπ1 est la projection surGa×0
etπ2 est la projection sur 0× En. Le seul cas non trivial à considérer est celui où
π1(B) 6= 0. Commeg est supérieur à 2,π1(B) est de dimension 1,π2(B) est de
dimensionlg où l > u. La dimension deπ2(B) étant comprise entre dim(B) et
dim(B)− 1, on a finalementl = u etB = Ga × B1.

Traitons ensuite, par récurrence surk + dim(B), le cas d’un sousT -moduleB
deGka×En. L’intersection deB avec 0×Gk−1

a ×En est de dimension égale à celle
deB ou un de moins.

Si c’est celle deB, l’hypothèse de récurrence permet de conclure. Sinon c’est
dim(B)− 1 et par hypothèse de récurrence,

B ∩ (0×Gk−1
a × En) = G× B1.

Par hypothèse de récurrence encore, la projectionπ3(B) deB sur le facteur 0×
Gk−1
a ×En est de la formeG′ ×B2, et, comme la projection contient l’intersection,

on sait queB2 contientB1.
Mais, la projectionπ3(B) est aussi de dimension comprise entre dim(B) et

dim(B) − 1. Commeg > 2, on aB1 = B2 (toujours, en tenant compte du
Lemme 2.2). En conclusion,B contient 0× B1 et commeB1 est la projection
sur 0× En, B est bien de la formeH × B1, ce qui prouve le Lemme 2.4.

On considère maintenant unT -module déterminé par un morphisme8(T ) et
on rappelle que leC-espace vectoriel des applicationsFq-linéaires deGna dansGa,
hom(Gna,Ga) est muni d’une structure deC[T ] module par l’application qui, à un
couple(P,

∑l
i=0 aiT

i) de hom(Gna,Ga) × C[T ], associe
∑l

i=0 aiP ◦ 8(T i) noté
(
∑l

i=0 aiT
i).P .

Le lemme qui suit donne un critère pour assurer qu’unT -module possède un
anneau d’endomorphismes trivial (et doncà fortiori qu’il est simple) :

LEMME 2.5. Soit E un T -module de dimensionn tel que leC[T ]-module
hom(Gna,Ga) soit libre de rang1. AlorsEnd(E) = 8(A).

DÉMONSTRATION. Il suffit de suivre les arguments de J. Yu (voir [21]). Soit
doncf un endomorphisme deE. L’application de hom(Gna,Ga) dans lui même
qui, àg, associeg ◦ f est un homomorphisme deC[T ]-module. L’hypothèse sur
le rang entraîne l’existence d’un élémentB deC[T ] tel que, pour toutg, on ait
B.g = g ◦ f .

L’élévation de cette formule à la puissanceq montre que siB(q) est le polynôme
obtenu en élevant formellement les coefficients deB à la puissanceq on obtient
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B(q).gq = gq ◦ f . Comme on a aussiB.gq = gq ◦ f pour toutg ; il s’ensuit que
B = B(q) et doncB ∈ Fq[T ], ce qu’il fallait établir.

Le lemme suivant permet de« présenter par équations» un sous-module d’un
T -module :

LEMME 2.6. SoientE un T -module simple de dimensiong, et B un sousT -
module deEn. Supposons queEnd(E) est abélien. Il existe alors un élémentV
deM(n−u)×n(End(E)) tel queB soit la composante neutre du sousT -module non
nécessairement connexekerV .

DÉMONSTRATION. D’après le Lemme 2.3,B est l’image d’une matriceR de
taille u× n à coefficients dans End(E). En d’autres termes,B est l’ensemble des y1

...

yn

 = R
 x1
...

xu

 ,
où lesxi parcourentCg.

Pour des raisons de dimension, il existe donc une sous-matriceS deR de taille
u × u de cette matrice qui est surjective. On supposera, sans perte de généralité
qu’il s’agit du blocu× u en haut à gauche deR. Comme End(E) est abélien, on a
tCom(S)S = det(S), et det(S) est un élément de End(E). On peut alors exprimer

det(S)

 x1
...

xu


en fonction de

( y1
...
yu

)
. La matrice obtenue en écrivant lesyi (pour i > u + 1) en

fonction desyj (pour 16 j 6 u) est la matrice cherchée. Plus précisément, si

R =
(
S

S ′

)
, posons

V = (S ′tCom(S),−det(S)Id(n−u)×(n−u)).

La matriceV est bien dansM(n−u)×n(End(E)), et siy =
( y1
...
yn

)
est un élément

deB, soit x ∈ Cgu tel quey = R.x, on a clairement (toujours car End(S) est
abélien)

V.y = S ′tCom(S).

 y1
...

yu

− det(S)I(n−u)×(n−u)

 yu+1
...

yn


= S ′ det(S)Idu×ux− det(S).S ′.x = 0.
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Par définition, ker(V ) est un sousT -module deEn non nécessairement
connexe, et, puisqueB ⊂ ker(V ) est un sousT -module deEn de même dimension
que ker(V ) (pour des raisons de rang), le sousT -moduleB est nécessairement la
composante neutre de ker(V ). Le Lemme 2.6 est donc entièrement établi.

3. La construction de transcendance

On supposera donnés dans tout ce paragraphe, une extension finieK de k, un
T -module simple de dimensiong, E = (Gga,8), ainsi qu’un homomorphisme
analytique à un paramètre9 défini surK, d’ordre inférieur àρ induit par une
exponentielle faible admissiblee8 définie surK.

On se donne enfin des éléments(α1, . . . , αn) dek, linéairement indépendants
sur k. On supposera de plus que l’anneau des endomorphismes deE est abélien
(les hypothèses du Théorème 1.6 sont ainsi satisfaites).

Soientε un nombre réel> 0 etM un entier,M > qqq . On pose alors :

x = M(logq(logq(M)))
−ε,

et

y = (logq(logq(M)))
2ε.

Fixons également un entierh tel que

(2g − 1)hε > n− 4εg.

Pour la suite, tous les logarithmes considérés seront pris en baseq.
On définit la hauteur d’un polynômeP (notéeh(P )) à coefficients dansk

comme étant la hauteur du point projectif défini par 1 et par les coefficients de
P . Sa taille (notéet (P )) est définie par :t (P ) = h(P )+ deg(P ).

LEMME 3.1. Il existe deux constantesc2 etM0 telles que pour toutM > M0, il
existe un polynôme

PM ∈ Fq[T ][X1, . . . , Xh, Y1,1, . . . , Yg,1, . . . , Y1,h, . . . , Yg,h],
tel que

degX(PM) 6 x, degyi
(PM) 6 y,

t (PM) 6 c2M logq(M)(logq logq(M))
−hε(2g−1)

et tel que la fonctionϕM

ϕM(z) := PM(z,91(z1), . . . , 9g(z1), . . . , 91(zh), . . . 9g(zh)),

s’annule à un ordre> M en 0 (on noteX = (X1, . . . , Xh), z = (z1, . . . , zh) et
Yi = (Y1,i, . . . , Yg,i)).
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DÉMONSTRATION. La condition imposée àϕM de s’annuler à l’ordreM à l’o-
rigine se traduit par un système linéaire dec3M

h équations, les inconnues étant les
coefficients dePM . Ces dernières sont en nombre6 c4x

hygh.
Commee8 est admissible, les coefficients de ce système sont algébriques sur

k et engendrent une extension dek de degré relatif borné ; des calculs classiques
assurent qu’ils sont de plus de hauteur au plusc5M logq(M). Enfin, l’exposant de
Dirichlet du système vautc6(logq logq(M))

(2g−1)hε.
Le lemme de Siegel (voir par exemple [19]) permet de conclure.
On se fixe pour toute la suite de ce paragraphe, une telle suite de polynômes

(PM)M>M0. Soit l un entier positif, on définit alors

01(l) =
{

n∑
i=1

aiαi, ai ∈ Fq[T ],deg(ai) 6 l
}
.

On notera que card(01(l)) = qn(l+1).

De même, on pose

02(l) =
{

n∑
i=1

aiα
′
i , ai ∈ Fq[T ],deg(ai) 6 l

}
,

où lesα′i, 16 i 6 n sont des éléments quelconques deCg.
Notonsξ le point deCg induisant9. On pose enfin

0(l) = {(x1, . . . , xh), e8(ξy1), . . . , e8(ξyh)
}
,

où xj = 6n
i=1ai,j αi, yj = 6n

i=1ai,j α
′
i , ai,j ∈ Fq[T ], deg(ai,j ) 6 l (ainsi, lesxj

décrivent01(l) et lesyj décrivent02(l)). On notera également que card(0(l)) >
qhnl .

On introduira également les deux nouveaux paramètres suivants

S = [logq logq logq(M)], M ′ = M(logq(logq(M)))
−n+4εg.

On dispose alors du :

LEMME 3.2. PourM > M0, il existe un pointX0 ∈ 0(S) tel quePM ne soit pas
nul enX0 le long de9 à un ordre> 2hM ′ + 1.

DÉMONSTRATION. Si ce n’était pas le cas, le lemme de zéros (voir [22], [23],
ou [12]) nous assurerait de l’existence d’un sousT -moduleB deGha × Eh (avec
B ( Gha × Eh) tel que l’inégalité suivante soit satisfaite :(

M ′ + r(B)
r(B)

)
card(0(S)/(0(S) ∩ B))H(B ; dx, dy) 6 c7d

h
x d

hg
y ,

oùdx, dy désignent les degrés enX1, . . . , Xh (resp. enYi,j ) dePM , etr(B) désigne
la codimension analytique deB via la flèche

(z1, . . . , zh) 7→ (z1, . . . , zh,91(z1), . . . , 9g(z1), . . . , 91(zh), . . . , 9g(zh)).
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Pour obtenir le lemme, il suffit de montrer qu’une telle inégalité ne peut avoir lieu
pour aucun sousT -moduleB.

Supposons tout d’abord quedy = 0. Dans ce cas, on peut appliquer le lemme
de zéros au groupeGha, et l’on obtient l’existence d’un sousT -moduleB deGha
(disons de dimensionb) tel que

M ′h−bcard(0̃(S)/(0̃(S) ∩ B)) 6 c8d
h−b
x ,

où 0̃(S) désigne la projection de0(S) sur le premier facteur. Mais, on a

card(0̃(S)/(0̃(S) ∩ B)) > qSn(h−b),
etdx 6 x. On obtient une contradiction en tenant compte de ces inégalités et de la
valeur des paramètres.

De même, sidx = 0, le lemme de zéros appliqué àEh nous assure de l’inégalité

M ′h−c
′
6 c9y

(h−c)g,

oùgc = dim(B) eth− c′ est la codimension analytique deB via la flèche

(z1, . . . , zh) 7→ (91(z1), . . . , 91(zh), . . . , 9g(z1), . . . , 9g(zh)).

CommeE est un T -module simple, d’anneau d’endomorphismes abélien, le
Lemme 2.6 nous assure l’existence d’une matriceV de taille (h − c) × h, à
coefficients dans End(E), telle queB soit la composante neutre de ker(V ). On
en déduit quec′ 6 c, ce qui entraîneM ′ 6 yg (rappelons quec < h). Or, le choix
des paramètres interdit une telle inégalité.

Traitons maintenant le cas« générique» (i. e. dx et dy 6= 0). Le Lemme 2.4
nous assure queB est de la formeB1×B2, oùB1 est un sous-module deGha etB2 est
un sous-module deEh. Nous noteronsb1 la dimension deB1 et gb2 la dimension
deB2 (voir le Lemme 2.2).

Commençons par évaluerr(B). Comme la codimension analytique deB1× B2

est> la codimension analytique deB1×Eh (resp. deGha ×B2), on obtientr(B) >
h− b1 (resp.r(B) > h− b2), c’est-à-dire :

r(B) > h−min(b1, b2).

L’inégalité du lemme de zéros entraîne donc (pourM assez grand devanth) :

M ′h−min{b1,b2} card(0(S)/0(S) ∩ B)) 6 c10d
h−b1
x dg(h−b2)

y .

Cette inégalité et le choix des paramètres (rappelons quedx 6 x et quedy 6 y)
entraîneb1 6 b2. Enfin :

card(0(S)/0(S) ∩ B)) > card(0(S)/0(S) ∩ (B1× Eh))) > qSn(h−b1).

En reportant cette inégalité dans la précédente, on en tire :

M ′h−b1qSn(h−b1) 6 c10x
h−b1yg(h−b1),
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c’est-à-dire

M ′qSn 6 c11xy
g

et cette inégalité est impossible pourM assez grand. Le Lemme 3.2 est donc
entièrement établi.

L’énoncé qui suit va par la suite nous permettre d’appliquer les critères
classiques d’indépendance algébrique :

LEMME 3.3. Il existe une constantec12 telle que pour tout

m= (m1, . . . , mh) ∈ Nh,
vérifiant |m| 6 2hM ′ + 1, il existe un polynômePM,m dansk[X,Y1, . . . ,Yh] tel
quedegX(PM,m) 6 x, etdegYi (PM,m) 6 y (pour 16 i 6 h),

t (PM,m) 6 M log(M)(log log(M))−n+4εg

et tel quePM,m(x, y1, . . . , yh) soit le coefficient d’ordrem de la fonction

PM(x1+ z1, . . . , xh + zh, y1+9(z1), . . . , yh +9(zh)).

DÉMONSTRATION. L’existence dePM,m est évidente, l’assertion sur les degrés
découle du fait que degX(PM) 6 dx 6 x, degYi (PM) 6 dy 6 y. L’assertion sur la
taille provient du fait quee8 est admissible, ce qui nous assure que :

t (PM,m) 6 t (PM)+ c13M
′ log(M ′).

Mais, par le Lemme 3.1, on a

t (PM) 6 M log(M)(log log(M))−hε(2g−1).

Le choix effectué pourM ′ ainsi que l’inégalité(2g − 1)hε > n − 4εg permettent
de conclure.

3.1. PREUVE DU THÉORÈME PRINCIPAL

On peut maintenant établir le Théorème 1.6. Pour ce faire, posons

R(M) = M log(M) S(M) = M log(M),

T (M) = M log(M) (log(log(M)))−n+4εg D(M) = (log(log(M)))2ε+ρ.

NotonskS la clôture séparable dek, et t le degré de transcendance (surkS) de
L = kS(9i(αj ))16i6g,16j6n, et fixons une base de transcendanceθ1, . . . , θt deL
sur kS . Notons enfinLS la sous-extension séparable maximale deL (qui est une
extension finie dekS(θ1, . . . , θt )). Il existe alors un élémentθt+1 deLS tel que

LS = kS(θ1, . . . , θt )[θt+1].
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Pour régler les problèmes d’inséparabilité, il suffit d’élever les fonctions
étudiées à la puissancepe (oùe est le degré d’inséparabilité), le reste de l’argument
étant inchangé. Nous avons donc choisi, afin d’alléger la présentation de ne traiter
ici que le case = 0 (on pourra par exemple se reporter à [18] pour une discussion
analogue, où la rédaction inclut le cas général).

Rappelons le lemme d’interpolation suivant :

LEMME 3.4. Soient θ1, . . . , θt+1 des éléments deC, et 4 un élément de
C[X1, . . . , Xt,Xt+1], unitaire enXt+1 tel que4(θ1, . . . , θt+1) = 0. Il existe alors
deux constantesc14 et c15, ne dépendant que desθi et de4 telles que pour tout
R > c15, et tout(θ ′1, . . . , θ

′
t ) ∈ Ct , tels quedeg(θi − θ ′i ) 6 −R (pour 1 6 i 6 t),

il existe un élémentθ ′t+1 ∈ C tel que

deg(θt+1− θ ′t+1) 6 c14R

et

4(θ ′1, . . . , θ
′
t+1) = 0.

DÉMONSTRATION. Voir [18], Lemme 7.

Fixons maintenant, et pour toute la suite, un polynôme unitaire (enX), 4 ∈
A[X1, . . . , Xt ][X] s’annulant en(θ1, . . . , θt+1). Le Lemme 3.4 nous assure alors
que pour toutR > c15 et tout(θ ′1, . . . , θ

′
t ) vérifiant :

deg(θi − θ ′i ) 6 −R,
il existe un élémentθ ′t+1 ∈ C tel que deg(θt+1− θ ′t+1) 6 c14R et

4(θ ′1, . . . , θ
′
t+1) = 0.

PourM assez grand, on peut supposer queR(M) > R. Les nombres9i(αj )
sont des fractions rationnelles de la forme :

Pi,j (θ1, . . . , θt+1)

1(θ1, . . . , θt )

(les polynômesPi,j étant dansA[X1, . . . , Xt+1] et 1 étant un « dénominateur
commun » des9i(αj ) peut être choisi dansA[X1, . . . , Xt ]).

Rappelons queξ est le point deCg induisant9 ; pour (θ ′1, . . . , θ
′
t ) vérifiant

deg(θi − θ ′i ) 6 −R(M) , 16 i 6 t , on choisit des élémentsα′j deCg (16 j 6 n)
tels que

e8,i(ξ · α′j ) =
Pi,j (θ

′
1, . . . , θ

′
t+1)

1(θ ′1, . . . , θ
′
t )

(on conviendra de choisirα′j = (αj , . . . , αj ) si θ ′i = θi).
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On notera que par continuité, la non nullité de1(θ1, . . . , θt ) assure celle de
1(θ ′1, . . . , θ

′
t ). Enfin, l’existence de nombresα′j découle facilement des hypothèses

faites sure8.
Le lemme de zéros (Lemme 3.2) nous assure l’existence d’un point

X0 = (x1, . . . , xh, y1, . . . , yh) ∈ 0(S),
tel que la fonction :

PM(x1+ z1, . . . , xh + zh, y1+ e8(z1ξ), . . . , yh + e8(zhξ)),
ne s’annule pas à l’ordre 2hM ′ +1 en 0. Nous noteronsm′ un indice minimal pour
lequel la dérivée diviséePM,m′ dePM d’ordrem′ ne soit pas nulle enX0.

Pouri compris entre 1 eth, notons(ai,j )16j6n des éléments deA, de degré6 S
tels que

yi =
n∑
j=1

ai,j α
′
j .

Avec ces notations, posons

QM(X1, . . . ,Xn) = PM,m′
(
x1, . . . , xh,

n∑
i=1

8(ai,1)Xi , . . . ,
n∑
i=1

8(ai,h)Xi

)
.

Le polynômeQM vérifie dans ces conditions (d’après la Définition 3.3, le choix
des paramètres et le Lemme 1.4) :

degX(QM) 6 yq[Sρ]+1 6 c16 log log(M)2ε+ρ,

t (QM) 6 c17M log(M)(log log(M))−n+4εg.

Par définition deQM , on aQM(e8(ξ · α′1), . . . , e8(ξ · α′n)) 6= 0 ; on pose alors

QM,θ ′1,... ,θ ′t+1
(X1, . . . , Xt+1)

= 1(X1, . . . , Xt)
c16(log log(M))2ε+ρ

×QM




P1,1(X1, . . . , Xt+1)

1(X1, . . . , Xt )
...

Pg,1(X1, . . . , Xt+1)

1(X1, . . . , Xt )

 , . . . ,

P1,n(X1, . . . , Xt+1)

1(X1, . . . , Xt)
...

Pg,n(X1, . . . , Xt+1)

1(X1, . . . , Xt)



 .

Par construction,QM,θ ′1,... ,θ ′t+1
(θ ′1, . . . , θ

′
t+1) 6= 0, et

QM,θ ′1,... ,θ ′t+1
(X1, . . . , Xt+1) ∈ A[X1, . . . , Xt+1].
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Ce polynôme vérifie en outre :

degX1,... ,Xt+1
(QM,θ ′1,... ,θ ′t+1

) 6 c18(log log(M))2ε+ρ,

et

t (QM,θ ′1,... ,θ ′t+1
) 6 c19M log(M)(log(log(M)))−n+4εg.

La construction deQM,θ ′1,... ,θ ′t+1
nous assure que :

QM,θ ′1,... ,θ ′t+1
(θ1, . . . , θt+1) = 1(θ1, . . . , θt )

c16(log log(M))2ε+ρCM,m′,

oùCM,m′ est le coefficient d’ordrem′ de la fonction :

gM(z1, . . . , zh) = PM(x1+ z1, . . . , xh + zh,9(x1)

+9(z1), . . . , 9(xh)+9(zh)).
L’inégalité ultramétrique nous assure que :

sup{|gM |, |z| = r} = |gM |r = |ϕM |r ,
où ϕM a été définie au Lemme 3.1 sitôt quer > S + max{deg(αi)}. PourM
assez grand, on peut supposer que cette quantité est positive, et on poserar =
S +max{deg(αi)}.

Le Lemme de Schwarz (voir [20]) nous assure donc que pour toutR > r,

deg(CM,m′) 6 M(r − R)+ log(|ϕM |R).
Comme les fonctions9 ont par hypothèse un ordre de croissance6 ρ, on a :

log(|9i|R) 6 c20q
(ρ+ε)R.

Donc

log(|ϕM |R) 6 (xR + c21yq
(ρ+ε)R + t (PM)).

PrenonsR = log(M)/ρ + ε ; pourM assez grand, on a bienR > r. L’inégalité
fournie par le Lemme de Schwarz nous donne donc en tenant compte de la valeur
des différents paramètres (et pourε assez petit) :

deg(CM,m′) 6 −c22M log(M).

Cette inégalité donne, en tenant compte de la taille de1 (et toujours pourM
assez grand)

deg(QM,θ ′1,... ,θ ′t+1
(θ1, . . . , θt+1)) 6 −c23M log(M).

L’inégalité ultramétrique ainsi que la relation :

deg(θi − θ ′i ) 6 −c24M log(M)
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(où c24 est choisi� c23), nous donne (rappelons que par construction les
coefficients deQM sont de degré6 c25M log(M))

deg(QM,θ ′1,... ,θ ′t+1
(θ ′1, . . . , θ

′
t+1)) 6 −c26M log(M).

Commet (ρ + 2ε) < n− 4εg, on a la relation :

lim
M→∞

S(M)

T (M)D(M)t
= +∞.

Le critère d’indépendance algébrique appliqué avec les suites définies ci-dessus
(voir, [18]) jointe à la suite de polynômes construite au paragraphe précédent mon-
tre alors que le degré de transcendance de l’ensemble étudié ne peut être strictement
inférieur àn/ρ. C’est ce que l’on voulait.

Le théorème 1.6 est donc entièrement établi.

4. Les applications

Nous pouvons maintenant passer à la preuve du Théorème 1.1. LeT -module que
nous considérerons (pour les fonctions de Bessel–Carlitz) est déterminé par :

8m(T )(X1, X2) = (T X1+X2,−Xq

1 + T q
m

X2).

Pourm = 0, ce n’est rien d’autre que la seconde puissance tensorielle du module
de Carlitz à un signe près (voir [1]). Afin de pouvoir appliquer le Théorème 1.6, il
faut commencer par prouver le résultat suivant :

LEMME 4.1. Pour tout entierm > 0, le T -module de dimension2 défini par :

8m(T ) =
(
T 1

0 T q
m

)
F 0+

(
0 0

−1 0

)
F

admet une exponentielle faible admissibleem = e8m définie surk, telle que
(Jm(z),1Jm(z)) soit une spécialisation dee8m .

DÉMONSTRATION. Recherchons les fonctions additives, développables en série
em(z1, z2) = (f1(z1)+g1(z2) ;f2(z1)+g2(z2)) (une telle forme est imposée par le
fait queem est additive) telles que :

em

[(
T 0

0 T

)(
z1

z2

)]
=
(
T 1

−F T q
m

)(
f1(z1)+ g1(z2)

f2(z1)+ g2(z2)

)
.

Cette équation se traduit par :
f1(T z1) = Tf1(z1)+ f2(z1),

g1(T z2) = T g1(z2)+ g2(z2),

f2(T z1) = T qmf2(z1)− f1(z1)
q,

g2(T z2) = T qmg2(z2)− g1(z2)
q.
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On voit aisément que ces conditions imposent que lesqm premiers termes du
développement en série entière desfi, gi sont nuls (rappelons que ces dernières
sontFq-linéaires).

Notons (bi,j )16i,j62, resp. (ci,j )16i,j62 les termes d’ordreqm et qm+1 du
développement deem. Imposons de surcroit àem de se spécialiser en(Jm,1Jm)
pourz = z1 = z2 (d’autres choix sont évidemment possibles).

Les conditions ci-dessus conduisent alors aux équations :
(T q

m − T )b1,1 = b2,1,

(T q
m − T )b1,2 = b2,2,

b1,1+ b1,2 = cm,
b2,1+ b2,2 = cm(T qm − T ),

oùcm est le coefficient dezq
m

dans le développement en série de la fonctionJm(z).
On obtient de plus, pour les termes enqm+1 :

(T q
m+1 − T )c1,1 = c2,1,

(T q
m+1 − T )c1,2 = c2,2,

(T q
m+1 − T )c2,1 = −bq1,1,

(T q
m+1 − T qm)c1,2 = −bq1,2.

Une récurrence permet alors d’assurer l’existence d’une fonctionem déve-
loppable en série entière, qui se spécialise en les fonctions de Bessel–Carlitz. En
fait, tout choix deb1,1 conduit à une telle fonction. Nous poseronsb1,1 = 1, ce qui
impose (toujours par induction) queem est définie surk.

Les propriétés de convergence de la sérieem ainsi que les estimations sur la
hauteur des dénominateurs des coefficients deem (pour l’admissiblité) s’obtiennent
par des calculs classiques, comparables à ceux menés par exemple dans ([7]) ; nous
ne les détaillerons pas ici. Il reste donc à vérifier la surjectivité locale.

Commençons par la surjectivité au voisinage de l’origine. Comme on le véri-
fie aisément, ni la matrice(bi,j ), ni la matrice(ci,j ) ne sont inversibles (ce qui
aurait donné immédiatement la surjectivité locale). On vérifie toutefois, que les
équations précédentes imposent que les matrices(bi,j ) et (ci,j ) sont linéairement
indépendantes.

Posonsf (z) = (bi,j )(zq
m

), et g(z) = (ci,j )(zq
m+1
). Nous allons vérifier par

calcul quef (z) + g(z) est localement surjective au voisinage de 0. En d’autres
termes, étant donnéy assez petit, il s’agit de trouverz tel que :

f (z)+ g(z)+ e′m(z) = y,

où l’on a posée′m(z) = em(z)− f (z)− g(z).
Pour ce faire, on commence par trouverz0 tel quef (z0) + g(z0) = y, et l’on

posez= z0+ h,h = z1+ h1, où (f + g)(z1) = −e′m(z0).
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Par itération de ce procédé, on trouve :

z= z0+
∞∑
i=1

Ui(z0),

oùUi est lei-ième itéré de l’applicationU = −(f +g)−1◦e′m. Par conséquent, on
aura bien montré la surjectivité locale de« l’exponentielle» , pourvu que la série
précédente converge, c’est-à-dire si l’applicationU est suffisamment contractante.

Le fait queU est suffisamment contractante vient de l’estimation :

deg(U(z)) 6 q deg(z)+ c,
où c est un nombre réel ; on obtient cette majoration à l’aide d’un calcul
élémentaire.

Pour conclure sur la surjectivité locale, il suffit d’observer queem est additive,
et de se ramener à l’origine par translation ; le rayon dans lequel on obtient un
antécédent est donc indépendant du point. Le Lemme 4.1 est donc établi.

Passons maintenant aux autres conditions nécessaires pour obtenir l’admis-
sibilité. Dans l’énoncé qui suit, lesC espaces vectoriels considérés sont munis
de la norme du sup, on posera ainsi pour toutz = (z1, . . . , zm), deg(z) =
max16i6m{deg(zi)} (on pourra comparer les résultats des deux lemmes qui suivent
aux énoncés de [8]).

LEMME 4.2. SoitE = (Gga,8) unT -module de dimensiong ; on écrira :

8(T ) = a0F
0+ a1F + · · · + adF d,

avecad 6= 0. Soit égalementf une fonction entière deCr dansCg. On suppose
l’existence d’un entier naturele tel quef satisfasse pour toutz dansCr la relation
f (T ez) = 8(T )f (z). Dans ces conditions, il existe deux réels> 0, notésc27 etc28

tels que pour toutz∈ Cr , on ait

deg(f (z)) 6 c27q
d deg(z)/e + 2c28.

DÉMONSTRATION. L’ultramétricité du degré montre que :

deg(f (T ez)) 6 qd deg(f (z))+ A,
oùA est un majorant des degrés des coefficients des matricesai (06 i 6 d). Pour
tout entier naturelm on a donc :

deg(f (T e(m+1)z)) 6 qd deg(f (T emz))+ c28.

En écrivant cette inégalité pourm compris entre 0 etn − 1, en divisant parqdm et
en faisant la somme, il vient pour tout entiern :

deg(f (T enz)) 6 qdn deg(f (z))+ 2c28.
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Soit maintenantB un majorant de deg(f (z)) sur la boule deg(z) 6 1.
Pour toutz dansCr , on en déduit donc : deg(f (z/T deg(z))) 6 B. Posonsz =

T enz′ où en est le plus petit multiple entier dee tel quene > deg(z), l’inégalité
précédente prouve alors :

deg(f (z)) 6 qdnc27+ 2c28.

Il s’ensuit bien l’inégalité annoncée, c’est-à-dire le Lemme 4.2.
Dans le même ordre d’idée que le Lemme 4, le Lemme 4.3 ci-dessous permet

quant à lui de contrôler la croissance arithmétique d’un point transformé par8(a).
Supposons quez= (z1, . . . , zm) est tel quezi ∈ K[ξ ] oùK est un sous-corps de
C etξ est un élément deC transcendant surK. Désignons par degξ (z) le maximum
des degrés deszi en tant que polynômes enξ .

LEMME 4.3. SoitE′ = (Gga,9) unT -module de dimensiong ; on écrira :

9(T ) = a0F
0+ a1F + · · · + adF d,

avecad 6= 0. On suppose l’existence d’un entier naturele et d’unT -moduleE =
(Gga,8) tels que l’on ait8(T e) = 9(T ). Dans ces conditions, il existe deux réels
c29 et c30 strictement positifs, tels que pour touta dansA, on ait :

degξ (8(a)(z)) 6 qd deg(a)/e(c29 degξ (z)+ 2c30).

DÉMONSTRATION. L’ultramétricité du degré enξ montre que :

degξ (8(T
e)(z)) 6 qddegξ (z)+ c30,

où c30 est un majorant des degrés enξ des coefficients des matricesai , (0 6 i 6
d). Le procédé de sommation utilisé au cours de la preuve du lemme précédent
(Lemme 4) implique alors pour tout entier natureln, l’inégalité

degξ (8(T
en)(z)) 6 qdndegξ (z)+ 2c30, (4)

supposons maintenant queen est le plus grand multiple dee inférieur au degré en
T dea. On peut écrire :

a = unT en + · · · + usT es + · · · + u0,

où lesui sont des éléments deFq[T ] de degré6 e − 1. Ecrivons8(a)(z) sous la
forme :

8(T en)(8(un)(z))+ · · · + (8(u0)(z)),

l’application de la relation (4) et le fait qu’il n’y a qu’un nombre fini de polynômes
deFq[T ] de degré6 e − 1 conduit au résultat du Lemme 4.3.
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La fonction f (z) = (Jm(z),1Jm(z)) vérifie les hypothèses du Lemme 4.2,
avec8(T ) = 8m(T

2), soite = 2, etd = 1. Elle est donc d’ordre analytique12. De
même, le Lemme 4.2 appliqué auT -module(G2

a,8m), implique quef est d’ordre
1
2 au sens de la Définition 1.4.

Il reste à montrer queEm = (G2
a,8m) est simple et que son anneau des

endomorphismes est trivial :

LEMME 4.4. LeT -moduleEm = (G2
a,8m) est simple pour toutm > 0 et l’on a

End(Em) = 8m(A). À fortiori , son anneau des endomorphismes est abélien.

DÉMONSTRATION. On pourrait prouver la simplicité de la même manière que
J. Yu dans [21]. De même que dans [21], il est facile de voir que hom(Gna,Ga) est
unC[T ]-module libre de rang 1 engendré par la première coordonnée, et l’on peut
appliquer le Lemme 2.5.

Mais, le deuxième auteur a déjà signalé une méthode élémentaire (voir [13],
Lemme 6). Nous choisirons ici de donner une autre preuve plus directe et
élémentaire encore de ce résultat sur l’anneau des endomorphismes.

Commençons par établir, par récurrence surn les assertions suivantes :

(i) Le terme dominant de8m(T
2n) est AnFn où la diagonale deAn est

((−1)n, (−1)n) etF est le Frobenius ;
(ii) Le terme dominant de8m(T

2n−1) estBnFn où Bn est triangulaire inférieure
de seul coefficient non nul(−1)n+1.

Ces propriétés sont claires sin = 0. Un calcul prouve que le terme dominant
de8m(T

2) estA1F où la diagonale deA1 est((−1), (−1)), et comme cette ma-
trice est de plus triangulaire inférieure, le coefficient dominant de8m(T

2n) est

A1.A
(q)

1 . . . A
(qn−1)

1 Fn oùA(q)1 est la matrice obtenue à partir deA1 en élevant tout
ses coefficients à la puissanceq. La propriété (i) en découle aisément.

Le produit deAnFn par le terme dominant de8m(T ) donne alors le point (ii).
Soit maintenantf un endomorphisme duT -moduleEm, prouvons par récur-

rence surn que sif est un polynôme de Ore degrén enF , alorsf appartient à
8m(A).

Supposons donc d’abordf = A0F
0 ; de la relationf ◦8m(T ) = 8m(T ) ◦ f ,

on tire quef = a0F
0 où a0 est dansFq. Supposons donc le résultat connu pour

toutf dont le terme dominant est de degréj enF , avecj 6 n− 1 et considérons
un endomorphismef dont le terme de plus haut degré enF estAFn où A est la

matrice carrée
(
a

c

b

d

)
. En regardant le terme enFn+1 dans :

f ◦8m(T ) = 8m(T ) ◦ f,
il vient queb = 0 etd = aq . Le coefficient supérieur gauche deFn+1 dans :

f ◦8m(T
2) = 8m(T

2) ◦ f
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nous indique pour sa part quea = aq et donca est dansFq .
L’application g = f − (−1)n8m(aT

2n) est encore un endomorphisme et

le coefficientB de son terme enFn est avec les conventions précédentes
(

0
0
c′
0

)
.

Le terme inférieur gauche de la relationg ◦ 8m(T
2) = 8m(T

2) ◦ g nous ap-
porte le fait quec′ est dansFq . L’hypothèse de récurrence appliquée àg −
(−1)n+18m(c

′T 2n−1) permet alors de conclure. Le Lemme 4.4 est donc entière-
ment établi.

On a donc montré que les fonctions de Bessel–Carlitz généralisées forment un
sous-groupe à un paramètre qui est une spécialisation d’une exponentielle faible du
T -moduleEm, vérifiant les hypothèses du Théorème 1.6. Le Théorème 1.1 n’est
donc qu’un cas particulier de ce dernier.

On pourra noter que dans le Lemme 4.1, le choix de la matrice identité n’est pas
canonique. On est en effet plus habitué à étudier des« exponentielles» vérifiant
exp(d(8)z) = 8(T )exp(z). Il était toutefois imposé par la nécessité d’obtenir les
fonctions de Bessel–Carlitz par spécialisation.

Il est intéressant de noter que la méthode passe avec des notions d’exponen-
tielles aussi faibles. De plus, en remplaçantT .Id par d8m, on vérifie sans diffi-
culté que l’on obtient également une exponentielle faibleẽm qui est également
admissible, définie surk et d’ordre1

2.
Toute spécialisation de cette dernière conduit donc par application du Théo-

rème 1.6 à des résultats d’indépendance algébrique comparable. Toutefois, il ne
semble pas que ces spécialisations conduisent à des fonctions« classiques» .

Enfin, remarquons que le résultat d’ A. Thiery (voir [18]) découle également
du Théorème 1.6. En effet, siE = (Ga,8) est un module de Drinfel’d de rang
d, il possède une exponentielle (et donc une exponentielle faible admissible), et
son ordre (analytique comme arithmétique) est au plusd ; de plus, son anneau des
endomorphismes est toujours abélien (on peut par exemple se reporter à [18], ou à
[7], pour des énoncés plus précis).

Notons d1 le rang (surA) de l’anneau des endomorphismesO de E (rap-
pelons qued1 divise d), et soient alorsα1, . . . , αn des éléments dek, qui sont
O-linéairement indépendants. On en déduit alors (par multiplication par les élé-
ments d’un système générateur(fj )16j6d1 deO surA) nd1 éléments dek qui sont
A-linéairement indépendants.

Le degré de transcendance surk des nd1 nombres e8(fjαi)16i6n,16j6d1

est donc au moinsnd1/d d’après le Théorème 1.6. Mais, lesd1 nombres
e8(fjαi)16j6d1 sont tous dansk(e8(αi)). On en tire donc que le degré de trans-
cendance surk desn-nombrese8(αi)16i6n est au moinsnd1/d, ce qui est bien le
résultat d’A. Thiery.
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