
[A a] [D 6 i] [H 12 b a] Le Quatrieme Algorithme Naturel.

Par Monsieur E. M. LiiMEEAY.

I. INTRODUCTION ET DEFINITIONS.

On est amene1 a re'soudre liquation aux differences meldes

lorsqu'on cherche, en coordonnees rectangulaires, une courbe telle
que: M et M' dtant deux de ses points dont les abscisses different
d'une constante, la tangente de Tangle que fait avec OX la tangente
en M soit en raison inverse de la sous-tangente en M'.

En posant y + Ay = ylt Tequation peut s'ecrire

m yj =cyiy'

Considerons Tequation geneYale (2) y/ yi""1 = cy' qui se re*duit a la
premiere pour n = 0 ; on peut en trouver une integrate particuliere.
En integrant sans constante arbitraire, on a:

en eliminant yx y2 . . . yx^l entre ces Equations, on aura une
fonction de la forme

A et B &ant des constantes arbitraires. Cette fonction ddfinie pour
des valeurs entieres et positives de x, a cependant une signification
quand x n'est pas un entier positif. Pour n = 1 ou n = 0 Texpression
ci-dessus ne repre'sente plus une fonction; dans le premier cas
liquation (2) devient y( = cy' et admet comme integrate particuliere
la fonction exponentielle

y = AC*

dans le second cas liquation (2) se reMuit a (1). Pour en trouver
une integrate particuliere integrons sans constante arbitraire.

Una (o) yi = o, y2 = a ' . . . yx = a

oil Ton a pose1 e" = a. Au lieu de la notation ordinaire pq des
puissances j'emploierai comme dquivalente la notation plus commode
p. q. Oela r'a pas d'inconve'nient car je ne ferai pas usage du point
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entre deux lettres pour representer une multiplication ; il faudra
seulement se rappeler que Ton n'a pas p.q = q.p. Eliminons
2/i> 2/21 • • • 2/1-1 entre les Equations (3) ; on aura

y = a. a . a . . . . a .y0

^ Vax
ou a est ecrit x fois et que je noterai a
Cette fonction est intdressante en ce que l'algorithme qui sert a
l'exprimer peut Stre consid^re" comme un algorithme naturel. Je
veux dire par la qu'on peut trouver une loi faisant deliver l'un de
l'autre les trois algorithmes naturels, addition, multiplication, Elevation
aux puissances, et faisant deYiver de ce dernier, l'algorithme dont il
est question. En effet de me'me que la substitution y0, a + y0

effectue'e x fois fournit la fonetion y — ax + y0, et que la substitution
2A>! a]/o efiectue'e x fois fournit la fonction y — a"xy0; de me'me la

* 2/o
substitution y0, aP0 effectue'e x fois fournit la fonction y = a

On pourrait eVidemment continuer ainsi, et engendrer une suite
illimite'e d'algorithmes naturels directs.

L'ide"e d'exponentielles superposes n'est pas nouvelle; ainsi
Ton a e'nonce' cette proposition que les nombres de la suite

2 + 1 22 + l 2J'+1 . . .

sont premiers. Dans la " The"orie des nombres et Algebre
sup^rieure" de MM. Borel et Drach, d'apres les Ie9ons de
M. Tannery, M. Drach dit: " Remarquons . . . . qu'il serait
possible de continuer dans la voie ou nous nous sommes engage's,
et qu'il serait, par exemple, utiie d'introduire une nouvelle notation

pour representer les nombres ab ab . . . en mettant en Evidence
les rdles que jouent a et b, et le nombre des exposants superposes "
(Mes premieres Etudes a ce sujet ont 6t6 publics avant l'ouvrage de
MM. Borel et Drach) Mais on n'a pas, du moins a ma connaissance,
consid^re1 ce nouvel algorithme dans lequel la lettre qui diflere des
autres est la lettre superieure au lieu d'etre la base. La distinction
est loin d'etre sans importance, notre point de vue est au contraire
ne~cessaire pour etablir un the'oreme d'addition et les thdoremes
subse'quents. Four ^viter de longues periphrases j'emploierai
trois n^ologismes, et aussi des noms de fonctions usuelles
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en leur adjoignant une lettre speciale pour designer les nouvelles
fonctions. C'est ainsi que je denommerai le nouvel algorithme sous
le nom de surpuissance, et dans l'expression :

6 q
p — a

j'appellerai a la base de la surpuissance, b son exposant, c l'exposant
initial ou plus simplement l'initial.

Dans cette expression nons pouvons considerer deux lettres
comme constantes, une comme variable, et la quatrieme comme
fonction :
p conside're' comme fonction de a, b et q e'tant constants, est la surpuissance,
p considers comme fonction de b, a et q e'tant constants, sera la fonction sur-

exponentielle :

II n'y a pas lieu de considerer p comme fonction de q; cet
algorithme donne naissance a deux fonctions inverses; nous dirons
que a conside're' comme fonction de p est la surracine bUm° de p,
et que b conside're' comme fonction de p est son hyperlogarithme
dans le systeme de base a ; nous adopterons pour ces deux fonctions
les symboles

a = Kip b — HLop

Je considererai encore d'autres fonctions. Dans l'expression

b

posons a = u, nous regarderons comme equivalents la

notation

en sous-entendant que la base est a. Autrement l'expression
n'aurait pas de sens et pour expliciter q en fonction de p et de u,

nons ecrirons p
q= u

I "L'expression p = u \" >

ou le nombre des u est m sera la puissance - p m<imt de w,
nous noterons cette fonction par le symbole

Inversement u sera la racine - r m""1 de p et Ton ^crira
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Enfin m couside're comme fonction de p sera son logarithme - 1 ,
dans le systeme de base u; la base de la surpuissance est toujours
sous-entendue etre a. Ou voit de plus que si u = a, la puissance -p
peut s'e'crire a. a. a et se reduit a une surpuissance. Je reprdsenterai
le logarithme - I par le symbole m = AL,,p.

J'ai d'abord e'tudie les proprie'te's de ces nouveaux algorithmes
sans tenir compte du mode de ge'ne'ration par substitutions uniformes;
puis j ' ai cherche* les propriet^s analogues en tenant compte du mode
de generation et sans faire d'hypotheses sur le premier algorithme
dont on part; enfin en supposant que ce premier algorithme est
l'addition, j'ai applique les lois generates pre'ce'demment trouve'es,
et j 'ai ' retrouve' comme cas particuliers des the'oremes comme sur
les trois premiers algorithmes naturels et ceux que j'avais de'montre's
isole'ment sur la surpuissance. La place dont je dispose dtant
mesure'e, je ne pourrai, a mon regret, donner l'^tude ge"ne>ale dont
je viens de parler; je donnerai seulement les the'oremes particuliers
au nouvel algorithme; mais a cot(5 et entre parentheses je rappellerai
les theoremes analogues relatifs au troisieme algorithme.

Thdoremes d'addition et theoremes subs^quents.

De la definition meme il r^sulte que l'on a

c b b + b, b 5,
xa xc\

c'est l'expression a dans laquelle l'initial a ^te remplacd par a

Exposant difference. On a aussi

6 - 1 6 - 2 6 - 1
= loga a

et en general

6-6,
, ft)-= log. a '1 {I" 1 1 1

xc = LLa x cj : a j : a . . . J
le symbole log^ *' repr^sentant l'op^ration qui consiste a prend:

6, fois de suite dans le systeme de base a, le logarithme de a
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Exposant zero. En faisant b1 = b on a

c 6 - & !

log. ' a \° 1
la surpuissance d'exposant nul est done egale a son initial.
Exposant negatif. Si 62 est plus grand que 6 et egal a i + J , o n a :

- 6 .
loga a | =loga

(6,-6)0
'log. c

Si Ton fait 62 = 1 on a :

- 1 r -1 c
\a x c =—
L a

La comparaison de - ces deux relations nous montre que dans
l'algorithme de 1'eleVation aux puissances, 1'operation analogue a la
division de c par a n'est pas l'extraction d'une racine, mais bien
1'opeYation qui consiste a prendre, dans le systeme de base a,
le logarithme de c.

Permutation de la fonction et de l'initial. Soit la relation

- 6
p = a

prenons les deux membres de cette egalite pour en faire les initiaux
d'une surpuissance de base a et d'exposant b, nous aurons encore
une egalite"

1- 6
p 6 6 - 6 q 0

= 1

il y a done Equivalence entre les Egalites

- 6
\ b

- 6
xpj

on peut done permuter le premier membre et l'initial du second
pourvu qu'on change le signe de l'exposant.

Exposant produit. On a eVidemment

mb I c 6 lb\m, c I" mb I b\m "1
= \o/ La xc=\a / xcj
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c'est done une puissance — p; on a evidemment

( b \m, c mb c fm\ b > c

a)
G mb

—- a

c lm\ b , c VI byn. I m\b "I
= \a) \\a f xc = \a ) xc\

On peut done permuter l'exposant de la puissance-;; et celui de la
surpuissanee. On voit aussi que dans le troisieme algorithme la
puissance est a la fois l'analogue de la surpuissance et l'analogue
de la puissance - p.

Exposant quotient. Dans la relation precedente posons mb=p

d'ou b = — on aura
m

( p\m,

V
2.
m P.

est done a racine - r m"**" de a et Ton a

W x c\

Comme dans tout ce qui precede l'exposant de la surpuissance est
suppose entier, et alors toutes ces expressions peuvent etre calculees;
dans le cas contraire, on eprouve les memes difficult^ pour verifier
que la valeur trouvee pour la racine - r repond a la question, que
pour verifier que la racine ni!!me d'un nombre qui n'est pas une
puissance n"me exacte elevee a la niime puissance reproduit le nombre
donne; c'est par une extension aux nombres quelconques de lois
etablies pour des nombres en tiers que la verification peut se faire.
Par la comparaison des deux dernieres relations on voit que dans le
troisieme algorithme l'analogue de la racine - r est la racine ; comme
celleci elle s'exprime par l'exposant fractionnaire.

L'algorithme u .—-La base du systeme de surpuissances etant
choisie une fois pour toutes et sous-entendue; on a

en supposant u = a v = a ; comme la multiplication cette operation
est commutative ; mais la difference consiste en ce que le produit
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u x v = v x w conserve la m6me valeur quelle que soit la base des
puissances ; c'est a dire que u et v soient respectivement e'gaux a

b &! d d-L v
ax et k a ou bien he et c , tandis que u change de
valeur quand on change la base des surpuissances. La merae
restriction est applicable aux theoremes suivants.

Hyperlogarithmes. D'apres les definitions precedentes on a d'une
maniere presque evidente

H L M I * = HLt> I M = HLw + HL» I Log(w xv) = Logw + Logr I

on a aussi

HL | v = HLu - H L P I Log — = Logw - Logu I

On verrait facilement que si l'on a

p = u \ [p = u x vj
on en tire

V = U XL— V I V = —— M = -=— I

Hyperlogarithme d'une puissance -p et d'une racine - r
On a presque eVidemment

JH L M = m H L M |_ Log um = mLogw

T
HL«m=— HLM F ljogVir = — Logw

Logarithmes - .̂ Soit:

6 6,
Si l'on suppose u = a M, = a on a :

6m &,?»! m b,
p= a = a d'ou 6w» = 6,»», et m, i

comme d'autre part, on a :
b = HLoti 6, = HLoMi m = ALj» m^ = ADU

on a
HLaM f logaw 1

A V=AL"PHL^; W = l o s " ^ ; J
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Done pour passer d'un systeme de logarithmes — I dans un autre, il
faut multiplier les logarithmes - I du premier systeme, par le rapport
des hyperlogarithmes de la base du premier et de la base du second.
Dans le troisieme algorithme naturel, le logarithme est done
l'analogue a la fois de l'hyperlogarithmes et du logarithme - 1 . Mais

j-2^— est independant de a, ce qui n'est pas pour les hyperlogarithmes.
i0gM

II. EXPRESSION DE QUELQUES FONCTIONS TRANCENDANTES.

En analyse, on definit un certain nombre d'algorithmes directs,
l'addition la multiplication, l'elevation aux puissances, la derivation,
les puissances d'une substitution, etc. . . . ; et quand on a pu
mettre un probleme quelconque en equations, on se trouve en
presence d'un systeme de m equations entre m + n variables. Ces
equations peuvent contenir ou non des derivees, des differences
finies des puissances de fonctions, etc. . . . Mais on peut arriver
a ce qu'il n'y entre que les symboles des algorithmes directs de'finis
precedemment. Parmi les m + n variables de'signons n d'entre elles
par x1 x., . . . x,, et les m autres par yi y2 . . . ym. R^soudre le
systeme par rapport aux y, e'est arriver antant que possible a
remplacer le premier systeme par un systeme equivalent
compose de m equations telles que le premier membre de la iime

equation se reduise a y{ et le deuxieme membre a F( (a;, x2 . . . xn) ;
la fonction F4 ne contenant que les x et des constantes finies et
n'etant construite qu'avec les symboles directs des algorithmes
naturels. On dira qu'on a exprime explicitement les y au moyen
des algorithmes naturels directs. Si l'on ne peut obtenir une
resolution de cette nature et s'il est necessaire d'employer certains
symboles P, Q, R . . de fonctions inverses, on pourra dire, qu'on
a explicite les y au moyen des algorithmes directs naturels avec
adjonction des symboles P, Q, R . . . Les expressions obtennes
n'auront de valeur que si Ton connait bien les fonctions inverses
representees par les symboles adjoints. Par exemple liquation
x = a" ne peut etre resolue par rapport a y qu'avec adjonction du
symbole et la soustraction et du symbole du logarithme

y = \ogx x (loga)-1.

II peut aussi se presenter le cas ou l'expression explicite des yt

peut s'obtenir a condition que certaines constantes soient infinies;
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ainsi la racine reelle de l'equation que nous avons prise pour
exemple est la limite de

(pour m infini)
a ™ - 1

et celle-ci, apres qu'on aura fait disparaitre le symbole inverse
division en l'exprimant par la puissance - 1, ne contiendra plus que
les algorithmes naturels, le symbole inverse—mais elle contiendra
l'infini. Dans d'autres cas on ne pourra mettre les y, sous de telles
formes, et on sera oblige de se contenter d'une resolution moins
complete; s'il s'agit par exemple d'equations differentielles et qu'on
ait ramene', le probleme a des quadratures, on aura explicite non
plus la fonction mais bien une de ses derivees; enfin l'on pourra
faute de mieux repr^senter la fonction inconnue par un developpe-
ment, sdrie, produit, etc. . . . et Ton arrivera a une notation qui
pourra 6tre finie mais au moyen du calcul symbolique. Si l'on a par
exemple un deVeloppement en se"rie de Maclaurin on pourra e'crire

en remplagant apres deVeloppement <£* par I •••, ' I ; la formule

n'aura de valeur que si Ton peut ensuite exprimer

en fonction de K soit en termes finis soit par une formule symbolique
et ainsi de suite. Je n'ai pas d'ailleurs a insister sur ce sujet, les
remarques que je vieus de rappeler n'ont d'autre but que de
montrer l'inte're't qu'il y a a employer l'algorithme naturel de la
surpuissance car par son moyen l'on peut expliciter certaines
fonctions nouvelles, soit en termes finis, soit comme limites
d'expressions directes quand certaines constantes dont elles
dependent tendent vers l'infini.

Expression finie du logarithme—Nous avons vu plus haut que

Ton a -1 c
log0c = a

Cette Equivalence est tout a fait comparable a la suivante

c
a
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tant qu'on ne possedait pas l'algorithme de l'elevation aux puissances,
on ne pouvait expliciter au moyen des algorithmes naturels directs
la racine de l'equation ax — c

De meme ne possedant pas l'algorithme de la surpuissance, on ne
peut actuellement expliciter la racine (ou plut6t les racines) de
l'equation a" = c. L'algorithme de la surpuissance atteint ce but.

La loi est d'ailleurs generale; si Ton a
x
a — c

7 . 1 II c
on aura H L / = a ||

ce symbole representant le cinquiSme algorithme naturel.

- 1 - , 1

entendu, pas plus que a x e, l'expression a

Bien

ne represente les
calculs qu'il faut faire sur o e t c pour obtenir la valeur numirique
de x.

II re"sulte de la que les fonctions circulaires ou hyperboliques
inverses pourront s'expliciter au moyen des algorithmes naturels
avec adjonction du seul symbole inverse.—On sait en effet qu'elles
se ramenent a des logarithmes ne'periens de quantity imaginaires
ou replies. Ainsi Ton a :

arc tang x =
- x >/T

on pourra par suite dcrire

- 1

- e

\-xJ-l

arc tang x = -

formule qui presente la m^me symetrie que celle qu'Euler a donne'e
pour sinx. L'algorithme de la surpuissance permet de faire
certains rapprochements curieux. Les expressions ge'ne'rales

\+xsJ - 1 m
+ e

1-xJ-l in

e

1 +xJ— 1 m
— e

donnent respectivement, quand on y fait J W = - 1 , J» = 0, m-
les fonctions

L \/l +x?, 1, e cos x arc tang x, x, e sin x

qui sont ainsi des cas particuliers d'une fonction plus ge'ne'rale.

1,
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Les identity's

ee* x «* = a?+>

logaa; + logay = loga(a; x y)

pourront s'ecrire

a* :as» =

log0a; - \ogay = log,,--
J

1
a

x 1
x a

- 1
a

y

X

1
= a

-

x + y

1
a

y
=

- l
a

1
a

X

x x y

1
a

y 1
= a

- I
a

x -

X

•y

- l
- a

y
=

- l
a

x:y

et dans les quatre cas l'exposant de la surpuissance est egal en
grandeur et en signe a l'exces de l'ordre de l'algorithme qui relie l'une
a l'autre les deux fonctions dans le premier membre, sur l'ordre de
l'algorithme qui relie x a y dans l'initial du second, que ces
algorithmes soient directs ou inverses.

2
III. EXPRESSION DIEECTE DES RACINES DES EQUATIONS x = ax x — a.

Je me propose de montrer que les racines de ces equations peuvent
s'exprimer explicitement comme limites des valeurs que prennent
certaines expressions construites seulement au moyen des algorithmes
naturels avec adjonction du seul symbole inverse—. Occupons nous
d'abord des racines re'elles. Construisons en coordonnees rect-
angulaires les courbes figuratives des fonctions y — x, y = a" leurs
intersections auront pour abscisses les racines reelles de l'equation
x = a*. Une discussion facile montrerait que l'on obtient:

pour a>e"
x

a = e"

\<a<e"

(T)'

aucune racine reelle

une racine double egale a e

deux racines comprises l'une entre 1 et e,
l'autre entre e et GO

une racine reelle comprise entre — et 1

= I — I une racine simple e"gale a —

— I >a>0 une racine re'elle comprise entre 0 et —

J'ai deja demontre * les re'sultats que je vais rappeler ici. Pour ne

* Nouvelles Annales (Laisant et Antomari), Decembre 1896, F^vrier 1897.
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pas allonger cette note je ne donnerai pas ces demonstrations;
mais je les exposerai au moyen d'une representation ge'ome'trique
qui aura l'avantage de parler aux yeux.

FIGUKE 1.

Conside'rons d'abord le cas l<a<e' auquel se rapporte la Fig. 1;
les deux racines sont u et U. Soit E le point de la bissectrice
des axes ayant une ordonne'e egale a e. Suivons le chemin brise1

rectangulaire E A B C . dont les sommets sont alternative-
ment situds sur la droit y = x et sur la courbe y = az; calculons les
ordonne'es des points E B D . . . Pour B Ton a

1

ordonne'e B = ordonne'e A = a' = a.e = a

2
ordonne'e D = ordonne'e C = a . a.e =a

ces diff^rents points repre'sentant par leurs ordonne'es les valeurs
in e

successives de a quand m prend les valeurs entieres 1, 2, 3 . . .
Or l'on wit que ces points convergent vers l'intersection dont
1'abscisse est « ; on a ainsi

m e

= lixu a pour m infini.

Si maintenant l'on suit le chemin E A1B1O, . . . on a :
- 1

ordonnee Bj = logn ordonn^e Aj = a
- 2 e

ordonnee D] = loga ordonnee C, = log0 ordonnfe de B ^ a . . .
les points B, D, . . . convergent vers l'intersection d'abscisse XJ,
et l'on a - m e

XJ = lim a

FIGURE 2.

Conside'rons maintenant le cas l > a > | — I . Un calcul simple
montrerait que au point d'intersection a de la bissectrice avec y = a"
la derivee a une valeur comprise entre o et - 1 . Soit E

le point de y = x ayant pour abscisse —. Suivons le chemin
6
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E A B C . . . defini comme pre'cedemment, on a,
x i

ordonne'e B = ordonnee A = a" = a , —
e

ordonne'e D = ordonnee C = a. a . —, etc. . . .
c

On voit que les point B, D, . . . situds de par et d'autre de
l'intersection s'en approchent de plus en plus ; on a ainsi:

(pour m infini)

Considdrons enfin le cas ou l'on a I—J > a > 0 . On verrait

facilement qu'alors la deiivee -=— a au point d'intersection une

valeur comprise entre - 1 et - ao

FIGDEE 3.

E ayant encore pour abscisse — , on a sur le chemin EABO . . .
6

- 1
ordonnee B = loga ordonne'e A = a

- 2 e"1

ordonne'e D = loga ordonne'e C = a etc. . . .

les points B D se rapprochent du point d'intersection et Ton a

II est clair qu'au lieu de partir des points E on aurait pu partir
d'autres points de la bissectrice des axes; ainsi dans le premier cas
on pouvait partir d'un point quelconque compris entre les deux
intersections, mais celles - ci sont suppose'es inconnues et les valeurs

« et — attributes a l'initial sont les seules qui conviennent
e ^

toujours. En resume" Ton a l'expression ge"ne>ale des racines reelles
±m e*1

lim a

avec les quatre combinaisons de signes suivantes :
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Pour ec >a> 1 on a deux racines repondant aux combinaisons <

1 > « > ( — I une racine repondant a la combinaison H—

> « > 0 une racine repondant a la combinaison - -(I)*
Passons maintenant aux racines imaginaires. Notre equation

revient a a =u + v si — \

ou M + v \f - 1 est une racine ; elle equivaut aux deux suivantes

(1) u = aucos(vLa) v = ausm(vha)

dans l'une on peut expliciter v, dans l'autre u

1 u 1 v
v = ——arc cos— u> = ——L-.—r-=—-

La a" La sm(vLa)
on peut done construire ces courbes dont chaque intersection
correspondra a une racine de la proposee. Cela n'offre aucune
difficulte et Ton verrait que si a est plus grand que 1, on trouve
une intersection et une seule dans l'intervalle compris entre les

droites v = ~=— et v = -—-—— . Rappelons un thdoreme
La La

connu : Si f(x) designe une fonction holomorphe dans le voisinage
d'un point a suppose etre un point racine de l'equation f(x) - x = 0

dfx
et si le module de la derivee - j — prend, pour x = o, une valeur

inferieure a 1 ; la substitution i, f{i) tendra vers une limite ^gale
a a; pourvu que i soit pris dans une region convenable. Si le
module de la derive'e est plus grand que 1, et si Ton sait inverser la
fonction f(x); la substitution i, f~H convergera vers a a condition
qu'on ne conserve que les determinations convenables. (Ce theoreme
aurait pu nous servir dans le cas des racines re'elles.)

quelconque le module de la de'rive'e - j — est toujours plus grand

Dans notre cas il est facile le voir qu'en un point racine

slconque le n

que 1. Posons
(2) u = pcos6 v

le module cherehd est aMLa = pLa = M
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Gomme en un point racine quelconque on doit verifier les equations

p = a" 6 = vLa
n

qu'on deduit en combinant les systemes (1) et (2), on en tire M = -—L
rapport toujours superieur a 1, sauf pour 0 = 0 (racines reelles).
La substitution as, a" ne convergera done jamais vers a quel que soit
l'initial; mais sous la restriction mentionnee la substitution inverse

(e'est a dire dans les notations usuelles x, • b' I
Loga/

convergera vers a.

Soit ptfi ° une valeur quelconque fournie par la substitu-
tion ; cherchons a figurer celle qui est fournie par la substitution
re'pete'e une fois de plus.

Si ul + v1»J —1 est cette valeur on devra avoir

(A) L/)o = u^La 60 = VJM

on peut done calculer ut et v1 puis p1 et 6; ce caloul correspond
a la construction suivante. Dans le systeme de coordonnees rect-

angulaires u, v tracjons les courbes v = a , u = cos(yLa) et le
cercle p = l.

FIGURE 4.

Soit p l'affixe de u0 + v0 *J — 1; suivons les chemins pLMa
et JDLJMJZI forme's : le premier d'un arc de cercle de centre O, d'une
paralelle a ou, et d'une parallele a ov; le second d'une droite
passant a l'origine, d'une parallele a ov, et d'une parallele a ou ;
les derniers elements de ces chemins se coupent en q, ce point est
l'affixe de u1 + v1j -1. En effet Ton a

ab8e.5=abao.M =loga(ord.M) = loga OL =logtop =logapo

, „ 1 , •.. , 1 , T 1
ord. <7=ora. M, = = - arofoos =abso.M,) = T—arc(cos = abso.L, = =—91 La " La l La °

Pour abrdger je dirai que q est le logarithme le p. Cela pos^,
prenons pour initial la quantite V —1. En calculant M, + vij-l
ou en le construisant ge'ome'triquement on obtiendra tous les points

situfe sur l'axe ov et ayant pour ordonne'es (4 /±l )^=- , j ^tant
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entier. Si Ton veut obtenir la racine at comprise entre les droites

et 2(k + 1W— il faut avoir
LetLa

il faudra done ia.irej = k et ne pas tenir compte du signe-qui
fournirait des racines etrangeres. Soit Ra le point obtenu; en
continuant ainsi, on obtiendra un point R2 comme logarithme

de R,, et qui sera situe1 a l'intersection de la droite t> = (4A: + l) _
ZL(X

et de la courbe v = au, et ainsi de suite. En vertu du the'oreme
rappele plus haut on convergera vers ak; j'ai cru bon d'indiquer
cette representation geometrique qui, si on la dessine completement
fera voir que les points Rj, R2, . . . ainsi obtenus s'approchent de
plus en plus du point R intersection des courbes definies par les
equations (A), et supposees tracers. En resume1, sous la restriction
mentionnee plus haut, les racines imaginaires seront les limites de
1'expression

± \T^T
(pour m infini)

- m
a

-7- ; les nie'mesQuand a est plus petit que 1 et e'gal a

considerations sont applicables a part cette difference que les racines
de la proposee sont comprises entre les droites

v = {2k-l)~ et v=2^ ;

il faudra alors dans le facteur 4/ +1 prendre le signe inferidur a
l'exclusion de l'autre.

Oes racines peuvent 6tre mises sous la forme A. + p sj - 1; pour
cela posons a = e' et

V(z)+ J-l V(z)=
d'ou

- m
V(z)- J~l V(«)

- w - 1 - m | - v -
+ e8

-m

Y(z)-.

-1 -m - J- 1

En faisant m— - 1 ces fonctions deviennent cos« et sins.;
si Ton appelle u(z) et v(z) ce quelles deviennent pour m infini,
la quantite u{z) ± v(z) \/ - 1
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sera racine de l'equation e" - x = 0. Quand on elimine z entre les
equations M = COSZ v = smz on trouve le cercle p=\. De meine si
Ton elimine z entre les equations

X = u(z) p = v(z)
on obtient la courbe

e
tang0

(B) P = e
qui joue ainsi le meme r61e que le cercle pour les fonctions
circulaires.

Ajoutons que pour etudier la repartition dans le plan des racines
imaginaires pour une valeur donnee de a ; les courbes definies par
les equations (A) sont peu commodes ; elles ont l'une et l'autre une
infinite de branches ; il vaudra mieux prendre la courbe (B) qui est
invariante et la courbe p = a" qui n'a qu'une seule branche infinie.
Mais on introduit ainsi des racines etrangeres dontil ne faudra pas
tenir compte.

Equation xx = a. En posant x = —, a = — elle devient y = a".

On a done
1 + m, e ± l \ - l 2 l-m ± V ^ T \ - 1

\/ a = lim\ a"1 / et J a = lim\ a"'1 )
pour les racines reelles pour les racines imaginaires

IV. APPLICATIONS DIVKRSES.

Expressions des racines de quelques equations trancendantes.
Integration d'une equation aux differences melees. Applications
diverse s.

La surracine deuxieme pouvant s'exprimer au moyen des
algorithmes naturels, il en sera de m^me des fonctions qui peuvent
s'y ramener.

Tel est le cas des racines de quelques equations trancendantes ;
il nous suffira de ramener ces equations a l'un on a l'autre des types

Equation
m

X

x =a

X
X

= a
X

X

Elevant les deux membres a la puissance TO et posant xm = y, am = b
elle devient yy = b

3 Vol.16
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On a done / , <JJ-
xm= ijam puis x = \'*Jam)

Equation xa" = b
Elevons a aux puissances exprimees par les deux membres, on a

d'ou

a* = v a ' = — puis x = -

Equation a" = kx.
Elle se ramene a la precedente, en l'ecrivant

x(ar1f = k-1

Equation ax = x + b.
Elle se ramene a la precedente si on l'ecriu

x+b b, ,\a =a (x + b)
et si Ton pose x + b = y.

On peut egalement recluire des equations un peu plus generates

(axY'=m, (axf 6'«x| = m (x + k)n aF+< = b
Pour la premiere posons, ax = y elevons les deux membres de

l'equation a la puissance b~*ca posant ensuite y =z et m =n,
elle devient

Pour la deuxieme posons encore ax = y. Elevons a la puissance p~lc
on est ramene a la forme zA' = B
La troisieme se ramene au mSme type, en posant x + k = y.

En resolvant ces equations, il faut d'une part ne pas tenir
compte des solutions etrangeres, de l'autre constater que l'on a
obtenu toutes les racines de la proposee.

FIGURE 5.

Cherchons, par exemple, les intersections re'elles des courbes
y = a' y — bx1

en supposant a>\ b>0. La Fig. 5 montre qu'on a toujours une
racine reelle. negative; il peut aussi exister deux racines positives
egales ou inegales. On a a resoudre l'equation
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on peut l'ecrire
et l'on a :

w — . _

Jb
Pour que les deux racines positives soient egales, il faut avoir :

C'est a dire 2Z±
e

Si a est plus petit que cette valeur, on a deux racines reelles inegales.
II est clair qu'il faut prendre J a et J b avec le seul signe +.
Pour obtenir la racine negative on changera a: en - x, et l'on est

ramene1 a liquation bx2 = —- qu'on peut encore ecrire

et l'on a

qu'il faudra changer de signe. Ainsi les 3 racines reelles possibles
sont donnees par la meme formule, J a etant toujours positif,
et J b etant postitif pour les deux racines positives, et negatif
pour la racine negative.
Fonction y= JaP-x1.

Nous avons rencontre cette fonction en etudiant la repartition
des racines imaginaires de liquation

z = az.

En coordonnees polaires l'equation de cette courbe est p = a
pcosv>

En coordonn^es semi-polaires, abscisse et rayon vecteur, elle

aest p = a . Pour a> 1, elle peut presenter trois formes suivant que,

a est plus petit que e", egal a e° ou plus grand que eT. On
trouve facilement que pour x infini et positif elle est asymptote a
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y—±a qu'elle est tangente a ces courbes pour x = o ; qu'en chacun
des points re'els ou elle coupe ox, elle a une tangent eparallele a oy.
Cherchons les abscisses de ces points d'intersection.

FIGURES 6, 7, 8.

Pour y = o jl faut avoir ax = x ou a ~ x = x; les deux racines

reelles positives sont les deux valeurs rdelles de ( V a ) egales

si a = e", indgales si a<el<! la racine negative est {vs"1)
Cherchons les abscisses des points pour lesquels la courbe a des
tangentes horizontales. On a :

les racines du numerateur s'obtiendront en posant x = — il vient
z

par suite

z = v d et x

les deux valeurs seront distinctes si l'on a l < o 2 L a < « ' ; elles
seront egales et on aura un point stationnaire si Ton a

i 1 . 1
(X2L"=ec ou 2(La)2 = — c'est a dire La

l'abscisse et l'ordonnee ont alors la valeur commune

Autre appplication.
Comme exemple d'equations qu'on integre en les differentiant

M. H. Laurent *

cite l'equation (1) x = e* +y'

En difKrentiant on a : dx — ff' dy' + dy

en multipliant par y' dy = y'(er + \)dy'

d'ou y — y'(e + 1)^2/' + C"

C'est a dire (2) y = ey (y - 1) + ±q'- + C

* Traite tfanalyse. Tome V.
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On peut eliminer entre (1) et (2) y et il reste une relation
implicite entre x et y. L'algorithme de la surpuissance permet
d'expliciter y; en effet (1) peut s'ecrire

(x - y') = eJ ou (x - y')e J = e

Elevons e aux puissances indiquees par les deux membres ; on a

On a done

x-y =e J
f l - 1
J

Remplagant j / ' et e^ par leurs valeurs dans (2), on aura explicito IJ.

Integration de l'equation aux differences melees

On peut 1'ecrire y^mJrr) - ay™ = 0

ou encore y ( m + p ) - ay_Jm> = 0

2/j y_, designant la valeur de la fonction quand x est change
en *+ 1, ou en x - 1 comme l'on a

i / - i — 2 / ~ -̂  j 2 / + " o j 2 / - . . .

On a a resoudre l'equation lineaire a coefficients constants

L'equation caracteristique peut s'ecrire

rm+»-arme-r = o

Elle admet les m recines r = o; ce qui donne un polyn6me de
degre1 m, il reste rp = ae~r.

Pour la resoudre elevons a la puissance —
P

~l I -P~\
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ce qui la raniene a la forme Ar = B* et les racines seront

r=±a
Suivant les valeurs attributes a a et a p il pourra exister une ou
trois racines reelles P, R, S * que fournissent trois integrates
particulieres

V = Cn+1e
F* y = Cm+2e

R* y = C m + / *

Pour les racines imaginaires que sont conjugue"es deux a deux et
d'ordre simple, on aura

u et v etant les fonctions definies au paragraphe III. En ne
tenant pas compte des racines etrangeres que Ton reconnaitra
facilement il restera une infinite d'integrales particulieres de la
forme

y = / "(

ou Ton a pose -p~^a^ =z
et ou A et B sont des constantes arbitraires.

En ce qui concerne l'expression des hyperlogarithmes comtne
limites d'expressions directes propres a reprfeenter leur calcul, et le
developpement de la fonction surexponentielle en s^rie quand
l'exposant n'est pas un nombre en tier je suis arrive a des rdsultats
qui ne pourraient trouver place ici sans allonger de beaucoup cette
note; j'en ferai l'objet d'une communication ulterieure.

Notes bibliographiques sur la convergence des substitutions
uniformes
Koenigs: Sur certaines equations fonctionnelles (Armales de VEcole.

Normale, 1887.)
Korkine: Sur un probleme d'interpolation {Bulletin des Sc. Math.,

1882.)
Je n'ai trouve aucun renseignement bibliographique sur le quatrieme
algorithme naturel.

* Deux racines pourraint etre egales.
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Un correspondant de St Petersbourg m'a appris qu'Euler avait
donne* les racines replies, mais non les racines imaginaires de
l'equation x = a' par des expressions qui ont le meme sens que celles
que je donne ici) son memoire a paru dans les " Acta Ac. Sc.
Petropolitanae pro anno MDCCLXXVII. ; je n'ai pu encore me
procurer ce recueil.

Une partie des resultats consignes dans cette note a ete publiee
dans:
Association franpaise pour I'Avancement des Sciences, Bordeaux, 1895.
Nouvelles Annales de Mathematiques. Laisant et Antomari,

Decembre 1896, et Fevrier 1897.
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