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Université Paris 7 - CNRS UFR de Mathématiques 2, Place Jussieu 75251 Paris Cedex 05

Received 17 November 1995; accepted in final form 30 July 1996

1. Introduction

1.1. Soit F un corps local non archimédien de caractéristique nulle, à corps résiduel
fini. SiM est un groupe réductif connexe défini surF , on note par la lettre minuscule
m son algèbre de Lie?. On note mreg l’ensemble des X 2 m dont le centralisateur
TX dans M est un tore. Si X;X 0 2 mreg(F ), on dit que X et X 0 sont conjugués,
resp. stablement conjugués, s’il existe x 2 M(F ), resp. x 2 M( �F ) où �F est la
clôture algébrique de F , tel que (Adx)(X) = X 0. On note C1

c (m(F )) l’espace
des fonctions sur m(F ). à valeurs complexes, localement constantes et à support
compact. Soient X 2 mreg(F ) et f 2 C1

c (m(F )). Supposons TX(F ) et M(F )
munis de mesures de Haar. On pose

J(X; f) = D(X)1=2
Z
TX(F )nM(F )

f((Adx�1)(X)) dx;

où

D(X) = jdet(adXjm(F )=tX (F ))jF ;

j � jF désignant la valeur absolue usuelle de F .
On note E(F ) l’ensemble des données E = (G;G�; ';H; s; �) où:

� G et G� sont des groupes réductifs connexes définis sur sur F;G� est quasi-
déployé;

� ' : G! G� est un torseur intérieur, i.e. ' est un isomorphisme sur �F tel que
pour tout � 2 Gal ( �F=F ); �(') �'�1 soit un automorphisme intérieur de G�;

� (H; s; �) sont des données endoscopiques pour G� (cf. [K1] Sect. 7 et ci-
dessous 2.1).

Fixons de telles données. On munitG(F ) etH(F ) de mesures de Haar. Si T est un
sous-tore maximal de G ou H défini sur F , on munit T (F ) d’une mesure de Haar.
On impose à ces mesures une condition de compatibilité (cf. 2.5). Fixons une forme
bilinéaire h ; ig sur g(F ), symétrique, non dégénérée et invariante par conjugaison,

? Si le groupe est noté Tou U, on note son algèbre de Lie t ou u.
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et un caractère  : F ! C � continu et non trivial. Pour tout sous-espace de g(F )
sur lequel la restriction de h ; ig est non dégénérée, on munit ce sous-espace de la
mesure de Haar autoduale pour le bicaractère  (h ; ig). Pour f 2 C1

c (g(F )) et
X 2 g(F ), on pose

f̂(X) =

Z
g(F )

f(Z) (hZ;Xig) dZ:

NotonsT G l’ensemble des sous-tores maximaux deGdéfinis surF etT G=G(F )
l’ensemble des classes de conjugaison de tels sous-tores, que l’on identifie à un
ensemble de représentants de ces classes dans T G. PourT 2 T G, on noteW (G;T )
le quotient NormG(F )(T )=T (F ) , où NormG(F )(T ) est le normalisateur de T dans
G(F ). D’après Harish–Chandra ([HC] Théorème 3), il existe une unique fonction
îG : greg(F ) � greg(F ) ! C , localement constante et invariante par conjugaison
(par G(F )�G(F )) telle que, pour toute f 2 C1

c (g(F )) et tout X 2 greg(F ), on
ait l’égalité

J(X; f̂ ) =
X

T2T G=G(F )

jW (G;T )j�1
Z
t(F )

J(Z; f )̂iG(X;Z) dZ:

Remarquons qu’il n’y a pas de lien entre les mesures sur les tores et celles sur leurs
algèbres de Lie. La fonction îG dépend des choix de ces mesures.

Au bicaractère (h ; ig de g(F ) est associée une ‘constante de Weil’  (g) 2 C �

(cf. 3.1). C’est une racine huitième de l’unité.
On a expliqué en [W1] VIII. 6, comment de h ; ig se déduit une forme analogue

h ; ih sur h(F ). On définit alors des objets îH ;  (h) relatifs à H .
A la suite de Langlands et Shelstad, on définit:

� un sous-ensemble hG��reg de hreg et des applications à fibres finies

(
classes de conjugaison stable

danshG��reg(F )

)
H

H

H

H

Hj

(
classes de conjugaison stable

dans g�reg(F )

)

�

�

�

�

�*(
classes de conjugaison stable

dans greg(F )

)

Les définitions sont rappelées en 2.2. On dit que Y 2 hG��reg(F ) est une image
de X 2 greg(F ) si leurs classes de conjugaison stable ont même image par les
applications ci-dessus;

� un facteur de tranfert �G;H : hG��reg(F ) � greg(F ) ! C , cf. 2.3. Ce facteur
n’est pas tout-à-fait celui de Langlands et Shelstad: il est privé du terme �IV.
Le facteur �G;H(Y;X) est non nul si et seulement si Y est une image de X .
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Pour Y 2 hG��reg(F ) et Z 2 greg(F ), on pose

DG;H(Y;Z) =  (g)
X
X

�G;H(Y;X )̂iG(X;Z);

~DG;H(Y;Z) =  (h)
X
Y 0;Z0

w(Z 0)�1�G;H(Z
0; Z )̂iH(Y 0; Z 0);

où

� X parcourt greg(F ) modulo conjugaison;
� Y 0 parcourt la classe de conjugaison stable de Y modulo conjugaison;
� Z 0 parcourt hG��reg(F ) modulo conjugaison;
� w(Z 0) est le nombre de classes de conjugaison dans la classe de conjugaison

stable de Z 0.

On a posé en [W1] VIII.7 la conjecture suivante.

1.2. CONJECTURE. Pour tous Y 2 hG��reg(F ); Z 2 greg(F ), on a l’égalité

DG;H(Y;Z) = ~DG;H(Y;Z):

Notons que cette conjecture ne dépend pas des choix des mesures, pourvu que
celles-ci vérifient les conditions imposées de compatibilité. Changer de mesures
multiplie chaque membre de l’égalité ci-dessus par une même constante.

Le but de cet article est de montrer que le ‘lemme fondamental pour les algèbres
de Lie’ implique cette conjecture.

1.3. Ce que nous appellerons ‘lemme fondamental pour les algèbres de Lie’ est
l’assertion ci-dessous. Pour f 2 C1

c (g(F )) et Y 2 hG��reg(F ), on pose

JG;H(Y; f) =
X
X

�G;H(Y;X)J(X; f);

oùX parcourt greg(F )modulo conjugaison. Pourf 2 C1
c (h(F )) etY 2 hG��reg(F ),

on pose

Jst(Y; f) =
X
Y 0

J(Y 0; f);

où Y 0 parcourt la classe de conjugaison stable de Y modulo conjugaison.
Supposons:

� ' ‘trivial’, i.e. il existe x� 2 G�( �F ) tel que (Adx�) � ' soit défini sur F ;
� (H; s; �) non ramifié (cf. 7.3).
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On définit la notion de sous-algèbre hyperspéciale de g(F ) ou h(F ). Il s’agit de
réseaux dans ces algèbres. Soient kg et kh de telles sous-algèbres dans g(F ), resp.
h(F ). On note 1kg et 1kh les fonctions caractéristiques de ces sous-algèbres. Sous
les hypothèses ci-dessus, on a la

CONJECTURE (‘lemme fondamental pour les algèbres de Lie’). Il existe c 2 C �

tel que pour tout Y 2 hG��reg(F ), on ait l’égalité

Jst(Y; 1kh) = cJG;H(Y; 1kg):

La validité de cette conjecture ne dépend pas des choix de kg et kh.

1.4. Soit k un corps de nombres. On définit l’ensemble E(k) comme on a défini
E(F ) en 1.1. Soit E = (G;G�; ';H; s; E) 2 E(k). Pour toute place v de k, on
déduit de E des données Ev = (Gv; G

�
v; ';Hv; s; E) 2 E(kv) par extension des

scalaires au complété kv de k en v. On dit que E vérifie la condition (lf ) si pour
presque toute place finie v de k (i.e. pour v hors d’un ensemble fini de places), les
données Ev vérifient le ‘lemme fondamental pour les algèbres de Lie’.

Soit E = (G;G�; ';H; s; E) 2 E(F ). Nous dirons que E est consistante s’il
existe au moins un couple (Y;X) 2 hG��reg(F )�greg(F ) tel que Y soit une image
de X .

THÉORÈME. Soit E 2 E(F ).

(i) Si E n’est pas consistante, elle vérifie la conjecture 1.2.
(ii) Si E est consistante, il existe un corps de nombres k et une donnée E 2 E(k)

tels que si E vérifie la condition (�lf ), alors E vérifie la conjecture 1.2.

La démonstration est constructive, on peut apporter des précisions sur la donnée
E.

1.5. Soit E = (G;G�; ';H; s; �) 2 E(F ). Disons que G� est de type A si le
revêtement simplement connexe du groupe dérivéG�

der deG� est produit de groupes
de la forme ResF 0=F SL (n), où F 0 est une extension finie de F .

THÉORÈME. Supposons l’une des conditions suivantes vérifiées:

(1) G� est de type A;
(2) H = G�.

Alors E vérifie la conjecture 1.2.

1.6. Considérons le casH = G�. On appelle distribution stable sur g(F ) une forme
linéaire ` sur C1

c (g(F )) telle que si f 2 C1
c (g(F )) vérifie JG;G

�

(Y; f) = 0 pour
tout Y 2 g�reg(F ), alors `(f) = 0.

COROLLAIRE. La transformée de Fourier d’une distribution stable sur g(F ) est
une distribution stable.

1.7. Soit toujoursE = (G;G�; ';H; s; �) 2 E(F ). De façon analogue à ci-dessus,
on définit l’ensemble Gfreg des éléments de G dont le commutant est un tore et
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LE LEMME FONDAMENTAL IMPLIQUE LE TRANSFERT 157

un ensemble HG��freg � Hfreg; on définit les espaces C1
c (G(F )) et C1

c (H(F ));
pour f 2 C1

c (G(F )), resp. fH 2 C1
c (H(F )), et y 2 HG��freg(F ), on définit les

intégrales orbitales JG;H(y; f), resp. Jst(y; fH). Supposons pour simplifier que
G�

der est simplement connexe. On dit queE vérifie la conjecture de transfert si pour
toute f 2 C1

c (G(F )), il existe fH 2 C1
c (H(F )) telle que

Jst(y; fH) = JG;H(y; f)

pour tout y 2 HG��freg(F ).
Grâce aux résultats de Langlands et Shelstad, on deduit des résultats ci-dessus

le corollaire suivant.

COROLLAIRE. SoitE = (G;G�; ';H; s; �) 2 E(F ), supposonsG�
der simplement

connexe. Alors

(i) il existe une famille finie (ki)i2I de corps de nombres et, pour tout i 2 I ,
des données Ei 2 E(ki) telles que, si Ei vérifie la condition (lf ) pour tout
i 2 I; E vérifie la conjecture de transfert;

(ii) supposons l’une des conditions suivantes vérifiées:
(1) G� est de type A;
(2) H = G�.

Alors E vérifie la conjecture de transfert.
L’hypothèse G�

der simplement connexe ne sert qu’à énoncer simplement cette
conjecture de transfert.

1.8. La preuve du résultat principal 1.4 s’inspire directement de celle due à Hales
que le ‘lemme fondamental pour les unités de l’algèbre de Hecke’ implique le
lemme fondamental ([H1]). En fait c’en est l’analogue pour les algèbres de Lie.
Hales lui-même s’inspirait du résultat de Clozel dans le cas du changement de base
([C]). Notre démonstration, comme celle de Hales, utilise largement les travaux de
Langlands et Kottwitz sur la stabilisation de la formule des traces.

Dans le paragraphe 2, nous rappelons diverses définitions de la théorie de
l’endoscopie, notamment celle des facteurs de transfert, qui est un peu plus simple
dans le cas des algèbres de Lie que dans le cas des groupes. Au paragraphe 3, on
montre que la validité de la Conjecture 1.2 est indépendante des choix de h ; ig et .
Au paragraphe 4, on ramène le cas général au cas oùG�

der est simplement connexe.
Au paragraphe 5, on montre que si E se déduit par restriction des scalaires d’une
donnée E0 sur une extension finie F 0 de F , la Conjecture 1.2 pour E se déduit
de cette même conjecture pour E0. Au paragraphe 6, on ramène le cas général
à celui où les données endoscopiques (H; s; �) sont elliptiques. Au paragraphe
7, on étudie brièvement le cas non ramifié et on énonce dans notre situation deux
lemmes dus à Kottwitz. Le paragraphe 8 démontre l’existence de fonctions qui nous
serviront plus tard à séparer différentes données endoscopiques. Au paragraphe 9,
on dit quelques mots du cas, d’ailleurs trivial, où on remplace le corps F par C .
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Le paragraphe 10 contient la partie essentielle de la preuve. Soient k un corps de
nombres, E = (G;G�; ';H; s; �) 2 E(k) et f une fonction de Schwartz sur g(A )
(avec des notations usuelles, qui sont rappelées au paragraphe 10). On pose

IG(f) =

Z
G(k)nG(A)

X
X2g(k)

f((Adx�1)(X)) dx;

en admettant que cette expression soit convergente. D’après la formule de Poisson,
on a l’égalité

IG(f) = IG(f̂);

qui peut être vue comme le point de départ d’un analogue pour les algèbres de Lie
de la formule des traces de Arthur–Selberg. Supposons que f et f̂ vérifient des
conditions ‘d’ellipticité’. En imitant Langlands et Kottwitz, on peut alors stabiliser
l’égalité ci-dessus. En imposant à k;E et f quelques conditions techniques et en
supposant que E vérifie la condition (lf ), ce qui est l’hypothèse essentielle, on
peut comparer la formule ci-dessus, ‘stabilisée’, avec une formule analogue pour
le groupeH et une fonction fH sur h(A ) déduite de f . On en déduit, grosso modo,
que pour toute place finie v de k, les données Ev 2 E(kv) vérifient la Conjecture
1.2. Au paragraphe 11, on déduit les résultats présentés dans cette introduction de
ceux obtenus au paragraphe 10 et des réductions effectuées aux Sections 4, 5 et 6.

Je remercie D. Kazhdan pour une discussion enrichissante sur ces questions et
C. Moeglin pour m’avoir signalé le Corollaire 1.6.

2. Endoscopie

2.1. Soit F comme en 1.1. On note � le groupe de Galois Gal( �F=F ). Soit E =
(G;G�; ';H; s; �) 2 E(F ). Rappelons que H est un groupe réductif connexe
défini sur F et quasi-déployé. On introduit les groupes complexes Ĝ et Ĥ duaux de
G� et H . Le groupe � agit sur G( �F ); G�( �F );H( �F ); Ĝ et Ĥ . On note ces actions
(�; x) 7! �(x) pour � 2 � et, par exemple x 2 G( �F ), ou, si l’on a besoin de
préciser, (�; x) 7! �G(x). On appelle paire �-stable de G�, resp. Ĝ, un couple
(B ;T), resp. (B̂ ; T̂), où B , resp. B̂ , est un sous-groupe de Borel deG�, resp. Ĝ, et T,
resp. T̂, un sous-tore maximal de B , resp. B̂ , tous deux définis sur F , resp. stables
par �. Idem pourH et Ĥ . Pour tout choix de telles paires, il y a des isomorphismes
canoniques�-invariants deX�(T) surX�(T̂) et deX�(T) surX�(T̂) qui échangent
racines et coracines, où, par exemple, X�(T) désigne le groupe des sous-groupes
à un paramètre de T définis sur �F . On pose WG� = NormG�( �F )(T)=T(

�F );W Ĝ =

Norm
Ĝ
(T̂)=T̂. Ces groupes sont en bijection. On a l’inclusion W (G�;T) �WG� ,

avec les notations de 1.1.
Rappelons que s est un élément du centre Z(Ĥ) de Ĥ; � : Ĥ ! Ĝ est un

plongement, de sorte que
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� �(Ĥ) = ZĜ(�(s))
� (= composante neutre du centralisateur de �(s) dans Ĝ);

� pour tout � 2 �, il existe x̂� 2 Ĝ tel que �Ĝ � � � �
�1
Ĥ

= (Ad x̂�) � �;

� l’image de s dans Z(Ĥ)=��1(Z(Ĝ)) est fixe par � et son image �s dans
le groupe des composantes connexes �0([Z(Ĥ)=��1(Z(Ĝ))]�) appartient au
noyau de l’application naturelle �0([Z(Ĥ)=��1(Z(Ĝ))]�) ! H1(�; Z(Ĝ))
(cf. [K1], 7.1).

On appelle équivalence entre les données E et E0 = (G0; G
0�; '0;H 0; s0; �0)

des isomorphismes i : G ! G0; i� : G� ! G
0�; iH : H ! H 0, définis sur

F; î : Ĝ! Ĝ0; îH : Ĥ ! Ĥ 0 invariants par �, de sorte que

� il existe x� 2 G�( �F ) tel que '0 � i = i� � (Adx�) � ';
� il existe x̂ 2 Ĝ tel que �0 � îH = î � (Ad x̂) � �;
� �s0 est égal à l’image de �s par l’application �0([Z(Ĥ)=��1(Z(Ĝ))]�) !

�0([Z(Ĥ
0)=�

0�1(Z(Ĝ0))]�) déduite de îH ;
� les applications î et îH sont duales de i� et iH .

Dire par exemple que î est duale de i� signifie ce qui suit. Fixons des paires
�-stables (B ;T) de G� et (B̂ ; T̂) de Ĝ. Alors (i�(B ); i�(T)) et (̂i(B̂ ); î(T̂)) sont des
paires �-stables de G

0�, resp. Ĝ0. On demande que le diagramme suivante soit
commutatif

X�(T)
�
-X�(i

�(T))

jo jo

X�(T̂)
�
- X�(̂i(T̂))

où les flèches horizontales sont déduites de i� et î.
Dans le cas oùG0 = G;G

0� = G�; '0 = '; i; i� et î sont les identités, on parlera
d’équivalence entre les données endoscopiques (H; s; �) et (H 0; s0; �0).

2.2. Pour tout groupe réductif connexe M défini dur F , on note Mder le groupe
dérivé de M et Msc son revêtement simplement connexe. Le groupe Msc agit sur
M par conjugaison. Si x 2 Msc, on notera encore Adx cette action et on notera
parfois xyx�1 l’image de y 2 M par cette application. Si f : M ! M 0 est un
homomorphisme,on notera encore f : m! m0 l’homomorphisme dérivé. On note
M̂sc le revêtement simplement connexe du groupe dérivé M̂der de M̂ . Il ne faut pas
confondre M̂sc avec (Msc)

^ .
Fixons des paires �-stables (B ;T) de G�; (BH ;TH) de H; (B̂ ; T̂) de Ĝ et

(B̂H ; T̂H) de Ĥ . On suppose pour simplifier que �(T̂H) = T̂ et �(B̂H ) � B̂ .

Remarque. En général, il existe x̂ 2 Ĝ tel que (Ad x̂) � �(T̂H) = T̂ et (Ad x̂) �
�(B̂H ) � B̂ . On fixe un tel x̂, on pose �0 = (Ad x̂) � �. Il suffit alors de remplacer �
par �0 dans les définitions des paragraphes 2.2 et 2.3 ci-dessous. On vérifie qu’elles
ne dépendent pas du choix de x̂.
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On déduit de �j
T̂H

un isomorphisme dual � : TH ! T défini sur �F . Pour � 2 �,

il existe w� 2WG� tel que �G� � � � �
�1
H = w� � �.

Si Y 2 h( �F ), on dit que Y est G�-régulier s’il existe y 2 H( �F ) tel que
(Ad y)(Y ) 2 t( �F ) et � � (Ad y)(Y ) est régulier dans g�( �F ). On note hG��reg

l’ensemble des éléments G�-réguliers de h.
Soient Y 2 hG��reg(F );X

� 2 g�reg(F ), resp. X 2 greg(F ). Un diagramme
D(Y;X�;F ), resp. D(Y;X;F ), est la donnée de y 2 H( �F ); x� 2 G�

sc(
�F ), resp.

et x 2 Gsc( �F ) de sorte que

� yTY y
�1 = TH ; x

�Tx��1 = TX� , resp. x�Tx��1 = '(x�1TXx);
� l’application (Adx�) � � � (Ad y) : TY ! TX� est définie sur F , resp. le tore
x�Tx��1 est défini sur F et les applications (Adx�) � � � (Ad y) : TY !

x�Tx��1 et (Adx) � '�1 : x�Tx��1 ! TX sont définies sur F ;
� l’application dérivée envoie Y sur X�, resp. la composée des applications

dérivées envoie Y sur X .

Dans le deuxième cas, on note X� l’image de X par ' � (Adx�1). On note
�Y;X� , resp. �Y;X , l’isomorphisme (Adx�)�� � (Ad y) : TY ! TX� , resp. (Adx)�
'�1 � (Adx�) � � � (Ad y) : TY ! TX . Il ne dépend que de Y et X�, resp. X , et
pas du diagramme.

Notons T̂X� le tore complexe dual de TX� . On déduit de l’isomorphisme
(Adx�) : T ! TX� un isomorphisme dual îx� : T̂ ! T̂X� . L’image de Z(Ĝ)
est indépendante du choix de x�. On note K(TX�=F ) le noyau de l’application
�0([T̂X�=Z(Ĝ)]

�) ! H1(�; Z(Ĝ)). L’image de s par la composée de îx� � �
et de la projection T̂X� ! T̂X�=Z(Ĝ) est invariante par � et son image dans
�0([T̂X�=Z(Ĝ)]

�) appartient à K(TX�=F ). On la note �Y . Elle ne dépend pas du
diagramme.

On dit queY est une image deX�, resp.X , s’il existe un diagrammeD(Y;X�;F ),
resp. D(Y;X;F ).

2.3. Soient Y; �Y 2 hG��reg(F );X; �X 2 greg(F );D(Y;X;F );D( �Y ; �X ;F ) deux
diagrammes. On définit un facteur�G;H(Y;X; �Y ; �X) de la façon suivante. On fixe
un scindage�-stable deG�, i.e. pour toute racine� deT, simple relativement à B , on
fixe X� dans la sous-algèbre de Lie radicielle associée à �, de sorte que �(X�) =
X�(�) pour tout � 2 �. On fixe des a-données pourX� et �X�. Par exemple, notons
�(TX�) l’ensemble des racines de TX� dans g�. Pour tout � 2 �(TX�), on se
donne a� 2 �F� de sorte que �(a�) = a�(�) pour tout � 2 � et a�� = �a�.
Avec ces notations, on note �sym(TX�) = f� 2 �(TX�);9� 2 �; �(�) = ��g.
L’application �Y;X� envoie�(TY ) dans�(TX�). On note

Psym
horsH(TX�) l’ensemble

des � 2
Psym(TX�) qui ne sont pas dans l’image de cette application. Pour � 2Psym(TX�), notons �� = f� 2 �;�(�) = �g;��� = f� 2 �;�(�) = ��g; F�

et F�� les sous-corps des points fixes de �� et ��� dans �F . Alors F� est une
extension quadratique de F��. On note �� le caractère quadratique de F�

�� associé
à cette extension.
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Définition de �I(Y;X). A l’aide du scindage, on définit une application n :
WG�sc ! NormG�sc

( �F )(T) (cf. [LS1] 2.1). Pour � 2 �, on note n� l’image par n de
l’image naturelle de x��1�(x�) dans WG�sc . Par abus de notations, on note TX�;sc

l’image réciproque de TX� dansG�
sc. Posons a� =

P
��
a� 2 X�(TX�;sc)
Z

�F�

' TX�;sc( �F ), où � parcourt les éléments de �(TX�) tels que � > 0; ��1(�) < 0,
la positivité étant relative à x�Bx��1 . Posons

�(�) = a�x
�n��(x

��1):

Alors �(�) 2 TX�;sc( �F ) et � 7! �(�) est un cocycle. On note encore � l’élément
de H1(�; TX�;sc( �F )) qu’il définit. Ce dernier groupe est dual de K(TX�=F ). On
pose

�I(Y;X) = h�; �Y i:

Définition de �II(Y;X). On pose

�II(Y;X) =
Q
��(�(X

�)a�1
� );

où le produit est pris sur un ensemble de représentants des orbites de � dansPsym
horsH(TX�).
Définition de �III(Y;X; �Y ; �X). Pour � 2 �, soit u� 2 G�

sc(
�F ) tel que �(') �

'�1 = Adu� .
Posons

U = (TX�;sc � T �X�;sc)=f(z
�1; z); z 2 Z(G�

sc)g:

Alors � 7! (u�'(�(x
�1)x); '(�x�1�(�x))u�1

� ) définit un cocycle à valeurs dans
U( �F ). On note inv (Y;X; �Y ; �X) sa classe dansH1(�; U( �F )). Notons d’autre part
T̂X�;sc et T̂ �X�;sc les images réciproques de T̂X� et T̂ �X� dans Ĝsc. Posons

Û = (T̂X�;sc � T̂ �X�;sc)=f(z; z); z 2 Z(Ĝsc)g:

Fixons ~s 2 T̂sc ayant même image que �(s) dans T̂=Z(Ĝ). Les isomorphismes
îx� et î�x� se relèvent en des isomorphismes notés de même de T̂sc sur T̂X�;sc,
resp. T̂ �X�;sc. On note sU l’image de (̂ix�(~s); î�x�(~s)) dans �0(Û

�). Les groupes

H1(�; U( �F )) et �0(Û
�) sont duaux. On pose

�III(Y;X; �Y ; �X) = hinv(Y;X; �Y ; �X); sU i:

On pose alors

�G;H(Y;X; �Y ; �X) = �I(Y;X)�I( �Y ; �X)�1

�II(Y;X)�II( �Y ; �X)�1�III(Y;X; �Y ; �X):

comp3990.tex; 7/05/1997; 15:42; v.5; p.9

https://doi.org/10.1023/A:1000103112268 Published online by Cambridge University Press

https://doi.org/10.1023/A:1000103112268


162 J.-L. WALDSPURGER

Ce terme est indépendant de tous les choix.
Pour définir un facteur �G;H(Y;X), on fixera un couple �Y ; �X tel qu’il existe

un diagrammeD( �Y ; �X ;F ). On specifiera arbitrairement la valeur de�G;H( �Y ; �X)
et on posera

�G;H(Y;X) = �G;H( �Y ; �X)�G;H(Y;X; �Y ; �X)

s’il existe un diagrammeD(Y;X;F ). S’il n’en existe pas, on pose �G;H(Y;X) =
0.

On vérifie que si � 2 F� est assez proche de 0;�G;H(Y;X) est égale (à une
constante près) au facteur�loc (exp �2Y , exp�2X) de Langlands et Shelstad, privé
du facteur�IV ([LS1] Sect. 3, [LS2] Sect. 2.1). En effet, au voisinage des éléments
neutres des groupes G et H , le facteur �II de [LS1] se simplifie en celui que nous
avons défini et le facteur �III;2 est égal à 1 ([LS1] Lemme 3.3 et Définition 3.5).

2.4. Le facteur de transfert ne dépend que de la classe d’equivalence des donnéesE.
Précisément, soientE0 = (G0; G

0�; '0;H 0; s0; �0) des données équivalentes, notons
i : G! G0; iH : H ! H 0, etc... les isomorphismes définissant l’équivalence. Alors

LEMME. Il existe � 6= 0 tel que pour tous Y 2 hG��reg(F );X 2 greg(F ), on ait
l’égalité

�G0;H0(iH(Y ); i(X)) = ��G;H(Y;X):

Cela résulte de la même propriété des facteurs �loc qui est démontrée (de façon
occulte...) dans [LS1] paragraphe 3. 2

2.5. La condition de compatibilité que l’on impose aux mesures sur les tores est la
suivante. Si T 2 T G et T � 2 T G� , si x� 2 G�( �F ) est tel que (Adx�) �'jT soit un
isomorphisme défini surF de T sur T �, on veut que les mesures sur T (F ) et T �(F )
se correspondent par cet isomorphisme. D’autre part, soient Y 2 hG��reg(F ) et
X� 2 g�reg(F ), supposons queY est une image deX�. Introduisons l’isomorphisme
�Y;X� : TY ! TX� . On veut que les mesures surTY (F ) etTX�(F ) se correspondent
par cet isomorphisme. Ces conditions sont loisibles et impliquent que les mesures
ne dépendent que de la classe de conjugaison stable des tores.

3. Indépendance de h ; ig et  

3.1. Soit E = (G;G�; ';H; s; �) 2 E(F ). On fixe un caractère  : F ! C�

continu et non trivial et une forme bilinéaire h ; ig sur g(F ), symétrique non
dégénérée et invariante par conjugaison. Pour Y 2 hG��reg(F ) et Z 2 greg(F ),
on a défini en 1.1 les termes DG;H(Y;Z) et ~DG;H(Y;Z). Rappelons la définition
des termes  (g) et  (h). Si q est une forme quadratique non dégénérée sur un
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espace V de dimension finie sur F et si L � V est un o-réseau, où o est l’anneau
des entiers de F , on pose

I(L) =

Z
L
 (q(v)=2) dv;

et  (q) = I(L)jI(L)j�1 pour n’importe quel réseauL assez grand. Alors  (g) =
 (q) pour V = g; q(v) = hv; vig . Idem pour  (h).

On vérifie que la validité de la Conjecture 1.2 est indépendante des choix du
facteur de transfert et des mesures de Haar sur G(F );H(F ) et sur les tores T (F ),
pourvu que les mesures vérifient la condition 2.5.

3.2. LEMME. La validité de la Conjecture 1.2 est indépendante des choix de  et
de la forme h ; ig.

Soient  0 et h ; i0g d’autres choix, h ; i0h la forme sur h(F ) déduite de h ; i0g .

On note îG( ; )0 et îH( ; )0 les termes déduits de ces choix. Soit � 2 F� tel que
 0(�) =  (��) pour tout � 2 F . Il est clair que

� la forme sur h(F ) déduite de �h ; i0g est �h ; i0h;

� îG( ; )0 et îH( ; )0 sont égaux aux termes déduits de  ; �h ; i0g et �h ; i0h.

On peut donc se limiter au cas où � = 1 et  =  0.
Il existe des automorphismes � , resp. �H , de l’espace vectoriel g(F ), resp.

h(F ), commutant à la conjugaison par G(F ), resp. H(F ), tels que pour tous
X;Z 2 g(F ), resp. h(F ),

hX;Zi0g = hX; �(Z)ig ; resp: hX;Zi0h = hX; �H(Z)ih:

Pour f 2 C1
c (g(F )), notons f̂ 0 la transformée de Fourier relative à  et h ; i0g .

On calcule f̂ 0 = jdet � j1=2
F f̂ � � . Comme � commute à la conjugaison par G(F ), il

respecte tout tore maximal défini sur F . Pour X 2 greg(F ), on calcule

D � �(X) = jdet � jF jdet � jtX j
�1
F D(X):

On déduit de ces relations que pour X;Z 2 greg(F ),

îG(X;Z)0 = jdet � jtX j
1=2
F îG(�(X); Z):

Idem, pour X;Z 2 hreg(F ),

îH(X;Z)0 = jdet �HjtX j
1=2
F îH(tH(X); Z):

Soient Y 2 hG��reg(F );X 2 greg(F ). Supposons que Y soit une image de X ,
introduisons l’isomorphisme �Y;X : tY ! tX (cf. 2.2). Par définition, pourZ;Z 0 2

tY (F ),

hZ;Z 0ih = h�Y;X(Z); �Y;X(Z
0)ig;

hZ;Z 0i0h = h�Y;X(Z); �Y;X(Z
0)i0g:
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On en déduit:

�Y;X � �H = � � �Y;X :

D’où

� det(�HjtY ) = det(� jtX );
� �H(Y ) est une image de �(X).

On montrera ci-dessous que

(1) pour tous Y;X comme ci-dessus,

�G;H(�H(Y ); �(X)) =  (g)
0 (g)

�1 (h) (h)
0�1�G;H(Y;X);

où l’on affecte bien sûr d’un 0 les objets définis à l’aide de  ; h ; i0g et h ; i0h.
Il résulte facilement des relations ci-dessus que pour Y 2 hG��reg(F ) et Z 2

greg(F ), on a les égalités

DG;H(Y;Z)
0 =  (h)

0 (h)
�1jdet �HjtY j

1=2
F DG;H(�H(Y ); Z);

~DG;H(Y;Z)
0 =  (h)

0 (h)
�1jdet �HjtY j

1=2
F

~DG;H(�H(Y ); Z);

L’assertion de l’énoncé en résulte.
Il reste à prouver (1). Soient donc Y 2 hG��reg(F );X 2 greg(F ), supposons

queY soit une image deX . Fixons un diagrammeD(Y;X;F ). Les mêmes données
définissent un diagramme D(�H(Y ); �(X);F ). Ile résulte alors de 2.3 que

(2) �G;H(�H(Y ); �(X))�G;H (Y;X)�1 = �II(�H(Y ); �(X))�II(Y;X)�1 =Q
��(�(X

�0)�(X�)�1).
Le produit étant pris sur un ensemble de représentants des orbites de � dansPsym

horsH(TX�), où X�0 désigne l’image de �(X) par ' � (Ad x�1).
Notons�(TX) l’ensemble des racines deTX dans g et introduisons des notations

analogues à celles de 2.3. Pour � 2 �(TX), fixons un élément E� non nul dans le
sous-espace radiciel de g( �F ) associé à �, de sorte que �(E�) = E�(�) pour tout
� 2 �. Pour � 2

Psym(TX), notons  � le caractère  � traceF��=F de F��; ��
l’élément non trivial de Gal(F�=F��) et q� la forme quadratique sur F�, à valeurs
dans F��, définie par

q�(�) = 2hE��; E�ig���(�):

Notons qX la restriction de h ; ig à tX . On a prouvé en [W1], preuve du Lemme
VIII.5, l’égalité

 (g) =  (qX)
Y
�

 �(q�)
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où � parcourt un ensemble de représentants des orbites de � dans
Psym(TX). Avec

des notations évidentes, on a aussi

 (g)
0 =  (q

0
X)
Y
�

 �(q
0
�):

Comme � est invariant par conjugaison par G(F ), il vérifie la relation

[�(Z); Z 0] = �([Z;Z 0])

pour tous Z;Z 0 2 g(F ), donc aussi pour Z;Z 0 2 g( �F ). Soit � 2
Psym(TX). On a

[X;E�] = �(X)E�; [�(X); E�] = � � �(X)E�:

En appliquant la relation précédente, on obtient

�(E�) = � � �(X)�(X)�1E�;

d’où

hE��; E�i
0
g = hE��; �(E�)ig = � � �(X)�(X)�1hE��; E�ig

et q0� = � � �(X)�(X)�1q�. Ces formes étant de rang 2, on en déduit la relation

 �(q
0
�) = ��(� � �(X)�(X)�1) �(q�):

Donc

 (g)
0 (g)

�1 =  (q
0
X) (qX)

�1
Y
�

��(� � �(X)�(X)�1)

le produit étant pris comme ci-dessus. On a une relation analogue pour (h)0 (h)�1.
Comme �Y;X identifie tY à tX ; qY à qX et q0Y à q0X , on obtient

 (g)
0 (g)

�1 (h) (h)
0�1

=

"Y
�

��(� � �(X)�(X)�1)

# 2
4Y
�

��(� � �H(Y )
�1�(Y ))

3
5 ;

où�, resp.�, parcourt un système de représentants des orbites de� dans
Psym(TX),

resp.
Psym(TY ). Identifions tY et tX à tX� par les isomorphismes déduits du dia-

grammeD(Y;X;F ). Comme ces isomorphismes sont invariants par�, le deuxième
membre de l’égalité ci-dessus s’identifie au terme de droite de l’égalité (2). On en
déduit (1), ce qui achève la preuve. 2
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3.3. Soient E0 = (G0; G
0�; '0;H 0; s0; �0) 2 E(F ) des données équivalentes á

E; i; iH , etc,..., les isomorphismes définissant l’équivalence. On munit g0(F ) de

la forme h ; ig0 déduite de h ; ig via l’isomorphisme i. Si T
0� 2 T G

0
�

, on munit
T
0�(F ) de la mesure déduite de celle sur i�

�1
(T

0�)(F ) via l’isomorphisme i�. On
munit les sous-tores deG0 etH 0 de mesures telles que la condition 2.5 soit vérifiée.
Les fonctions îG

0

et îH
0

sont calculées pour ces choix.
D’après 2.4, il existe � 6= 0 tel que pour tous Y 2 hG��reg(F );X 2 greg(F ),

on ait l’égalité

�G0;H0(iH(Y ); i(X)) = ��G;H(Y;X):

Fixons un tel � (� est unique s’il existe un couple Y;X tel que �G;H(Y;X) 6= 0).

LEMME. Pour tous Y 2 hG��reg(F ); Z 2 greg(F ), on a les égalités

DG0;H0(iH(Y ); i(Z)) = �DG;H(Y;Z);

~DG0;H0(iH(Y ); i(Z)) = � ~DG;H(Y;Z):

Par définition de h ; ig0 , pour X1;X2 2 g(F ), on a l’égalité

hi(X1); i(X2)ig0 = hX1;X2ig:

On en déduit que  (g0) =  (g) et que pour toute f 0 2 C1
c (g0(F )), on a l’égalité

(f 0 � i)
b
= f̂ 0 � i:

On vérifie que si T 2 T G, l’isomorphisme i transporte la mesure de T (F ) sur celle
de i(T )(F ). On déduit alors de l’égalité précédente que

îG
0

(i(X1); i(X2)) = îG(X1;X2) (1)

pour tous X1;X2 2 greg(F ). D’autre part si X1;X2 2 greg(F );X1 et X2 sont
conjugués par un élément de G(F ), resp. de G( �F ), si et seulement si i(X1) et
i(X2) le sont par un élément de G0(F ), resp. G0( �F ).

Soient alors Y 2 hG��reg(F ) et Z 2 greg(F ). Rappelons que

DG0;H0(iH(Y ); i(Z)) =  (g
0)
X
X0

�G0;H0(iH(Y );X
0 )̂iG

0

(X 0; i(Z))

où X 0 parcourt g0reg(F ) modulo conjugaison. On peut remplacer  (g0) par  (g)
et X 0 par i(X) oùX parcourt greg(F ) modulo conjugaison. Il suffit alors d’utiliser
la relation (1) et la définition de � pour obtenir la première égalité du lemme.

Fixons des paires�-stables (B ;T) deG�; (BH ;TH) deH; (B̂ ; T̂) de Ĝ; (B̂H ; T̂H)
de Ĥ . On pose (B 0 ;T0) = (i�(B ); i�(T)) etc,... Ce sont encore des paires �-stables.
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Quitte à composer � et �0 avec des automorphismes intérieurs de Ĝ, resp. Ĝ0, on
suppose �(T̂H) = T̂; �0(T̂H0) = T̂0; �(B̂H ) � B̂ ; �0(B̂H0 ) � B̂ 0 . Les données E et
E0 étant équivalentes, il existe x̂ 2 NormĜ(T̂ ) tel que

�0 � îH = î � (Ad x̂) � �:

Soit x� 2 NormG�( �F )(T) tel que les images de x� dans WG� et de x̂ dans W Ĝ se
correspondent. Alors

�0 � iHjTH = i� � (Adx�) � �: (2)

Je dis que pour tous Y1; Y2 2 h(F ), on a l’égalité

hiH(Y1); iH (Y2)ih0 = hY1; Y2ih: (3)

En effet, notons hhY1; Y2iih le membre de gauche. Alors hh ; iih est comme h ; ih
une forme bilinéaire symétrique sur h(F ), non dégénérée et invariante par conju-
gaison. Deux telles formes sont égales si leurs restrictions à tH(F ) le sont ([W1]
VIII.6). Supposons donc Y1; Y2 2 tH(F ). Notons encore h ; ig et h ; ig0 les exten-
sions �F -bilinéaires de ces formes à g( �F ) et g0( �F ). D’après les définitions de nos
formes, on a

hY1; Y2ih = h'�1 � �(Y1); '
�1 � �(Y2)ig;

hhY1; Y2iih = h'0�1 � �0 � iH(Y1); '
0�1 � �0 � iH(Y2)ig0 = h�(Y1); �(Y2)ig;

où � = i�1 �'0�1 � �0 � iHjtH . Il résulte de (2) et de la définition d’une équivalence
qu’il existe x1 2 G( �F ) tel que � = (Adx1) � '

�1 � �. Mais h ; ig étant invariante
par conjugaison par G(F ) l’est aussi par conjugaison parG( �F ), l’invariance étant
un propriété algébrique. Donc

h�(Y1); �(Y2)ig = h'�1 � �(Y1); '
�1 � �(Y2)ig

d’où l’égalité cherchée hhY1; Y2iih = hY1; Y2ih.
Soient Y 2 hG��reg(F ) et X� 2 g�reg(F ) dont Y soit l’image. Introduisons

l’isomorphisme �Y;X� : TY ! TX� . On vérifie que iH(Y ) est une image de i�(X�)
et que

i� � �Y;X� = �iH(Y );i�(X�) � iH :

Comme �Y;X� ; �iH(Y );i�(X�) et i�jTX� préservent les mesures, iH jTY transporte
la mesure de TY (F ) sur celle de TiH(Y )(F ). Grâce à (2), on en déduit comme
ci-dessus que

îH
0

(iH(Y1); iH (Y2)) = îH(Y1; Y2)
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pour tous Y1; Y2 2 hG��reg(F ). On démontre alors la deuxième égalité du lemme
comme on a démontré la première. 2

Il résulte des lemmes 3.2 et 3.3 que E vérifie la Conjecture 1.2 si et seulement si
E0 la vérifie.

4. Extensions

4.1. On fixe pour tout le paragraphe 4 des donnéesE = (G;G�; ';H; s; �) 2 E(F )
et une suite exacte

1 - A
�
- G1

�
- G


- A0 - 1 (4)

oùG1 est un groupe réductif connexe,A etA0 sont abéliens,A est central dansG1,
les groupes et les morphismes étant définis sur F .

4.2. On va construire des données E1 = (G1; G
�
1; '1;H1; s1; �1) 2 E(F ). Notons

d’abord que � se relève en un isomorphisme �sc : G1;sc ! Gsc. Pour � 2 �, soit
u� 2 Gsc( �F ) tel que '�1 � �(') = Adu�. Posons u1;� = ��1

sc (u�). Notons G�
1 le

groupe sur F tel que G�
1(
�F ) = G1( �F ), muni de l’action de � définie par

�G�1 (x) = u1;��G1(x)u
�1
1;�; pour tous� 2 �; x 2 G�

1(
�F ):

On note '1 : G1 ! G�
1 l’identité. C’est un torseur intérieur et la suite (1) de 4.1 se

complète en un diagramme commutatif à lignes exactes

1 - A
�
- G1

�
- G


- A0 - 1

1 - A
?

id

��
- G�

1

?

'1

��
- G�

?

'

�
- A0
?

id

- 1:

Les applications horizontales sont définies sur F . Fixons une paire �-stable (B ;T)
deG�. Posons B 1 = ���1(B );T1 = ���1(T). Alors (B 1 ;T1) est une paire �-stable
de G�

1. Le groupe G�
1 est donc quasi-déployé sur F . On a la suite exacte

1 - A
��
- T1

��
- T

�
- A0 - 1

(pour simplifier, on note simplement �� la restriction de �� à T1 etc...)
Introduisons le groupe Ĝ1. Fixons des paires�-stables (B̂ ; T̂); (B̂ 1 ; T̂1); (B̂H ; T̂H)

de Ĝ; Ĝ1 et Ĥ . Quitte à composer � par un automorphisme intérieur de Ĝ, on sup-
pose �(T̂H) = T̂; �(B̂H ) � B̂ . Il existe un homomorphisme �̂ : Ĝ ! Ĝ1, dual à
��, tel que �̂(B̂ ) � B̂ 1 ; �̂(T̂) � T̂1. On en fixe un. Définissons
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� s1 = �̂ � �(s);
� Ĥ1 = Z

Ĝ1
(s1)

�;

� �1 : Ĥ1 ! Ĝ1 est l’injection naturelle;
� B̂H1 = Ĥ1 \ B̂ 1 ; T̂H1 = T̂1.

Pour � 2 �, soit x̂� 2 Ĝ tel que �
Ĝ
� � � ��1

Ĥ
= (Ad x̂�) � �. On définit une action

de � sur Ĥ1 par la relation

�Ĝ1
� �1 � �

�1
Ĥ1

= (Ad �̂(x̂�)) � �1:

C’est loisible. Cette action préserve le couple (B̂H1 ; T̂H1). Notons �̂ : Ĥ ! Ĥ1

l’application telle que �1 � �̂ = �̂ � �. Alors �̂ est �-invariante et l’on a �̂(B̂H ) �
B̂H1 ; �̂(T̂H) � T̂H1. L’image d’un scindage �-stable de Ĥ est un scindage �-
stable de Ĥ1. Il existe alors un unique groupe réductif connexe H1 défini sur F
et quasi-déployé dont le groupe complexe associé, muni de son action de �, soit
Ĥ1. Munissons H et H1 de paires �-stables (BH ;TH) et (BH1 ;TH1). Il existe
un homomorphisme � : H1 ! H défini sur F , dual de �̂, tel que �(BH1 ) �

BH ; �(TH1) � TH . Fixons-en un.
Notons � : TH ! T; �1 : TH1 ! T1 les isomorphismes sur �F déduits de � et �1

(cf. 2.2). Le diagramme suivant est commutatif:

T1
�
- T

TH1

6

�1

�
- TH :

6

�

On a donc une suite exacte

1 - A
�H
- TH1

�
- TH

H
- A0 - 1:

Comme � et �1 commutent à l’action de � modulo action des normalisateurs
NormG�(T), NormG�1

(T1) et que ces derniers agissent trivialement sur A et A0, la
suite ci-dessus est définie sur F . Mais les noyau et conoyau de � sont les mêmes
que ceux de �jTH1

. On en déduit une suite exacte définie sur F

1 - A
�H
- H1

�
- H

H
- A0 - 1:

Les données E1 = (G1; G
�
1; '1;H1; s1; �1) appartiennent à E(F ). On vérifie que

leur classe d’isomorphie ne dépend que de celle de E.
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4.3. Notons z l’algèbre de Lie du centre de G. On a les égalités

g = z � gder; t = z � (t \ gder):

Posons h0 = ��1(z); h00 = hder + ��1(t \ gder). On a h = h0 � h00. Pour X 2 g,
resp. X 2 h, on notera X 0 et X 00 les composantes de X dans z et gder, resp. h0 et
h00.

Pour Y 2 hG��reg(F ) et X 2 greg(F ), on vérifie

(1) Y est une image de X si et seulement si X 0 = �(Y 0) et Y 00 est une image de
X 00;

(2) si X 0 = �(Y 0);�G;H(Y;X) = �G;H(Y
00;X 00) (cf. [LS2] 3.5).

On a des propriétés analogues pour le couple G1;H1. Notons que la suite (1) de
4.1 définit un isomorphisme

g1;der
�
- gder

et une suite exacte

0 - a
�
- z1

�
- z


- a0 - 0

De même, on a un isomorphisme

h001
�
- h00

et une suite exacte

0 - a
�H
- h01

�
- h0

H
- a0 - 0

LEMME. Il existe c 6= 0 tel que pour tous Y 2 h001(F ) \ h1;G�1�reg(F );X 2

g1;der(F ) \ g1;reg(F ), on ait l’égalité

c�G1;H1(Y;X) = �G;H(�(Y ); �(X)):

Si y 2 H1( �F ); x
� 2 G�

1;sc(
�F ) et x 2 G1;sc( �F ) définissent un diagramme

D(Y;X;F ), alors �(y); ��sc(x
�) et�sc(x) définissent un diagrammeD(�(Y ); �(X);

F ), où ��sc est l’isomorphisme de G�
1;sc sur G�

sc déduit de ��. Inversement, si
y 2 H( �F ); x� 2 G�

sc(
�F ) et x 2 Gsc définissent un diagrammeD(�(Y ); �(X);F ),

choisissons ~y 2 H1( �F ) tel que �(~y) 2 yZH( �F ). Alors ~y; ���1
sc (x�) et ��1

sc (x)
définissent un diagrammeD(Y;X;F ). Donc Y est une image deX si et seulement
si �(Y ) est une image de �(X).

Supposons qu’il en soit ainsi et fixons un couple analogue �Y ; �X . Fixons des
diagrammes D(Y;X;F ) et D( �Y ; �X ;F ) et construisons D(�(Y ); �(X);F ) et
D(�( �Y ); �( �X);F ) comme ci-dessus. On a les égalités

�I(Y;X) = �I(�(Y ); �(X));
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�III(Y;X; �Y ; �X) = �III(�(Y ); �(X); �( �Y ); �( �X)):

En effet, ces termes se calculent au niveau des revêtements simplement connexes
Gsc; G1;sc etc... Et à ce niveau, les objets relatifs à G1 et H1 s’identifient à ceux
relatifs à G et H . On a aussi

�II(Y;X) = �II(�(Y ); �(X));

car �� définit une bijection �-invariante de �(TX�) sur �(T�(X)�) de sorte que
pour � 2 �(TX�); �

�(�)(�(X)�) = �(X�).
Cela démontre le lemme. 2

4.4. Fixons  et h ; ig comme en 1.1. On munit G(F ) et, pour tout T 2 T G, on
munit T (F ) de mesures de Haar de sorte que l’exponentielle préserve les mesures
dans un voisinage de 0 dans g(F ), resp. t(F ). D’après la formule d’intégration de
Weyl, la définition de îG se récrit:

J(X; f̂ ) =

Z
g(F )

f(Z )̂iG(X;Z)D(Z)�1=2 dZ

pour toute f 2 C1
c (g(F )) et tout X 2 greg(F ). Pour f 0 2 C1

c (z(F )); f 00 2

C1
c (gder(F )), on définit de façon évidente f̂ 0 et f̂ 00. Notons que pour X 00 2

gder(F ) \ greg(F ), on peut définir J(X 00; f 00) par la même formule qu’en 1.1.
Définissons f 2 C1

c (g(F )) par f(X 0 + X 00) = f 0(X 0)f 00(X 00). La formule ci-
dessus devient

f̂ 0(X 0)J(X 00; f̂ 00) = J(X; f̂ ) =

Z
z(F )�gder(F )

f 0(Z 0)f 00(Z 00)̂iG(X;Z 0 + Z 00)D(Z 00)�1=2 dZ 0 dZ 00:

On en déduit:

(1) îG(X;Z) =  (hX 0; Z 0ig )̂i
G(X 00; Z 00) pour tous X;Z 2 greg(F );

(2) J(X; f̂) =
R
gder(F )

f(Z )̂iG(X;Z)D(Z)�1=2 dZ , pour tous f 2 C1
c (gder(F )),

X 2 gder(F ) \ greg(F ).

On a des formules analogues pour le groupe H , en remplaçant z par h0 et gder par
h00. Fixons une forme h ; ig1 sur g1(F ) de sorte que les restrictions de h ; ig1 à
g1;der(F ) et de h ; ig à gder(F ) s’identifient par l’isomorphisme �. On a encore des
formules analogues pour les groupes G1 et H1.

Soit X 2 gder(F )\ greg(F ). NotonsG(F )X sa classe de conjugaison. Comme
l’application G1(F ) ! ZG(F )nG(F ) déduite de � est de conoyau fini, le sous-
ensemble ��1(G(F )X) \ g1;der(F ) de g1;der(F ) est réunion de classesG1(F )X1,
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oùX1 parcourt un ensemble fini, disons I(X). SoientX1 2 I(X) et x 2 G(F ) tels
que �(X1) = (Adx)(X). D’après nos choix de formes et de mesures, l’application

TX1(F )nG1(F )! TX(F )nG(F )

déduite de x1 7! x�1�(x1) préserve les mesures. On en déduit que si f 2

C1
c (gder(F )) et si f1 2 C

1
c (g1;der(F )) est définie par f1 = f � �, alors

J(X; f) =
X

X12I(X)

J(X1; f1):

D’autre part (f1)
^ = (f̂)1. On déduit alors de (2) l’égalité

îG(X;�(Z1)) =
X

X12I(X)

îG1(X1; Z1) (3)

pour tous X 2 gder(F ) \ greg(F ); Z1 2 g1;der(F ) \ g1;reg(F ).
On a une relation analogue pour les groupes H et H1, où h00 et h001 remplacent

gder et g1;der.

4.5. PROPOSITION. Supposons la conjecture 1.2 vraie pour les donnéesE1. Alors
elle l’est pour les données E.

On fixe des formes h ; ig et h ; ig1 comme en 4.4. Soient Y 2 hG��reg(F ); Z 2

greg(F ). Notons Z1 l’élément de g1;der(F ) tel que �(Z1) = Z 00; Y1 l’élément de
h001(F ) tel que �(Y1) = Y 00. On a l’égalité

DG;H(Y;Z) =  (g)
X
X

�G;H(Y;X )̂iG(X;Z)

où X parcourt greg(F ) modulo conjugaison. D’après 4.3 (1) et (2), on a donc

DG;H(Y;Z) =  (g)
X
X00

�G;H(Y
00;X 00 )̂iG(�(Y 0) +X 00; Z);

oùX 00 parcourt gder(F )\ greg(F ) modulo conjugaison. D’après 4.4 (1), c’est aussi

DG;H(Y;Z) =  (g) (h�(Y
0); Z 0ig)X

X00

�G;H(Y
00;X 00)

X
X12I(X00)

îG1(X1; Z1):

PourX1 2 I(X
00), on a �G;H(Y

00;X 00) = c�G1;H1(Y1;X1) d’après le Lemme 4.3
et l’invariance par conjugaison de �G;H(Y

00; :). D’autre part, quand X 00 parcourt
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gder(F ) \ greg(F ) modulo conjugaison et X1 parcourt I(X 00);X1 parcourt en fait
g1;der(F ) \ g1;reg(F ) modulo conjugaison par G1(F ). Alors

DG;H(Y;Z) = c (g) (h�(Y
0); Z 0ig)

X
X1

�G1;H1(Y1;X1)̂i
G1(X1; Z1);

i.e., d’après 4.3 (1) appliqué à G1:
(1) DG;H(Y;Z) = c (g) (g1)

�1 (h�(Y 0); Z 0ig)DG1;H1(Y1; Z1).
On a l’égalité

~DG;H(Y;Z) =  (h)
X
~Y ; ~Z

w( ~Z)�1 îH( ~Y ; ~Z)�G;H( ~Z;Z)

où ~Y parcourt la classe de conjugaison stable de Y modulo conjugaison et ~Z
parcourt hG��reg(F ) modulo conjugaison. D’après 4.3 (1) et (2), on a donc

~DG;H(Y;Z) =  (h)X
~Y ; ~Z00

w(��1(Z 0) + ~Z 00)�1îH( ~Y ; ��1(Z 0) + ~Z 00)�G;H( ~Z
00; Z 00)

où ~Z 00 parcourth00(F )\hG��reg(F )modulo conjugaison. Il est clair quew(��1(Z 0)

+ ~Z 00) = w( ~Z 00). D’autre part, quand ~Y parcourt la classe de conjugaison stable
de Y modulo conjugaison, on a ~Y 0 = Y 0 et ~Y 00 parcourt la classe de conjugaison
stable de Y 00 modulo conjugaison. D’où, d’après 4.4 (1):

~DG;H(Y;Z) =  (h) (hY
0; ��1(Z 0)ih)X

~Y 00; ~Z00

w( ~Z 00)�1 îH( ~Y 00; ~Z 00)�G;H( ~Z
00; Z 00):

Fixons ~Z 00. Soit ~Z1 2 h
00
1(F ) tel que �( ~Z1) = Z 00. D’après le Lemme 4.3 et l’égalité

4.4 (3), la somme en ~Y 00 ci-dessus est égale à

cw( ~Z 00)�1
X
~Y 00

X
~Y12I( ~Y 00)

îH1( ~Y1; ~Z1)�G1;H1(
~Z1; Z1):

Quand ~Y 00 et ~Y1 décrivent les ensembles indiqués, ~Y1 décrit en fait la classe de
conjugaison stable de Y1 modulo conjugaison. Par ailleurs, comme l’expression
ne dépend que de la classe de conjugaison de ~Z 00, on peut remplacer ~Z1 par un
élément quelconque de I( ~Z 00), puis sommer sur ces éléments en divisant le tout
par jI( ~Z 00)j. On obtient alors

~DG;H(Y;Z) = c (h) (hY
0; ��1(Z 0)ih)X

~Y1

X
~Z00

X
~Z12I( ~Z00)

w( ~Z 00)�1jI( ~Z 00)j�1 îH1( ~Y1; ~Z1)�G1;H1(
~Z1; Z1):

comp3990.tex; 7/05/1997; 15:42; v.5; p.21

https://doi.org/10.1023/A:1000103112268 Published online by Cambridge University Press

https://doi.org/10.1023/A:1000103112268


174 J.-L. WALDSPURGER

De nouveau, ~Z1 parcourt en fait h001(F )\h1;G�1�reg(F ) modulo conjugaison. Mon-
trons que

(2) pour tous X 2 h00(F ) \ hreg(F );X1 2 I(X), on a l’égalité w(X1) =
w(X)jI(X)j.

Comme les groupes adjoints de H et H1 sont identiques, � de restreint en une
bijection entre les classes de conjugaison stable de X1 et de X . Notons C(X1),
resp. C(X), l’ensemble des classes de conjugaison dans ces classes de conju-
gaison stable. On a donc une surjection �C : C(X1) ! C(X). On a w(X1) =
jC(X1)j; w(X) = jC(X)j et la fibre de �C au dessus de la classe de X a jI(X)j
éléments. Pour démontrer l’assertion, il suffit donc de prouver que toutes les
fibres de �C ont même nombre d’éléments. Rappelons que l’on a une application
� : C(X1) ! H1(�; TX1(

�F )) ainsi définie: si c 2 C(X1), on choisit x1 2 H1( �F )
tel que (Ad x1)(X1) 2 c; l’application � 7! �(x�1

1 )x1 est un cocycle de � dans
TX1(

�F ) et �(c) est la classe de ce cocycle. On sait que � est injective et que l’image
de � est un sous-groupe de H1(�; TX1(

�F )) ([L] II.3). Supposons comme il est
loisible que �(X1) = X . Alors � définit une application

�H1 : H1(�; TX1(
�F ))! H1(�; TX( �F )):

On vérifie que deux classes c et c0 2 C(X1) ont même image par �C si et seulement
si �(c) et �(c0) ont même image par �H1 . Mais alors les fibres de �C ont même nom-
bre d’éléments que les fibres de la restriction �H1 jIm (�). Comme cette application
est un morphisme de groupes, toutes ses fibres ont même nombre d’éléments, ce
qui achève la preuve de (2).

Alors

~DG;H(Y;Z) = c (h) (hY
0; ��1(Z 0)ih)X

~Y1; ~Z1

w( ~Z1)
�1 îH1( ~Y1; ~Z1)�G1;H1(

~Z1; Z1);

i.e.

(3) ~DG;H(Y;Z) = c (h) (h1)
�1 (hY 0; ��1(Z 0)ih) ~DG1;H1(Y1; Z1).

Par définition de h ; ih; hY 0; ��1(Z 0)ih = h�(Y 0); Z 0ig . Comme les restrictions de
h ; ig1 à g1;der et de h ; ig à gder s’identifient par l’isomorphisme �, on a, avec une
notation évidente, (g) (g1)

�1 =  (z) (z1)
�1. De même,  (h) (h1)

�1 =
 (h

0) (h
0
1)
�1 =  (z) (z1)

�1. En comparant les égalités (1) et (3), on voit
alors que l’égalitéDG;H(Y;Z) = ~DG;H(Y;Z) résulte de l’égalitéDG1;H1(Y1; Z1) =
~DG1;H1(Y1; Z1). Cela démontre la proposition. 2
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5. Restriction des scalaires

5.1. On fixe pour tout le paragraphe 5 des donnéesE = (G;G�; ';H; s; �) 2 E(F ),
un extension finie F 0 de F , un groupe réductif connexe G

0� défini sur F 0 et quasi-
déployé et l’on suppose queG� est isomorphe à ResF 0=FG

0�. On va construire des

données E0 = (G0; G
0�; '0;H 0; s0; �0) 2 E(F 0).

On note �0 = Gal( �F=F 0). Pour tout groupeX muni d’une action de �0, on note
IX l’ensemble des fonctions a : � ! X telles que a(�0�) = �0(a(�)) pour tous
� 2 �; �0 2 �0. Si a1; a2 2 I(X), on définit a1a2 par (a1a2)(�) = a1(�)a2(�).
Si a 2 I(X) et � 2 �, on définit �(a) par (�(a))(�) = a(��). Alors IX est un
groupe muni d’une action de �. Pour  2 �0n�, on note X le sous-groupe de
IX formé des a tels que a(�) = 1 si � 62 . C’est un sous-groupe distingué de
IX;X commute à X0 si  6= 0 et IX = �2�0n�X . Pour a 2 IX , on écrira
a = �2�0n�a conformément à cette décomposition. Pour � 2 � et  2 �0n�,
on a �(X) = X��1 . Le groupe X est isomorphe à X , non canoniquement en
général. Toutefois, pour a 2 TX , posons �(a) = a(1). Alors la restriction de
� à X1 identifie canoniquement X1 à X . Si X = M 0( �F ), où M 0 est un groupe
algébrique linéaire défini sur F 0, chaqueX est le groupe des points sur �F d’un tel
groupe défini sur �F et IX s’identifie à M( �F ) où M = ResF 0=FM

0.

On identifie G�( �F ) à IG
0�( �F ).

5.2. Pour tout  2 �0n�; '�1(G
0�( �F )) est un sous-groupe algébrique distingué

de G( �F ). Soient � 2 � et u� 2 G�( �F ) tel que �(') � '�1 = Adu� . Alors
�G � '

�1 = '�1 � (Adu�1
� ) � �G� , donc

�G � '
�1(G

0�( �F )) = '�1 � (Adu�1
� )(G

0�( �F )��1):

Comme G
0�( �F )��1 est distingué dans G�( �F ), on obtient

(1) �G � '�1(G
0�( �F )) = '�1(G

0�( �F )��1).

En particulier, '�1(G
0�( �F )1) est stable par �0 et il existe un unique groupe

algébrique linéaire G0 défini sur F 0 tel que '�1(G
0�( �F )1) = G0( �F ). D’après (1),

G( �F ) est le produit commutatif des groupes �G(G0( �F )) quand � décrit un système
de représentants de �=�0. On en déduit:

� G0 est réductif connexe;
� IG0( �F ) s’identifie à G( �F ): à a 2 IG0( �F ), on associe

Q
��1
G � a(�), où �

parcourt un système représentants de �0n�.

On définit '0 : G0( �F ) ! G
0�( �F ) par '0 = � � '. On vérifie que '0 est une torseur

intérieur.

5.3. Fixons une paire �0-stable (B 0 ;T0) de G
0�. Il existe une unique paire �-stable

(B ;T) de G� telle que B ( �F ) = IB 0( �F );T( �F ) = IT0( �F ). De la construction des
L-groupes résulte alors une identification IĜ0 = Ĝ.
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Comme �(Ĥ) = ZĜ(�(s))
�, on a �(Ĥ) = �2�0n�ZĜ (�(s))

�. Pour  2

�0n�, posons Ĥ 0
 = ��1(ZĜ (�(s))

�), et plus simplement Ĥ 0 = Ĥ 0
1. Soient

� 2 � et x̂� 2 Ĝ tel que � � �Ĥ = (Ad x̂�) � �Ĝ � �. Soient  2 �0n� et y 2 Ĥ 0
 .

On a

(1) � � �
Ĥ
(y) = (Ad (x̂�)��1) � �Ĝ � �(y) 2 Ĝ

0
��1 ,

car �
Ĝ
� �(y) 2 Ĝ0

��1 . En particulier �
Ĥ
(y) 2 ��1(Ĝ0

��1 \ �(Ĥ)) = Ĥ 0
��1 .

D’où l’égalité �
Ĥ
(Ĥ 0

) = Ĥ 0
��1 . On en déduit comme en 5.2 que Ĥ s’identifie à

IĤ 0.
Fixons une paire �-stable (B̂H ; T̂H) de Ĥ et un scindage �-stable (X�)�2�

de Ĥ relatif à cette paire. Posons B̂H0 = B̂H \ Ĥ 0; T̂H0 = T̂H \ Ĥ 0;�0 = f� 2

�;X� 2 ĥ0g. Alors (B̂H0 ; T̂H0) est une paire �0-stable pour Ĥ 0 et (X�)�2�0 est
un scindage �0-stable de Ĥ 0. Il en résulte l’existence d’un unique groupe réductif
connexeH 0 défini sur F 0, quasi-déployé, tel que Ĥ 0 soit le groupe dual de H 0. De
plus, H( �F ) s’identifie à IH 0( �F ).

Définissons �0 : Ĥ 0 ! Ĝ0 par �0 = � � �. Pour  = 1 et �0 2 �0, la relation (1)
implique

(2) �0 � �0
Ĥ0

= (Ad �(x̂�0)) � �0Ĝ0 .

Posons s0 = ��1(�(s)1). C’est un élément de Z(Ĥ 0) et �0(Ĥ 0) = ZĜ0(�
0(s0))�.

Comme (H; s; �) sont des données endoscopiques, il existe ẑ 2 Z(Ĝ) tel que
� � �Ĥ(s) = �(s)�Ĝ(ẑ)ẑ

�1 pour tout � 2 �. Fixons un tel ẑ. Alors �(ẑ) 2 Z(Ĝ0)

et �0 � �0
Ĥ0
(s0) = �0(s0)�0

Ĝ0
� �(ẑ)�(ẑ)�1 pour tout �0 2 �0. D’où

(3) l’image de s0 dans Z(Ĥ 0)=�
0�1(Z(Ĝ0)) est fixe par �0 et son image dans

H1(�0; Z(Ĝ0)) est nulle.

Il résulte de (2) et (3) que (H 0; s0; �0) sont des données endoscopiques pour G
0�.

Donc E0 = (G0; G
0�; '0;H 0; s0; �0) 2 E(F 0).

5.4. Les algèbres de Lie h( �F ); g�( �F ); g( �F ) s’identifient respectivement à Ih0( �F ),
Ig

0�( �F ); Ig0( �F ). Leurs ensembles de points rationnels h(F ); g�(F ); g(F )
s’identifient respectivement à h0(F 0); g

0�(F 0); g0(F 0) par l’application �. Il est
clair quehreg(F ), g�reg(F ), greg(F ) s’identifient respectivement àh0reg(F

0); g
0�
reg(F

0),
g0reg(F

0). Fixons des paires �-, resp. �0-stables (BH ;TH) deH , resp. (BH0 ;TH0) de
H 0 de sorte que BH ( �F ) = IBH ; ( �F );TH( �F ) = ITH0( �F ). Notons � : TH( �F ) !
T( �F ) et �0 : TH0( �F ) ! T0( �F ) les isomorphismes déduits de � et �0. Pour
y 2 TH0( �F )1, on a �0 � �(y) = � � �(y). On a

(1) soient Y 2 hreg(F );X 2 greg(F ). Alors il existe un diagramme D(Y;X;F ) si
et seulement s’il existe un diagramme D(�(Y ); �(X);F 0).
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Remarquons que G�
sc(

�F ) et Gsc( �F ) s’identifient respectivement à IG
0�
sc(

�F ),
IG0

sc(
�F ). Si y 2 H( �F ); x� 2 G�

sc(
�F ); x 2 Gsc( �F ) définissent un diagramme

D(Y;X;F ), alors �(y); �(x�) et �(x) définissent un diagrammeD(�(Y ); �(X);F 0).
Réciproquement, soient y0 2 H 0( �F ); x

0� 2 G
0�
sc(

�F ); x 2 G0
sc(

�F ) définissant un
diagramme D(�(Y ); �(X);F 0). Fixons un système de représentants f�i; i =
1; : : : ; ng de �0n�, tel que �1 = 1. On définit y 2 H( �F ) = IH 0( �F ) par
y(�0�i) = �0(y0) pour tous �0 2 �0; i 2 f1; : : : ; ng. En utilisant l’égalité TY ( �F ) =
IT�(Y )( �F ), on vérifie que yTY y�1 = TH . Comme G� est quasi-déployé, il existe
x� 2 G�

sc(
�F ) tel que l’application (Adx�) � � � (Ad y) : TY ! G� soit définie sur

F . Fixons un tel x�, notonsX� l’image de Y par l’application précédente. Notons
d’autre partX

0� 2 g
0�(F 0) l’image de �(Y ) par (Adx

0�)��0�(Ad y0). AlorsX 0� =
(Adu

0�)��(X�), oùu0� = x
0��(x�)�1. En particulier, �(X�) est régulier, donc aus-

si X� puisque X� 2 g�(F ). Comme X
0�; �(X�) 2 g

0�(F 0), on a �0(u
0�)�1u

0� 2

T�(X�)( �F ) pour tout �0 2 �0. Définissons u� 2 G�
sc(

�F ) pour u�(�0�i) = �0(u
0�)

par tous �0 2 �0; i 2 f1; : : : ; ng. On vérifie que �(u�)�1u� 2 TX�( �F ) pour tout
� 2 �. Posons x� = u�x�. Alors l’application (Adx�) � � � (Ad y) : TY ! G� est
encore définie surF . Maintenant, si l’on noteX� l’image deY par cette application,
on a �(X�) = X

0�. Idem, il existe x 2 Gsc( �F ) tel que ' � (Adx�1) : TX ! G�

soit définie sur F . En modifiant x comme ci-dessus, on le remplace par un x
tel que ' � (Adx�1)(X) = X�. Alors y; x� et x définissent un diagramme
D(Y;X;F ). 2

On peut remplacer g par g� dans l’assertion (1). Il en résulte que Y 2 hG��reg(F )
si et seulement si �(Y ) 2 h0

G
0
��reg

(F 0).

LEMME. Il existe c 6= 0 tel que pour tous Y 2 hG��reg(F );X 2 greg(F ), on ait

�G;H(Y;X) = c�G0;H0(�(Y ); �(X)):

Soient T 0 un tore défini sur F 0; T = ResF 0=FT
0, de sorte que T ( �F ) = IT 0( �F ).

A un cocycle � 7! �(�) de � dans T ( �F ), associons le cocycle �0 7! � � �(�0) de
�0 dans T 0( �F ). Par passage au quotient, cette application définit un isomorphisme
r : H1(�; T ( �F )) ! H1(�0; T 0( �F )). Introduisons les tores duaux T̂ et T̂ 0. Alors
T̂ = IT̂ 0 et l’application � identifie T̂� à T̂ 0�

0

. D’où un isomorphisme r̂ : �0(T̂
�)!

�0(T̂
0�0). On vérifie sur la définition des accouplements que pour � 2 H1(�; T ( �F ))

et � 2 �0(T̂
�),

hr(�); r̂(�)i = h�; �i:

Si T 0 est un sous-tore deG
0� ouH 0, l’ensemble des racines �(T ) de T dans g

0� ou
h0 se décompose de façon naturelle en union disjointe:

�(T ) =
[

2�0n�

�(T ) :
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Pour � 2 � et  2 �0n�, on a �(�(T )) = �(T )��1 . L’ensemble �(T )1 s’i-
dentifie par à �(T 0). On en déduit une identification entre les orbites de � dans
�(T ) et celles de �0 dans �(T 0). Une orbite de � dans �(T ) est symétrique si
et seulement si l’orbite image de �0 dans �(T 0) l’est. Si � 2 �(T )1 appartient à
une orbite symétrique on a les égalités F� = F 0

�(�); F�� = F 0
��(�). Si l’on choisit

des a-données (a�)�2�(T ) pour T , on choisira pour a-données pour T 0 la famille
(a�0)�02�(T 0) telle que a� = a�(�) pour � 2 �(T )1.

Notons �, resp. �0, l’ensemble des racines simples de T, resp. T0, relatif à B ,
resp. B 0 . On a encore

� =
[

2�0n�

� ;

et�1 s’identifie à �0. Si l’on choisit un scindage (X�)�2� deG�, on choisira pour
scindage de G

0� la famille (X 0
�0)�02�0 telle que X 0

�(�) = �(X�) pour � 2 �1.
Considérons les applications

n : WG�sc ! NormG�sc(
�F )(T);

n0 : WG
0
�

sc ! Norm
G
0
�

sc
( �F )(T0);

relatives à ces scindages (cf. [LS1] 2.1). On a alors l’égalité � � n = n0 � �. En
utilisant toutes ces propriétés et les définitions 2.3, la vérification du lemme n’est
plus qu’un simple calcul. 2

5.5. PROPOSITION. Supposons la Conjecture 1.2 vraie pour les données E0 2

E(F 0). Alors elle l’est pour les données E 2 E(F ).
On fixe un caractère  : F ! C� et une forme h ; ig0 sur g0(F 0) vérifiant

les conditions habituelles. On choisit pour caractère  0 : F 0 ! C� le caractère
 0 =  � traceF 0=F et pour forme h ; ig sur g(F ) la forme traceF 0=F �h ; ig0 �(���).
Alors  (g) =  0(g

0) et, pour X;Z 2 g(F ),

îG(X;Z) = îG
0

(�(X); �(Z))

pourvu que les mesures sur les tores soient choisies de façon cohérente. On a des
relations analogues pour les groupes H et H 0. Il résulte du Lemme 5.4 que pour
Y 2 hG��reg(F ) et Z 2 greg(F ), on a les égalités

DG;H(Y;Z) = cDG0;H0(�(Y ); �(Z)); ~DG;H(Y;Z) = c ~DG0;H0(�(Y ); �(Z)):

D’où la proposition. 2
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6. Réduction au cas elliptique

6.1. Pour tout le paragraphe 6, on fixe des donnéesE = (G;G�; ';H; s; �) 2 E(F ).
On dit que E est alliptique si (H; s; �) l’est, i.e. si �([Z(Ĥ)�]�) � Z(Ĝ) (cf. [K1]
7.3). Soit Y 2 hG��reg(F ). On dit que Y est G�-elliptique si Y est l’image d’un
élément elliptique de g�reg(F ).

LEMME. Soit Y 2 hG��reg(F ). Alors Y est G�-elliptique si et seulement si les
deux conditions suivantes sont vérifiées:

(i) E est elliptique;
(ii) Y est elliptique dans hreg(F ).

Fixons des paires �-stables (B ;T), resp. (B̂ ; T̂); (BH ;TH), (B̂H ; T̂H) de G�,
resp. Ĝ;H; Ĥ . Fixons X� 2 g�reg(F ) dont Y soit l’image et y 2 H( �F ); x� 2

G�
sc(

�F ) définissant un diagrammeD(Y;X�;F ). Introduisons le tore complexe T̂Y
dual de TY et l’isomorphisme îy : T̂Y ! T̂H dual de Ad y. L’isomorphisme î�1

y

n’est pas invariant par � mais sa restriction à Z(Ĥ) l’est. On a donc l’inclusion

(1) [Z(Ĥ)�]� � îy((T̂
�

Y )
�).

Je dis que
(2) Y est elliptique dans hreg(F ) si et seulement si l’inclusion (1) est une égalité.

En effet Y est elliptique dans hreg(F ) si et seulement si on a l’égalité

(X�(H)
O
Z

Q)� = (X�(TY )
O
Z

Q)� :

Identifions X�(TY ) à X�(T̂Y ). D’après [K1] 1.8.2, le sous-espace X�(H) 
ZQ

de X�(TY )
Z s’identifie à l’image de X�(Z(Ĥ)) 
ZQ dans X�(T̂Y ) 
ZQ via
le plongement Z(Ĥ) ! T̂H et l’isomorphisme î�1

y;�, où îy;� est déduit de îy par
fonctorialité. Ces identifications sont invariantes par �. Alors Y est elliptique dans
hreg(F ) si et seulement si on a l’égalité

(X�(Z(Ĥ))
O
Z

Q)� = îy;�[(X�(T̂Y )
O
Z

Q)� ]:

Mais cette égalité est équivalente au fait que l’inclusion (1) soit une égalité. Cela
démontre (2).

On a l’égalité

(3) � � îy((T̂�

Y )
�) = î�1

x� ((T̂
�

X�)
�)

et les inclusions

(4) [Z(Ĝ)�]� � �([Z(Ĥ)�]�) � � � îy([T̂
�

Y ]
�).

La condition (i), resp. (ii), de l’énoncé est équivalente à dire que la première inclu-
sion de (4), resp. la seconde, est une égalité. La réunion de (i) et (ii) est donc
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équivalente à l’égalité des termes extrêmes de (4). D’après (3) et (2) appliqué à X�

dans g�reg(F ), c’est aussi équivalent à l’ellipticité de X� dans g�reg(F ). 2

6.2. Fixons une paire �-stable (B ;T) de G�, un sous-groupe parabolique P de
G, défini sur F et minimal et un sous-groupe de Lévi M de P, défini sur F .
Fixons aussi un élément x�0 2 G�( �F ) tel que, en posant '0 = (Adx�0) � ' et
(P�; M �) = ('0(P); '0(M )), le couple (P�; M �) soit standard, i.e. P� � B et
M � � T.

Remarque. M � et P� sont définis sur F ; pour tout � 2 �, il existe u� 2 M � ( �F )
tel que �('0) � '

�1
0 = Adu� .

Pour � 2 �, il existe en tout cas u� 2 G�( �F ) tel que �('0) � '
�1
0 =

Adu� . Alors �(M �) = u�M
�u�1

� ; �(P�) = u�P
�u�1
� . Les couples (P�; M � ) et

(�(P�); �(M � )) sont donc conjugués. Etant tous deux standards, ils sont égaux.
Alors u� 2 M �( �F ). 2

6.3. Fixons une paire �-stable (B̂ ; T̂) de Ĝ. Posons Â = �([Z(Ĥ)�]�). C’est un
sous-tore de Ĝ. Notons � l’ensemble de ses racines dans ĝ; m̂1 le centralisateur
de Â dans ĝ et, pour tout � 2 �; ĝ� le sous-espace de ĝ propre pour l’action de
Â associé à �. Fixons � 2 X�(Â) tel que h�; �i 6= 0 pour tout � 2 �. Posons
�+ = f� 2 �; h�; �i > 0g,

p̂1 = m̂1 �

0
@ M
�2�+

ĝ�

1
A :

Soient M̂1 et P̂1 les sous-groupes connexes de Ĝ d’algèbres de Lie m̂1 et P̂1.
Fixons x̂ 2 Ĝ tel que, en posant P̂ = x̂P̂1x̂

�1; M̂ = x̂M̂1x̂
�1, le couple (P̂ ; M̂)

soit standard. On a

(1) M̂ et P̂ sont stables par �.

Pour tout � 2 �, soit x̂� 2 Ĝ tel que �
Ĝ
� � ���1

Ĥ
= (Ad x̂�)� �. Par définition,

(Z(Ĥ)�)� est formé de points fixes pour �Ĥ . Alors, pour tout â 2 Â; �Ĝ(â) =

x̂�âx̂
�1
� . D’où �Ĝ(M̂1) = x̂�M̂1x̂

�1
� ; �Ĝ(P̂1) = x̂�P̂1x̂

�1
� . Il en résulte que les

couples (�Ĝ(P̂ ); �Ĝ(M̂ )) et (P̂ ; M̂ ) sont conjugués. Etant tous deux standards, ils
sont égaux. 2

Notons M� le sous-groupe de Lévi standard de G� associé à M̂ . Il est défini sur
F . L’application (Ad x̂) � � est à valeurs dans M̂ . Notons-la �M . On a

(2) (H; s; �M ) sont des données endoscopiques elliptiques pour M�.

On vérifie aisément que
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(i) �M(M̂ ) = ZM̂ (�M (s))�;
(ii) l’image de s dans Z(Ĥ)=��1

M (Z(M̂)) est fixe par � et son image naturelle
dans H1(�; Z(M̂ )) est nulle.
On a

(iii) pour tout � 2 �, il existe ŷ� 2 M̂ tel que �
M̂
� �M � ��1

Ĥ
= (Ad ŷ�) � �M .

On pose ŷ� = �
Ĝ
(x̂)x̂�x̂

�1, où x̂� est défini dans la preuve de (1). On voit comme
dans cette preuve que Ad ŷ� conserve le couple (P̂ ; M̂ ), donc ŷ� 2 M̂ .

Cela montre que (H; s; �M ) sont des données endoscopiques pour M�. Le fait
qu’elles soient elliptiques, i.e. que �M ([Z(Ĥ)�]�) � Z(M̂) est évident par con-
struction. 2

Nous dirons queM� relève deG siM� � M � . Dans ce cas, on poseM = '�1
0 (M�)

et on définit 'M : M !M� comme étant la restriction de '0 à M . Il résulte de la
remarque 6.2 que M est défini sur F et que 'M est un torseur intérieur. Alors les
données EM (M;M�; 'M ;H; s; �M ) appartiennent à E(F ).

Nos constructions dépendent de choix de paires (B ;T); (P; M ); (B̂ ; T̂) et
d’éléments x�0; �; x̂. Fixons d’autres choix (B 0 ;T0), etc..., x

0�
0 ; �

0; x̂0, affectons
d’un 0 les objets définis à l’aide de ces nouveaux choix.

LEMME. M
0� relève de G si et seulement si M� relève de G. Si c’est le cas, les

données E0
M et EM sont équivalentes.

On peut faire varier les données séparément, dans la mesure du possible. Con-
sidérons d’abord le cas

(a) seuls les termes (B 0 ;T0); (P0; M ); x
0�
0 sont différents de (B ;T); (P; M ); x�0 . Il

existe y� 2 G�(F ) et y 2 G(F ) tels que

B
0 = y�By��1 ; T

0 = y�Ty��1; P
0 = yPy�1; M

0 = yM y�1 :

Fixons de tels éléments. Par définition de la correspondance entre Lévi standards
de G� et Ĝ, on a M

0� = y�M�y��1. On a

P
0� = x

0�
0 '(P

0)x
0��1
0 = x

0�
0 '(y)'(P)'(y)

�1x
0��1
0

= x
0�
0 '(y)x

��1
0 P

�x�0'(y)
�1x

0��1
0 :

Idem en remplaçant P etc.. par M etc... Les couples (P
0�; M

0�) et (y�P�y��1; y�M �

y��1) sont donc conjugués. Etant tous deux standards pour (B 0 ;T0), il sont égaux.
Donc M

0� contient M
0� si et seulement si M� contient M � . De plus

(3) y�x�0'(y)
�1x

0��1
0 2 M

0 �(F ),

M 0 = '
0�1
0 (M

0�) = '�1(x
0��1
0 M

0�x
0�
0 ) = '�1('(y)x��1

0 y��1

M
0�y�x�0'(y)

�1 = y'�1
0 (M�)y�1 = yMy�1

comp3990.tex; 7/05/1997; 15:42; v.5; p.29

https://doi.org/10.1023/A:1000103112268 Published online by Cambridge University Press

https://doi.org/10.1023/A:1000103112268


182 J.-L. WALDSPURGER

Les isomorphismes Ad y : M ! M 0;Ad y� : M� ! M
0� et les identités de

H; Ĥ; M̂ définissent une équivalence entre nos données (cf. 2.1): il suffit de vérifier
qu’il existe x� 2 M�( �F ) tel que '0M 0 � (Ad y) = (Ad y�x�) � 'M ; on prend
x� = y��1x

0�
0 '(y)x

��1
0 qui appartient bien à M�( �F ) d’après (3). D’où le lemme

sous l’hypothèse (a).
Considérons maintenant le cas
(b) seuls les termes (B̂ 0 ; T̂0) et x̂0 sont différents de (B̂ ; T̂) et x̂.
Il existe ŷ 2 Ĝ tel que B̂ 0 = ŷB̂ ŷ�1; T̂0 = ŷT̂ŷ�1. Fixons un tel ŷ. Les couples

(ŷP̂ ŷ�1; ŷM̂ ŷ�1) = (ŷx̂P̂1x̂
�1ŷ�1; ŷx̂M̂1x̂

�1ŷ�1)

et

(P̂ 0; M̂ 0) = (x̂0P̂1x̂
0�1; x̂0M̂1x̂

0�1)

sont conjugués et standards pour (B̂ 0 ; T̂0). Ils sont donc égaux. De plus x̂x̂0�1ŷ 2 M̂ .
Par définition de la correspondance entre Lévi standards deG� et Ĝ, on aM =M 0.
Alors l’isomorphisme Ad ŷ : M̂ ! M̂ 0 et les identités deM;M�;H; Ĥ définissent
une équivalence entre nos données: il suffit de vérifier qu’il existe ẑ 2 M̂ tel que
�0M = (Ad ŷẑ)��M ; on prend ẑ = ŷ�1x̂0x̂�1. D’où le lemme sous l’hypothèse (b).

Considérons maintenant le cas:
(c) seuls les termes �0 et x̂0 différent de � et x̂.

On a M̂ 0
1 = M̂1, donc x̂0x̂�1M̂x̂x̂0�1 = M̂ 0. D’après le cas (b) déjà traité, on peut

multiplier x̂0 par un élément de M̂ 0 de sorte que

x̂0x̂�1
T̂x̂x̂0�1 = T̂; x̂0x̂�1(M̂ \ B̂ )x̂x̂0�1 = M̂ 0 \ B̂ :

Alors x̂0x̂�1 définit un élément ŵ de W Ĝ. Je dis que

(4) ŵ 2 (W Ĝ)�.

En reprenant la démonstration de (1), pour � 2 �, le terme �
Ĝ
(x̂)x̂�x̂

�1

conjugue les couples standards (P̂ ; M̂ ) et (�
Ĝ
(P̂ ); �

Ĝ
(M̂ )). Comme on l’a dit

en (1), ces couples sont donc égaux et maintenant �
Ĝ
(x̂)x̂�x̂

�1 2 M̂ . Idem
�
Ĝ
(x̂0)x̂� x̂

0�1 2 M̂ 0. Il en résulte que �
Ĝ
(x̂0x̂�1) 2 x̂0x̂�1M̂ . Comme les deux

termes �
Ĝ
(x̂0x̂�1) et x̂0x̂�1 envoient M̂ \ B̂ sur M̂ 0 \ B̂ et conservent T̂, on a en

fait �
Ĝ
(x̂0x̂�1) 2 x̂0x̂�1T̂, d’où (4).

Les groupes (W Ĝ)� et W (G�;T) sont en bijection naturelle. Soit y� 2

NormG�(F ) (T) dont l’image dans W (G�;T) corresponde à ŵ. Alors M
0� =

y�M�y��1 et y�(M� \ B )y��1 = M
0� \ B . Supposons M� � M � . En vertu de

l’égalité précédente, y�M �y��1 est encore un Lévi standard, défini surF . SoitP
0� le

sous-groupe parabolique deG� de LéviM � tel que y�P
0�y��1 soit standard. Comme

y� 2 G�(F ) et y�P
0�y��1 est défini sur F;P

0� l’est aussi. Posons P0 = '�1
0 (P

0�).
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Il résulte de la Remarque 6.2 que P0 est encore défini sur F . Alors (P; M ) et
(P0; M ) sont deux couples minimaux définis sur F . Il existe donc y 2 G(F ) tel
que yM y�1 = M ; yPy�1 = P0. Fixons un tel y. Alors y�'0(y) conjugue le couple
(P�; M �) en (y�P

0�y��1; y�M �y��1). Comme ce sont des couples standards, ils sont
égaux et y�'0(y) 2 M � ( �F ). De l’égalité M � = y�M �y��1 résulte que M 0� � M � .
En inversant les rôles de M� et M

0�, on obtient la première assertion du lemme.
On a M 0 = '�1

0 (M
0�) = '�1

0 (y�)M'0(y
�) = y�1My. Alors les isomorphismes

Ad y�1 : M ! M 0, Ad y� : M� ! M
0�, Ad x̂0x̂�1 : M̂ ! M̂ 0 et les identités

de H et Ĥ définissent une équivalence entre nos données: il suffit de vérifier qu’il
existe x� 2 M�( �F ) tel que '0M 0 � (Ad y�1) = (Ad y�x�) � 'M et ẑ 2 M̂ tel que
(Ad x̂0) � � = (Ad x̂0x̂�1ẑx̂) � �; on prend ẑ = 1 et x� = y��1'0(y)

�1.
Cela achève la preuve du lemme. 2

Remarques. (5) Quand M� ne relève pas de G, les données (M
0�;H; s; �0M ) et

(M�;H; s; �M ) sont équivalentes en un sens évident.
(6) On démontrerait de façon analogue qu’en remplaçant (G;G�; ';H; s; �) par

des données équivalentes (G0; G
0�; '0;H 0; s0; �0), les données obtenues (M 0;M

0�,
'0M 0 , H 0; s0; �0M 0) sont équivalentes à (M;M�; 'M ;H; s; �M ) (en supposant par
exemple que M� relève de G).

(7) On dira que E est consistante si M� relève de G. C’est loisible d’après la
première assertion du lemme.

6.4. On a défini en 6.2 et 6.3 des objets M�; �M ; x
�
0; x̂ et éventuellement M et

'M . Fixons des paires �-stables (BH ;TH) de H et (B̂H ; T̂H) de Ĥ . Supposons
que �(T̂H) = T̂; �(B̂H ) � B̂ . Quitte à multiplier x̂ par un élément de M̂ , on peut
supposer �M (T̂H) = T̂; �M (B̂H ) � B̂ \ M̂ . Alors x̂ définit un élément de W Ĝ.
Notons w l’élément de WG� qui correspond à son inverse. Alors, si l’on note
�M : TH ! T l’isomorphisme déduit de �M , on a � = w � �M . Nous noterons
désormais w un élément de NormG�sc(

�F )(T) qui se projette sur le w précédent et x�0
un élément deG�

sc(
�F ) qui se projette sur le x�0 précédent. Nous aurons à considérer

des diagrammes relatifs aux données E et d’autres relatifs à EM , dans le cas, par
exemple, où E est consistante. Pour plus de précision, on affectera d’un indice M
les seconds. On pose m�

G��reg = m� \ g�reg;mG�reg = m \ greg.
Supposons que E soit consistante, soient Y 2 hG��reg(F );X 2 mG�reg(F ) et

y 2 H( �F ); x� 2 M�
sc(

�F ); x 2 Msc( �F ) définissant un diagramme DM (Y;X;F ).
Remarquons que M�

sc et Msc s’identifient à des sous-groupes de G�
sc et Gsc. Les

données y 2 H( �F ); x�w 2 G�
sc(F ) et x'�1(x��1

0 ) 2 Gsc( �F ) définissent alors un
diagramme D(Y;X;F ). Inversement, on a:

LEMME. Soient Y 2 hG��reg(F );X 2 greg(F ), supposons qu’il existe un dia-
grammeD(Y;X;F ). Alors
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(i) E est consistante;
(ii) il existe Z 2 mG�reg(F ), conjugué à X par un élément de G(F ), tel qu’il

existe un diagramme DM (Y;Z;F ). La classe de conjugaison par M(F ) de
Z est uniquement déterminée.

Soient y 2 H( �F ); x� 2 G�
sc(

�F ); x 2 Gsc( �F ) définissant un diagramme
D(Y;X;F ). On sait qu’il existe Z� 2 m�

reg(F ) tel qu’il existe un diagramme
DM (Y;Z�;F ). Fixons un tel Z� et y1 2 H( �F ) et x�1 2M

�
sc(

�F ) définissant un tel
diagramme. Les applications

(1) (Adx) � '�1 � (Adx�) � � � (Ad y) : TY ! TX ,
(2) (Adx�1) � �M � (Ad y1) : TY ! TZ� ,

sont définies sur F . Comme y et y1 conjuguent tous deux TY en TH , il existe
w0 2 wH tel que y = w0y1. Il existe w1 2 WG� tel que w1 � � = � � w0. Notons
plutôt w1 un représentant dans NormG�reg

( �F )(T) du w1 précédent. En composant
l’inverse de l’application (2) avec l’application (1), on obtient que

'�1 � (Ad z�) : TZ� ! TX

est définie sur F , où

z� = '(x)x�w1wx
��1
1 :

Pour� 2 �, soitu� 2 G�
sc(

�F ) tel que�(')�'�1 = Adu� . La propriété précédente
implique que z��1u�1

� �G�(z
�) 2 TZ�;sc( �F ) pour tout � 2 �. Posons alors

P1 = '�1(z�P �z��1); M1 = '�1(z�M�z��1):

La relation ci-dessus et le fait que TZ� �M� impliquent que P1 etM1 sont définis
sur F . Fixons z 2 Gsc(F ) tel que, en posant

P = zP1z
�1; M = zM1z

�1;

le couple (P;M) soit standard. Alors les couples

(P �;M�) = (z��1'(z�1)'(P )'(z)z�; z��1'(z�1)'(M)'(z)z�)

et

(x�0'(P )x
��1
0 ; x�0'(M)x��1

0 )

sont conjugués et ils sont tous deux standards. Ils sont donc égaux. Alors M� =
x�0'(M)x��1

0 � x�0'(M )x
��1
0 = M � , et M� relève de G. Le groupe que l’on a

noté M est bien le groupe défini en 6.2. Posons

x1 = z'�1(z�x�0):
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Le fait que les deux couples ci-dessus sont égaux implique que x1 2 Msc( �F ).
Posons Z = (Ad z)(X). Alors Z 2 mG�reg(F ). On vérifie que l’application

(Adx1) � '
�1
M : TZ� ! TZ

n’est autre que (Ad z) �'�1 � (Ad z�). Elle est donc définie sur F , i.e. les données
y1; x

�
1 et x1 définissent un diagramme DM (Y;Z;F ). Cela démontre la première

partie de (ii).
Considérons l’ensemble des Z 2 mreg(F ) tels que

(3) Z est conjugué à X par un élément de G(F );
(4) il existe un diagramme DM (Y;Z;F ).
Soient Z1; Z2 dans cet ensemble. D’après (4), il existe y 2 M( �F ) tel que Z1 =
(Ad y)(Z2). D’après (3), il existe x 2 G(F ) tel que Z1 = (Adx)(Z2). Fixons de
tels x; y. Alors la conjugaison par xy�1 fixe Z1 donc xy�1 2 TZ1(

�F ) � M( �F ),
d’où x 2M( �F ) \G(F ) =M(F ). Cela achève la preuve du lemme. 2

Remarque. Si E est consistante, il existe Y 2 hG��reg(F ) et X 2 greg(F ) tels
que Y soit une image deX . Il suffit de prendre Y elliptique dans h(F ): il est alors
M�-elliptique (pour les données EM ) d’après le lemme 6.1 et tout tore elliptique
de M� se transfère à M ainsi qu’il résulte de [K2] 10.2. la réciproque est vraie
d’après le lemme ci-dessus. Les définitions données en 1.4 et en 6.3 des données
consistantes sont donc équivalentes.

6.5. LEMME. Supposons E consistante. Alors il existe c 6= 0 tel que pour tous
Y 2 hG��reg(F ); Z 2 mG�reg(F ) tels qu’il existe un diagramme DM (Y;Z;F ),
on ait l’égalité

�G;H(Y;Z) = c�M;H(Y;Z):

Fixons deux couples (Y;Z); ( �Y ; �Z) avec Y; �Y 2 hG��reg(F ); Z; �Z 2 mG�reg

(F ). Supposons données y 2 H( �F ); x� 2 M�
sc(

�F ) et x 2 Msc( �F ) définissant un
diagrammeDM (Y;Z;F ) et de même �y; �x�; �x définissant un diagrammeDM ( �Y ; �Z;
F ). On a déjà dit que les données y; x�w; x'�1(x��1

0 ) définissaient un diagramme
D(Y;Z;F ). Idem, �y etc... Remarquons que l’on a une injection M�

sc ! G�
sc. Si

l’on note TZ�;G�sc
et TZ�;M�

sc
les images réciproques de TZ� dansG�

sc et M�
sc (où Z�

est défini en 2.2), on a une injection

(1) TZ�;M�

sc
! TZ�;G�sc

.

On fixe un scindage de G�, attaché à B , et des a-données pour les ensembles de
racines de TZ� et T �Z� dans g�. Ils définissent naturellement un scindage de M� et
des a-données pour les ensembles de racines de TZ� et T �Z� dansm�. Calculons les
facteurs de transfert à l’aide de ces données. Pour alléger les notations, on affectera
simplement d’un 0 les objets relatifs aux donnés EM . Dualement à l’injection (1),
on a une surjection T̂Z�=Z(Ĝ)! T̂Z�=Z(M̂), d’où une application
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(2) K(TZ�=F )! K 0(TZ�=F ).

Celle-ci est surjective. En effetK(TZ�=F ) n’est autre que l’image de T̂�

Z�Z(Ĝ)=Z

(Ĝ) dans �0([T̂Z�=Z(Ĝ)]
�). Idem pour K 0(TZ�=F ). Il suffit alors d’utiliser le

diagramme commutatif

T̂�

Z�Z(Ĝ)=Z(Ĝ)
- T̂�

Z�Z(M̂)=Z(M̂ )

�0([T̂Z�=Z(Ĝ)]
�)

?

- �0([T̂Z�=Z(M̂ )]�)

?

et la surjectivité de la flèche du haut. Si l’on note, comme en 2.2, îx� l’isomorphisme
T̂! T̂Z� dual de Adx�, il est clair que îx� � �M = îx�w � �, donc �0Y est l’image
de �Y par la flèche (2). Pour calculer le cocycle � de 2.3, on doit utiliser, selon
2.2, l’élément x�w�1 qui conjugue T en TZ� . Mais d’après [LS1] 2.3.3, on peut
aussi bien utiliser l’élément x�. Il est clair que pour tout � 2 �; x�n��(x

��1)
est l’image par l’injection (1) du terme analogue x�n0��(x

��1). D’autre part, si
� 2 �(TZ�) vérifie � > 0 et ��1(�) < 0 pour x�Bx��1 ; � est forcément une
racine dans m�. En effet, notons P � le parabolique standard de G� de Lévi M� et
u� l’algèbre de Lie de son radical unipotent. Alors u� est stable par � et les racines
qui y interviennent sont toutes positives. Elles ne sont donc pas inversées par ��1.
Idem pour leurs opposées. Une racine inversée est donc nécessairement dans m�.
Mais alors il est clair que a� est l’image de a0� par la flèche (1). Finalement � est
l’image de � 0 par (1). Les flèches (1) et (2) étant duales, on obtient l’égalité

�I(Y;Z) = �0
I(Y;Z):

Pour la même raison que ci-dessus, une racine � 2 �(TZ�) ne peut être symétrique
que si elle intervient dans m�. On voit alors que

symX
horsH

(TZ�) =

symX
horsH

(TZ�)
0;

d’où

�II(Y;Z) = �0
II(Y;Z):

L’égalité des facteurs �III est plus délicate. Introduisons les groupesU et Û de 2.2
et les groupes analogues U 0 et Û 0 relatifs aux données EM . Notons N�, resp. N̂ ,
l’image réciproque deM� dansG�

sc, resp. M̂ dans Ĝsc. Les groupes dérivés deN�,
resp. N̂ , s’identifient à M�

sc, resp. M̂sc. Comme T̂ � M̂ , on a une identification
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(3) T̂Ĝsc
= [T̂M̂sc

� Z(N̂)�]=f(z; z�1); z 2 T̂M̂sc
\ Z(N̂)�g.

Il en est de même pour les tores T̂Z� et T̂ �Z� . De plus, comme tous ces tores sont
conjugués dans M̂ , on a

T̂M̂sc
\ Z(N̂)� = T̂Z�;M̂sc

\ Z(N̂)� = T̂ �Z�;M̂sc
\ Z(N̂)�:

On a

(4) les tores Z(N�)�=Z(N�)� \ Z(G�
sc) et Z(N̂)�=T̂

M̂sc
\ Z(N̂)� sont duaux.

En effet, notons � l’ensemble des racines simples de T associé à B ;� la base
de X�(T) 
ZQ duale de �;�M l’ensemble des racines dans M et �M le sous-
ensemble de � correspondant. Le tore Z(N�)�=Z(N�)� \ Z(G�

sc) s’identifie au
centre connexe Z(M�=Z(G�))� de l’image de M� dans le groupe adjoint de G�.
Son groupe de caractères a donc pour base���M . Le toreZ(N̂)�=T̂M̂sc

\Z(N̂)�

est égal à T̂Ĝsc
=T̂M̂sc

. Son groupe des caractères a pour base ���M . D’où (4).
Notons aussi:

(5) Z(M�
sc) = T̂

M̂sc
\ Z(N�)�Z(G�

sc).

L’inclusion du membre de droite dansZ(M�
sc) est claire. Pour l’inclusion opposée,

il s’agit de montrer queZ(M�
sc) � Z(N�)�Z(G�

sc). L’image dans le groupe adjoint
deG� deZ(M�

sc) est incluse dansZ(M�=Z(G�)). Or ce centre est connexe, comme
l’est le centre de tout Lévi d’un groupe adjoint. Comme on l’a dit plus haut, ce
centre est l’image de Z(N�)�. D,où l’inclusion cherchée.

Cela étant, on définit des applications

�1 : Z(N�)�=Z(N�)� \ Z(G�
sc)! U

�̂1 : Û ! Z(N̂)�=T̂
M̂sc

\ Z(N̂):

L’application �1 est l’injection antidiagonale. Soient (t̂; �̂t) 2 T̂
Z�;Ĝsc

� T̂ �Z�;Ĝsc
et û

l’image de (t̂; �̂t) dans Û . Notons�(t̂) et�(̂�t) les images de t̂ et �̂t dansZ(N̂)�=T̂
M̂sc

\

Z(N̂)� via les analogues de la flèche (3). On pose �̂1(û) = �(t̂)�(̂�t)�1.
Les applications �1 et �̂1 sont duales. NotonsU 00 le conoyau de �1 et Û 00 le noyau

de �̂1 qui sont donc en dualité. On définit des applications

�2 : U 0 ! U 00; �̂2 : Û 00 ! Û 0:

Notons que

U 00 = (TZ�;G�sc
� T �Z�;G�sc

)=f(z�1; z); z 2 Z(N�)�Z(G�
sc)g:

Compte tenu de (5), la définition de �2 est naturelle. Pour �̂2, soient (t̂; �̂t) 2

T̂
Z�;Ĝsc

� T̂ �Z�;Ĝsc
dont l’image dans Û appartienne à Û 00. On peut trouver z 2
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Z(N̂)�; t̂1 2 T̂Z�;M̂sc
et �̂t1 2 T̂ �Z�;M̂sc

tels que t̂, resp. �̂t, s’identifie à l’image de

(t̂1; z), resp. (̂�t1; z), via l’isomorphisme analogue de (3). Alors (t̂1; �̂t1) a une image
naturelle dans Û 0 qui ne dépend pas des choix et ne dépend que de l’image û00 de
(t̂; �̂t) dans Û 00. On définit �̂2(û

00) comme étant cette image de (t̂1; �̂t1) dans Û 0. Les
applications �2 et �̂2 sont duales.

On déduit de ces applications des applications

�0(Û
00�)

̂1
- �0(Û

�) H1(�; U( �F ))
1
- H1(�; U 00( �F ))

�0(Û
0�)

?

̂2

H1(�; U 0( �F )):

6

2

Les applications ̂1 et ̂2 sont transposées de 1 et 2.
Avec les notations de 2.3, on a

(6) il existe sU 00 2 �0(Û
00�) tel que ̂1(sU 00) = sU ; ̂2(sU 00) = sU 0 .

En effet, soit ~s 2 T̂
Ĝsc

ayant même image que �(s) dans T̂ =Z(Ĝ). Soient ~s1 2 T̂M̂sc

et z 2 Z(N̂)� tels que ~s s’identifie à l’image de (~s1; z) via l’isomorphisme (3).
Notons x̂ un relèvement dans Ĝsc du x̂ que l’on a fixé au début du paragraphe
6.4. Alors ~s0 = x̂~s1x̂

�1 est un relèvement dans �̂M̂sc
de l’image de �M (s) dans

�̂=Z(M̂ ). On en déduit que îx�(~s), resp. î�x�(~s), est l’image, via l’isomorphisme
analogue à (3), de (̂i0x�w(�s

0); z), resp. (̂i0
�x�w(~s

0); z). Donc le couple (̂ix�(~s); î�x�(~s))
appartient à Û 00 et son image par �̂2 est (̂ı0x�w(~s

0); ı̂0x�w(~s
0)). Comme l’image par

l’injection Û 00 ! Û de (̂ix�(~s); î�x�(~s)) est invariante par �, le couple lui-même
appartient à Û 00�. Son image dans �0(Û

00�) répond à la question.
On a aussi:

(7) 1(inv(Y;Z; �Y ; �Z)) = 2(inv0(Y;Z; �Y ; �Z)).

Pour � 2 �, soit u0� 2 M�
sc(

�F ) tel que �('0) � '
�1
0 = Adu0� . Posons u� =

�(x�
�1

0 )u0�x
�
0. Comme '0 = (Adx�0) � ', on a �(') � '�1 = Adu� . Posons pour

simplifier x1 = x'�1(x�
�1

0 ), �x1 = �x'�1(x�
�1

0 ). Par définition, inv(Y;Z; �Y ; �Z),
resp. inv0(Y;Z; �Y ; �Z), est la classe du cocycle

� 7! image dans U( �F ) de (u�'(�(x
�1
1 )x1); '(�x

�1
1 �(�x1))u

�1
� );

resp. � 7! image dans U 0( �F ) de (u0�'0(�(x
�1)x); '0(�x

�1�(�x))u0�1
� ).

Mais on vérifie que

u�'(�(x
�1
1 )x1)=u

0
�'0(�(x

�1)x); '(�x�1
1 �(�x1))u

�1
� ='0(�x

�1�(�x))u0�1
� :
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D’où (7).
Il résulte de (6) et (7) que

hinv(Y;Z; �Y ; �Z); sU i=h1(inv(Y;Z; �Y ; �Z)); sU 00i=hinv0(Y;Z; �Y ; �Z); sU 0i;

i.e.

�III(Y;Z; �Y ; �Z) = �0
III(Y;Z; �Y ; �Z):

Cela achève la preuve du lemme. 2

6.6. Supposons E consistante. Fixons une forme h ; ig sur g(F ) et un caractère  
vérifiant les conditions habituelles. Fixons aussi des mesures sur T (F ) si T 2 T G

ou T 2 T H vérifiant les conditions de 2.5. La restriction de h ; ig à m(F ) est non
dégénérée. On choisit pour forme bilinéaire sur m(F ) cette restriction, que l’on
note h ; im. Si T 2 T M , alors T 2 T G et T (F ) est muni d’une mesure. On définit
la fonction îM relative à ces choix.

LEMME. Soient X 2 mG�reg(F ); Z 2 greg(F ). Alors on a l’égalité

îG(X;Z) =
X
Z0

îM (X;Z 0)

où Z 0 parcourt l’ensemble des éléments de m(F ) conjugués à Z par un élément
de G(F ), modulo conjugaison par M(F ).

Choisissons un sous-groupe parabolique P deG, défini sur F , de LéviM et un
sous-groupe compact maximal K de G(F ) tel que G(F ) = P (F )K . Notons U le
radical unipotent de P . On choisit des mesures sur G(F );M(F ); U(F ) et K de
sorte que pour toute f 2 C1

c (G(F )), on ait l’égalité

Z
G(F )

f(x) dx =
Z
M(F )�U(F )�K

f(ynk) dk dn dy:

On munit u(F ) de la mesure telle que dans un voisinage assez petit ! de 0 dans
u(F ), l’exponentielle de ! dans U(F ) préserve les mesures.

Pour f 2 C1
c (g(F )), définissons fP 2 C1

c (m(F )) par

fP (Y ) =

Z
K�u(F )

f((Ad k)(Y +N)) dN dk

pour tout Y 2 m(F ). On vérifie les propriétés:

� pour tout Y 2 m(F ) \ greg(F ); J(Y; f) = J(Y; fP );
� (f̂)P = (fP )̂.
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190 J.-L. WALDSPURGER

Pour Z 2 greg(F ) et T 2 T M , posons

AT (Z) = fx 2 TZ(F )nG(F );x�1TZx = Tg:

Le groupe W (M;T ) agit sur AT (Z) à droite. On a

(1) quand T décrit un système de représentants de T M=M(F ) et x un système
de représentants de AT (Z)=W (M;T ), alors (Adx�1)(z) décrit un système de
représentants, modulo conjugaison par M(F ), de l’ensemble des éléments de
m(F ) conjugués à Z par un élément de G(F ).

Soient X;Z comme dans l’énoncé. Fixons un voisinage ouvert compact ! de
Z dans tZ(F ) tel que

� ! � greg(F );
� îG(X; :) est constant sur !;
� Pour tout T 2 T M et x 2 AT (Z); îM (X; :) est constant sur (Adx�1)(!);
� les ensembles (Adx�1)(!), pour tous T 2 T M et x 2 AT (Z), sont deux à

deux disjoints.

Choisissons f 2 C1
c (g(F )) telle que pour tout Z 0 2 greg(F ),

J(Z 0; f) =

(
1; s’il existe x 2 G(F ) tel que (Adx)(Z 0) 2 !;

0; sinon:

Alors

(2) J(X; f̂ ) = mes(!)̂iG(X;Z).

Mais

J(X; f̂ ) = J(X; f̂P )

=
X

T2TM=M(F )

jW (M;T )j�1
Z
t(F )

J(Z 0; fP )̂iM (X;Z 0) dZ 0:

Pour T 2 T M , l’intégrale ci-dessus est égale à

Z
t(F )

J(Z 0; f )̂iM (X;Z 0) dZ 0

=
X

X2AT (Z)

Z
(Adx�1)(!)

J(Z 0; f )̂iM (X;Z 0) dZ 0;

= mes(!)
X

x2AT (Z)

îM (X; (Ad x�1)(Z)):
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D’où

J(X; f̂ ) = mes(!)
X

T2TM=M(F )

X
x2AT (Z)=W (M;T )

îM (X; (Ad x�1)(Z)):

En comparant avec (2) et en tenant compte de (1), on obtient l’énoncé. 2

6.7. LEMME. Supposons E consistante. Alors il existe c 6= 0 tel que pour tous
Y 2 hG��reg(F ); Z 2 greg(F ), on ait les égalités

DG;H(Y;Z) = c
X
Z0

DM;H(Y;Z
0); ~DG;H(Y;Z) = c

X
Z0

~DM;H(Y;Z
0)

où l’on somme sur les Z 0 2 m(F ) conjugués à Z par un élément deG(F ), modulo
conjugaison par M(F ).

D’après les Lemmes 6.4 et 6.5, pour tous Y 0 2 hG��reg(F );X
0 2 greg(F ), on

a l’égalité

�G;H(Y
0;X 0) = c

X
X00

�M;H(Y
0;X 00); (1)

où X 00 parcourt les éléments de m(F ) conjugués à X 0 par un élément de G(F ),
modulo conjugaison par M(F ).

On vérifie que les formes quadratiques sur h(F ) déduites de h ; ig et de h ; im
sont égales. Il n’intervient donc qu’une seule fonction îH et une seule constante
 (h).

Considérons l’expression définissant ~DG;H(Y;Z) (cf. 1.1). Il intervient un terme
�G;H(Z

0; Z). Remplaçons-le par le membre de droite de l’égalité (1), appliquée à
Y 0 = Z 0;X 0 = Z . On obtient alors la deuxième égalité de l’énoncé.

Considérons l’expression définissant DG;H(Y;Z). Remplaçons le terme
�G;H(Y;X) par le membre de droite de l’égalité (1), appliquée à Y 0 = Y;X 0 = X .
On obtient:

DG;H(Y;Z) = c (g)
X
X

�M;H(Y;X )̂iG(X;Z); (2)

oũ X parcourt mG�reg(F ) modulo conjugaison par M(F ). Comme h ; ig est la
somme de h ; im et d’une forme quadratique déployée, on a  (g) =  (m). Il
reste à utiliser le Lemme 6.6 pour déduire de (2) la première égalité de l’énoncé.2

6.8. PROPOSITION. Supposons l’une des conditions suivantes vérifiées:

(a) E n’est pas consistante;
(b) E est consistante et la Conjecture 1.2 est vraie pour les donnéesEM . Alors la

Conjecture 1.2 est vraie pour les données E.
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Sous l’hypothèse (b), l’assertion résulte du Lemme 6.7. Si E n’est pas consis-
tante, le facteur de transfert est identiquement nul, les fonctions DG;H et ~DG;H

aussi. 2

7. Le cas non ramifié

7.1. On dit qu’un groupe réductif connexe défini sur F est non ramifié s’il est
quasi-déployé et se déploye sur une extension non ramifiée de F . Soient E =
(G;G�; ';H; s; �) 2 E(F ). On suppose dans tout le paragraphe 7:

� ' est trivial, i.e. il existe x� 2 G�( �F ) tel que (Ad x�) � ' soit défini sur F ;
� G est non ramifié.

Dans ce cas, l’immeuble de Bruhat–Tits deG possède des sommets hyperspéciaux
(cf. [T] 1.10.2). Fixons un tel sommet s. Notons o l’anneau des entiers de F . Soit
Go le groupe lisse sur o associé à s ([T] 3.4.1). En particulier G

o
�

o

F = G et, si
l’on pose K = Go(o), K est le sous-groupe des éléments de G(F ) qui fixent s.
Notons go l’algèbre de Lie deGo sur o. Alors go(o) s’identifie à une sous-o-algèbre
de g(F ) que l’on appelle une sous-algèbre hyperspéciale. Notons-la k et notons
1k 2 C1

c (g(F )) la fonction caractéristique de k.

7.2. Notons F nr le complété de la plus grande extension non ramifiée de F; onr son
anneau des entiers, pnr l’idéal maximal de o

nr;�nr le groupe de Galois de F nr=F .
Soit T 2 T G un tore non ramifié, i.e. déployé sur une extension non ramifiée. Tout
élément deX�(T ) ouX�(T ) est défini surF nr. Le tore T a une structure canonique
sur o, pour laquelle

T (o) =

�
X�(T )


Z

o
nr
�
�

nr

:

Ce groupe est le sous-groupe compact maximal de T (F ). On a l’égalité

t(F nr) = X�(T )

Z

F nr:

Tout caractère � 2 X�(T ) définit donc une forme linéaire �nr : t(F nr) ! F nr. Si
X 2 t(F nr) on dit que X est entier si �nr(X) 2 o

nr pour tout � 2 X�(T ). D’autre
part, le groupe de Weyl de T se réalise dans G(F nr), i.e. l’injection naturelle

NormG(F nr)(T )=T (F
nr)! NormG( �F )(T )=T (

�F )

est bijective. Notons WT ce groupe. Si X 2 t(F nr) est entier, on dit que X est de
réduction régulière si pour toutw 2WT�f1g, il existe� tel que�nr(w(X)�X) 62
p

nr.
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LEMME. Soit X 2 t(F ) un élément entier de réduction régulière. Il existe alors
X 0 2 k stablement conjugué à X . La classe de conjugaison sous K de X 0 est
uniquement déterminée. On a l’égalité

J(X 0; 1k) = mes(K)mes(T (o))�1:

Soit A un tore déployé maximal de G tel que le sommet s appartienne à
l’appartement associé à A. Soit T le commutant de A dans G. C’est un sous-tore
maximal de G, non ramifié. Il résulte de la construction du groupe Go que

(1) NormG(F nr)(T) = NormGo(o
nr)(T)T(F

nr);
(2) T(F nr) \Go(o

nr) = T(onr);
(3) t(F nr) \ go(o

nr) = t(onr).

Les tores T et T sont déployés sur F nr. Soit x 2 G(F nr) tel que T = xTx�1.
Notons f le Frobenius de F nr. Comme T et T sont définis sur F; f(x�1)x 2

NormG(F nr)(T). Appliquons (1). Soient n 2 NormGo(o
nr)(T) et z 2 T(F nr) tels que

f(x�1)x = nz. CommeGo est connexe, il existe y 2 Go(o
nr) tel quen = f(y)y�1.

Fixons un tel y, posons T 0 = y�1Ty. Alors T 0 est défini sur F . Posons x0 = xy.
Alors T = x0T 0x0�1. Or f(x0�1)x0 = y�1zy 2 T 0(F nr). Donc T 0 est stablement
conjugué à T et, en posant X 0 = (Ad x0�1)(X);X 0 appartient à t0(F ) et est
stablement conjugué à X . Posons Y = (Ad y)(X 0). Alors Y 2 t(F nr). Comme Y
est conjugué à X par un élément de G(F nr), Y est encore entier, i.e. Y 2 t(onr).
D’après (3), Y 2 go(o

nr) et comme y 2 Go(o
nr), on a aussi X 0 2 go(o

nr). Comme
X 0 est défini sur F , on a donc X 0 2 k. Cela démontre la première assertion du
lemme.

La deuxième se démontre comme en [K2] 7.1.
On en déduit immédiatement

J(X 0; 1k) = mes(T 0(F )nT 0(F )K) = mes(K)mes(T 0(F ) \K)�1:

Comme T 0 et T sont conjugués par un élément de Go(o
nr), il résulte de (2) que

T 0(F nr) \Go(o
nr) = T 0(onr). En prenant les points rationnels, on obtient T 0(F ) \

K = T 0(o). Nos mesures étant invariantes par conjugaison stable, mes(T 0(o)) =
mes(T (o)), ce qui achève la preuve. 2

7.3. On dit que les données endoscopiques (H; s; �) de G� sont non ramifiées si
H est non ramifié.

Remarques. (1) Si H est non ramifié, on peut prolonger � en un plongement
L� : LH ! LG de sorte que l’application composée � ! LH ! LG ! Ĝ

se factorise par Gal(F 0=F ) où F 0 est une extension finie non ramifiée de F . On
retrouve alors la définition de [H2] I.6.

(2) L’hypothèse H non ramifié implique l’hypothèse G� non ramifié que l’on
a faite au début du paragraphe 7. Plus généralement, si M est un groupe réductif
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connexe quasi-déployé sur F , notons F [M ] la plus petite extension de F qui
déployeM . Si (B ;T) est une paire�-stable deM;F [M ] est le corps des points fixes
du noyau de l’action de � sur X�(T). Si (H; s; �) sont des données endoscopiques
pour G�, on a alors:

F [G�] � F [H]:

Fixons des paires �-stables (B̂H ; T̂H); (B̂ ; T̂) pour Ĥ et Ĝ. Supposons �(T̂H) =
T̂. Soit � 2 � agissant trivialement sur T̂H . Soit x̂� 2 Ĝ tel que �Ĝ � � � ��1

Ĥ
=

(Ad x̂�)��. Alors ��1
Ĝ
� (Ad x̂�) agit trivialement sur T̂, donc conserve B̂ . Mais �Ĝ

conserve aussi B̂ , donc Ad x̂� conserve B̂ et x̂� 2 T̂. Mais alors �
Ĝ

agit trivialement
sur T̂. L’assertion en résulte. 2

7.4. LEMME. Supposons Gder simplement connexe. Si (H; s; �) est ramifié,
JG;H(Y; 1k) = 0 pour tout Y 2 hG��reg(F ).

La preuve est identique à celle de [K2]7.5. Comme en 7.2, soitA un tore déployé
maximal de G tel que le sommet s appartienne à l’appartement associé à A. Soit T
le commutant de A dans G. Pour Y 2 hG��reg(F ), on construit comme Kottwitz
un tore C et un groupe G1, définis sur F et non ramifiés, une suite exacte

1 ! G! G1 ! C ! 1 (1)

et un élément c 2 C(o) vérifiant la propriété suivante. Soit x1 2 G1(F ) d’image
c dans C(F ). Notons f1 la fonction sur g(F ) telle que f1(X) = 1k((Adx1)(X))
pour tout X 2 g(F ) (remarquons que G1 agit sur G par conjugaison). Alors on a
l’égalité

JG;H(Y; f1) = �JG;H(Y; lk); (2)

où � 6= 1.
NotonsT1 le centralisateur de l’image deT dansG1 etA1 le plus grand sous-tore

déployé de T1. On a la suite exacte

1 ! T! T1 ! C ! 1:

Comme il s’agit de tores non ramifiés, l’application T1(o) ! C(o) est surjective.
On peut supposer que x1 2 T1(o). On déduit de la suite (1) un plongement de l’im-
meuble de G dans celui de G1; G(F )-équivariant. L’appartement de A se plonge
dans celui deA1. Comme T1(o) agit trivialement sur ce dernier, il fixe s. Il en est de
même si l’on remplaceF par une extension non ramifiée. DoncT1(o) normaliseK .
Alors Adx1 normalise k donc f1 = 1k. La relation (2) implique alors l’assertion
du lemme. 2
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7.5. Supposons (H; s; �) non ramifié. Notons plus précisément kg la sous-algèbre
k que l’on a fixée. Fixons de même une sous-o-algèbre hyperspéciale kh de h(F ).
On pose alors la:

CONJECTURE (‘lemme fondamental pour les algèbres de Lie’). Il existe c 2 C �

tel que pour tout Y 2 hG��reg(F ), on ait l’égalité

J st(Y; 1kh) = cJG;H(Y; 1kg):

Remarque. La validité de cette assertion ne dépend pas des choix de kg et kh.

Notons de nouveau k = kg. Il suffit de prouver que si k0 est une autre sous-
o-algèbre hyperspéciale de g(F ), il existe c 6= 0 tel que pour tout Y 2 hG��reg(F ),

JG;H(Y; 1k0) = cJG;H(Y; 1k):

On applique ensuite cette assertion aux couples (G;H) et (H;H).
Introduisons le groupe adjointGad. D’après [T]2.5, il existe x 2 Gad(F ) tel que

k0 = (Adx)(k). Pour tout X 2 greg(F ), on a alors

J(X; 1k0) = J((Ad x�1)(X); 1k):

Pour Y 2 hG��reg(F ), on obtient

JG;H(Y; 1k0) =
X
X

�G;H(Y;X)J(X; 1k0)

=
X
X

�G;H(Y; (Adx)(X))J(X; 1k):

Il suffit donc de prouver qu’il existe c tel que pour tous Y 2 hG��reg(F ) et
X 2 greg(F ), on ait

�G;H(Y; (Adx)(X)) = c�G;H(Y;X):

Or l’isomorphisme Adx : G! G et les identités de G�;H; Ĝ; Ĥ définissent une
auto-équivalence des données E. L’assertion résulte alors de 2.4. 2

7.6. PROPOSITION. Supposons que G = SL(n) et que la caractéristique
résiduelle p de F vérifie p > n. Alors la Conjecture 7.5 est vraie.

Soient Y 2 hG��reg(F ) et F 0 une extension finie de F déployant TY . On
peut supposer F 0 modérément ramifiée sur F . Notons o

0 l’anneau d’entiers de F 0.
On a tY (F 0) = X�(TY ) 
ZF

0. Disons que Y est entier si �(Y ) 2 o
0 pour tout

� 2 X�(TY ). Si Y n’est pas entier, aucun conjugué stable de Y n’appartient à kh.
De même, siX 2 greg(F ) a pour image Y;X ne peut pas appartenir à kg. Les deux
membres de la formule à démontrer sont nuls. Supposons Y entier. D’après [W2]
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Proposition 5.4 et d’après le fait que �G;H est invariant par homothétie de rapport
carré, il existe un ensemble fini J � Z et, pour tout j 2 J , des nombres complexes
cst
j (Y ); c

G;H
j (Y ), de sorte que pour tout � 2 o \ F�2 (où F�2 est l’ensemble des

carrés de F�), on ait

J st(�Y; 1kh) =
X
j2J

j�j
j
F c

st
j (Y );

JG;H(�Y; 1kg) =
X
j2J

j�j
j
F c

G;H
j (Y ):

Il suffit donc de prouver l’existence de c, indépendant de Y , tel que pour tout
� 2 o \ F�2, de valuation assez grande, on ait l’égalité

J st(�Y; 1kh) = cJG;H(�Y; 1kg):

Fixons comme en [W2] III.6, une exponentielle tronquée à l’ordre 2, notée e,
de l’ensemble des éléments topologiquement nilpotents de h(F ) sur l’ensemble
des éléments topologiquement unipotents de H(F ) (il faut supposer n > 2 pour
disposer d’une telle exponentielle tronquée : : :). Notons KG le groupe noté K en
7.1, KH son analogue pour H et 1KG

; 1KH
leurs fonctions caractéristiques dans

G(F ), resp. H(F ). Si � 2 o est de valuation > 1, on a les égalités

J st(�Y; 1kh) = J st(e(�Y ); 1KH
);

JG;H(�Y; 1kg) = JG;H(e(�Y ); 1KG
);

où les membres de droite sont les intégrales usuelles ‘au niveau’ des groupes.
Comme p > n, on sait qu’il existe c tel que pour tout y 2 H(F ), image d’un
élément fortement régulier de G(F ), on ait l’égalité

J st(y; 1KH
) = cJG;H(y; 1KG

)

(cf. [W3]). Cela achève la démonstration. 2

8. Des propositions locales

8.1. On fixe pour tout le paragraphe 8 des donnéesE = (G;G�; ';H; s; �) 2 E(F )
et  et h ; ig comme en 1.1.

SoitX� 2 g�reg(F ). Notons g(X�;F ) l’ensemble desX 2 g(F ) tels qu’il existe
x� 2 G�( �F ) de sorte que X� = (Adx�) � '(X). Rappelons que l’on a défini
un groupe K(TX�=F ). Notons K(TX�=F )

D son dual. Pour X;X 0 2 g(X�;F ),
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on définit inv (X�;X;X 0) 2 K(TX�=F )
D de la façon suivante. Choisissons

x�; x
0� 2 G�

sc(
�F ) tels que

(Adx�) � '(X) = X�; (Ad x
0�) � '(X 0) = X�:

Pour � 2 �, posons

v(�) = x
0�' � �G � '

�1(x0��1x�)x��1:

Alors v(�) 2 TX�;sc( �F ) et v est un cocycle de � dans TX�;sc( �F ). Le groupe
H1(�; TX�;sc( �F )) s’identifie au dual de �0([T̂X�=Z(Ĝ)]

�), lequel s’envoie nature-
llement dans K(TX�=F )

D. On note inv (X�;X;X 0) l’image de v par ces appli-
cations. Elle ne dépend pas des choix et ne dépend que des classes de conjugaison
sous G(F ) de X et X 0.

Soit � 2 K(TX�=F ). On appellera �-fonction au dessus de X� une fonction
� : g(X�;F ) ! C telle que

� � est invariante par conjugaison par G(F );
� si X;X 0 2 g(X�;F ); �(X) = h�; inv(X�;X;X 0)i�(X 0).

Pour une telle fonction � et pour f 2 C1
c (g(F )), on pose

J�(X�; f) =
X
X

�(X)J(X; f);

où X parcourt g(X�;F ) modulo conjugaison par G(F ).
Dans le cas particulier où G = G� et ' = id, la fonction � définie par

�(X) = h�; inv(X�;X;X�)i

pour X 2 g(X�;F ) est une �-fonction au-dessus de X� et on posera simplement
J�(X�; f) = J�(X�; f).

8.2. SoientX� 2 g�reg(F ); � 2 K(TX�=F );Y un sous-ensemble fini dehG��reg(F ).
Notons Y0 le sous-ensemble des Y 2 Y tels que

� il existe un diagramme D(Y;X�;F );
� le terme �Y associé (cf. 2.2) est égal à �.

PROPOSITION. Supposons g(X�;F ) 6= ;. Alors il existe des fonctions f 2

C1
c (g(F )) et fH 2 C1

c (h(F )) vérifiant les conditions suivantes.

(i) Si X 2 Supp (f), il existe x� 2 G�(F ) tel que (Adx�) � '(X) 2 tX�(F ) \
g�reg(F ); si Y 2 Supp (fH), alors Y est l’image d’un élément de tX�(F ) \
g�reg(F ).

(ii) Pour tout Y 2 hG��reg(F ),

J st(Y; fH) = JG;H(Y; f):
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(iii) SoientZ� 2 g�reg(F ); � 2 K(TZ�=F ); � une � -fonction au-dessus de Z�. Sup-
posons que les couples (TX� ; �) et (TZ� ; �) ne sont pas stablement conjugués.
Alors

J�(Z�; f) = 0:

(iv) SoientY 2 hG��reg(F ); � 2 K(TY =F ). Supposons � 6= 1. AlorsJ�(Y; fH) =
0.

(v) Soient � 2 K(TX�=F ) et � une � -fonction au-dessus de X�, non nulle. Alors

J�(X�; f̂)

(
6= 0; si � = �;

= 0; si � 6= �:

(vi) Soient Y 2 Y; � 2 K(TY =F ). On a les égalités
J� (Y; f̂H) = 0 si Y 62 Y0 ou si � 6= 1;

JG;H(Y; f̂) = 0 siY 62 Y0;

J� (Y; f̂H) =  (g) (h)
�1JG;H(Y; f̂) 6= 0 si Y 2 Y0 et � = 1.

Remarque typographique: f̂H est la transformée de Fourier de fH .
La preuve occupe les paragraphes 8.3 à 8.9.

8.3. On fixe des systèmes de représentants T G
0 , resp. T H

0 , de l’ensemble des sous-
tores maximaux de G, resp. H , définis sur F , à conjugaison près par G(F ), resp.
H(F ). Notons Y 0 l’ensemble des Y 0 2 hreg(F ) tels que TY 0 2 T H

0 et Y 0 est
conjugué à un élément de Y par un élément de H(F ). La proposition ci-dessus est
équivalente à la même proposition où l’on remplace Y par Y 0. En oubliant Y 0, on
peut donc supposer que pour tout Y 2 Y; TY 2 T H

0 .
Si T; T 0 2 T G, notons I(T; T 0) l’ensemble des isomorphismes de T sur T 0 qui

sont définis sur F et de la forme Adx pour un x 2 G( �F ). Rappelons que l’on
note W (G;T 0) = NormG(F )(T

0)=T 0(F ). Le groupe W (G;T 0) agit à gauche sur
I(T; T 0). Fixons un ensemble de représentants I0(T; T

0) de W (G;T 0)nI(T; T 0).
Pour Z 2 t(F ) \ greg(F ), l’ensemble fi(Z); i 2 I0(T; T

0); T 0 2 T G
0 g est un

ensemble de repésentants des éléments de g(F ) stablement conjugués à Z modulo
conjugaison parG(F ). Donc si f est une fonction sur la classe stable deZ invariante
par conjugaison par G(F ), la sommeX

T 02T G0

jW (G;T 0)j�1
X

i2I(T;T 0)

f(i(Z))

est égale àX
Z0

f(Z 0)

sommé sur la classe stable de Z modulo conjugaison par G(F ). On pose

wG(T ) =
X

T 02T G0

jW (G;T 0)j�1jI(T; T 0)j:
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Des considérations analogues s’appliquent au groupe H .
Si T 2 T G et T � 2 T G� , on note I(T; T �) l’ensemble des isomorphismes

de T sur T � qui sont définis sur F et de la forme (Adx�) � ' pour un x� 2

G�( �F ). Fixons des paires �-stables (B ;T) de G� et (BH ;TH) de H . On a un
isomorphisme (sur �F ) � : TH ! T. Si T 2 T G et T 0 2 T H , on note I(T; T 0)
l’ensemble des isomorphismes de T sur T 0 qui sont définis sur F et de la forme
(Ad y) � ��1 � (Adx�) � ' pour un y 2 H( �F ) tel que yTHy�1 = T 0 et un
x� 2 G�( �F ) tel que (Adx�) � '(T ) = T. Si T � 2 T G� et T 0 2 T H , on définit
I(T �; T 0) de façon analogue. Dans ce dernier cas, un élément i 2 I(T �; T 0) définit
un élément �[i] 2 K(T �=F ) (cf. 2.2, définition de �Y ).

D’après l’hypothèse g(X�;F ) 6= ;, il existe T 2 T G
0 tel que I(T; TX�) 6= ;.

On fixe un tel T et iT 2 I(T; TX�). On pose X = i�1
T (X�). Pour T 0 2 T H et

i 2 I(T; T 0), on pose �[i] = �[i � i�1
T ]. Pour T 0 2 TG et i 2 I(T; T 0), la fonction

t(F ) \ greg(F )! K(TX�=F )
D

Z 7! inv(iT (Z); i(Z); Z)

est constante. On note inv(i) sa valeur.
Pour T 0 2 T G etZ;Z 0 2 t0(F ), on note  (Z;Z 0) la constante de Weil associée

à la forme quadratique Z 00 7! h[Z 00; Z]; [Z 0; Z 00]ig sur g(F )=t0(F ).
Pour Z;Z 0 2 greg(F ), on pose

âG(Z;Z 0) =
X
x

 ((Adx)(Z); Z 0) (h(Ad x)(Z); Z 0ig)

où on somme sur les x 2 TZ0(F )nG(F ) tels que (Adx)(Z) 2 tZ0(F ). On définit
de même âH(Y; Y 0) pour Y; Y 0 2 hreg(F ).

On suppose, ainsi qu’il est loisible, que les mesures sur les tores sont fixées
comme en 4.4.

8.4. Pour T 0 2 T G
0 [ T H

0 , posons

XT 0 = fi(X); i 2 I(T; T 0)g [ fi�1(Y );Y 2 Y; i 2 I(T 0; TY )g:

Fixons Z0 2 t(F )\ greg(F ) tel que siX 0 2 XT �fXg, on ait hX 0�X;Z0ig 6= 0.
D’après [W1] proposition VIII.1, il existe un entier N tel que si � 2 F� vérifie
vF (�) < �N (où vF est la valuation usuelle de F ), on ait

(1) pour tous T 0; T 00 2 T G
0 ;X 0 2 XT 0 ; i

00 2 I(T; T 00),

îG(X 0; i00(�Z0)) = âG(X 0; i00(�Z0));

(2) pour tous T 0; T 00 2 T H
0 ; Y 0 2 XT 0 ; i

00 2 I(T; T 00),

îH(Y 0; i00(�Z0)) = âH(Y 0; i00(�Z0)):
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Soit $ une uniformisante de o. Fixons un entier r > 1 tel que

(3) 1 +$r
o � F�2;

� les ensembles i((1 + $r
o)Z0), pour T 0 2 T G

0 et i 2 I(T; T 0), sont deux à
deux disjoints

� les ensembles i((1 + $r
o)Z0), pour T 0 2 T H

0 et i 2 I(T; T 0), sont deux à
deux disjoints

Il existe un entier N tel que si � 2 F� vérifie vF (�) < �N , on ait
(4) pour tout X 0 2 XT � fXg, le caractère � 7!  ($r��hX 0 �X;Z0ig) est

non trivial sur o.
On fixe N tel que (1), (2) et (4) soient vérifiés et � 2 F� tel que vF (�) <

�N . Posons !0 = �(1 + $r
o)Z0. Notons d la droite portée par Z0, fixons un

supplémentaire s de d dans t. Si Z 2 t(F ), on note Zd sa composante dans d(F ),
relativement à la décomposition t(F ) = d(F )� s(F ). Soit !s un voisinage ouvert
compact de 0 dans s(F ), posons ! = !0 � !s. Les fonctions intervenant dans (5),
(6) et (9) ci-dessous sont localement constantes. Si !s est assez petit, on a donc

�! � greg(F );

(5) pour tous T 0; T 00 2 T G
0 ;X 0 2 XT 0 ; i

00 2 I(T; T 00); Z 2 !,

îG(X 0; i00(Z)) = âG(X 0; i00(Z)) = âG(X 0; i00(Zd));

(6) pour tous T 0; T 00 2 T H
0 ; Y 0 2 XT 0 ; i

00 2 I(T; T 00); Z 2 !,

îH(Y 0; i00(Z)) = âH(Y 0; i00(Z)) = âH(Y 0; i00(Zd));

(7) les ensembles i(!), pour T 0 2 T G
0 et i 2 I(T; T 0), sont deux à deux disjoints;

(8) les ensembles i(!), pour T 0 2 T H
0 et i 2 I(T; T 0), sont deux à deux disjoints;

(9) pour tous T 0 2 T H
0 ; i0 2 I(T; T 0), la fonction

Z 7! �G;H(i
0(Z); Z)

est constante sur !.
On suppose ces propriétés vérifiées. Dans la situation de (9), on note �G;H(i

0)
la valeur constante de la fonction.

8.5. On définit une fonction f! sur ! par

f!(Z) =  (�hX;Zdig)

pour tout Z 2 !. Pour tout T 0 2 T G
0 , resp. T H

0 , et tout i 2 I(Y; T 0), on fixe un
fonction fi 2 C1

c (g(F )), resp. C1
c (h(F )), telle que

(1) tout élément de Supp(fi) est conjugué à un élément de i(!) par un élément
de G(F ), resp. H(F );
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(2) pour tout Z 2 !; J(i(Z); fi) = f!(Z).
On pose

f =
X

T 02T G0

jW (G;T 0)j�1
X

i2I(T;T 0)

h�; inv(i)i�1fi;

fH = wG(T )
X

T 02T H0

wH(T 0)�1jW (H;T 0)j�1
X

i2I(T;T 0);�[i]=�

�G;H(i)fi :

On va montrer que ces fonctions vérifient les conditions de l’énoncé. Le (i) est
immédiat.

8.6. Soient Z�; � et � comme en (iii) (on suppose g(Z�;F ) 6= ;, sinon (iii) est
trivial). D’après les considérations de 8.3, on a l’égalité

J�(Z�; f) =
X

T12T
G

0

jW (G;T1)j
�1

X
i12I(T1;TZ�)

� � i�1
1 (Z�)J(i�1

1 (Z�); f);

(1) J�(Z�; f) =
P
T1;T22T

G

0

P
i12I(T1;TZ�)

P
i22I(T;T2)

jW (G;T1)j
�1

jW (G;T2)j
�1� � i�1

1 (Z�)h�; inv(i2)i�1J(i�1
1 (Z�); fi2).

D’après 8.5 (1), J(i�1
1 (Z�); fi2) 6= 0 seulement si T1 = T2 et s’il existe w 2

W (G;T1) tel que i�1
1 (Z�) 2 wi2(!). Dans ce cas j = i1wi2 2 I(T; TZ�) et

Z� 2 j(!). D’où

(2) J�(Z�; f) = 0 s’il n’existe pas de j 2 I(T; TZ�) tel que Z� 2 j(!).
Supposons qu’un tel j existe. Il est alors unique d’après 8.4 (7). Les sommes

dans l’expression (1) se réduisent à des sommes sur T 0 2 T G
0 ; i 2 I(T; T 0); w 2

W (G;T 0): on pose T1 = T2 = T 0; i2 = i; i1 = ji�1w�1. On a alors

J(i�1
1 (Z�); fi2) = f! � j

�1(Z�)

d’après 8.5 (2),

� � i�1
1 (Z�) = � � ij�1(Z�)

d’après l’invariance de � par conjugaison par G(F ). Le terme w n’intervient plus
et la somme en w fait apparaitre un facteur jW (G;T 0)j. D’où

J�(Z�; f) = f! � j
�1(Z�)

X
T 02T G0

jW (G;T 0)j�1

X
i2I(T;T 0)

� � ij�1(Z�)h�; inv(i)i�1:
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PosonsZ
0� = iT j

�1(Z�). L’isomorphisme iT j�1 envoie TZ� sur TX� . Il est défini
sur F . On en déduit par fonctorialité un isomorphisme

� : K(TZ�=F )! K(TX�=F ):

Notons �D son transposé. Pour Z;Z 0 2 g(Z�;F ) = g(Z
0�;F ), on vérifie l’égalité

�D(inv(Z�;Z;Z 0)) = inv(Z
0�;Z;Z 0):

Donc � est une �(�)-fonction au-dessus de Z
0�. Pour T 0 2 T G

0 et i 2 I(T; T 0), on
a alors

� � ij�1(Z�) = � � j�1(Z�)h�(�); inv(Z
0�; ij�1(Z�); j�1(Z�)i;

= � � j�1(Z�)h�(�); inv(i)i:

D’où

J�(Z�; f) = f! � j
�1(Z�)� � j�1(Z�)

X
T 02T G0

jW (G;T 0)j�1

X
i2I(T;T 0)

h�(�)��1; inv(i)i:

Comme en 8.3, la somme ci-dessus est égale à

X
�2K(TX�=F )

D

h�(�)��1; �i:

Elle est nulle si �(�) 6= �, égale à wG(T ) si �(�) = �. D’où

J�(Z�; f) =

(
0; si�(�) 6= �;

wG(T )f! � j
�1(Z�)� � j�1(Z�); si�(�) = �:

Mais si �(�) = �, les couples (TZ� ; �) et (TX� ; �) sont stablement conjugués (par
iT j

�1 qui est de la forme Ad x� pour un x� 2 G�( �F )). On obtient l’assertion (iii)
de la proposition.

Soit Y 2 hG��reg(F ). Supposons TY 2 T H
0 . Fixons Z� 2 g�reg(F ) tel qu’il

existe un diagrammeD(Y;Z�;F ). Soit �Y 2 K(TZ�=F ) l’élément associé à Y . Si
g(Z�;F ) = ;; JG;H(Y; f) = 0. Si g(Z�;F ) 6= ;, la fonction X 7! �G;H(Y;X)
est une �Y -fonction au-dessus de Z�. On peut appliquer les calculs ci-dessus à
JG;H(Y; f). Notons que si j existe, le composé de j et de l’isomorphisme TZ� !
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TY déduit du diagramme est un isomorphisme i 2 I(T; TY ). Alors �(�Y ) = �[i]
et �G;H(Y; j

�1(Z�)) = �G;H(i). D’où

(3)JG;H(Y; f) =

8>><
>>:
wG(T )f!(Z)�G;H(i);

s0il existe i 2 I(T; TY ) etZ 2 ! tels que�[i] = � et i(Z) = Y ;

0; sinon:

8.7. Soit Y 2 hG��reg(F ). Supposons TY 2 T H
0 . On a l’égalité

(1) J(Y; fH) = wG(T )
P
T 02T H0

wH(T 0)�1jW (H;T 0)j�1P
i02I(T;T 0);�[i0]=�

�G;H(i
0)J(Y; fi0).

D’après 8.5 (1), JH(Y; fi0) 6= 0 seulement si T 0 = TY et il existe w 2 W (H;T 0)
tel que Y 2 wi0(!). Notons que �[wi0] = �[i0]. En posant i = wi0, on obtient

(2) J(Y; fH) = 0, s’il n’existe pas de i 2 I(T; TY ) et de Z 2 ! tels que
�[i] = � et i(Z) = Y .

Supposons qu’il existe un tel couple (i; Z) qui est alors unique. Les sommes
dans l’expression (1) se réduisent en des sommes sur T 0 = TY et w 2 W (G;T 0):
on pose i0 = w�1i. On a alors �G;H(i

0) = �G;H(i); J(Y; fi0) = f!(Z). D’où

(3) J(Y; fH) = wG(T )wH(TY )
�1f!(Z)�G;H(i), s’il existe i 2 I(T; TY ) et

Z 2 ! tels que �[i] = � et i(Z) = Y .
Si Y 0 2 hG��reg(F ) est stablement conjugué à Y , il résulte de (2) et (3)

que J(Y 0; fH) = J(Y; fH). L’assertion (iv) de l’énoncé en résulte. De plus
J st(Y; fH) = wH(TY )J(Y; f

H). En comparant les formules (2) et (3) ci-dessus
avec la formule (3) de 8.6, on obtient l’assertion (ii) de la proposition.

8.8. Soient Z� 2 g�reg(F ); � 2 K(TZ�=F ) et � une � -fonction au-dessus de X�.
On suppose l’une des deux conditions suivantes vérifiées:

(1) Z� = X�;
(2) il existe Y 2 Y et i 2 I(TZ� ; TY ) tels que i(Z�) = Y et Y n’est pas une

image de X .
Comme en 8.6, on a

(3) J�(Z�; f̂) =
P
T1;T22T

G

0

P
i12I(T1;TZ�)

P
i22I(T;T2)

jW (G;T1)j
�1jW (G;T2)j

�1

� � i�1
1 (Z�)h�; inv(i2)i�1J(i�1

1 (Z�); f̂i2).

Fixons T1; T2; i1; i2. On a

J(i�1
1 (Z�); f̂i2) =

X
T32T

G

0

jW (G;T3)j
�1
Z
t3(F )

îG(i�1
1 (Z�); Z)J(Z; fi2) dZ:

Le terme J(Z; fi2) est non nul seulement si T2 = T3 et il existe w 2 W (G;T2)
tel que Z 2 wi2(!). D’après 8.4 (7) et puisque nos fonctions sont invariantes par
conjugaison, on obtient

J(i�1
1 (Z�); f̂i2) =

Z
!
îG(i�1

1 (Z�); i2(Z))f!(Z) dZ:
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Décomposons la mesure sur ! en produit d’une mesure sur !s et d’une mesure sur
!0. D’après la définition de f! et 8.4 (5), la fonction à intégrer ne dépend que de
Zd. En appliquant 8.4 (5), on obtient

J(i�1
1 (Z�); f̂i2) = mes(!s)

Z
!0

âG(i�1
1 (Z�); i2(Z))f!(Z) dZ:

Par définition de âG, l’expression est nulle si T1 6= T2. Supposons T1 = T2. Alors
pour Z 2 !0, on a

âG(i�1
1 (Z�); i2(Z)) =

X
w2W (G;T1)

 (wi
�1
1 (Z�); i2(Z)) (hwi

�1
1 (Z�); i2(Z)ig):

D’après [W1] VIII.8 (6),

 (wi
�1
1 (Z�); i2(Z)) =  (i

�1
2 wi�1

1 (Z�); Z):

En utilisant 8.4 (3), obtient

 (wi
�1
1 (Z�); i2(Z)) =  (i

�1
2 wi�1

1 (Z�); �Z0):

La forme h ; ig étant invariante par G(F ) l’est aussi par G( �F ), par prolongement
algébrique. Donc

 (hwi�1
1 (Z�); i2(Z)ig) =  (hi�1

2 wi�1
1 (Z�); Zig):

En utilisant la définition de f!, on obtient

J(i�1
1 (Z�); f̂i2) = mes(!s)

X
w2W (G;T1)

 (i
�1
2 wi�1

1 (Z�); �Z0)

�

Z
!0

 (hi�1
2 wi�1

1 (Z�)�X;Zig) dZ:

D’après 8.4 (4), l’intégrale ci-dessus est nulle sauf si i�1
2 wi�1

1 (Z�) = X . Dans ce
cas elle vaut mes(!0). Notons que si i�1

2 wi�1
1 (Z�) = X et Y est une image de Z�,

alors Y est aussi une image de X . Cette condition ne peut donc pas être réalisée
sous l’hypothèse (2). On a donc

(4) J�(Z�; f̂) = 0 sous l’hypothèse (2).

Supposons désormaisZ� = X�. La condition i�1
2 wi�1

1 (X�) = X est équivalente
à i1w�1i2 = iT et l’on obtient

J(i�1
1 (X�); f̂i2) =

(
mes (!) (X;�Z0); siT1 = T2 et i1 2 iT i

�1
2 W (G;T1);

0 sinon:
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Reportons cette valeur dans l’expression (3). Les sommes se réduisent en des
sommes sur T 0 2 T G

0 ; i 2 I(T; T 0); w 2 W (G;T 0): on pose T1 = T2 = T 0; i2 =
i; i1 = iT i

�1w. Comme � est invariante par conjugaison, le terme w n’intervient
plus, il sort un facteur jW (G;T 0)j et l’on obtient

J�(X�; f̂) = mes(!) (X;�Z0)
X

T 02T G0

jW (G;T 0)j�1

X
i2I(T;T 0)

� � i(X)h�; inv(i)i�1:

On a � � i(X) = h�; inv(X�; i(X);X)i�(X) = h�; inv(i)i�(X), d’où

J�(X�; f̂) = mes(!) (X;�Z0)�(X)
X

T 02T G0

jW (G;T 0)j�1

X
i2I(T;T 0)

h���1; inv(i)i�1:

Cette somme se calcule comme en 8.6 et l’on obtient

(5)J�(X�; f̂) =

(
wG(T )mes (!) (X;�Z0)�(X); si � = �;

0; si � 6= �:

Le (v) de la proposition en résulte.
Soit Y 2 Y . Comme en 8.6, on peut utiliser les formules ci-dessus pour calculer

JG;H(Y; f̂). Les formules (4) et (5) conduisent à l’égalité

(6)JG;H(Y; f̂) =

(
0; siY 62 Y0;

wG(T )mes (!) (X;�Z0)�G;H(Y;X); siY 2 Y0:

8.9. Soit Y 2 hG��reg(F ). Supposons TY 2 T H
0 et Y stablement conjugué à un

élément de Y . On a

(1) J(Y; f̂H) = wG(T )
P
T12T

H

0
wH(T1)

�1jW (H;T1)j
�1P

i12I(T;T1)
;

�[i1] = ��G;H(i1)J(Y; f̂i1).

Fixons T1 et i1. On a

J(Y; f̂i1) =
X

T22T
H

0

jW (H;T2)j
�1
Z
t2(F )

îH(Y;Z)J(Z; fi1) dZ:

En utilisant 8.4 (6) et (8), le même calcul qu’en 8.8 conduit à l’égalité

J(Y; f̂i1) = mes(!s)
Z
!0

âH(Y; i1(Z))f!(Z) dZ:
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206 J.-L. WALDSPURGER

Par définition de âH , l’expression est nulle si T1 6= TY . Supposons T1 = TY . Pour
Z 2 !0, on a alors

âH(Y; i1(Z)) =
X

w2W (H;T1)

 (w(Y ); i1(Z)) (hw(Y ); i1(Z)ih):

On a

 (w(Y ); i1(Z)) =  (Y;w
�1i1(�Z0)):

Par définition de la forme h ; ih, on a

 (hw(Y ); i1(Z)ih) =  (hi�1
1 w(Y ); Zig):

En utilisant la définition de f!, on obtient

J(Y; f̂i1) = mes(!s)
X

w2W (H;T1)

 (Y;w
�1i1(�Z0))

Z
!0

 (hi�1
1 w(Y )�X;Zig) dZ:

D’après l’hypothèse sur Y et 8.4 (4), l’intégrale est nulle sauf si i�1
1 w(Y ) =

X . Dans ce cas, elle vaut mes(!0). Si Y n’est pas une image de X , la relation
i�1
1 w(Y ) = X n’est jamais vérifiée. Si Y est une image de X , soit iY l’unique

élément de I(T; TY ) tel que iY (X) = Y . L’existence de w tel que i�1
1 w(Y ) = X

est équivalente à i1 2W (H;TY )iY et alors w = i1i
�1
Y . On obtient

J(Y; f̂i1) =

8>><
>>:

mes(!) (Y; iY (�Z0)); siY est une image de

X;T1 = TY et i1 2W (H;TY )iY ;

0; sinon:

Reportons cette égalité dans (1). Notons que si i1 2W (H;TY )iY , on a�G;H(i1) =
�G;H(iY ) et �[i1] = �[iY ]. On obtient

J(Y; f̂H) =

8>><
>>:

mes (!)wG(T )wH(TY )�1 (Y; iY (�Z0))�G;H(iY );

siY est une image deX et�[iY ] = �

0; sinon:

En vertu de [W1]VIII.8 (6), cette expression est invariante par conjugaison stable.
Si Y 2 Y et � 2 K(TY =F )� f1g, on obtient donc

J� (Y; f̂H) = 0:

On obtient aussi

J st(Y; f̂H) =

(
mes(!)wG(T ) (Y; iY (�Z))�G;H(iY ); siY 2 Y0;

0; sinon:
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Pour achever la preuve de (vi) et de la proposition, on compare cette expression à
la formule (6) de 8.8. Il reste à prouver que pour Y 2 Y0,

 (Y; iY (�Z0))�G;H(iY ) =  (g) (h)
�1 (X;�Z0)�G;H(Y;X):

Rappelons que �G;H(iY ) = �G;H(iY (�Z0); �Z0), cf. 8.4 (9). L’égalité ci-dessus
a été prouvée en [W1]VIII.8, égalité précédant (8). 2

8.10. Soient maintenant Y un sous-ensemble fini de hG��reg(F ) et Z 2 greg(F ).
Utilisons les notations de 8.3. Posons T = TZ et fixons un voisinage ! de Z dans
t(F ) tel que

� ! � greg(F );
(1) les ensembles i(!) pour i 2 I(T; T ) sont deux à deux disjoints;
(2) pour tous T 0 2 T G

0 ; Y 2 Y; i 2 I(T 0; TY ), la fonction Z 0 7! îG(i�1(Y ); Z 0)
est constante sur !;

(3) pour tous T 0; T 00 2 T H
0 ; Y 2 Y; i00 2 I(TY ; T

00); i0 2 I(T; T 0), la fonction
Z 0 7! îH(i00(Y ); i0(Z 0)) est constante sur !;

� pour tous T 0 2 T H
0 ; i 2 I(T; T 0), la fonction Z 0 7! �G;H(i(Z

0); Z 0) est
constante sur !.

On note �G;H(i) cette valeur constante.
Fixons une fonction f 2 C1

c (g(F )) telle que tout élément de Supp(f ) soit
conjugué à un élément de ! par un élément de G(F ) et, si Z 0 2 !; J(Z 0; f) = 1.
Pour tous T 0 2 T H

0 ; i 2 I(T; T 0), soit fi 2 C1
c (h(F )) une fonction telle que tout

élément de Supp(fi) soit conjugué à un élément de i(!) par un élément de H(F )
et, si Z 0 2 !; J(i(Z 0); fi) = 1. Posons

fH =
X

T 02T H0

wH(T 0)�1jW (H;T 0)j�1
X

i2I(T;T 0)

�G;H(i)fi:

PROPOSITION. (i) Pour tout Y 2 hG��reg(F ), on a l’égalité

J st(Y; fH) = JG;H(Y; f):

(ii) Pour tout Y 2 Y , on a les égalités

JG;H(Y; f̂) =  (g)
�1mes(!)DG;H(Y;Z);

J st(Y; f̂H) =  (h)
�1mes(!) ~DG;H(Y;Z):

On suppose, ainsi qu’il est loisible, que les mesures sur les tores sont normalisées
comme en 4.4. Soit Y 2 hG��reg(F ). Supposons, ainsi qu’il est loisible, que
TY 2 T H

0 . On a l’égalité
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208 J.-L. WALDSPURGER

(4) JG;H(Y; f)

=
X

T 02T G0

jW (G;T 0)j�1
X

i2I(T 0;TY )

�G;H(Y; i
�1(Y ))J(i�1(Y ); f):

Le terme J(i�1(Y ); f) est non nul seulement si T 0 = T et il existe w 2W (G;T )
tel que i�1(Y ) 2 w(!). Dans ce cas iY = iw appartient à I(T; TY ) et Y 2 iY (!).
Si un tel iY existe, il est unique d’après (1). Supposons qu’il existe. Les sommes
dans l’expression (4) se réduisent à une somme sur T 0 = T et w 2 W (G;T ); on
pose i = iY w

�1. On a alors �G;H(Y; i
�1(Y )) = �G;H(iY ); J(i

�1(Y ); f) = 1.
D’où

(5)JG;H(Y; f) =

(
�G;H(iY ); s0il existe iY 2 I(T; TY ) tel queY 2 iY (!);

0; sinon:

On a

J(Y; fH) =
X

T 02T H0

wH(T 0)�1jW (H;T 0)j�1
X

i2(T;T 0)

�G;H(i)J(Y; fi):

Or J(Y; fi) est non nul seulement si T 0 = TY et il existe w 2 W (H;T 0) tel que
Y 2 wi(!). Un calcul analogue à celui ci-dessus conduit à l’égalité

J(Y; fH) =

8>><
>>:
�G;H(iY )w

H(TY )
�1; s0il existe iY 2 I(T; TY )

tel queY 2 iY (!);

0; sinon:

Cette expression est invariante par conjugaison stable. DoncJ st(Y; fH) = wH(TY )
J(Y; fH). En comparant avec (5), on obtient l’assertion (i) de l’énoncé.

Soit Y 2 Y . On peut encore supposer que TY 2 T H
0 . On a l’égalité

JG;H(Y; f̂) =
X

T12T
G

0

jW (G;T1)j
�1

X
i12I(T1;TY )

�G;H(Y; i
�1
1 (Y ))J(i�1

1 (Y ); f̂):

Fixons T1 et i1. On a

J(i�1
1 (Y ); f̂) =

X
T22T

G

0

jW (G;T2)j
�1
Z
t2(F )

îG(i�1
1 (Y ); Z 0)J(Z 0; f) dZ 0:

Supposons, comme il est loisible, que T 2 T G
0 . Le terme J(Z 0; f) est non nul si

et seulement si T2 = T et il existe w 2 W (G;T ) tel que Z 0 2 w(!). Dans ce cas
îG(i�1

1 (Y ); Z 0) = îG(i�1
1 (Y ); Z) d’après (2). On obtient

J(i�1
1 (Y ); f̂) = mes(!)̂iG(i�1

1 (Y ); Z):
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D’où

JG;H(Y; f̂) = mes(!)
X

T12T
G

0

jW (G;T1)j
�1

X
i12I(T1;TY )

�G;H(Y; i
�1
1 (Y ))̂iG(i�1

1 (Y ); Z);

= mes(!)
X
X

�G;H(Y;X )̂iG(X;Z);

où X parcourt greg(F ) modulo conjugaison par G(F ). On obtient la première
égalité de (ii).

Soit Y 2 hG��reg(F ) stablement conjugué à un élément de Y . Supposons
TY 2 T H

0 . On a

J(Y; f̂H) =
X

T12T
H

0

wH(T1)
�1jW (H;T1)j

�1
X

i12I(T;T1)

�G;H(i1)J(Y; f̂i1):

Fixons T1 et i1. On a

J(Y; f̂ i1) =
X

T22T
H

0

jW (H;T2)j
�1
Z
t2(F )

îH(Y;Z 0)J(Z 0; fi1) dZ 0:

Le terme J(Z 0; fi1) est non nul si et seulement siT2 = T1 et il existew 2W (H;T1)

tel queZ 0 2 wi1(!). Dans ce cas îH(Y;Z 0) = îH(Y; i1(Z)) d’après (3). On obtient

J(Y; f̂i1) = mes(!)̂iH(Y; i1(Z));

d’où

J(Y; f̂H) = mes(!)
X

T12T
H

0

wH(T1)
�1jW (H;T1)j

�1
X

i12I(T;T1)

�G;H(i1)̂i
H(Y; i1(Z));

= mes(!)
X
Z0

w(Z 0)�1�G;H(Z
0; Z )̂iH(Y;Z 0);

où Z 0 parcourt hG��reg(F ) modulo conjugaison parH(F ). On calcule J st(Y; f̂H)
en remplaçant Y par Y 0 et en sommant en Y 0 sur la classe stable de Y modulo
conjugaison par H(F ). On obtient la deuxième égalité de (ii). 2
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9. Le cas complexe

9.1. Dans le paragraphe 9, le corps de base n’est plus un corps local non archimédien,
c’est le corps C des nombres complexes. On peut néanmoins poser des définitions
analogues à celles des paragraphes 1 et 2. Soient donc E = (G;G�; ';H; s; �) 2
E(C ). La notion de conjugaison stable se confond avec celle de conjugaison. D’autre
part un facteur de transfert �G;H(Y;X) vaut 0 si Y n’est pas une image deX , une
constante non nulle si Y est une image de X .

9.2. Fixons un sous-groupe de Borel BG de G, un sous-tore maximal TG de BG et
un sous-groupe compact maximalKG deG(C ), en ‘bonne position’ relativement à
TG. Notons UG le radical unipotent de BG . Fixons des mesures de Haar sur UG(C )
et KG de sorte que pour toute f 2 C1

c (G(C )),Z
G(C)

f(x) dx =
Z
KG�UG(C)�TG(C)

f(tuk) dt du dk:

Munissons uG(C ) de la mesure pour laquelle l’exponentielle de uG(C ) dans UG(C )
préserve les mesures.

Pour tout espace vectoriel V de dimension finie sur R, notons S(V ) l’espace
des fonctions de Schwartz sur V . Pour f 2 S(g(C )), on définit une fonction fBG
sur tG(C ) par

fBG (X) =

Z
KG�uG(C)

f((Ad k)(X +N)) dN dk:

L’intégrale est absolument convergente et fBG 2 S(tG(C )). La fonction fBG est
invariante par le groupe de Weyl WG.

LEMME. L’application

S(g(C )) ! J(tG(C ))
WG

f 7! fBG

est surjective.
Cf [B]. 2

Pour tout X 2 greg(C ) et toute f 2 S(g(C )), l’intégrale définissant J(X; f) est
absolument convergente. Pour X 2 tG(C ) \ greg(C ), on a l’égalité

J(X; f) = fBG (X):

Cela décrit entièrement J(:; f) puisque tout élément de greg(C ) est conjugué à un
élément de tG(C ).

Notons enfin la relation

(fBG )
^ = (f̂)BG ;
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pour toute f 2 S(g(C )), où, pour f 0 2 S(tG(C )); f̂ , est définie de façon évidente.

9.3. Fixons des objets BH ;TH ;KH relatifs àH , analogues de BG ;TG;KG. Posons
B = '(BG);T = '(TG). Rappelons que l’on a un isomorphisme � : tH ! t.
L’application f 7! f �'�1 �� définit un isomorphisme de S(tG(C )) surS(tH(C )).
Pour tout w 2WH , il existe w0 2WG tel que w0 � '�1 � � = '�1 � � �w. On en
déduit que si f 2 S(tG(C ))

WG

, alors f � '�1 � � 2 S(tH(C ))
WH

.

LEMME. Soit f 2 S(g(C )). Alors
(i) il existe fH 2 S(h(C )) telle que

J(Y; fH) = JG;H(Y; f)

pour tout Y 2 hG��reg(C );
(ii) pour toute telle fH , on a l’égalité

J(Y; f̂H) = JG;H(Y; f̂)

pour tout Y 2 hG��reg(C ).
L’égalité du (i) est équivalente à l’égalité (fH)BH = fBG � '�1 � �. D’où

l’existence de fH . D’après la définition de h ; ih, on a l’égalité

f̂ 0 � '�1 � � = (f 0 � '�1 � �)^

pour toute f 0 2 S(tG(C )). Alors l’égalité du (i) est encore équivalente à

(fH)
B̂H

= (fBG )
^� '�1 � �;

elle-même équivalente à l’égalité du (ii). 2

10. Utilisation d’une formule des traces stable simple

10.1. Dans le paragraphe 10, le corps de base k est un corps de nombres totalement
imaginaire (i.e. tous ses complétés archimédiens sont égaux à C ). On note A son
anneau des adèles, o l’anneau des entiers de k. On note V l’ensemble des places
de k; V1, resp. Vf , le sous-ensemble des places archimédiennes, resp. finies. On
fixe une clôture algébrique �k de k, on note � le groupe de Galois de �k=k. Pour
tout v 2 V , on fixe une place �v de �k divisant v. Pour toute extension finie k0 de
k incluse dans �k, on note k0v le complété de k0 pour la place de k0 déduite de �v
par restriction à k0. On note �kv la réunion des ces complétés k0v . Alors �kv est une
clôture algébrique de kv . Notons �v le sous-groupe des éléments de � qui fixent �v.
Alors �v s’identifie au groupe de Galois de �kv=kv .

Pour tout groupe réductif connexeM défini sur k et tout v 2 V , on note Mv le
groupe sur kv obtenu par extension des scalaires.
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212 J.-L. WALDSPURGER

Pour tout tel groupe M , on munit M(A ) de la mesure de Tamagawa (cf. [Oe]).
Notons X�(M)k le groupe des caractères rationnels de M définis sur k. On note
M(A )1 le groupe des x 2 M(A ) tels que j�(x)jA = 1 pour tout � 2 X�(M)k ,
où j � jA est la valeur absolue usuelle sur le groupe des idèles de k. On munit
le groupe Hom(X�(M)k;R

�
+
) de la mesure déduite de la mesure usuelle sur R�

+

(i.e. x�1 dx, où dx donne la mesure 1 à un intervalle de longueur 1). Le quotient
M(A )1nM(A ) s’identifie à Hom(X�(M)k;R

�
+
). On munit M(A )1 de la mesure

pour laquelle cette identification préserve les mesures. On note �(M) la mesure du
quotient M(k)nM(A )1 . Elle est finie. Soit T un sous-tore maximal de M défini
sur k. L’application naturelle

M(A )1 \ T (A )nM(A )1 ! T (A )nM (A )

est bijective. On munit M(A )1 \ T (A ) de la mesure pour laquelle cette bijection
préserve les mesures. On vérifie qu’alors

mes(T (k)n(M(A )1 \ T (A ))) = �(T ):

Si v 2 V et T est un tore défini sur kv , on munit T (kv) de la mesure suivante:

� si v 2 Vf , on impose que la mesure du sous-groupe compact maximal de
T (kv) vaille 1;

� si v 2 V1, on identifie T (kv) à Hom(X�(T ); C�) que l’on munit de la mesure
déduite d’une mesure fixée sur C� .

Si T est un tore défini sur k, le produit des mesures précédentes sur les Tv(kv)
définit une mesure surT (A ). On note c(T ) le quotient de cette mesure par la mesure
de Tamagawa.

Si M est un groupe réductif connexe défini sur k qui n’est pas explicitement
supposé être un tore et si v 2 V , on munit Mv(kv) d’une mesure de sorte que les
conditions suivantes soient vérifiées:

� si v 2 Vf et Mv est non ramifié, la mesure d’un sous-groupe compact hyper-
spécial de Mv(kv) vaut 1;

� le produit des mesures surMv(kv) pour tout v 2 V est la mesure de Tamagawa
de M(A ).

10.2. Soient G et G� deux groupes réductifs connexes définis sur k. On suppose
G� quasi-déployé. Soit ' : G ! G� un torseur intérieur. On note G�

der le groupe
dérivé deG�. On supposeG�

der simplement connexe. Pour tout v 2 V , ces données
définissent des données analoguesGv; G�

v; 'v . Notons que les groupes complexes
Ĝv et Ĝ sont égaux, l’action de Gal(�kv=kv) sur Ĝv s’identifiant à celle de �v sur
Ĝ.

SoitX� 2 g�reg(k). On définit encore un groupeK(TX�=k) (Cf. [K1] 7.7). Pour
toute place v 2 V , il y a une application naturelle K(TX�=k) ! K(TX�;v=kv).
Notons g(X�; A ) l’ensemble des X = (Xv)v2V 2 g(A ) tels que pour tout v 2
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V; 'v(Xv) est conjugué à X� par un élément de G�(�kv). Pour tout X 2 g(X�; A ),
il existe une extension k0 de k, finie et galoisienne, de sorte que, en notant A 0 son
anneau d’adèles, on ait

(1) ' est défini sur k0;
(2) pour tout � 2 �, il existe u� 2 G�

der(k
0) tel que �(') � '�1 = Adu�;

(3) TX� est déployé sur k0;
(4) il existe x� 2 G�

der(A
0 ) tel que (Adx�) � '(X) = X�.

En effet, il est clair qu’il existe une telle extension vérifiant les trois premières
conditions. Fixons en une que l’on note k1. Fixons un ensemble fini S de places
finies de k1 tel que si l’on note o

S
1 l’anneau des éléments de k1 entiers hors de S;G�

et G�
der soient définis sur oS1 . On fixe de telles structures sur oS1 de G� et G�

der, donc
aussi de g�. Quitte à agrandir S, on peut supposer que pour toute place finie de k1

non dans S, on a

(5) 'v(Xv) 2 g
�(o1;v);

(6) la structure deG� sur o1;v est associée à un sommet hyperspécial de l’immeuble
(cf.7.1);

(7) X� 2 g�(o1;v); c’est un élément entier de réduction régulière (cf. 7.1);
(8) G�

der(o1;v)TX�(o1;v) = G�(o1;v) (cf. [K3]3.3.4; notons que TX� étant déployé
sur k1 a une structure canonique sur o1;v).

Comme 'v(Xv) et X� sont conjugués par un élément de G�(�k1;v), les conditions
(5), (6), (7) et le Lemme 7.1 impliquent qu’ils sont conjugués par un élément de
G�(o1;v), donc aussi par un élément de G�

der(o1;v). Cela pour toute place finie v
non dans S. On peut trouver une extension k0 de k1, finie et galoisienne sur k, telle
que pour toute place v de k0 archimédienne ou divisant un élément de S; 'v(Xv)
et X� soient conjugués par un élément de G�

der(k
0
v). Alors cette extension vérifie

les conditions (1) à (4).
Fixons une telle extension, u� et x� comme un (2) et (4). Posons TX�;sc =

G�
der \ TX� . On définit un cocycle

� : �! TX�;sc(k
0)nTX�;sc(A

0)

par �(�) = �(x�)u�x
��1

. Par la dualité de Tate-Nakayama, le groupe
H1(�; TX�;sc(k

0)nTX�;sc(A
0 )) s’identifie à �0((T̂X�=Z(Ĝ))

�)D (rappelons que
l’exposantD signifie ‘dual’). On a d’autre part une application de restriction

�0((T̂X�=Z(Ĝ))
�)D ! K(TX�=k)

D:

Le cocycle � définit donc un élément deK(TX�=k)
D que l’on note inv(X�;X). Il

ne dépend pas du choix de k0.
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LEMME. Pour tous X� 2 g�reg(k) et X 2 g(X�; A ), inv(X�;X) = 1 si et
seulement si X est conjugué à un élément de g(k) par un élément de G(A ).

La preuve est identique à [K2] 6.6. 2

10.3. Soient (H; s; �) des données endoscopiques pour G� (cf. [K1] 7.4). Remar-
quons que pour tout v 2 V , ces données définissent des données endoscopiques
(Hv; s; �) pour G�

v . Supposons

(*) il existe Y1 2 hG��reg(k) et X�
1 2 g�reg(k) tels que Y1 soit une image de X�

1 et
gv(X

�
1 ; kv) 6= ; pour tout v 2 V .

Fixons de tels éléments et un sous-o-réseau a de g(k). Pour tout v 2 V , soit
X1;v 2 gv(X

�
1 ; kv). Pour presque tout v 2 Vf , les termes X1;v et av vérifient les

hypothèses du Lemme 7.2. Quitte à remplacer X1;v par un élément qui lui soit
stablement conjugué, on peut donc supposer X1;v 2 av pour presque tout v. Alors
le terme X1 = (X1;v)v 2V appartient à g(X�

1 ; A ). Supposons qu’il en soit ainsi.
Comme dans le cas local, Y1 définit un élément �Y1 de K(TX�1 =k). Supposons

que pour tout v 2 V , la facteur de transfert �Gv;Hv soit normalisé de sorte que

� �Gv;Hv(Y1;X1;v) = 1 pour presque toute place v;
� �v2V�Gv;Hv(Y1;X1;v) = h�Y1 ; inv(X�

1 ;X1)i.

On a alors

LEMME. Soient Y 2 hG��reg(k);X
� 2 g�reg(k);X = (Xv)v 2V 2 g(X�; A ).

Supposons que Y est une image de X�, notons �Y l’élément de K(TX�=k) défini
par Y . Alors

(i) pour presque tout v 2 V;�Gv;Hv(Y;Xv) = 1;
(ii) �v2V�Gv;Hv(Y;Xv) = h�Y ; inv(X�;X)i.

La preuve est identique à celle de [LS1] 6.4 B. 2

Dans la suite, on fixe des facteurs de transfert �Gv;Hv pour tout v 2 V . On
impose que si l’hypothèse (�) est vérifiée, ces facteurs vérifient le lemme ci-dessus.
On n’impose aucune condition si (�) n’est pas vérifiée.

NotonsS(g(A )) l’espace des fonctions de Schwartz sur g(A ). Soit f 2 S(g(A )),
supposons f = �v 2V fv , où fv 2 S(gv(kv)) pour tout v 2 V . Soit X� 2 g�reg(k).
Pour X 2 g(X�; A ), on pose

J(X; f) = c(TX�)
Y
v2V

J(Xv ; fv):

Notons que d’après le Lemme 7.2, presque tous les termes de ce produit valent 1.
Dans le cas où X 2 g(k), on a l’égalité

J(X; f) =

Z
TX(A)nG(A )

f((Adx�1)(X)) dx:
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Notons g(X�; A )=G(A ) l’ensemble des classes de conjugaison par G(A ) dans
g(X�; A ). Pour � 2 K(TX�=k), on pose

J�(X�; f) =
X

X 2 g(X�;A)=G(A )

h�; inv(X�;X)iJ(X; f):

D’après le Lemme 7.2, pour presque tout v 2 Vf , il existe un unique élément
Xv 2 gv(X

�; kv) modulo conjugaison par G(kv) tel que J(Xv ; fv) 6= 0. Les
termes non nuls dans la somme ci-dessus sont donc en nombre fini.

Soit Y 2 hG��reg(k). Supposons que Y soit une image de X�. Posons

JG;H(Y; f) = c(TY )
Y
v 2V

JGv;Hv(Y; fv)

avec la convention suivante: un produit infini, même non convergent, est nul si
l’un des termes du produit est nul. Si JGv ;Hv(Y; fv) 6= 0 pour tout v 2 V , alors
g(X�; A ) 6= ;. Soit X 2 g(X�; A ). Alors, comme ci-dessus, pour presque tout
v 2 Vf ,

JGv;Hv(Y; fv) = �Gv;Hv(Y;Xv)J(Xv ; fv) = 1

d’après le Lemme 7.2 et le lemme ci-dessus. La définition de JG;H(Y; f) est donc
loisible. D’après le lemme ci-dessus, on a l’égalité

JG;H(Y; f) = J�Y (X�; f): (2)

Considérons le cas où G = G� et ' est l’identité. Pour tout v 2 V et tout
X 2 g�v(kv), on a défini en 8.1 un élément inv(X�;X;X�) 2 K(TX�;v=kv) (ce
groupe est trivial si v 2 V1). Tout élément � 2 K(TX�=k) a une image naturelle
�v 2 K(TX�;v=kv). On a alors

(2) pour tous � 2 K(TX�=k);X 2 g(X�; A ),

h�; inv(X�;X)i =
Y
v 2V

h�v ; inv(X�;Xv;X
�)i:

Introduisons k0 et x� comme en 10.2 (4). On définit un cocycle � : �! TX�;sc(A
0)

par �(�) = �(x�)u�x
��1

. Alors inv(X�;X) est l’image de la classe de � par la
suite d’applications

H1(�; TX�;sc(A
0))! H1(�; TX�;sc(k

0)nTX�;sc(A
0))

! �0((T̂X�=Z(Ĝ))
�)D ! K(TX�=k)

D:

Pour tout v 2 V , on a des applications naturelles

H1(�; TX�;sc(A
0))! H1(�v; TX�;sc;v(�kv))! �0((T̂X�=Z(Ĝ))

�v )D:

comp3990.tex; 7/05/1997; 15:42; v.5; p.63

https://doi.org/10.1023/A:1000103112268 Published online by Cambridge University Press

https://doi.org/10.1023/A:1000103112268


216 J.-L. WALDSPURGER

Notons �v leur composée. Il résulte de la Définition 8.1 que l’image par �v de la
classe de � est inv(X�;Xv ;X

�). On a d’autre part une application naturelle

�v : �0((T̂X�=Z(Ĝ))
�)! �0((T̂X�=Z(Ĝ))

�v )

et sa transposée �Dv . Le terme �v est l’image de � par �v . Mais il résulte de [K2] 2.5
appliqué au groupe TX�;sc que l’image de la classe de � dans �0((T̂X�=Z(Ĝ))

�)D

est égale à la somme sur tout v 2 V de ses images par �Dv � �v . L’assertion (2) en
résulte.

On déduit de (2) l’égalité

J�(X�; f) = c(TX�)
Y
v 2V

J�v(X�; fv) (2)

avec les notations de 8.1.

10.4. Soient E = (G;G�; ';H; s; �) 2 E(k) et u une place finie de k. Pour tout
v 2 V , notons Ev = (Gv; G

�
v; 'v;Hv; s; �) 2 E(kv) les données locales déduites

de E par extension des scalaires. Supposons vérifiées les hypothèses suivantes:

(1) G�
der est simplement connexe;

(2) k est totalement imaginaire;
(3) pour tout v 2 V , il existe Yv 2 hv;G��reg(kv) et Xv 2 gv;reg(kv) tels que Yv

soit une image de Xv;
(4) u est inerte dans k[H] (la plus petite extension de k sur laquelleH se déploye,

cf. 7.3);
(5) les données Eu sont elliptiques (cf. 6.1).

Supposons aussi vérifiée l’hypothèse beaucoup plus contraignante:
(lf) il existe un ensemble fini S0 � Vf tel que si v 2 Vf � S0; Gv et Hv soient non
ramifiés, 'v soit trivial et les données Ev 2 E(kv) vérifient la Conjecture 7.5.

Le but du paragraphe 10 est de prouver le théorème suivant.

THEOREME. Sous les hypothèses ci-dessus, pour toutw 2 Vf �fug, les données
Ew 2 E(kw) vérifient la Conjecture 1.2.

Dans la suite, on fixe w 2 Vf � fug.

10.5. Fixons un caractère continu  : A =k ! C� et une forme bilinéaire h ; ig
sur g(k), symétrique, non dégénérée, invariante par conjugaison parG(k). Comme
dans le cas local, on en déduit une telle forme h ; ih sur h(k). Fixons deux o-
réseaux a � g(k); b � h(k). Pour tout v 2 V , on déduit de ces données des
données locales  v; h ; igv ; h ; ihv et, si v 2 Vf ; av et bv . Fixons un ensemble S0

vérifiant la condition (lf) de 10.4. Il existe un ensemble fini S1 � V tel que

(1) S0 [ V1 [ fu;wg � S1;
(2) si v 2 V � S1; av , resp. bv , est autodual pour le bicaractère  v(h ; igv ), resp.

 v(h ; ihv ), et est une sous-ov-algèbre de Lie hyperspéciale de gv(kv), resp.
hv(kv) (cf. 7.1). On fixe un tel ensemble S1.
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L’ensemble des classes d’équivalence de données endoscopiques (H 0; s0; �0) de
G� non ramifiées hors de S1 est fini ([L] Lemme 8.12). Fixons un ensemble H de
représentants de ces classes. Notons que (H; s; �) est non ramifié hors deS1 d’après
l’inclusion S0 � S1. On suppose que (H; s; �) 2 H. Notons H0 le sous-ensemble
des (H 0; s0; �0) 2 H telles que k[H 0] 6� k[H]. Pour tout (H 0; s0; �0) 2 H0, on fixe
v = v(H 0; s0; �0) 2 V �S1 tel que le Frobenius associé à v dans Gal(k[H 0]k[H]=k)
fixe k[H] mais pas k[H 0]. Notons que Hv est déployé mais pas H 0

v. On note S2

l’ensemble des v(H 0; s0; �0) pour (H 0; s0; �0) 2 H0. On pose S = S1 [ S2.

Remarque. (H; s; �) vérifie l’hypothèse (�) de 10.3.
Soit v 2 S0. D’après 10.4 (3), il existe un sous-ensemble ouvert non vide


1;v � hv;G��reg(kv) tel que tout point de 
1;v soit l’image d’un élément de
gv;reg(kv). Fixons un tel 
1;v. Il existe Y1 2 h(k) tel que

� pour tout v 2 S0; Y1 2 
1;v.

Fixons un tel Y1 et X�
1 2 g�reg(k) dont Y1 soit l’image. On a gv(X�

1 ; kv) 6= ; si
v 2 S0 d’après la définition de 
1;v . Il en est bien sûr de même si 'v est trivial. Or
'v est trivial si v 2 V � S0. Donc gv(X�

1 ; kv) 6= ; pour tout v 2 V , ce qui prouve
la remarque. 2

10.6. Fixons Yw 2 hw;G��reg(kw) et Zw 2 gw;reg(kw). Pour tout v 2 S � V1,
fixons un sous-ensemble ouvert compact 
v � hv;G��reg(kv), non vide, de sorte
que

(1) si v 6= w, tout point de 
v est l’image d’un élément de gv;reg(kv);
(2) si v 2 S2, tout point de 
v a pour centralisateur un tore déployé de Hv;
(3) tout point de 
u est G�

u-elliptique;
(4) Yw 2 
w et les fonctions DGw;Hw(:; Zw) et ~DGw ;Hw(:; Zw) sont constantes

sur 
w.

Remarque. La condition (1) est loisible d’après (3) de 10.4. La condition (3)
l’est d’après (5) de 10.4 et le Lemme 6.1. La condition (2) l’est carHv est déployé
pour v 2 S2. La condition (1) est compatible avec (2) et (3): si v 2 S2; 'v est trivial
et tout point de hv;G��reg(kv) est l’image d’un élément de gv;reg(kv); tout point
G�
u-elliptique est l’image d’un élément de gu;reg(ku) car tout sous-tore maximal

elliptique de G�
u se transfère à Gu, ainsi qu’il résulte de [K2] 10.2.

On fixe Y0 2 h(k) tel que

(5) pour tout v 2 S � V1; Y0 2 
v;
(6) pour tout v 2 Vf � S; Y0 2 bv .

L’existence de Y0 résulte du théorème d’approximation forte. L’élément Y0 est
G�-régulier. On fixe X�

0 2 g�reg(k) dont Y0 soit l’image. On note T �0 et T0;H les
centralisateurs de X�

0 dans G�, resp. de Y0 dans H . Notons que X�
0 est elliptique

régulier dans g�u(ku) d’après (3) et (5). A fortiori, il l’est dans g�(k). D’après le
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Lemme 6.1, Y0 est lui aussi elliptique régulier dans hu(ku), a fortiori dans h(k).
Les tores T �0 ; T

�
0;u; T0;H et T0;H;u sont donc elliptiques.

NotonsY un ensemble de représentants, modulo conjugaison stable, des images
deX�

0 dans h(k). C’est un ensemble fini. On supposeY0 2 Y . Tout élément Y 2 Y

définit un élément �Y 2 K(T �0 =k). On pose �0 = �Y0 etY0 = fY 2 Y;�Y = �0g.

10.7. Pour v 2 Vf , on fixe des fonctions fv 2 C1
c (gv(kv)) et fHv 2 C1

c (hv(kv))
de la façon suivante.

Si v 62 S; fv , resp. fHv , est la fonction caractéristique de av , resp. bv .
Si v 2 (S \ Vf ) � fwg; fv et fHv vérifient les conditions de la Proposition 8.2

pour les donnéesX�
0 ;Y et �0;v , où �0;v est l’image de �0 par l’application naturelle

K(T �0 =k)! K(T �0;v=kv).
On fixe un voisinage ! de Zw dans TZw(kw) vérifiant les conditions de 8.10

pour notre ensemble Y . On construit alors des fonctions fw et fHw comme en 8.10.

LEMME. Pour tout v 2 V1, il existe des fonctions fv 2 S(gv(kv)) et fHv 2

S(hv(kv)) de sorte que les conditions suivantes soient vérifiées.

(i) Pour tout v 2 V1 et tout Y 2 hv;G��reg(kv); J(Y; f
H
v ) = JG;H(Y; fv) et

J(Y; f̂Hv ) = JG;H(Y; f̂v).

(ii) Pour tout v 2 V1; J('�1
v (X�

0 ); f̂v) 6= 0.
(iii) SoitX� 2 g�(k). Supposons que pour tout v 2 V; '�1

v (X�) soit conjugué par
Gv(�kv) à un élément du support de f̂v . Alors X� est stablement conjugué à
X�

0 .
(iv) Soit Y 2 h(k). Supposons que pour tout v 2 V; Y soit conjugué par Hv(�kv)

à un élément du support de f̂Hv . Alors Y est une image de X�
0 .

Pour tout v 2 V1, fixons un sous-groupe de Borel B v de G�
v et un sous-tore

maximalTv de B v . Posons t1 = �v2V1tv(kv). Soit r un o-réseau de g(k). Notons
X l’ensemble des X = (Xv)v 2V1 2 t1 tels qu’il existe X� 2 g�(k) vérifiant:

(1) pour tout v 2 Vf ; '�1(X�) est conjugué à un élément de rv par un élément
de Gv(�kv);

(2) pour tout v 2 V1;X
� est conjugué à Xv par un élément de G�

v(kv).
Montrons que

(3) X est un sous-ensemble localement fini de t1.
On réduit le problème de la façon suivante.

(4) On peut supposer que G = G� et ' est l’identité.
En effet soit k0 une extension finie de k telle que ' soit défini sur k0, notons o

0

l’anneau des entiers de k0 et r0 = r 
o o
0. Effectuons les constructions ci-dessus

sur le corps de base k0, pour ce réseau r0. Affectons d’un ’ les objets obtenus. Pour
un choix évident de tores maximaux, on a une injection continue j : t1 ! t

0
1 et

j(X ) � X 0. Il suffit donc de montrer que X 0 est localement fini dans t
0
1. I.e. on

peut supposer que ' est définie sur k. Mais alors, en remplaçant r par '�1(r), on
peut supposer que G = G� et ' est l’identité.
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On pose désormais cette hypothèse. On a
(5) on peut supposerG = GLn.

On fixe une représentation fidèle � : G! GLn, définie sur k. Notons encore � son
application dérivée et gln l’algèbre de Lie deGLn. Soit r0 un sous-réseau de gln(k)
contenant �(r). Effectuons les constructions ci-dessus pour GLn et le réseau r0,
en affectant d’un ’ les objets obtenus. Pour un bon choix de tores, � définit une
injection continue de t1 dans t

0
1 et on a �(X ) � X 0. D’où l’assertion (5).

On supposeG = GLn. On a
(6) on peut supposer r = gln(o).

En effet soit X 0 l’ensemble associé au réseau gln(o). Fixons � 2 k� tel que
�r � gln(o). Alors X � ��1X 0, d’où la conclusion.

On suppose qu’il en est ainsi. Pour toute extension k0 de k et tout X 2 gln(k
0),

on note

P (X;T ) =
nX
i=0

pi(X)T i 2 k0[T ]

le polynôme caractéristique de X . Si k0 est un corps local, l’application X 7!

P (X;T ) est continue. Soit alors X 2 t1. Fixons un voisinage U de X dans t1

tel que si X 0;X 00 2 U; jpi(X
0
v) � pi(X

00
v )jv < 1 pour tout i 2 f0; : : : ; ng et tout

v 2 V1, où bien sûr j:jv est la valeur absolue de kv . SoientX 0;X 00 2 U\X . Fixons
X 0�;X 00� vérifiant (1) et (2) relativement à X 0 et X 00. Alors P (X 0�;T ) 2 o[T ] et
P (X 0�;T ) = P (X 0

v;T ) pour tout v 2 V1. Idem en remplaçant X 0 et X 0� par X 00

etX 00�. Mais alors, pour tout i 2 f0; : : : ; ng; pi(X 0�) et pi(X 00�) sont des éléments
de o vérifiant jpi(X 0�) � pi(X

00�)jv < 1 pour tout v 2 V1. Ils sont donc égaux.
On en déduit l’égalité P (X 0

v; T ) = P (X 00
v ; T ), pour tout v 2 V1. Comme, pour

tout v 2 V1, il n’y a qu’un nombre fini d’éléments de tv(kv) ayant un polynôme
caractéristique donné, U \ X est fini. Cela démontre (3).

Appliquons la construction à un réseau r tel que pour tout v 2 Vf , Supp(f̂v) �
rv . Notons X l’ensemble obtenu. Appliquons aussi la construction au groupeH et
à un réseau r tel que pour tout v 2 Vf , Supp(f̂Hv ) � rv . Affectons d’un indice H
les objets relatifs à H . Notons en particulier XH � tH;1 l’ensemble obtenu. Pour
toute place v 2 V1, on a un isomorphisme �v : tH;v ! tv. Notons X 0 l’ensemble
des X 2 t1 tels qu’il existe Y 2 XH et, pour tout v 2 V1; x

�
v 2 G�

v(kv) tels
que Xv = (Adx�v) � �v(Yv). Il résulte de (3) que X [ X 0 est un sous-ensemble
localement fini de t1.

Fixons X 2 t1 tel que pour tout v 2 V1;Xv soit conjugué à X�
0 par un

élément de G�
v(kv). Choisissons pour tout v 2 V1 un voisinage !v de Xv dans

tv(kv), compact, de telle sorte que

� !v � g�v;reg(kv);
� en posant ! = �v2V !v; ! \ (X [X 0) = fXg, si X 2 X [ X 0;= ; sinon;

On choisit pour tout v 2 V1 des fonctions �v 2 C1
c (gv(kv)); �

H
v 2 C1

c (hv(kv))
de telle sorte que
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� si Z 2 Supp(�v); 'v(Z) est conjugué à un élément de !v par un élément de
G�
v(kv);

� si Z 2 Supp(�Hv ), il existe Z 0 2 !v dont Z soit une image;
� J('�1

v (Xv); �v) 6= 0;

(7) (�Hv )BH;v = (�v � '
�1
v )Bv � �v (cf. 9.2).

C’est évidemment possible.
Soit X� 2 g�(k). Supposons que pour tout v 2 Vf , resp. V1; '�1

v (X�) soit
conjugué par Gv(�kv) à un élément de Supp(f̂v), resp. Supp(�v). Il existe alors
Z 2 ! tel que pour tout v 2 V1; Zv soit conjugué àX� par un élément deG�

v(kv).
On a Z 2 X , donc Z = X et, pour tout v 2 V1;X

� est conjugué à X�
0 par un

élément deG�
v(kv). NotonsU l’ensemble desx� 2 G� tels que (Adx�)(X�

0 ) = X�.
C’est une variété algébrique définie sur k puisque X�;X�

0 2 g�(k). Elle est non
vide puisqueU(kv) 6= ; pour tout v 2 V1. Donc U(�k) 6= ;, i.e.X� est stablement
conjugué à X�

0 .
Soit Y 2 h(k). Supposons que pour tout v 2 Vf , resp. V1; Y soit conjugué

par Hv(�kv) à un élément de Supp(f̂Hv ), resp. Supp(�Hv ). Il existe alors Z 2 !

tel que pour tout v 2 V1; Y soit une image de Zv . On a Z 2 X 0, donc Z = X .
Soit X� 2 g�(k) dont Y soit une image. Alors pour tout v 2 V1;X

� et Zv sont
conjugués par G�

v(kv), donc aussi X� et X�
0 . Comme ci-dessus, X� et X�

0 sont
donc stablement conjugués et Y est une image de X�

0 .
D’après (7), on a J(Y; �Hv ) = JG;H(Y; �v) pour tout v 2 V1 et tout Y 2

hv;G��reg(kv).
Définissons fv et fHv par f̂v = �v; f̂

H
v = �Hv . En utilisant le Lemme 9.3, on

voit que ces fonctions vérifient les conditions de l’énoncé. 2

Pour tout v 2 V1, on fixe des fonctions fv; fHv vérifiant les conditions du lemme.
On pose f = �v 2V fv; f

H = �v 2V f
H
v .

10.8. Le lemme ci-dessous vaut pour tout corps de nombres k et tout groupe
réductif connexe défini sur k.

LEMME. Soit � 2 S(g(A )). Supposons que si X 2 g(k) et x 2 G(A ) sont tels
que (Adx)(X) 2 Supp(�), alors X est régulier elliptique. Alors l’intégrale

Z
G(k)nG(A)1

X
X 2 g(k)

j�((Ad x�1)(X))j dx

est convergente.
Soient P un sous-groupe parabolique deG, défini sur k et minimal,M un sous-

groupe de Lévi de P défini sur k. Notons U le radical unipotent de P et A le plus
grand tore déployé contenu dans le centre deM . Identifions R�

+
au sous-groupe du

groupe des idèles A � formé des éléments dont les composantes finies sont égales
à 1 et dont les composantes archimédiennes sont toutes égales et appartiennent à
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R
�
+

. Notons A0 le sous-groupe des a 2 A(�v 2V1 kv) tels que �(a) 2 R
�
+

pour
tout � 2 X�(A).

Notons � l’ensemble des racines deA dans g;�+ le sous-ensemble des racines
positives pour P . Pour tout réel c > 0, notons

Ac = fa 2 A0 \G(A )
1 ;8� 2 �+; �(a) > cg:

On sait qu’il existe un sous-groupe compact maximalK deG(A ), un sous-ensemble
compact ! � P (A ) \G(A )1 et un c > 0 tels que, si l’on pose

G = fpak; p 2 !; a 2 Ac; k 2 Kg;

on ait l’égalité

G(A )1 = G(k)G;

et qu’alors, pour toute fonction mesurable F sur G(k)nG(A )1 , à valeurs > 0,
l’intégraleZ

G(k)nG(A)1
F (x) dx

est convergente si et seulement si l’intégraleZ
G
F (x) dx

l’est. Fixons de tels K;!; c. Notons que l’intégrale ci-dessus est convergente s’il
existe C > 0 tel que pour tous p 2 !; k 2 K ,Z

Ac

F (pak)�P (a)
�1 da 6 C;

où �P est le module usuel et da une mesure de Haar sur A0 \G(A )
1 .

On note g0 l’algèbre de Lie de M et, pour tout � 2 �; g� le sous-espace propre
de g associé à �. Posons �0 = � [ f0g. On a l’égalité

g =
M
�2�0

g�:

Pour tout X 2 g, on écrit X =
P
�2�0 X� conformément à cette décomposition.

Pour tout � � �+, posons

g(�; k) = fX 2 g(k);8� 2 �;8� 2 �+ � �;X�� 6= 0 et X�� = 0g:

Evidemment, g(k) est l’union disjointe des g(�; k) quand � parcourt les sous-
ensembles de �+. Pour démontrer le lemme, il suffit de prouver que pour tout �, il
existe C > 0 tel que pour tous p 2 ! et k 2 K , on ait

comp3990.tex; 7/05/1997; 15:42; v.5; p.69

https://doi.org/10.1023/A:1000103112268 Published online by Cambridge University Press

https://doi.org/10.1023/A:1000103112268


222 J.-L. WALDSPURGER

(1)
Z
Ac

X
X 2 g(�;k)

j�((Ad k�1a�1p�1)(X))j�P (a)
�1 da 6 C .

Fixons donc un sous-ensemble � de �+. Notons � l’ensemble des racines simples
de �+. On écrit toute racine � 2 �+ sous la forme � =

P
�2� n�;��, avec des

n�;� 2 N.
Supposons d’abord qu’il existe � 2 � tel que pour tout � 2 �; n�;� = 0.

Fixons un tel �, soit P 0 le sous-groupe parabolique de G contenant P dont le Lévi
contenantM a��f�g pour ensemble de racines simples. Alors g(�; k) � p0(k) et
aucun élément de g(�; k) n’est régulier elliptique. Alors �((Ad x)(X)) = 0 pour
tout x 2 G(A ) et X 2 g(�; k). L’intégrale (1) est nulle.

Supposons donc que

(2) pour tout � 2 �, il existe � 2 � tel que n�;� 6= 0.

Il existe un sous-ensemble 
 de G(A )1 , compact, tel que pour tous p 2 !; a 2 Ac
et k 2 K; a�1pak 2 
. Fixons un tel 
. D’après [We] Section 41, il existe
�0 2 S(g(A )), à valeurs > 0, telle que pour tous X 2 g(A ) et x 2 
,

j�((Adx�1)(X))j 6 �0(X):

En utilisant [We] Section 41, on montre que pour tout � 2 �0, il existe �� 2

S(g�(A )), à valeurs > 0, de sorte que pour tout X 2 g(A ),

�0(X) 6
Y
�2�0

��(X�):

Fixons de telles �0;��. Alors pour tous p 2 !; a 2 Ac; k 2 K , on a la majoration

(3)
P
X 2 g(�;k) j�((Ad k�1a�1p�1)(X))j 6 c0F1(a)F2(a),

où

c0 =
Y

�2�+��

���(0);

F1(a) =
Y

�2�+[f0g

2
4 X
X 2 g�(k)

��(�(a)
�1X)

3
5 ;

F2(a) =
Y
�2 �

2
4 X
X 2 g��(k)�f0g

���(�(a)X)

3
5 :

On vérifie que

� il existe c1 > 0 etN 2 N tels que pour tous a 2 Ac; F1(a) 6 c1��2�+�(a)
N ;
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� pour tout n 2 N, il existe c2(n) > 0 tel que pour tout a 2 Ac,

F2(a) 6 c2(n)
Y
�2 �

�(a)�n:

Grâce à l’hypothèse (2), on en déduit que pour tout n 2 N, il existe c(n) > 0 tel
que pour tout a 2 Ac,

c0F1(a)F2(a) 6 c(n)
Y
�2�

�(a)�n:

Grâce à (3), on en déduit la majoration (1) cherchée, ce qui achève la preuve. 2

10.9. Pour tout � 2 S(g(A )), on pose

IG(�) =

Z
G(k)nG(A)1

X
X 2 g(k)

�((Adx�1)(X)) dx

quand cette expression est absolument convergente. Pour�H 2 S(h(A )), on définit
de façon analogue IH(�H).

Les expressions définissant IG(f); IG(f̂); IH(fH) et IH(f̂H) sont absolument
convergentes. Pour IG(f) et IH(fH). cela résulte de Lemme 10.7 et du fait que
les supports de fu et fHu sont contenus dans l’ensemble des éléments réguliers
elliptiques de gu(ku), resp. hu(ku), d’après le choix de ces fonctions, cf. 8.2(i).
Rappelons queT �0;u est elliptique et que toute image d’un élément elliptique régulier

l’est aussi. Pour IG(f̂) et IH(f̂H), la convergence résulte des Lemmes 10.6 et 10.7
et du fait que X�

0 est elliptique régulier, ainsi que toutes ses images dans h(k).
Notons Aut (H; s; �) le groupe des automorphismes iH deH , définis sur k, tels

qu’il existe un isomorphisme dual îH de Ĥ de sorte que iH et îH définissent une
auto-équivalence des données endoscopiques (H; s; �), cf. 2.1. Ce groupe contient
Had(k) comme sous-groupe distingué, où Had est le groupe adjoint de H . Le
quotient Aut (H; s; �)=Had(k) est fini, on note �H son nombre d’éléments.

D’après les définitions et l’hypothèse 10.4 (1f), pour v 2 V � S, il existe
cv 2 C� tel que pour tout Y 2 hv;G��reg(kv), on ait l’égalité

J st(Y; fHv ) = cvJ
Gv;Hv(Y; fv):

Cette constante est unique car le membre de gauche n’est pas identiquement nul.
On a remarqué en 10.5 que (H; s; �) vérifiait l’hypothèse (*) de 10.3. Soit Y1

comme dans cette hypothèse. On montre comme en 10.3 que, pour presque tout v,

J st(Y1; f
H
v ) = JGv;Hv(Y1; fv) = 1:

Donc cv = 1 pour presque tout v. On définit cS par

cS =
Y

v 2V�S

cv:
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PROPOSITION. On a l’égalité

IH(fH) = �HcS�(H)�(G�)�1IG(f):

Pour X� 2 g�reg(k), notons g(X�; k) l’ensemble des X 2 g(k) tels que '(X)

soit conjugué àX� par un élément deG(�k). On a d’ailleurs g(X�; k) = g(X�; A )\
g(k). Notons g(X�; k)=G(k), resp. g(X�; A )=G(A ), un ensemble de représentants
des classes de conjugaison par G(k), resp. G(A ), dans g(X�; k), resp. g(X�; A ).

Fixons un ensemble X � � g�(k) de représentants des éléments de g�(k),
elliptiques réguliers, à conjugaison stable près. En suivant [K2] 9.6.1, et parce que
fu donc f est à support elliptique régulier, on obtient l’égalité

IG(f) =
X

X� 2X �

�(TX�)
X

X 2 g(X�;k)=G(k)

J(X; f):

Pour X� 2 X �, on a

�(TX�)
X

X 2 g(X�;k)=G(k)

J(X; f) = �(G�)
X

X 2 g(X�;A)=G(A )X
�2K(TX�=k)

h�; inv (X�;X)iJ(X; f)

cf. [K2] 9.6.5. La double somme est finie d’après les considérations de 10.3. En la
permutant, on obtient

�(TX�)
X

X 2 g(X�;k)=G(k)

J(X; f) = �(G�)
X

�2K(TX�=k)

J�(X�; f);

d’où

IG(f) = �(G�)
X

X� 2X �

X
�2K(TX�=K)

J�(X�; f):

Fixons X� 2 X � et � 2 K(TX�=K). On sait qu’il existe des données endo-
scopiques (H 0; s0; �0) de G� et un élément Y 2 h0G��reg(k) tels que Y soit une
image de X� et � = �Y . Fixons de tels objets. Comme X� est régulier elliptique,
la classe d’équivalence de (H 0; s0; �0) est uniquement déterminée. D’après 10.3 (1),
on a l’égalité

(1) J�(X�; f) = JG;H
0

(Y; f).

On a

(2) si JG;H
0

(Y; f) 6= 0; (H 0s0; �0) est non ramifié hors de S1.
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Supposons qu’il existe v 2 V � S1 tel que (H 0
v; s

0; �0) soit ramifié. Fixons une
telle place v. Si v 62 S2; fv = 1av et JGv;H

0

v(Y; fv) = 0 d’après le Lemme 7.4.
Si v 2 S2, tout élément du support de fv appartient à un tore maximal déployé.
Si JGv;H

0

v(Y; fv) 6= 0; Y appartient donc à un tore maximal déployé de H 0
v .

Comme H 0
v est ramifié, il n’est pas déployé et il n’existe pas de tel tore. Donc

JGv;H
0

v(Y; fv) = 0, ce qui démontre (2)
On suppose désormais que (H 0; s0; �0) 2 H, cf. 10.5.

(3) Si JG;H
0

(Y; f) 6= 0; (H 0; s0; �0) 62 H0.

En effet si (H 0; s0; �0) 2 H0, soit v = v(H 0; s0; �0). Alors tout élément du support
de fv appartient à un tore maximal déployé. Or H 0

v n’est pas déployé et on conclut
comme ci-dessus.

Supposons donc k[H 0] � k[H].

(4) Si JG;H
0

(Y; f) 6= 0; (H 0; s0; �0) = (H; s; �).

Notons �u et �0;u les images de � dans K(TX�;u=ku) et de �0 dans K(T �0;u=ku).
La fonction X 7! �Gu;H0u

(Y;X) sur gu(X�; ku) est une �u-fonction au-dessus
de X�. Comme JGu;H

0

u(Y; fu) 6= 0, il résulte de choix de fu et de la Proposition
8.2(iii) que les couples (TX�;u; �u) et (T �0;u; �0;u) sont stablement conjugués. Il
existe donc Y 0 2 TY;u(ku) qui soit un image de X�

0 et dont le caractère associé
dans K(T �0;u=ku) soit �0;u. Mais Y0 2 hu(ku) vérifie la même condition. Le tore
T �0;u étant elliptique, cette condition détermine la classe d’équivalence des données
endoscopiques. Donc les données (Hu; s; �) et (H 0

u; s
0; �) sont équivalentes. Soient

iH : Hu ! H 0
u un isomorphisme défini sur ku; îH : Ĥ ! Ĥ 0 un isomorphisme

invariant par �u, dual à iH , tels que

� il existe x̂ 2 Ĝ tel que �0 � îH = (Ad x̂) � �;
� les images de s0 et îH(s) dans �0([Z(Ĥ

0)=�
0�1(Z(Ĝ))]�u) soient égales.

Fixons des paires �-stables (BH ;TH) pour H et (BH0 ;TH0) pour H 0. Quitte
à composer iH par la conjugaison par un élément de H 0

u(ku), on peut sup-
poser que iH(TH;u) = TH0;u; iH(BH;u) = BH0 ;u. Notons �H l’ensemble de
racines simples de TH déterminé par BH ; ��H l’ensemble des coracines sim-
ples, définissons �H0 et ��H0 de façon analogue. Alors iH détermine un isomor-
phisme, disons j, entre les données de racines (X�(TH);�H ;X�(TH); ��H) et
(X�(TH0);�H0 ;X�(TH0); ��H0). Cet isomorphisme est invariant par �u. Comme
k[H 0] � k[H];Gal(�k=k[H]) agit trivialement sur les deux données de racines et j
est aussi invariant par Gal (�k=k[H]). Or � = �u Gal(�k=k[H]) d’après l’hypothèse
10.4 (4). Donc j est invariant par �. Il existe alors un isomorphisme jH : H ! H 0,
défini sur k, qui détermine l’isomorphisme j. L’isomorphisme îH est encore dual à
jH . Toujours parce que Gal(�k=k[H]) agit trivialement et � = �u Gal(k=k[H]); îH
est invariant par � et les images de s0 et îH(s) dans �0([Z(Ĥ

0)=�0�1(Z(Ĝ))�) sont
égales. Donc jH et îH déterminent une équivalence entre (H; s; �) et (H 0; s0; �0).
D’où (4).
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Fixons un ensemble XH;G� de représentants des éléments réguliers et G�-
elliptiques de h(k), à conjugaison stable près. Notons XH;G�(X�; �) l’ensemble
des Y 2 XH;G� tels que Y soit une image de X� et �Y = �. D’après [K2] 9.7, on
a

jXH;G�(X
�; �)j = 0 ou�H :

Si XH;G�(X�; �) = ;; J�(X�; f) = 0 d’après les relations (1) à (4). D’après (1),
on obtient donc

J�(X�; f) = ��1
H

X
Y 2XH;G� (X

�;�)

JG;H(Y; f):

D’où l’égalité

(5) IG(f) = ��1
H �(G�)

X
X� 2X �

X
�2K(TX�=k)

X
Y 2XH;G�(X

�;�)

JG;H(Y; f).

Remarque. Les sommes convergent dans l’ordre indiqué. A ce point de la
démonstration, on n’a pas démontré que l’expression était absolument convergente.

Considérons maintenant l’intégrale IH(fH). Comme fHu est à support dans les
éléments réguliers G�

u-elliptiques de hu(ku), on a comme ci-dessus

(6) IH(fH) =
X

Y 2XH;G�

�(TY )
X

Y 02h(Y ;k)=H(k)

J(Y 0; fH).

Les notations sont les précédentes, appliquées au casH = G = G�; ' = id. Fixons
Y 2 XH;G� . Comme ci-dessus,

�(TY )
X

Y 0 2h(Y ;k)=H(k)

J(Y 0; fH) = �(H)
X

�2K(TY =k)

J�(Y; fH):

Soit � 2 K(Ty=k). On a

(7) si � 6= 1; J�(Y; fH) = 0.

D’après 10.3, il suffit de montrer que J�u(Y; fHu ) = 0. D’après le choix de fHu
et la Proposition 8.2(i) et (iv), J�u(Y; fHu ) est nul si �u 6= 1 ou si Y n’est pas
G�
u-elliptique. Supposons donc que �u = 1 et Y estG�

u-elliptique. Le terme �u est
l’image de � par l’application naturelle

�0([T̂Y =Z(Ĥ)]�)! �0([T̂Y =Z(Ĥ]�u):

Mais TY et TY;u étant elliptiques, les ensembles [T̂Y =Z(Ĥ)]� et [T̂Y =Z(Ĥ)]�u sont
finis, donc égaux à leurs groupes de composantes connexes. L’application ci-dessus
est injective et la condition �u = 1 implique � = 1. D’où (7).
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On obtient

�(TY )
X

Y 0 2h(Y ;k)=H(k)

J(Y 0; fH) = �(H)J st(Y; fH):

D’où l’égalité

(8) IH(fH) = �(H)
P
Y 2XH;G�

J st(Y; fH).

Notons que la convergence absolue de l’expression définissant IH(fH) implique
celle du membre de droite de l’égalité (6), donc aussi celle de membre de droite
ci-dessus.

Soit Y 2 XH;G� . Si v 2 V � S, il résulte des définitions de fv; fHv et de
l’hypothèse (lf) de 10.4 que

J st(Y; fHv ) = cvJ
Gv;Hv(Y; fv):

Si v 2 S, il résulte des définitions de fv et fHv que

J st(Y; fHv ) = JGv;Hv(Y; fv):

Alors

J st(Y; fH) = cSJ
G;H(Y; f)

pour tout Y 2 XH;G� . Il est clair que XH;G� est réunion disjointe des sous-
ensembles XH;G�(X�; �) quand X� décrit X � et � décrit K(TX�=k). La conver-
gence absolue de l’expression (8) nous permet d’obtenir la relation

IH(fH) = cS�(H)
X

X� 2X �

X
�2K(TX�=k)

X
Y 2XH;G�(X

�;�)

JG;H(Y; f):

Il suffit de comparer avec (5) pour obtenir l’égalité de l’énoncé. 2

10.10. LEMME. On a les égalités

IG(f̂) = �(G�)J�0(X�
0 ; f̂);

IH(f̂H) = �(H)
X
Y 2Y0

J st(Y; f̂H):

On peut supposer X�
0 2 X � et Y � XH;G� . Alors Y0 = XH;G�(X

�
0 ; �0).

En tenant compte du Lemme 10.7(iii) et (iv), les mêmes calculs que dans la
démonstration précédente conduisent aux égalités

IG(f̂) = �(G�)
X

�2K(T �0 =k)

J�(X�
0 ; f̂);
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IH(f̂H) = �(H)
X
Y 2Y

X
�2K(TY =k)

J�(Y; f̂H):

Soit � 2 K(T �0 =k). On a

(1) si � 6= �0; J
�(X�

0 ; f̂) = 0.

Fixons des données endoscopiques (H 0; s0; �0) de G� et Y 2 h0G��reg(k) tels que
Y soit une image de X�

0 et � = �Y . Si (H 0; s0; �0) ne vérifie pas l’hypothèse (*)
de 10.3, g(X�

0 ; A ) = ; et J�(X�
0 ; f̂) = 0. Supposons que (H 0; s0; �0) vérifie cette

hypothèse. Alors

J�(X�
0 ; f̂) = c(T �0 )

Y
v2V

JGv;H
0

v(Y; f̂v)

cf. 10.3 (1). Comme � 6= �0, on montre que �u 6= �0;u comme dans la preuve de
la relation (7) de 10.9. Mais la fonction X ! �Gu;H0u

(Y;X) sur gu(X�
0 ; ku)

est une �u-fonction au-dessus de X�
0 . Il résulte de la Proposition 8.2(v) que

JGu;H
0

u(Y; f̂u) = 0. D’où J�(X�
0 ; f̂) = 0.

La première égalité de l’énoncé résulte de (1).
Soient Y 2 Y; � 2 K(TY =k), supposons J�(Y; f̂H) 6= 0. Il résulte alors de la

Proposition 8.2(iii) que �u = 1 et �Y;u = �0;u. Les tores TY;u et T �0;u étant ellip-
tiques, il en résulte encore que � = 1 et �Y = �0, i.e. Y 2 Y0. D’où la deuxième
égalité de l’énoncé. 2

10.11. Démontrons maintenant le Théorème 10.4. D’après 10.3 (1),

J�0(X�
0 ; f̂) = JG;H(Y0; f̂) = c(T �0 )

Y
v2V

JGv;Hv(Y0; f̂v):

Les Lemmes 10.10, 8.10(ii) et la relation 10.6 (4) conduisent à l’égalité

(1) IG(f̂) = �(G�)c(T �0 ) w (gw)
�1mes (!)DGw ;Hw(Yw; Zw)

Q
v2V �fwg

�JGv;Hv (Y0; f̂v).

Soit Y 2 Y0. D’après [K2] 9.7, il existe des automorphismes iH de H et îH de
Ĥ tels que

� iH et îH déterminent un automorphisme des données endoscopiques (H; s; �);
� iH(Y0) = Y .

Pour tout v 2 V , fixons �v 2 C� tel que pour tous X 2 gv;reg(kv); Y1 2

hv;G��reg(kv), on ait l’égalité

�Gv;Hv(iH(Y1);X) = �v�Gv;Hv(Y1;X)
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cf. 2.4. Soient Y1 2 hG��reg(k);X
�
1 2 g�reg(k) vérifiant la condition (*) de 10.3 et

X1 = (X1;v)v 2V 2 g(X�
1 ; A ). Appliquons le Lemme 10.3 aux donnéesY1;X

�
1 ;X1

et iH(Y1);X
�
1 ;X1. On en déduit

��v = 1 pour presque tout v;

(2)
Q
v2V �v = 1.

On a l’égalité

J st(Y; f̂H) = c(TY )
Y
v2V

J st(Y; f̂Hv );

cf. 10.3 (3). Notons que, TY étant isomorphe à T �0 , on a c(TY ) = c(T �0 ).
Soit v 2 V � S. D’après le choix de nos fonctions et l’hypothèse (1f) de 10.4,

on a

J st(Y; f̂Hv ) = cvJ
Gv;Hv(Y; f̂v):

On a aussi

JGv;Hv(Y; f̂v) = �vJ
Gv;Hv(Y0; f̂v);

d’où

J st(Y; f̂Hv ) = cv�vJ
Gv;Hv(Y0; f̂v):

Si v 2 S � fwg, on a

J st(Y; f̂Hv ) =  v (gv) v (hv)
�1JGv ;Hv(Y; f̂v)

d’après 8.2 (vi) et 10.7 (i). Notons que si v 2 V1;  v (gv) =  v (hv) = 1. Comme
ci-dessus, on obtient

J st(Y; f̂Hv ) = �v v(gv) v(hv)
�1JGv;Hv(Y0; f̂v):

Enfin, grâce à 8.10 (ii), 3.3 et 10.6 (4), on l’égalité

J st(Y; f̂Hw ) = �w w (hw)
�1mes(!) ~DGw;Hw(Yw; Zw):

Notons que si v 2 V �S;  v(hv) =  v (gv) = 1 car d’après 10.5 (2), les espaces
gv(kv) et hv(kv) possèdent des réseaux autoduaux. D’autre part,

Y
v2V

 v(hv) =
Y
v2V

 v(gv) = 1:
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En tenant compte de la relation (2), on obtient alors

J st(Y; f̂H) = c(T �0 )cS w(gw)
�1mes(!)

� ~DGw;Hw(Yw; Zw)
Y

v2V�fwg

JGv ;Hv(Y0; f̂v):

En se rappelant que

jY0j = jXH;G�(X
�
0 ; �0)j = �H ;

le Lemme 10.10 conduit à l’égalité

(3) IH(f̂H) = �(H)�HcSc(T
�
0 ) w (gw)

�1mes(!) ~DGw;Hw(Yw; Zw)�v2V �fwg

JGv;Hv(Y0; f̂v).

D’après la formule de Poisson, on a l’égalité

X
X2g(k)

f((Adx)(X)) =
X

X2g(k)

f̂((Adx)(X))

pour tout x 2 G(A ). D’où l’égalité IG(f) = IG(f̂). Idem IH(fH) = IH(f̂H).
En comparant les formules (1) et (3) avec celle de la Proposition 10.10, on obtient

[DGw;Hw(Tw; Zw)�
~DGw;Hw(Yw; Zw)]

Y
v2V �fwg

JGv;Hv(Y0; f̂v) = 0:

Si v 2 S � fwg, on a JGv ;Hv(Y0; f̂v) 6= 0 d’après 8.2 (vi) et 10.8 (ii). Si
v 2 V � S, on a JGv;Hv(Y0; f̂v) = c�1

v J st(Y0; f̂
H
v ). On a déjà dit que puisque

Y0 2 bv , on a J st(Y0; f̂
H
v ) 6= 0, d’où JGv ;Hv(Y0; f̂v) 6= 0. Il résulte alors de la

relation ci-dessus que

DGw;Hw(Yw; Zw) =
~DGw;Hw(Yw; Zw):

Cela étant vrai pour tous Yw 2 hw;G��reg(kw); Zw 2 gw;reg(kw), cela démontre le
Théorème 10.4.

11. Existence de Données Globales

11.1. Soient de nouveauF un corps local non archimédien de caractéristique nulle,
à corps résiduel fini et E = (G;G�; ';H; s; �) 2 E(F ).

PROPOSITION. Supposons que G�
der soit simplement connexe et que E soit ellip-

tique. Alors il existe un corps de nombres k, des données E 2 E(k), des places
finies distinctes u;w de k et un isomorphisme F ' kw de sorte que
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(i) k; u et E vérifient les conditions (1) à (5) de 10.4;
(ii) via l’isomorphismeF ' kw, les données localesEw 2 E(kw) sont équivalentes

à E.

On choisit, ainsi qu’il est loisible, un corps de nombres k0, une place finie v0

de k0 et un isomorphisme k0;v0 ' F . Introduisons la plus petite extensionF [H] de
F qui déploye H , fixons un élément � 2 F [H] qui engendre F [H] sur F , notons
P le polynôme caractéristique de �. Soient P0 un polynôme à coefficients dans k0

de même degré que P; k01 le corps de décomposition de P0 et v1 une place de k01
divisant v0. On peut considérer P0 comme un polynôme à coefficients dans F via
le plongement k0 � k0;v0 ' F . Si les coefficients de P0 sont suffisamment proches
de ceux de P , alors k01;v1

' F [H]. Notons �01 le fixateur de v1 dans Gal(k01=k0); k1

le sous-corps des points fixes de �01 dans k01 et encore v1 la restriction de v1 à k1.
Alors k1;v1 ' F et Gal(k01=k1) ' Gal(F [H]=F ).

Soit N un entier tel que

� N > 2,
� le nombre d’éléments de Z(Ĝsc)

� divise N ,

où Ĝsc est le revêtement simplement connexe du groupe dérivé de Ĝ et � =
Gal( �F=F ). Choisissons, ainsi qu’il est loisible, une extension galoisienne finie k
de k1 telle que

� [k : k1] > N ;
� k est totalement imaginaire;
� v1 est totalement décomposée dans k.

Posons k0 = kk01. Les extensions k et k01 de k1 sont disjointes puisque v1 est
totalement décomposée dans ket est inerte dans k01. On en déduit des isomorphismes

(1) Gal(k0=k) ' Gal(k01=k1) ' Gal(F [H]=F ).

Un groupe quasi-déployé sur un corps K de caractéristique nulle est défini par des
données de racines (X�;�;X�; ��) et une action de Gal( �K=K) sur ces données.
Soit H le groupe quasi-déployé sur k défini par les mêmes données de racines que
H et l’action de Gal(�k=k) déduite de la projection Gal(�k=k) ! Gal(k0=k) et de
l’isomorphisme (1). Comme F [G�] � F [H] (cf. 7.3 (2)), on peut définir de même
un groupe G� quasi-déployé sur k. Les groupes complexes Ĥ et Ĥ , resp. Ĝ et Ĝ,
sont identiques, l’action de Gal(�k=k) se déduisant comme ci-dessus de celle de
Gal(F [H]=F ). En posant s = s; � = �, on vérifie aisément que (H; s; �), sont des
données endoscopiques pour G�.

Notons� = Gal(�k=k); V l’ensemble des places de k et fixons un sous-ensemble
S � V formé de N places divisant v1. Pour v 2 V , fixons une place de �k divisant
v. On la note encore v et on note �v son fixateur dans �. Notons que pour v 2 S,
les isomorphismes k1;v1 ' F et k01;v1

' F [H] définissent de façon unique des
isomorphismes kv ' F; k0v ' F [H]. On les prolonge en un isomorphisme �kv ' �F .

comp3990.tex; 7/05/1997; 15:42; v.5; p.79

https://doi.org/10.1023/A:1000103112268 Published online by Cambridge University Press

https://doi.org/10.1023/A:1000103112268


232 J.-L. WALDSPURGER

NotonsG�
ad etG�

ad les groupes adjoints deG� etG�. Le torseur' définit un élément
deH1(�; G�

ad(
�F )); c’est la classe du cocycle � qui à � 2 � associe �(�) 2 G�

ad(
�F )

tel que �(') � '�1 = Ad �(�). Notons encore � cette classe. Pour v 2 S, on peut
identifier G�ad;v(

�kv) à G�
ad(

�F ) et H1(�v; G
�
ad;v(

�kv)) à H1(�; G�
ad(

�F )). On définit
un élément � 2 �v2VH

1(�v; G
�
ad;v(

�kv)): c’est l’élément dont la composante en v
est nulle si v 62 S et égale à � si v 2 S. On dispose d’applications (cf. [K2] 2.2,
2.5):

M
v2V

H1(�v; G
�
ad;v(

�kv))!
M
v2V

[Z(Ĝsc)
�
v ]D ! [Z(Ĝsc)

�]D:

Le noyau de l’application composée est l’image naturelle de H1(�; G�
ad(
�k)) dans

le premier terme. Mais l’image de � par cette application composée est égale à N
fois celle de � par l’application

H1(�; G�
ad(

�F ))! [Z(Ĝsc)
�]D ' [Z(Ĝsc)

�]D:

D’après le choix de N , cette image est donc nulle et � est l’image d’un élément
de H1(�; G�

ad(
�k)). Cet élément est unique d’après le principe de Hasse. On fixe

un cocycle, que l’on note encore � , dont la classe soit cet élément. On définit un
groupe algébrique G sur k par les conditions

� G(k) = G�(k),
� pour � 2 �; x 2 G(k); �G(x) = (Ad �(�)�1) � �G�(x).

On note ' : G! G� l’identité. C’est un torseur intérieur. On pose

E = (G;G�; ';H; s; �):

Alors E 2 E(k).
Pour v 2 S, on peut identifier �kv à �F etG�

v àG�. Par construction de � , il existe
x� 2 G�

ad(
�F ) tel que, pour � 2 �; � (�) = �G�(x

�)�(�)x��1. Alors l’application

'�1
v

� (Ad x�) � ' : G( �F )! Gv( �F )

commute à l’action de � et définit un isomorphisme de G sur Gv défini sur F . On
en déduit que

(2) si v 2 S, les données Ev et E sont équivalentes.

Fixons deux places distinctes u;w 2 S. Alors les conditions de l’énoncé sont
vérifiées. La condition (ii) résulte de (2). Considérons les conditions de 10.4. La
condition (1) résulte de l’hypothèse surG�

der. La condition (2) résulte des conditions
imposées à k. La condition (5) résulte de (2) ci-dessus et de l’hypothèse que E est
elliptique. En fait Ev est elliptique pour tout v 2 S. Grâce au Lemme 6.1, pour
tout v 2 S, il existe donc Y 2 hv;G��reg(kv) qui soit G�

v-elliptique. Comme un tel
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élément est l’image d’un élément de g
v;reg

(kv), la condition (3) est vérifiée pour
v 2 S. Pour v 62 S; '

v
est trivial par construction de � et (3) est automatiquement

vérifiée. Enfin (4) résulte de l’égalité k[H] = k0 et du fait que tout élément de S
est inerte dans k0. 2

Remarque. On peut préciser la proposition dans les cas suivants:

(3) si H = G�, on peut supposerH = G�;

(4) si G� = SL(n), on peut supposerG� = SL (n).

Cela résulte de la construction ci-dessus de E.

11.2. On a défini en 6.3 la notion de données consistantes et en 10.4 la condition
(1f).

THÉORÈME. Soit E 2 E(F ).

(i) Si E n’est pas consistante, E vérifie la Conjecture 1.2.

(ii) Si E est consistante, il existe un corps de nombres k et des donnéesE 2 E(k)
tels que si E vérifie la condition (1f), alors E vérifie la Conjecture 1.2.

L’assertion (i) résulte de la Proposition 6.8. SupposonsE consistante. Ecrivons
E = (G;G�; ';H; s; �). Supposons d’abord que E vérifie:

(1) E est elliptique et G� est simplement connexe.

Introduisons le corps k et les données E de la Proposition 11.1. Si E vérifie (1 f),
alors E vérifie la Conjecture 1.2 d’après le Théorème 10.4.

En général, en appliquant les constructions du paragraphe 6 et la Proposition
6.8, puis les constructions du paragraphe 4 et la Proposition 4.5, on voit qu’il existe
E0 2 E(F ) telle que: E0 vérifie (1) et la Conjecture 1.2 pour E0 implique cette
conjecture pourE. Il suffit alors de prendre pour k etE les objets associés ci-dessus
à E0. 2

11.3. THÉORÈME. Soit E = (G;G�; ';H; s; �) 2 E(F ). Supposons l’une des
conditions suivantes vérifiées:

(1) G� est de type A;

(2) H = G�.

Alors E vérifie la Conjecture 1.2.

Supposons H = G�. Alors E est elliptique. Comme en 11.2, on peut suppo-
ser G� simplement connexe. On construit k et E = (G;G�; ';H; s; �) comme
dans la Proposition 11.1. D’après la Remarque 11.1(3), on peut supposerH = G�.
Mais alors il est trivial que E vérifie (1f). On conclut grâce au Théorème 10.4.
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Supposons maintenant que G� est de type A. On raisonne par récurrence sur
dim(G). Comme en 11.2, on peut supposerG� simplement connexe. Donc G� est
de la forme

G� =
Y
i2I

ResFi=FSL(ni);

où les Fi sont des extensions finies de F . On vérifie aisément que E est produit,
en un sens évident, de données Ei = (Gi; G

�
i ; 'i;Hi; si; �i) pour i 2 I , où, pour

tout i;G�
i = ResFi=FSL(ni). Il est clair que si Ei vérifie la Conjecture 1.2 pour

tout i 2 I; E la vérifie aussi. Par l’hypothèse de récurrence, on peut supposer que
I est réduit à un élément, autrement dit que G� = ResF 0=FSL(n). On construit
comme au paragraphe 5 des données E0 = (G0; G

0�; '0;H 0; s0; �0) 2 E(F 0). On a
G
0� = SL(n) et d’après la Proposition 5.5, il suffit de prouver la Conjecture 1.2 pour

E0. Autrement dit, en oubliant cette construction, on peut supposer G� = SL(n).
Supposons E elliptique. Soient k et E = (G;G�; ';H; s; �) 2 E(k) comme dans
la Proposition 11.1. On peut supposer G� = SL(n). Mais alors E vérifie (1f)
d’après 7.6. On conclut grâce au Théorème 10.4. Supposons maintenant E non
elliptique. Si E n’est pas consistante, elle vérifie la conjecture 1.2 (Proposition
6.8). Si E est consistante, on introduit les donnéesEM = (M;M�; 'M ;H; s; �M )
comme en 6.3. Il est clair que M� est de type A et dim(M) < dim(G). Alors EM
vérifie 1.2 par l’hypothèse de récurrence. On conclut en appliquant la Proposition
6.8. 2

11.4. SoientG un groupe réductif connexe défini sur F; h ; ig une forme bilinéaire
sur g(F ), symétrique, non dégénérée et invariante par conjugaison. On définit la
transformation de Fourier dans C1

c (g(F )) par la formule usuelle (cf. 1.1). On
obtient par dualité une transformation de Fourier sur l’espace des distributions sur
g(F ), i.e. sur l’espace des formes linéaires surC1

c (g(F )). Pour f 2 C1
c (g(F )) et

X 2 greg(F ), on définit J st(X; f) de façon évidente: c’est la somme des J(X 0; f)
quand X 0 parcourt la classe de conjugaison stable de X , modulo conjugaison par
G(F ). NotonsC1

c (g(F ))inst l’espace des f 2 C1
c (g(F )) telles que J st(X; f) = 0

pour toutX 2 greg(F ). On dit qu’une distribution sur g(F ) est stable si elle annule
C1
c (g(F ))inst.

PROPOSITION. La transformée de Fourier d’une distribution stable sur g(F ) est
une distribution stable.

Il suffit de prouver que C1
c (g(F ))inst est stable par transformation de Fourier.

Introduisons une forme intérieure quasi-déployée G� de G, un torseur intérieur
' : G ! G� et les données E = (G;G�; ';G�; 1; id) 2 E(F ). Notons que pour
f 2 C1

c (g(F )), on a f 2 C1
c (g(F ))inst si et seulement si JG;G

�

(Y; f) = 0
pour tout Y 2 g�reg(F ). Il s’agit donc de prouver que pour tous Y 2 g�reg(F ) et

toute f 2 C1
c (g(F ))inst , on a JG;G

�

(Y; f̂) = 0. Ou encore que la distribution
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f 7! JG;G
�

(Y; f̂) est stable. Mais soit L une fonction localement intégrable sur
g(F ), continue sur greg(F ), et ` la distribution définie par

`(f) =

Z
g(F )

L(Z)f(Z) dZ:

On vérifie que ` est stable si et seulement si L l’est au sens suivant: si Z et Z 0

appartiennent à greg(F ) et sont stablement conjugués, alors L(Z) = L(Z 0). Si les
mesures sont convenablement normalisées, la distribution f 7! JG;G

�

(Y; f̂) est
associée à la fonction localement intégrable L définie par

L(Z) = D(Z)�1=2
X
X

�G;G�(Y;X )̂iG(X;Z)

où X parcourt greg(F ) modulo conjugaison. I.e. L(Z) =  (g)
�1D(Z)�1=2 �

DG;G�(Y;Z). Grâce à 11.3, on a aussi L(Z) =  (g)
�1D(Z)�1=2 ~DG;G�(Y;Z).

Or la fonction ~DG;G�(Y; :) est stable d’après sa définition. La fonction D l’est
aussi, donc aussi L, ce qui achève la démonstration. 2

11.5. Soit E = (G;G�; ';H; s; �) 2 E(F ). On a énoncé en 1.7 la conjecture de
transfert en supposant que G�

der était simplement connexe. Dans le cas général,
Langlands et Shelstad introduisent une extension centrale ~H deH , un sous-groupe
~Z deZ( ~H), un caractère ~� de ~Z(F ), un sous-ensemble ~HG�-freg de ~H et un facteur
�G; ~H sur ~HG�-freg(F )�Gfreg(F ) (cf. [LS2] 1.3. Il faut ici encore priver ces facteurs

de leurs termes �IV). Pour f 2 C1
c (G(F )) et y 2 ~HG�-freg(F ), on pose

JG;
~H(y; f) =

X
x

�G; ~H(y; x)J(x; f)

où x parcourt Gfreg(F ) modulo conjugaison par G(F ). On dit que E vérifie la

conjecture de transfert si pour toute f 2 C1
c (G(F )), il existe une fonction f ~H sur

~H(F ), localement constante, à support compact modulo ~Z(F ), telle que

f
~H(zy) = ~�(z)f

~H(y)

pour tous y 2 ~H(F ); z 2 ~Z(F ), de sorte que l’on ait l’égalité

J(y; f
~H) = JG;

~H(y; f)

pour tout y 2 ~HG�-freg(F ).

THÉORÈME. Soit E = (G;G�; ';H; s; �) 2 E(F ). Alors
(i) il existe une famille finie (ki)i2I de corps de nombres et, pour tout i 2 I , des

données Ei 2 E(ki), telles que, si Ei vérifie la condition (lf) pour tout i 2 I , E
vérifie la conjecture de transfert;

(ii) supposons l’une des conditions suivantes vérifiées:
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(a) G� est de type A;
(b) H = G�.

Alors E vérifie la conjecture de transfert.
Langlands et Shelstad ont introduit une conjecture de transfert local en l’élément

neutre et montré qu’il existait une famille finie (Ej)j2J d’éléments de E(F ) telle
que si, pour tout j 2 J;Ej vérifie cette conjecture, alors E vérifie la conjecture de
transfert (cf. [LS2] théorème 2.3). On a montré en [W1] VIII.6, Remarque 8, que
si Ej vérifie la Conjecture 1.2, Ej vérifie aussi la conjecture de transfert local en
l’élément neutre. Pour obtenir l’assertion (i), il suffit alors d’appliquer aux Ej le
théorème 11.2. Il résulte de la définition desEj (cf. [LS2] 1.4) que siE vérifie l’une
des conditions de (ii), les Ej la vérifient aussi. On fait alors appel au Théorème
11.3 pour obtenir (ii). 2
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[W2] Waldspurger, J.-L.: Homogénéité de certaines distributions sur les groupes p-adiques, Publ.

Math. de l’IHES 81 (1995), 25–72.
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