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1. Introduction

1.1. Soit F un corpslocal non archimédien de caractéristique nulle, acorpsrésiduel
fini. Si M est un grouperéductif connexedéfini sur F', on notepar lalettreminuscule
m son algebre de Lie*. On note ¢y I’ ensemble des X € m dont le centralisateur
T'x dans M estuntore. S X, X' € myeg(F), on dit que X et X' sont conjugués,
resp. stablement conjugués, s'il existe z € M(F), resp. z € M(F) ou F est la
cldture algébrique de F, tel que (Adz)(X) = X'. On note C°(m(F)) I’ espace
des fonctions sur m (F'). & valeurs complexes, localement constantes et & support
compact. Soient X € myeg(F) €t f € C°(m(F)). Supposons T'x (F) et M (F)
munis de mesures de Haar. On pose

JX. ) = DY | ooy T (AGET() d

ou
D(X) = |det(ad X |m(F)/tx (F))|F,

| - | désignant la valeur absolue usuellede F'.
Onnote £(F') I'ensemble desdonnées £ = (G, G*, ¢, H, s, &) ou:

e (G et G* sont des groupes réductifs connexes définis sur sur F, G* est quasi-
déeployé;

e ©: G — G* est untorseur intérieur, i.e. ¢ est unisomorphisme sur ' tel que
pour tout o € Gal (F/F), o(p) o o~ soit un automorphismeintérieur de G*;

e (H,s,£&) sont des données endoscopiques pour G* (cf. [K1] Sect. 7 et ci-
dessous 2.1).

Fixons detelles données. On munit G(F') et H(F') demesuresdeHaar. Si T" est un
sous-tore maximal de G ou H défini sur ', on munit 7'(F') d’ une mesure de Haar.
Onimpose acesmesures une condition de compatibilité (cf. 2.5). Fixonsuneforme
bilinéaire (, )4 sur g(F'), symétrique, non dégénérée et invariante par conjugaison,

* Si le groupe est noté T ou U, on note son algebre de Liet ou u.
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et un caracterep: F — C* continu et non trivial. Pour tout sous-espace de g(F')
sur lequel larestriction de ( , ), est non dégénérée, on munit ce sous-espace de la
mesure de Haar autoduale pour le bicaractere o (( , )4). Pour f € C°(g(F)) et
X € g(F), onpose

foo=[ | 12wz x),) 0z

Notons 7 ¢ I’ ensemble des sous-toresmaximaux de G définissur Fet 7 /G(F)
I’ensembl e des classes de conjugaison de tels sous-tores, que I’on identifie a un
ensembledereprésentantsde cesclassesdans 7. Pour T € 7, onnote W (G, T)
le quotient Normg -y (T') /T (F') , ou Normg -y (T') est le normalisateur de 7' dans
G(F). D’ aprés Harish—Chandra ([HC] Théoreme 3), il existe une unique fonction
1% greg(F) X greg(F) — C, localement constante et invariante par conjugaison
(par G(F) x G(F')) telle que, pour toute f € C°(g(F')) ettout X € gregg(F), ON
atl'égaité

hH= Y went sz ni, )z
TETC G(F) tF)

Remarquonsqu’il n'y apasdelien entre les mesuressur lestores et celles sur leurs
agebresde Lie. Lafonction ;& dépend des choix de ces mesures,

Aubicaracteres)((, ), deg(F') est associéeune’ constantede Weil’ v, (g) € C*
(cf. 3.1). C'est uneracine huitieme de I’ unité.

On aexpliquéen [W1] VIII. 6, comment de ( , ), se déduit une forme analogue
(, ), sur h(F). On définit alors des objets i, vy, (h) relatifsa H.

A lasuite de Langlands et Shelstad, on définit:

e un sous-ensemble hg- _reg de hreg €t des applications a fibresfinies

{ classes de conjugaison stable

dansh- —reg(F) } ~__
{ classes de conjugaison stable }

danSg;‘eg(F)

dans greg(F')

{ classes de conjugaison stable } /

L es définitions sont rappeléesen 2.2. On dit que Y € hg-_reg(F) €st une image
de X € greg(F') S leurs classes de conjugaison stable ont méme image par les
applications ci-dessus;

e un facteur de tranfert Aq i@ hag-—reg(F') X greg(#) — C, cf. 2.3. Ce facteur
N’ est pas tout-a-fait celui de Langlands et Shelstad: il est prive du terme Ay .
Lefacteur Ag (Y, X) estnonnul si et seulement si Y est uneimage de X.
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Pour Y € ha-_reg(F') €t Z € greg(F), ON pose
Dau(Y,Z) = v(9)Y_Acu(Y, X)i%(X, Z),
X

Dau(Y,Z) =vy(h) > w(Z'") *Aau(Z',2)i" (Y, Z'),
Y’,Z’
ou

e X parcourt greg(F') modulo conjugaison;

e Y’ parcourt la classe de conjugaison stable de Y modulo conjugaison;

e Z' parcourt h¢+_reg(F') modulo conjugaison;

e w(Z') est le nombre de classes de conjugaison dans la classe de conjugaison
stablede Z'.

On aposé en [W1] VIII.7 la conjecture suivante.
1.2. CONJECTURE. Pour tous Y € hg+_reg(F'), Z € greg(F'), Onal’égalite

Deu(Y,Z) = Dgu(Y,Z).

Notons que cette conjecture ne dépend pas des choix des mesures, pourvu que
celles-ci vérifient les conditions imposées de compatibilité. Changer de mesures
multiplie chague membre de I’ égalité ci-dessus par une méme constante.

Lebut de cet article est de montrer quele ‘lemme fondamental pour les algebres
deLie implique cette conjecture.

1.3. Ce que nous appellerons ‘lemme fondamental pour les algebres de Lie' est
I"assertion ci-dessous. Pour f € C°(g(F')) etY € hg_reg(F), ON pose

JG’H(Y, f) = Z AG,H(YuX)J(Xv f)7
X

ou X parcourt greg(F') modulo conjugaison. Pour f € C°(h(F)) &Y € hg-_reg(F),
on pose

JSt(Yv = Z J(Ylv ),
v/

ou Y parcourt la classe de conjugaison stable de Y modulo conjugaison.
Supposons.

e o ‘trivid’, i.e. il existez* € G*(F) tel que (Adz*) o ¢ soit défini sur F;
e (H,s,&) nonramifié (cf. 7.3).
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On définit la notion de sous-algebre hyperspéciale de g(F') ou h(F). Il s agit de
réseaux dans ces algebres. Soient k,, et k), de telles sous-algebres dans g(F'), resp.
h(F).Onnote 1, et1;, lesfonctions caractéristiques de ces sous-algebres. Sous
les hypotheses ci-dessus, on ala

CONJECTURE (‘lemme fondamental pour les algebresde Li€'). Il existe c € C*
tel que pour tout Y € hg-_reg(F), On ait I égalité

Y, 1) = cJOH (Y, 1)
Lavalidité de cette conjecture ne dépend pas des choix de &, et kj,.

1.4. Soit k& un corps de nombres. On définit I’ensemble £(k) comme on a défini
E(F)enll Soit £ = (G,G*,p,H,s,E) € E(k). Pour toute place v de k, on
deduit de £ desdonnées E,, = (G,, G, p, H,,,5,E) € E(k,) par extension des
scalaires au complété k, de k en v. On dit que E vérifie la condition (I f) si pour
presque toute place finie v de & (i.e. pour v hors d’un ensemble fini de places), les
données E,, vérifient le ‘lemme fondamental pour les algebresde Li€'.

Soit E = (G,G*,p,H,s,E) € E(F). Nous dirons que F est consistante S'il
existeaumoinsun couple (Y, X) € hg-_reg(F') X greg(F') tel queY” soit uneimage
de X.

THEOREME. Soit E € £(F).

(i) S FE n'est pas consistante, elle vérifie la conjecture 1.2.
(i) S E est consistante, il existe un corpsde nombresk et unedonnée E € E(k)
telsque s E vérifiela condition (I f), alors E vérifie la conjecture 1.2.

La demonstration est constructive, on peut apporter des précisions sur la donnée
E.

15. Soit £ = (G,G*,¢,H,s,£) € E(F). Disons que G* est de type A si le
revétement simplement connexedu groupe dérivé G, de G* est produit de groupes
delaforme Resp /- SL (n), ou F' est une extension finiede £,

THEOREME. Supposons |’ une des conditions suivantes vérifiées:

(1) G* est detype A;

(2) H = G*.

Alors E vérifiela conjecture 1.2.

1.6. Considéronslecas H = G*. On appelledistribution stable sur g(F') uneforme
lingaire £ sur C°(g(F)) telleques f € C(g(F)) vérifie J%4 (Y, f) = 0 pour
tout Y € greg(F), dors£(f) = 0.

COROLLAIRE. La transformée de Fourier d’une distribution stable sur g(F') est
une distribution stable.

1.7. Soittoujours E = (G, G*, ¢, H, s,£) € E(F'). Defagon analogue a ci-dessus,
on définit I’ensemble Gy des éléments de G dont le commutant est un tore et
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un ensemble Hg-_freg C Hireg; ON définit les espaces C°(G(F')) et C°(H(F));
pour f € C°(G(F)), resp. f1 € C(H(F)), ety € Hg-_ireg(F), ON définit les
intégrales orbitales JH (y, f), resp. J*!(y, 7). Supposons pour simplifier que
G €st smplement connexe. On dit que E vérifie laconjecture detransfert si pour
toute f € C°(G(F)), il existe f € C°(H(F)) telle que

Ty, f1) = T (y, f)

pour tout y € Hag+_freg(F).
Grace aux résultats de Langlands et Shelstad, on deduit des résultats ci-dessus
le corollaire suivant.

COROLLAIRE. S0it E = (G,G*, ¢, H, s,£) € E(F), supposons G, Simplement
connexe. Alors

(i) il existe une famille finie (k;);c; de corps de nombres et, pour tout i € I,
des données E; € £(k;) telles que, s E; vérifie la condition (I f) pour tout
i € I, E vérifiela conjecture de transfert;

(ii) supposons!’une des conditions suivantes vérifiees:

(1) G* est detype A;

(2 H = G*.

Alors E vérifie la conjecture de transfert.
L hypothese G, simplement connexe ne sert qu’a énoncer simplement cette
conjecture de transfert.

1.8. Lapreuve du résultat principal 1.4 s’ inspire directement de celle due a Hales
que le ‘lemme fondamental pour les unités de I'algebre de Hecke' implique le
lemme fondamental ([H1]). En fait c’'en est I’analogue pour les algebres de Lie.
Haleslui-méme s'inspirait du résultat de Clozel dansle cas du changement de base
(IC]). Notre demonstration, comme celle de Hales, utilise largement les travaux de
Langlands et Kottwitz sur la stabilisation de la formule des traces.

Dans le paragraphe 2, nous rappelons diverses définitions de la théorie de
I’ endoscopie, notamment celle des facteurs de transfert, qui est un peu plus simple
dans le cas des algebres de Lie que dans le cas des groupes. Au paragraphe 3, on
montre quelavalidité delaConjecture 1.2 est indépendante des choix de ( , ), et ).
Au paragraphe 4, on ramene le cas général au casou G, est simplement connexe.
Au paragraphe 5, on montre que si £/ se déduit par restriction des scalaires d’ une
donnée E' sur une extension finie F’ de F, la Conjecture 1.2 pour E se déduit
de cette méme conjecture pour E’. Au paragraphe 6, on ramene le cas général
a celui ou les données endoscopiques (H, s, &) sont dliptiques. Au paragraphe
7, on étudie brievement le cas non ramifié et on énonce dans notre situation deux
lemmesdusaKottwitz. Le paragraphe 8 démontre’ existence de fonctionsqui nous
serviront plus tard a separer différentes données endoscopiques. Au paragraphe 9,
on dit quelques mots du cas, d'ailleurs trivial, ou on remplace le corps F' par C.
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Le paragraphe 10 contient la partie essentielle de la preuve. Soient k& un corps de
nombres, E = (G,G*, ¢, H,s,£) € £(k) et f unefonction de Schwartz sur g(A)
(avec des notations usuelles, qui sont rappelées au paragraphe 10). On pose

G = Adz! dz,
) = [ 2 T(AdE(0)

Xeg(k)

en admettant que cette expression soit convergente. D’ apres laformul e de Poisson,
on al’éegalite

I€(f) = I4(f),

qui peut étre vue comme le point de départ d’ un analogue pour les algebresde Lie
de la formule des traces de Arthur—Selberg. Supposons que f et f vérifient des
conditions‘d’ ellipticite’. En imitant Langlands et Kottwitz, on peut alors stabiliser
I’égalité ci-dessus. En imposant a k, E et f quelques conditions techniques et en
supposant que E veérifie la condition (If), ce qui est I’ hypothese essentielle, on
peut comparer la formule ci-dessus, * stabilisée’, avec une formule analogue pour
le groupe H et unefonction £ sur h(A) déduite de f. On en déduit, grosso modo,
que pour toute place finie v de k, les données E,, € £(k,) vérifient la Conjecture
1.2. Au paragraphe 11, on déduit les résultats présentés dans cette introduction de
ceux obtenus au paragraphe 10 et des réductions effectuées aux Sections 4, 5 et 6.

Je remercie D. Kazhdan pour une discussion enrichissante sur ces questions et
C. Moeglin pour m’ avoir signalé le Corollaire 1.6.

2. Endoscopie

2.1. Soit F comme en 1.1. On note I le groupe de Galois Gal(F/F). Soit E =
(G,G*,p,H,s,£) € E(F). Rappelons que H est un groupe réductif connexe
défini sur F et quasi-déployé. Onintroduit les groupes complexes G et H duaux de
G* et H. Legroupe I agit sur G(F),G*(F), H(F), G et H. On note ces actions
(0,z) — o(z) pour o € T et, par exemple z € G(F), ou, S I’on a besoin de
préciser, (o,z) — og(x). On appelle paire I'-stable de G*, resp. G, un couple
(B, T), resp. (BB, T), ol B, resp. B, est un sous-groupe de Borel de G*, resp. G, et T,
resp. T, un sous-tore maximal de B, resp. B, tous deux définis sur F, resp. stables
par I". Idem pour H et H. Pour tout choix detelles paires, il y adesisomorphismes
canoniquesT-invariantsde X, (T) sur X *(T) et de X*(T) sur X, (T) qui échangent
racines et coracines, ou, par exemple, X, (T) désigne le groupe des sous-groupes
aun paramétre de T définis sur F. On pose W = Normy,.. ) (T) /T(F), W< =
Norm,(T)/T. Ces groupes sont en bijection. On al’inclusion W (G*,T) C W<,
avec lesnotationsde 1.1.

Rappelons que s est un &éément du centre Z(H) de H,¢: H — G est un
plongement, de sorte que

https://doi.org/10.1023/A:1000103112268 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.1023/A:1000103112268

LE LEMME FONDAMENTAL IMPLIQUE LE TRANSFERT 159

o £(H) = Z#(€(s))° (= composante neutre du centralisateur de {(s) dans Q;

e pour tout o € T, il existe:?cg e Gtelqueosofoo,t = (AdE,) o &;

e I'image de s dans Z(H)/¢~1(Z(G)) est fixe par F et son image s dans
le groupe des composantes connexes mo([Z(H) /¢ ~1(Z(G))]") appartient au
noyau de I’ application naturelle mo([Z(H)/¢~Y(Z(G))]") — HYT, Z(G))
(cf. [K1], 7.1).

On appelle équivalence entre les données E et E' = (G',G'™*, ¢/, H', s, ¢')
des isomorphismes i : G — G',i* 1 G* — G*,ig . H — H', définis sur
F,i.:G— G',ig: H— H'invariants par I, de sorte que

o il existez* € G*(F) tel que ' oi = i* o (Adz*) o p;

eilexistes € Gtel quet’ oty =io (AdZ)o¢;

o estéga al image de 5 par I'application mo([Z(H) /¢~ Y Z(G))]") —

mo([Z(H') /€ ~H(Z(G")]") deduite deiy;

. IesappllcatlonSz et iy sont dualesdei* etiy.

Dire par exemple que : est duale de i* signifie ce qui suit. EIXOFIS des paires
I-stables (B, T) de G* et (B, T) de G. Alors (i*(B), i* (T)) et (z(B),¢(T)) sont des
paires I'-stables de G'*, resp. G'. On demande que le diagramme suivante soit

commutatif

X.(T) — X.(i*(T))
I I
X*(T) — X*(i(T))

ol1 les fléches horizontales sont déduitesde i* eti.
Danslecasolu G’ = G,G'* = G*, ¢’ = ¢, i,4* et sont lesidentités, on parlera
d’ équivalence entre les données endoscopiques (H, s, &) et (H', s, £').

2.2. Pour tout groupe réductif connexe M défini dur F', on note Mg le groupe
dérivé de M et Mg son revétement simplement connexe. Le groupe Mg agit sur
M par conjugaison. Si z € Mg, on notera encore Ad z cette action et on notera
parfois zyz—! I'image de y € M par cette application. Si f: M — M' est un
homomorphisme,on noteraencore f : m — m’ I’homomorphisme dérivé. On note
My |e revétement simplement connexe du groupe dérivé Mye de M. 11 nefaut pas
confondre Mg avec (M)

Fixons des paires I'-stables (B,T) de G*, (By,Ty) de H,(B,T) de G et
(B, ) de H. On suppose pour simplifier que¢(Ty) = T et £(By) c B.

Remarque. En général, il existe # € G tel que (Ad#) o £(Ty) = T et (Adz) o
¢(B) C B. Onfixeuntel 2, onposey = (Adz) o €. Il suffit alors de remplacer ¢

par &g dans|es définitions des paragraphes 2.2 et 2.3 ci-dessous. On vérifiequ'’ elles
ne déependent pas du choix de Z.
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On déduit de |4, unisomorphismedual n: Ty — T défini sur F.Pourc el
il existew, € W tel queog- oo aﬁl = wy 0.

S Y € h(F), on dit que Y est G*-régulier il existe y € H(F) tel que
(Ady)(Y) € t(F) et no (Ady)(Y) est régulier dans g*(F). On note hg-_reg
I’ensemble des éléments G*-réguliers de h.

Soient Y € hg- reg(F), X* € gieg(F), resp. X € greg(F'). Un diagramme
D(Y,X*;F),rep. D(Y, X F), est ladonnéedey € H(F),z* € Gi(F), resp.
etz € Gg(F) de sorte que

o yTyy ! =Ty, 2*Te* ™t = T, resp. 2*Tz* "1 = p(z ™1 Txx);

e I’application (Adz*) o po (Ady): Ty — T'x- est définie sur F', resp. le tore
r*Tr*~1 est défini sur F et les applications (Adz*) o n o (Ady) : Ty —
r*Tz* et (Adz) o o=t x*Ta*~1 — T'x sont définiessur F

e |’application dérivée envoie Y sur X*, resp. la composée des applications
dérivéesenvoieY sur X.

Dans le deuxiéme cas, on note X* I'image de X par ¢ o (Adz~1). On note
Oy, x~, resp. by, x, I'isomorphisme (Adz*) oo (Ady): Ty — T'x-,resp. (Adz)o
¢ o (Adz*)ono (Ady): Ty — Tx. |l nedépendquedeY et X*, resp. X, et
pas du diagramme.

Notons 7'y~ le tore complexe dual de T'x-. On déduit de I'isomorphisme
(Adz*) : T — Tx- un isomorphisme dual i,- : T — T'x-. L'image de Z(G)
est indépendante du choix de z*. On note K (T'x-/F) le noyau de I’ application
mo([Tx+/Z(G)') — HYT, Z(G)). L'image de s par la composée de i,- o &
et de la projection T'x- — T'x-/Z(@) est invariante par I' et son image dans
mo([Tx+/Z(G)]") appartient A K (T'x- /F). On lanote xy . Elle ne dépend pas du
diagramme.

OnditqueY estuneimagede X *, resp. X, s'il existeundiagramme D (Y, X*; F'),
resp. D(Y, X; F).

23. So0ient Y, Y € hg-—reg(F), X, X € gig(F),D(Y,X; F),D(Y,X; F) deux
diagrammes. On définit unfacteur A (Y, X; Y, X) delafagon suivante. On fixe
unscindageI'-stablede G*, i.e. pour touteracine o de T, simplerelativement aB, on
fixe X,, danslasous-algebre de Lieradicielle associée a «, de sorte que o (X,,) =
Xo(a) Pourtout o € I'. On fixe des a-données pour X* et X*. Par exemple, notons
Y (T'x~) I'ensemble des racines de T'x- dans g*. Pour tout « € X(T'x-), on se
donne a, € F* de sorte que o(a,) = Ug(a) POUrtoUt o € ' €t @ = —aq-
Avec ces notations, on note XYM (Tx+) = {a € X(Tx-); 3o € I',0(a) = —a}.
L’ application fy x- envoie X (Ty ) dansX(Tx+). Onnote Y e ;; (Tx+) I’ensemble
desa € >-¥™(Tx+) qui ne sont pas dans I'image de cette application. Pour « €
> YM(Tx-),notons [, = {0 € I;0(r) = a}, 'y = {0 € [;0(a) = £a}, F,
et Fy, les sous-corps des points fixes de I, et I'y,, dans F. Alors F,, est une
extension quadratique de F'y,. On note x, le caractére quadratique de F'}*,, associé
a cette extension.
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Définition de A;(Y, X). A I'aide du scindage, on définit une application 7
W% — Normge (F)(T ) (cf.[LS1] 2.1). Pour o € T, on noten,, I'image par n de
I'image naturelle de z* ~1o(z*) dans W %=. Par abus de notations, on note T'x - «
I'imageréciproquede T’y - dansG&.. Posonsa, = Y a®aqy € Xy (Tx-, )®Z Fx
~ Ty (F), 0l parcourt Ieselementsde »(Tx-) telsquea > 0,0 1(a) < 0,

.....

7(0) = agz*ngo(z* ).

Alors 7(0) € Tx- (F) et o — 7(0) est un cocycle. On note encore T I’ élément
de HY(I', T~ «(F)) qu'il définit. Ce dernier groupe est dual de K (Tx-/F). On
pose

AI(Yru)() = (7-7 ﬁY)'
Définition de A (Y, X). On pose

A(Y, X) = [Txa(a(X*)az?),

ou le produit est pris sur un ensemble de représentants des orbites de I' dans

ZhorsH(T_X”‘)' o . _
Définition de Ay (Y, X; Y, X). Pour o € T, soit u, € G%(F) tel que o(yp) o
-1 - Adu,.
Posons

U = (Tx- x T ) (274, 2)i 2 € Z(GL)}-

Alors o — (uop(o(z1)z), o(Z 1o (Z))u,*) définit un cocycle a valeurs dans
U( 7). On notemv(YX Y X)saclassedansHl(F U(F )) Notons d’ autre part
Txs < etTX* lesimages remproquesdeTX* etTX* dans (.. Posons

U= (TX*,SC X TX*,SC)/{(z,z);z € Z(Gsc)}

Fixons § € Ts ayant méme image que &(s) dans T/Z(@G). Les isomorphismes

« et zm se relevent en des isomorphismes not& de méme de Ty sur Ty« G
resp TX* . On note s I'image de (iy-(3), i3+ (3)) dans mo(UT). Les groupes
HYT,U(F)) et mo(U") sont duaux. On pose

A|||(Y,X;Y,X) = (il’N(Y,X;Y,X),SU>.
On pose alors

AG7H(Y,X; Y,X) = A|(Y,X)A| (Y,X)_l
A||(Y,X)A||(Y,X)_1A|||(Y,X; Y,X)
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Ce terme est indépendant de tous les choix.

Pour définir un facteur A (Y, X), on fixeraun couple Y, X tel qu'il existe
undiagramme D(Y, X ; F). On specifieraarbitrairement lavaleur de Ag i (Y, X)
et on posera

AG,H(Y,X) = AG,H(i,X)AG,H(Y,X;Y,X)

Sil existeun diagramme D (Y, X; F'). S'il n"enexiste pas, onpose A i (Y, X) =
0.

On vérifiequesi € F* est assez proche de 0, Ag 1 (Y, X) est égale (aune
constante pres) au facteur Ajqc (€xp 42Y, exp 42 X) de Langlandset Shelstad, privée
du facteur Ay ([LS1] Sect. 3, [LS2] Sect. 2.1). En effet, au voisinage des éléments
neutres des groupes GG et H, le facteur A, de [LS1] se simplifie en celui que nous
avons défini et le facteur Ay o est égal a1 ([LS1] Lemme 3.3 et Définition 3.5).

2.4. Lefacteur detransfert ne dépend que delaclassed’ equivalencedesdonnées E.
Précisément, soient E' = (G, G'*, ', H', s', ¢') des données équivalentes, notons
i:G— G ig: H— H', etc...lesisomorphismes définissant I’ équivalence. Alors

LEMME. Il existe § # O tel que pour tous Y € hg«_reg(F'), X € greg(F'), ON ait
I’égalité

A (ig(Y),i(X)) = 08¢,z (Y, X).

Cela résulte de la méme propriété des facteurs Ajoc qui est demontrée (de fagon
occulte...) dans[L S1] paragraphe 3. O

2.5. Lacondition de compatibilité que I’ on impose aux mesures sur lestores est la
suivante. SIT € T¢ et T* € T, s o* € G*(F) esttel que (Adz*) o |7 soit un
isomorphisme défini sur F' deT" sur T, on veut quelesmesuressur T'(F) et T*(F')
se correspondent par cet isomorphisme. D’autre part, soient Y € hg-_reg(£) €t
X* € gieg(F'), supposonsqueY estuneimagede X*. Introduisons|’isomorphisme
Oy x-: Ty — Tx-.Onveutquelesmesuressur Ty (F') et T'x - (F’) secorrespondent
par cet isomorphisme. Ces conditions sont loisibles et impliquent que les mesures
ne dépendent que de la classe de conjugaison stable des tores.

3. Indépendancede (, ), €t ¢

31 Soit E = (G,G*,p,H,s,§) € E(F). On fixe un caractere ¢ : F — C*
continu et non trivial et une forme bilinéaire ( , ), sur g(#), symétrique non
dégénérée et invariante par conjugaison. Pour Y € hg«_regg(F) €t Z € greg(F),
on adéfini en 1.1 lestermes D¢ 1 (Y, Z) et D¢ 1 (Y, Z). Rappelons la définition
des termes v, (g) €t v, (h). Si g est une forme quadratique non dégénérée sur un
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espace V' dedimension finiesur F et si L C V est un o-réseau, ou o est I’anneau
desentiers de F', on pose

(L) = /L (g(v)/2) do,

ety (g) = I(L)|I(L)|~* pour n*importe quel réseau L assez grand. Alors~y, (g) =
Y¢(q) pour V = g,q(v) = (v, v)4. Idem pour -y, (h).

On vérifie que la validité de la Conjecture 1.2 est indépendante des choix du
facteur de transfert et des mesures de Haar sur G(F'), H (F') et sur lestoresT'(F'),
pourvu gue les mesures vérifient la condition 2.5.

3.2. LEMME. La validité de la Conjecture 1.2 est indépendante des choix de 1) et
delaforme (, ),.
Soient ¢’ et ( , ), d'autres choix, ( , )}, laforme sur h(F) déduite de ( , );.

On note :“( , ) et if( , )’ les termes déduits de ces choix. Soit A € F* tel que
' () = (Aw) pour tout p € F'. 1l est clair que

o laformesur h(F') déduitede A\(, ); est A(, )j;
o 1G(, ) etif(, ) sont égaux aux termes déduitsdep, A( , ), €t A(, )}

On peut donc selimiter aucasou A = 1letyp = 9.

Il existe des automorphismes 7, resp. 7y, de |’ espace vectoriel g(F'), resp.
h(F), commutant & la conjugaison par G(F'), resp. H(F), tels que pour tous
X,Z € g(F), resp. h(F),

(X, Z>Ig = (XvT(Z»y? resp. (X, Z>;z = (X, 71 (Z))n-

Pour f € C®(g(F)), notons f' la transformée de Fourier relative & ¢ et ( , Yo

On calcule /' = |det r[?f o 7. Comme 7 commute & la conjugaison par G(F), il
respecte tout tore maximal défini sur F'. Pour X € greg(F'), On calcule

Dor7(X) = |detr|p|det Ty |7 D(X).

On déduit de ces relations que pour X, Z € grey(F),
i9(X, 2)' = |det7iy [7/%°(7(X), 2).

Idem, pour X, Z € hreg(F),
iH(X,2) = |detpy, |57 (tn(X), Z).

Soient Y € hg-_reg(F), X € greg(F'). Supposons que Y soit une image de X,
introduisons|’isomorphismefy, x : ty — tx (cf. 2.2). Par définition, pour Z, Z' €
ty (F),

(Z, 2" = (Oy,x(2),0v,x(Z'))g,
(Z,2"), = (Oy,x(2),0v,x(Z"))y-
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On en déduit;

Oy,x oty =Tobyx.
D’ou
o det(7p ) = det(7]ry);
e 77(Y) est uneimage de 7(X).
On montrera ci-dessous que

(1) pour tous Y, X comme ci-dessus,

A, (ta(Y), 7(X)) = 75(9) 75(9) e (B) v (h) " Aq m (Y, X),

ou I’on affecte bien sir d’un’ les objets définisal’aide de v, ( , ); et (, ).
Il résulte facilement des relations ci-dessus que pour Y € hg-_reg(F') €t Z €
greg(F'), On ales égalités

Da,u (Y, Z) = vy (h) vy (h) " |det 7y, 2D u(ru(Y), Z),

D, (Y, Z) = vy (h) vy (h) " |det 7y, 72Dan(tu(Y), 2),

L’ assertion de I’ énonceé en résulte.

Il reste a prouver (1). Soient doncY € hg-_reg(F), X € greg(F'), SUPPOSONS
queY soituneimagede X . Fixonsundiagramme D(Y, X; F'). Lesmémesdonnées
définissent un diagramme D (7 (Y), 7(X); F). llerésulte dlors de 2.3 que

(2) AG,H(TH(Y), T(X))AG,H(Y, X)_l = /Ay (TH(Y), T(X))A” (Y, X)_l =
[T xa(@(X* )a(X*) D).

Le produit étant pris sur un ensemble de représentants des orbites de I dans
S (Tx+), ou X*' désignel’image de 7(X) par ¢ o (Adz~1).

Notons¥(7'x ) I'ensembledesracinesde T’y dans g et introduisons des notations
analoguesacellesde 2.3. Pour a € 3(T'x ), fixons un &lément E, non nul dansle
sous-espace radiciel de g(F") associé a o, de sorte que o(E,) = E,(4) pour tout
o € I'. Pour o € Y-¥™(T'x), notons ¢, le caractére o tracey,, /i de Fiq,0q
I’@ément nontrivial de Gal (F,,/ F+.) €t ¢, laforme quadratique sur F,,, avaleurs
dans F'y,,, définie par

da(p) = 2(E_q, an)gﬂaa(:u)'

Notons ¢x larestriction de ( , ), atx. On aprouvé en [W1], preuve du Lemme
VIIL5, | égalite

Yo(9) =y lax) [] va (4a)
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oU « parcourt un ensemble de représentants des orbitesde I" dans Y- ¥™(T'x ). Avec
des notations évidentes, on a aussi

Yo(9)" =75 (dx) [T va (a)-

Comme 7 est invariant par conjugaison par G(F), il vérifielarelation
[7(2), 2"} = (2, Z])
pour tous Z, Z' € g(F), donc aussi pour Z, Z' € g(F). Soita € >¥™(Tx).Ona
(X, Eo] = a(X)E,, [7(X), Eq] = ao7(X)E,.
En appliquant la relation précédente, on obtient
7(Ea) = a0 7(X)a(X) Eq,
dou
(B—a, Ea)y = (B—a, 7(Ea))g = a0 7(X)(X) "E_q, Ea)g

et ¢,

= ao1(X)a(X) 1q,. Cesformesétant de rang 2, on en déduit larelation

Yo (@) = Xaloro 7(X)a(X) Hyy, ()

Donc

Yo (9) 70 (9) ™ = Yo (a )y (ax)~ HXa aor(X)a(X)™h)

le produit &tant priscomme ci-dessus. Onaunerel ation analoguepour -y, (h) vy (k) ~L.
Comme 0y x identifiety atx,qy agx et gy ag’y, onobtient

15(9) 75 (9) "y (h) vy (h) 71

= Hxa(aoT(X)a(X)l)] lnxﬂ(ﬁoTH(Y)lﬁ(Y))
@ B

o v, resp. 3, parcourt un systéme de représentantsdes orbitesde I dans > ¥™(T'y ),
resp. > ¥™(Ty). Identifions ty et tx atx- par lesisomorphismes deduits du dia-
gramme D (Y, X; F'). Commecesisomorphismessont invariantspar I, ledeuxieme
membre de |’ égalité ci-dessus s identifie au terme de droite de |’ égalité (2). On en
deduit (1), ce qui achevela preuve. O
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3.3. Soient E' = (G',G'*,¢/,H',s',¢') € E(F) des données équivalentes a
E,i, iy, €tc,..., les isomorphismes définissant I’ équivalence. On munit ¢'(F') de
laforme ( , ), déduite de ( , ), vial'isomorphisme . Si 7* € 7", on munit
T'*(F) delamesure déduite de celle sur §*~ (1"*)(F) vial'isomorphisme i*. On
munit les sous-toresde G’ et H' de mesurestelles quelacondition 2.5 soit vérifiée.
Lesfonctions:“" et 72/’ sont calculées pour ces choix.

D’apres 2.4, il existe 0 # 0 tel que pour tous Y € hg+ _reg(F), X € greg(F),
on ait I’égalité

Ac g (ig(Y),i(X)) = 0A¢,u (Y, X).
Fixonsuntel § (¢ est uniques'il existeun coupleY, X tel que Ag (Y, X) # 0).
LEMME. Pour tous Y € hg=_reg(F), Z € greg(F), 0N ales égalités
D o (ig(Y),i(Z)) = 6Da.u(Y, Z),
De g (in(Y),i(Z)) = 6Dg.u(Y, Z).
Par définitionde (, ),/, pour X1, X» € g(F'), onal’égalite
(i(X1),i(X2))y = (X1, X2)g.

On endéduit quey, (¢') = vy (g) et quepour toute f' € C°(¢'(F)), onal’égalité

~

(floi) = o

Onvérifieques T € T¢,I'isomorphisme; transporte lamesure de T'( F) sur celle
dei(T)(F). On déduit alors de I’ égalité précédente que

19 (i(X1),i(X2)) = i%(X1, X2) 1)

pour tous X1, Xo € greg(F'). D'autre part si X1, Xo € greg(F'), X1 €t X5 sont
conjugués par un éément de G(F), resp. de G(F), si et seulement si i(X1) et
i(X72) le sont par un éément de G'(F), resp. G'(F).

Soientalors Y € hg-_reg(F) €t Z € greg(F'). Rappelons que

D, (i (V),i(Z)) = 1(9') D Agr,mr (i (V), X)i (X,(2))
X

ol X' parcourt ge,(F") modulo conjugaison. On peut remplacer vy, (g') par v, (g)
et X' par i(X) ou X parcourt greg(F') modulo conjugaison. |1 suffit alors d utiliser
larelation (1) et la définition de § pour obtenir la premiere égalité du lemme.
FixonsdespairesI™-stables (B, T) de G*, (B, Ty) de H, (B, T) de G, (By, Tr)
de H. Onpose (B, T') = (i*(B),i*(T)) etc,... Ce sont encore des paires I'-stables.
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Quitte a composer ¢ et {i’ avec des automorphismes intérieu[s de G, resp. G, on
suppose & (Ty) = T,& (Ty) = T',&(By) C B, &' (By) C B'. Lesdonnées E et
E' étant équivalentes, il existe & € Normg (') tel que

¢ oug =10(AdZ)ol.

Soit z* € Norm.»(T) tel quelesimages de «* dans W <" et de & dans W¢ se
correspondent. Alors

0 oigr, =it o (Adz*) o, &)
Je disque pour tous Y1, Y> € h(F), onal’égaité

(ig(Y1),im (Y2))n = (Y1, Y2)n- €)

En effet, notons ((Y1, Y2)); e membre de gauche. Alors (( , )); est comme (, ),
une forme bilinéaire symétrique sur /4 (F'), non dégénérée et invariante par conju-
gaison. Deux telles formes sont égales si leurs restrictions a tz (F) le sont ([W1]
VII1.6). Supposonsdonc Y1, Y> € tg (). Notonsencore ( , ), €t (, ), lesexten-
sions F-bilinéaires de ces formes a g(F') et ¢'(F'). D’ apres les définitions de nos
formes, on a

(Y1,Y2)n = (¢~ on(Y1), 7 0 n(Y2))g,
(Y1, Yo))o = (@' ton/ 0ig(Y1), ¢ ton 0ig(Y2))y = (8(Y1),0(Y2))g,

ouf =i toy' ton oiypy,. |l résultede(2) et deladéfinition d une équivalence
quil existe; € G(F) tel qued = (Adxz1) o L on. Mais ( , ), étant invariante

par conjugaison par G(F') I’ est aussi par conjugaison par G(F'), I"invariance étant
un propriété algébrique. Donc

(0(11),0(Y2))g = (¢ o (Y1), o n(Y2)),

d ou I’ égalité cherchée ((Y1, Y2))n, = (Y1, Y2)p.

Soient Y € hg—reg(F) €t X* € grey(F) dont Y soit I'image. Introduisons
I'isomorphismefy, x«: Ty — T'x-.Onvérifiequeiy (Y') estuneimagede:* (X ™)
et que

ok .
7 O QY’X* = HZH(Y),l*(X*) olp.

Comme Oy, x~,0;,,(v),i-(x+) € i*|7y. préservent les mesures, iy|r, transporte
la mesure de Ty (F') sur celle de T;,, (v (F). Grace a (2), on en déduit comme
ci-dessus que

~

(i (Y1), i (Y2)) = i (Y1, Y2)
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pour tous Y1, Y> € hg-_reg(F). On démontre alors la deuxieme égalitée du lemme
comme on adéemontre la premiere. O

I résulte des lemmes 3.2 et 3.3 que E vérifie la Conjecture 1.2 si et seulement si
E' lavérifie.
4. Extensions

4.1. Onfixepour tout le paragraphe4 desdonnées E = (G, G*, p, H, 5,&) € E(F)
et une suite exacte

1— A -t oa—1 @)

ou (1 est un groupe réductif connexe, A et A’ sont abéliens, A est central dans G,
les groupes et les morphismes étant définis sur F'.

4.2. On vaconstruire des données E1 = (G1, G5, @1, H1, s1,€&1) € E(F). Notons
d’abord que 3 se releve en un isomorphisme g : G1c — Gs. Pour o € T, soit
uy € Ge(F) tel que o=t o o(¢) = Adu,. Posonsuy , = Bz (us). Notons G5 le
groupesur F tel que G5 (F) = G1(F), muni del’action de I définie par

og;(z) = ulygagl(:v)ul_j_, pour touso € ',z € G5 (F).

Onnote p1: G1 — G7 I'identité. C'est un torseur intérieur et lasuite (1) de 4.1 se
complete en un diagramme commutatif alignes exactes

1 A—2 .oy —F g1 L x 1
id »1 %) id
1 A—2 g ey 1.

Les applications horizontales sont définies sur F'. Fixons une paire I'-stable (B, T)
de G*. Posons By = 3*~1(B), Ty = #*~1(T). Alors (By, T1) est une paireI'-stable
de G7. Le groupe G est donc quasi-déployé sur F'. On alasuite exacte

* *

1— a2 o Xy 1

(pour simplifier, on note simplement 5* larestriction de 3* aT; €tc...)
Introduisonslegroupe G1. FixonsdespairesI-stables (B, T), (B1, T1), (Bx, Tr)

de G, Gy et H. Quitte acomposer ¢ par un automorphisme intérieur de G, on sup-

pose &(Ty) = T,¢(By) C B. Il existe un homomorphisme 3: G — G4, dual &

~

4*, tel que G(B) C By, B(T) c T1. On en fixe un. Définissons
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° SA]_ = BO{(S);

e H = Zél(Sl)O;

e &1: Hy — G1 estI’injection naturelle;
° I%Hl = ffl ﬂ@l,'ﬁ‘Hl = ']T]_.

Pouro € T, soit &, € G tel queog o oo = (Adi,) o &. On définit une action
de I sur Hy par larelation

oG, 0100, = (AdB(2,)) o 1.

C'est loisible. Cette action préserve le couple (By,, Tp,). Notons § : H — H;
" application telle que £1 0 & = (o £. Alors § est I-invariante et I'on ad(By ) C
By,,0(Ty) € Ty, L'image d'un scindage I'-stable de H est un scindage I'-
stable de H. Il existe alors un unique groupe réductif connexe Hy défini sur F
et quasi-déployé dont le groupe complexe associe, muni de son action de I, soit
Hj. Munissons H et H; de paires T-stables (By, Ty) €t (By,, Ty,). |l existe
un homomorphisme § : Hy — H défini sur F, dual de 4, tel que d(By,) C
B, 0(Tr,) C Ty Fixons-enun.

Notonsn: Ty — T,n1: Ty, — T1 lesisomorphismes sur F' déduitsde ¢ et &3
(cf. 2.2). Le diagramme suivant est commutatif:

Ty —° T
m n
)
Ty, Ty.

On adonc une suite exacte

1 A Ty ey A 1.

Comme 7 et 1 commutent a I’action de I' modulo action des normalisateurs
Normg- (T), Normg: (T1) et que ces derniers agissent trivialement sur A et A', la
suite ci-dessus est déefinie sur F'. Mais les noyau et conoyau de § sont les mémes
que ceux de |, . On en déduit une suite exacte définie sur #'

1 A g gy 1.

Lesdonnées E1 = (G1, G, p1, H1, 51, &1) appartiennent a £(F'). On vérifie que
leur classe d’'isomorphie ne depend que de celle de E.
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4.3. Notons z |"algebre de Lie du centre de G. On ales égalités

g=2® gder,t = 2z D (tN gder)-

Posons i’ = n~1(2),h" = hger + 177 (t N gger). Onah = A’ @ h". Pour X € g,
resp. X € h, onnotera X’ et X" les composantes de X dans z €t gger, resp. h' et
b,

Pour Y € hg«_reg(F) €t X € greg(F'), On vérifie
(1) Y estuneimagede X s et seulementsi X' = n(Y”') et Y est uneimage de

XII;

(2 s X' =nY"),Aca(Y,X)=Aqu(Y", X") (cf.[LS2] 3.5).
On a des propriétés analogues pour le couple G1, H1. Notons que la suite (1) de
4.1 définit un isomorphisme

B
g1,der — Jder

et une suite exacte

0 aazlﬂzya' 0

De méme, on aun isomorphisme
" d n
hl —_— h

et une suite exacte

0 aaHh'léh'WHa' 0

LEMME. Il existe ¢ # 0 tel que pour tous Y € hy(F) N hyg: reg(F), X €
91,00 (F) N g1reg(F), ON ait I’ égalite

cAg,.m (Y, X) =Aqu(0(Y),B(X)).

Sy € Hi(F),z* € Gi(F) et z € Gy&(F) définissent un diagramme
D(Y, X; F),dorsi(y), B (z*) et B(2) définissentundiagramme D (§(Y), 5(X);
F'), ou B est I'isomorphisme de G7 g sur Gg déduit de 3*. Inversement, s
y € H(F),z* € GL(F) etz € G définissent undiagramme D (6(Y), B(X); F),
choisissons §j € Hi(F) tel que 6(3) € yZy(F). Alors ¢, B (") et fet(x)
définissent un diagramme D(Y, X ; F'). DoncY est uneimagede X si et seulement
s §(Y) est uneimage de 5(X).

Supposons qu'il en soit ainsi et fixons un couple analogue Y, X. Fixons des
diagrammes D(Y, X; F) et D(Y,X;F) et construisons D(5(Y),B3(X); F) et
D(§(Y), B(X); F) comme ci-dessus. On ales égalités

A(Y, X) = A (6(Y), B(X)),
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An(Y, X; Y, X) = An(8(Y), 8(X);6(Y), B(X)).

En effet, ces termes se calculent au niveau des revétements simplement connexes
G, G1 €tC... Et ace niveau, les objets relatifs a G et Hy S'identifient a ceux
relatifsaG et H. On aauss

A||(Y77‘X) = A||(5(Y)7IB(X))7

car 5* définit une bijection T-invariante de X (7'x+) sur X(7jx)-) de sorte que
pour o € S(Tx+), 8* () (B(X)*) = a(X*).
Celadémontre le lemme. O

4.4. Fixons 1 €t {, ), comme en 1.1. On munit G(F) et, pour tout 7' € 7, on
munit 7'(F') de mesures de Haar de sorte que I’ exponentielle préserve les mesures
dans un voisinage de 0 dans g(F'), resp. t(F'). D’ apreslaformule d’ intégration de
Weyl, la définition de ;¢ se récrit:

J(X, f) = /g(F) F(2)i%(X, 2)D(2)"Y?dz

pour toute f € C°(g(F)) et tout X € greg(F). Pour f' € CX(z(F)), f" €
C(gder(F)), on définit de fagon évidente f’ et f”. Notons que pour X" e
gder (F') N greg(F), on peut définir J(X", ") par la méme formule qu'en 1.1.
Définissons f € C°(g(F)) par f(X' + X") = f/(X')f"(X"). Laformule ci-
dessus devient

F I F1) = (X, f) = / N

fI(ZI)fII(ZII);;G(X, VA + ZII)D(ZII)—l/Z dz'dz".

On en déduit:
(1) %G(Xv Z) = ¢(<X,7Z,>

2 J(X, f) = Jyir F(2)
X € goer(F) N greg(F).

On a des formules analogues pour le groupe H, en remplacant z par h' et gger par
h'". Fixons une forme ( , ),, sur g1(F') de sorte que les restrictions de ( , ),, a
g1der(F') €tde(, )4 ageer(F) Sidentifient par I'isomorphisme 5. On a encore des
formules analogues pour les groupes G'1 et Hj.

Soit X € gger (F7) N greg(£'). Notons G(F7) X saclasse de conjugaison. Comme
I"application G1(F) — Zq(F)\G(F) déduite de (3 est de conoyau fini, le sous-
ensemble 3~ 1(G(F)X) N g1,der (F) de g1 der (F) €5t réunion de classes G1(F) X1,

G(X",Z") pour tous X, Z € greg(F);

g)i
19(X,Z)D(Z)~Y?dZ, pour tous f € C*(gaer (F)),
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ou X parcourt un ensemblefini, disonsI(X). Soient X; € I(X) etz € G(F) tels
queS(X1) = (Adz)(X). D’ apresnoschoix deformes et de mesures, I’ application

Ty (F)\G1(F) = Tx (F)\G(F)

déduite de 21 — z71B(z1) préserve les mesures. On en déduit que s f €
C(gder(F)) €t S f1 € C(g1,0er (F)) €st définiepar f1 = f o 3, dors

J(X, )= Y J(X1fo).

X1€I(X)
D'autrepart (f1)” = (f)1. On déduit alors de (2) I’ égalité

i9(X,B(Z1) = Y 19Y(X1, %) ©)
X1€I(X)

On a une relation analogue pour les groupes H et Hy, ou h” et hY remplacent
gder €t g1,der-

4.5. PROPOSITION. Supposonsla conjecture 1.2 vraie pour lesdonnées E;. Alors
ellel’est pour les données E.

Onfixedesformes(, ), €t (, ), cOmMmeen 4.4. Soient Y € hg-_reg(F'), Z €
greg(F'). Notons Z; I'é@lément de g1 der(F) tel que 3(Z1) = Z”, Y1 I'élément de
RY(F) tel qued(Y1) = Y". Onal égalité

DG,H(Y7 Z) = 71/1(9) Z AG,H(Y; X)’ZG(X, Z)
X

ou X parcourt greg(F') modulo conjugaison. D’apres 4.3 (1) et (2), on adonc

DY, Z) =v(9) Y Aau(Y", X")i(n(Y") + X", Z),
X’I

ou X" parcourt gger (F') N greg(F') modulo conjugaison. D’ aprés 4.4 (1), ¢'est aussi
De,u(Y,2) = vp(9)p((n(Y'), Z')g)

Y Aeu¥", X" Y i9N(Xy, Za).
bl XleI(X”)

Pour X1 € I(X"),onalAqu(Y",X") = cAg,,u, (Y1, X1) d' aprésleLemme4.3
et I'invariance par conjugaison de A, (YY", .). D’ autre part, quand X" parcourt
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gder (F') N greg(F') modulo conjugaison et X parcourt I(X"), X1 parcourt en fait
g1,der (F') N g1,reg(F') modulo conjugaison par G'(F). Alors

Dau(Y,Z) = cyp(@)(n(Y"), Z")g) > Ay, m, (Y1, X1)i% (X1, Z1),
X1
i.e., d'apres4.3 (1) appliqué a G:
(D) Da,u (Y, Z) = evy(9) 1y (92) b ((0(Y'"), Z2")g) Dy, (Y1, Z1).
Onal égalité
DG7H(Y, Z) = ’)Q/,(h) Z w(Z)’l%H(Y, Z)Agyy(z, Z)
Y,Z
ol Y parcourt la classe de conjugaison stable de Y modulo conjugaison et Z
parcourt ag«_reg(F') modulo conjugaison. D’ apres 4.3 (1) et (2), on adonc

De,u(Y, Z) = yy(h)

Z w(n‘l(Z’) + Z”)‘liH(f/,n‘l(Z’) + Z’,)AG,H(Z”, ZII)

}772//
ol Z" parcourt b (F)Nh+ —reg(F ) modulo conjugaison. Il est clair quew(n ™ Yz
+Z") = w(Z"). D’autre part, quand Y parcourt la classe de conjugaison stable

de Y modulo conjugaison, onaY’ = Y’ et Y parcourt |a classe de conjugaison
stable de Y” modulo conjugaison. D’ ou, d' apres 4.4 (1):

De,u(Y,Z) = v (W)p((Y',n~H(Z")n)

Z w(Zu)flgH(}”///7 Z”)AQH(Z”, Z”).
Y/H’ZII

Fixons Z". Soit Z1 € hY{(F) tel qued(Z1) = Z". D’ apresleLemme4.3 et I égalité
4.4 (3), lasommeen Y ci-dessus est égale a

cw Z” lz Z Hl Yl Zl AGl Hl(ZlaZl)
Y” Y;LEI(Y”)

Quand Y" et Y; décrivent les ensembles indiqués, Y, décrit en fait la classe de
conjugaison stable de Y1 modulo conjugaison. Par ailleurs, comme I’ expression
ne dépend que de la classe de conjugaison de Z”, on peut remplacer Z, par un
élément quelconque de I(Z"), puis sommer sur ces éléments en divisant le tout
par |I(Z")|. On obtient alors

De,u(Y, Z) = ey (Wp((Y',07H(Z'))n)

SN > w(@)THI(Z") T (Y, Zh) Acy, iy (21, Za).

)71 z" Zlel(Z”)
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De nouveau, Z; parcourt en fait b (F) N h1,G; —reg(#") modulo conjugaison. Mon-
trons que

(2) pour tous X € A"(F) N hreg(F), X1 € I(X), on al'égaite w(X1) =
w(X)L(X)]-

Comme les groupes adjoints de H et Hy sont identiques, § de restreint en une
bijection entre les classes de conjugaison stable de X; et de X. Notons C(X}),
resp. C'(X), I'ensemble des classes de conjugaison dans ces classes de conju-
gaison stable. On a donc une surjection o¢ : C(X1) — C(X). Onaw(X1) =
|C(X1)], w(X) = |C(X)] et lafibre de 6 au dessusde laclasse de X a |I(X)|
éléments. Pour démontrer |’assertion, il suffit donc de prouver que toutes les
fibres de 6 ont méme nombre d’ éléments. Rappelons que I’ on a une application
7: C(X1) — HY(T, Tx,(F)) ainsi définie: s ¢ € C(X1), on choisit z; € Hy(F)
tel que (Adz1)(X1) € ¢; I'application o+ o(z71)z1 est un cocycle de T' dans
Tx,(F) et7(c) estlaclassede ce cocycle. On sait que T est injective et quel’image
de 7 est un sous-groupe de HY(T', T'x, (F)) ([L] 11.3). Supposons comme il est
loisibleque d(X1) = X. Alors § définit une application

oy HYD, Tx,(F)) — HYD, Tx (F)).

Onvérifiequedeux classesc et ¢ € C'(X;) ont mémeimagepar i¢ Si et seulement
si 7(c) et 7(c’) ont mémeimage par ¢ ;1. Maisalorslesfibresde i ont méme nom-
bre d’ éléments que lesfibres de larestriction d z1|Im (7). Comme cette application
est un morphisme de groupes, toutes ses fibres ont méme nombre d' ééments, ce
qui achéeve lapreuve de (2).

Alors

Da,u (Y, Z) = evy()p((Y',n H(Z"))1)

Y- w(Za) N (e, Z1) Agy,my (21, Z),
V1,71

i.e.

3) Da,u (Y, Z) = ey (h)yy (ha) (Y, (Z)n) Day, iy (Y1, Z1).

Par définitionde (, )5, (Y',n Y(Z"))p, = (n(Y"), Z"),. Comme les restrictions de

()9 Ag1ger €L D (, ), agde Sidentifient par I'isomorphisme 3, on a, avec une

notation évidente, v, (9) 1y (91) " = 7y (2) 7y (21) ' Dememe, vy, (h)yy (ha) =

Yo (B ) vy (RY) ™1 = y(2)7 (1) ~1. En comparant les égalités (1) et (3), on voit

aorsquel’égaité D¢ (Y, Z) = D(;,H(Y, Z)résultedel’égaite D¢, i, (Y1, Z1) =
De,.i,(Y1, Z1). Celadémontre |a proposition. O
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5. Restriction desscalaires

5.1. Onfixepour tout le paragraphe5 desdonnées £ = (G, G*, ¢, H, s,&) € E(F),
un extension finie F de F', un groupe réductif connexe G'* défini sur F’ et quasi-
déployéet I’ on suppose que G* estisomorphe aRes;/ /- G'*. On vaconstruire des
données B/ = (G',G'*, ¢, H', s, £') € E(F").

OnnoteI” = Gal(F/F'). Pour tout groupe X muni d’uneaction deI”, on note
IX I'ensemble desfonctionsa: I' — X tellesque a(o’o0) = o'(a(o)) pour tous
o€l o €' Siag,az € I(X), on définit agay par (a1az2)(0) = a1(o)az(o).
S aecI(X)etr el ondéfinit 7(a) par (7(a))(o) = a(or). Alors IX estun
groupe muni d une action de I'. Pour v € I'\I', on note X, le sous-groupe de
IX formédesa telsque a(o) = 18 o ¢ ~. C'est un sous-groupe distingué de
IX, X, commutea X, sl v # o' et IX = I,cpnpX,. Pour a € IX, on écrira
a = I,cpnra, conformément a cette decomposition. Pour o € T' et y € T'\T,
onao(Xy) = X,,-1. Legroupe X, estisomorphe a X, non canoniguement en
général. Toutefois, pour ¢ € TX, posons 6(a) = a(l). Alors la restriction de
§ a X, identifie canoniquement X; a X. Si X = M'(F), ol M’ est un groupe
algébriquelinéaire défini sur £, chaque X, est le groupe des points sur F' d un tel
groupe défini sur F et IX s'identifiea M (F) ou M = Resp: M’

On identifie G*(F) aIG *(F).

5.2. Pour tout v € IV\T, w—l(G'*(F)v) est un sous-groupe algébrique distingué
de G(F). Soient o € T et u, € G*(F) tel que o(¢) o o1 = Adu,. Alors
ogop =9 lo(Adu;t) oo, donc

’ —

oo NG (F),) = ¢ T o (Adu, ) (G (F),p-1).

Comme G'*(F),,,-1 est distingué dans G*(F'), on obtient

(1) oG o HG*(F)y) = ¢ G (F),p-1).

En particulier, c,o—l(G'*(F)l) est stable par I et il existe un unique groupe
algébrique linéaire G’ défini sur F' tel que ¢ X(G'*(F)1) = G'(F). D’aprés (1),

G (F) estle produit commutatif desgroupeso (G’ (F)) quand o décrit un systéme
de représentantsde I'/T. On en déduit:

e G’ est réductif connexe; )
e IG'(F) sidentifie a G(F): aa € IG'(F), on associe [[o;t o a(o), ol o
parcourt un systeme représentants de I\ T".

On définit o' : G'(F) — G'*(F) par ¢/ = § o . On vérifie que ¢’ est une torseur
intérieur.
5.3. Fixons une paire [''-stable (B, T') de Gi*. Il existe une unique paire I'-stable
(B, T) de G* telle que B(F') = IB' (F),T(F) = IT'(F'). De la construction des
L-groupes résulte alors une identification IG' = G.
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Comme ¢(H) = Zp(£(s))°, onaé(H) = yernrZg, (€(s),)°. Pour v €
I'\T, posons H!, = ¢71(Z, ¢, (€(s)7)°), et plus simplement H' = H). Soient

oceleti, € tel que ooy = (AdZ,) oop0&. SOIent”yEF’\FetyGH’
Ona

(D) €00y(y) = (Ad(E5),,1) 0 65 0 E(y) € G,

car o 0 &(y) € G, En particulier o (y) € €G! NE(H)) = H! 1.
Dol I'égalite o, () = H’ ;. On en déduit comme en 5.2 que  Sidentifiea
IH'.

Fixons une paire I'-stable (B, Ty) de H et un scmdage I-stable (X4 )aca
de H relatif & cette paire. Posons By = By N H', Ty = Ty N H', A = {a €
A; X, € W'}. Alors (B, Tj) est une paire ['-stable pour H' et (Xo)acar €St
un scindage I'-stable de H'. Il en résulte I existence d’ un unique groupe réductif
connexe H' défini sur F’, quasi-déployé, tel que H' soit le groupe dual de H'. De
plus, H(F) s |dent|f|eaIH’(F)

Définissons¢': H' — G par ¢’ = do&. Poury = leto’ e IV, larelation (1)
implique

(2 € 00y, = (Add(E,)) 0 .

Posons s’ = ¢ 1(£(s)1). C'est un élément de Z(H') et ¢'(H') = Zg (€'(s)°.
Comme (H, s,¢) sont des données endoscopiques, il existe 2 € Z(G) tel que

Eooy(s)=¢&(s )aG(A)A 1 pour tout o € I'. Fixonsuntel 2. Alors §(2) € Z(G")
et& o0l (s") = €' (s")ol, 0 6(2)d(2)* pour tout o' € I'. Dol

(3) I'image de s’ dans Z(H')/¢' ~Y(Z(G")) est fixe par I" et son image dans
HY I, Z(G")) est nulle.

Il résulte de (2) et (3) que (H', s', £') sont des données endoscopiques pour G *.
Donc E, = (G,7 Gl*? <)0,7 H’? 8,7 é") E E(F,)

5.4. LesagebresdeLie h(F),g*(F), g(F) sidentifient respectivement a Ih/(F),
Ig*(F),I¢g'(F). Leurs ensembles de points rationnels h(F),g*(F),g(F)
Sidentifient respectivement & n'(F"), g *(F"), ¢ (F') par I appllcatlon 5. 1l est
clairquehreg( ), Greg(F'), greg(F") S'identifient respectivement auey (F7), greg(F),
greg(F"). FixonsdespairesT'-, resp. I'-stables (B , Ty ) de H, resp (Bg, Tgr) d
H' de sorte que By (F) = IBy, (F),Tu(F) = ITy (F). Notons 7 : Ty (F) —
T(F) et ' : Tg(F) — T/(F) les isomorphismes déduits de ¢ et ¢'. Pour
y € T/ (F)g,0onan od(y) =don(y).Ona

(1) soient Y € hregg(F), X € greg(F). Alorsil existe un diagramme D(Y, X; F') si
et seulement s'il existe un diagramme D (6(Y), 0(X); F').
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Remarquons que G%(F) et G (F) sidentifient respectivement & TG (F),
IGL(F). Sy € H(F),z* € G&(F),r € G(F) définissent un diagramme
D(Y, X; F),adorsi(y),d(x*) et d(z) définissentundiagramme D (6(Y), 6(X); F').
Réciproquement, soient y' € H'(F),z'* € Gg(F),z € G4 (F) définissant un
diagramme D(6(Y),d(X); F'). Fixons un systéme de représentants {o;;i =

1,...,n} de I\, tel que 03 = 1. On définit y € H(F) = IH'(F) par
y(o'o;) = o' (y') pourtouso’ € I')i € {1,...,n}. Enutilisant I’ égalite Ty (F) =
IT(;(y)(F), on vérifie que yTyy~! = Ty. Comme G* est quasi-déployé, il existe
z* € G%(F) tel quel application (Adz*) oo (Ady): Ty — G* soit définie sur
F. Fixonsuntel z*, notons X* I'image de Y par I’ application précédente. Notons
d autrepart X' * € ¢"*(F") I'imageded(Y) par (Adz *)or/ o (Ady'). Alors X'« =
(Adu *)od(X*),00u's = z *5(z*) 1. Enparticulier, §( X *) est régulier, donc aus-
s X* puisque X* € ¢g*(F). Comme X '*,6(X*) € ¢*(F'), onac’(u*) " 1u* €
Ts(x~)(F) pour tout o’ € I". Définissons u* € G&(F) pour u*(o’o;) = o' (u'*)
par touso’ € I',i € {1,...,n}. On vérifie que o(u*) *u* € Tx-(F) pour tout
o € I'. Posonsz* = u*z*. Alors|’application (Adz*) ono (Ady): Ty — G* est
encoredéfiniesur F'. Maintenant, si I’onnote X *I'imagedeY” par cetteapplication,
onad(X*) = X'*.Idem, il existez € Gg(F) tel que p o (Adz1): Tx — G*
soit définie sur F. En modifiant z comme ci-dessus, on le remplace par un z
tel que p o (Adz1)(X) = X*. Alors y,z* et = définissent un diagramme

D(Y, X; F) O
On peut remplacer g par g* dans|’ assertion (1). Il enrésultequeY” € hg-_reg(F)
s et seulementsi §(Y) € h,G'*—reg(F,)'

LEMME. Il existe c # O tel que pour tousY € hg_reg(F), X € greg(F'), On ait
AG’H(Y,X) = CAG'/,H/((s(Y),(S(X)).

Soient 7" un tore défini sur F', T' = Resy/ /1", de sorte que T'(F) = I'T'(F).

A uncocycleo — 7(0) deT dansT'(F'), associonsle cocycle o’ — § o 7(o') de
I dansT’(F). Par passage au quotient, cette application définit un isomorphisme
r: HYD,T(F)) — HYI',T'(F)). Introduisons les tores duaux 7' et 7”. Alors
T = IT" et|application § identifie7”" a7"" . D’ oliunisomorphismer: mo(T") —
mo(1T"™"). Onvérifiesur ladéfinition desaccouplementsquepour € HY(I', T'(F))
etk € mo(Th),

(r(r),7(k)) = (7, K).

Si T" est un sous-tore de G'* ou H', I’ ensemble des racines ©(T") deT" dansg'* ou
h' se decompose de fagon naturelle en union dijointe:

1) = U =),
yel'\I’
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Pour o € I" et v € I'\I', on ao(X(T),) = X(T),,-1. L'ensemble %(T'); S'i-
dentifie par a ©(7"). On en déduit une identification entre les orbites de I' dans
Y(T) et celles de IV dans 3(7"”). Une orbite de I dans X(7") est symétrique si
et seulement si I’ orbite image de I dans 3(7") I'est. Si o € X(T')1 appartient a
une orbite symétrique on ales égalités F,, = Fg(a),Fia = lel:d(a)' Si I'on choisit
des a-données (aq ) aex(r) POUr T', on choisira pour a-données pour 7" la famille
(aar)arex(r) telleque an = agq) pour o € X(T)s.

Notons A, resp. A/, I’ensemble des racines simples de T, resp. T/, relatif a B,
resp. B'. On aencore

A= U A,
yEI'\T

et A sidentifieaA’. Si I’on choisit un scindage (X, ) oca de G*, on choisirapour
scindage de G™* la famille (X',)wear telle que X(IS(a) = §(Xq) pour a € Aj.
Considérons les applications

n: WY — Normg,. 7)(T),
n': WO — Norm,. (F)(T'),

relatives a ces scindages (cf. [LS1] 2.1). On adors|'égalite 6 om = n' o §. En
utilisant toutes ces propriétés et les définitions 2.3, la vérification du lemme n’ est
plus qu'un simple calcul. O

5.5. PROPOSITION. Supposons la Conjecture 1.2 vraie pour les données E' €
E(F'"). Alorsellel’est pour lesdonnées E € E(F).

On fixe un caractere ¢y : F — C* et une forme ( , ), sur ¢'(F') vérifiant
les conditions habituelles. On choisit pour caractere ¢’ : F' — C* le caractere
¢’ = 1potraces  p etpourforme(, ), sur g(F) laformetraces: o (., )y 0 (0% 9).
Alorsyy(g) = vy (g') €, pour X, Z € g(F),

1(X, 2) =19 (5(X),8(2))
pourvu que les mesures sur les tores soient choisies de facon cohérente. On a des
relations analogues pour les groupes H et H'. Il résulte du Lemme 5.4 que pour
Y € hg-_reg(F) &t Z € grey(F'), On ales égalités
Dgu(Y,Z) = cDg g (8(Y),6(2)),  Dau(Y,Z) = cDer w (5(Y),8(Z)).

D’ ou la proposition. O
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6. Réduction au caséelliptique

6.1. Pour tout le paragraphe 6, onfixedesdonnées FE = (G, G*, ¢, H, s,£) € E(F).
Ondit que E est dliptiquesi (H,s,¢) I'est,i.e. s £([Z(H)']°) € Z(@Q) (cf. [K1]
7.3). S0itY € hg-_regg(F). Ondit que Y est G*-elliptique si Y est I'image d'un
élément elliptique de gy (F).
LEMME. Soit Y € hg-_reg(F). Alors Y est G*-elliptique si et seulement si les
deux conditions suivantes sont vérifiées:

(i) E estéliptique;

(i) Y est éliptique dans heq(F).

Fixons des paires I'-stables (B, T), resp. (B, T), (By,Tx), (By,Tx) de G,
resp. G, H, H. Fixons X* € gio,(F) dont Y soit I'image et y € H(F),z* €
G (F) définissant un diagramme D(Y, X*; F'). Introduisons | e tore complexe Ty
dual de 7} et I'isomorphisme i, : Ty — Ty dual de Ad y. L'isomorphisme i,

~

n'est pasinvariant par I' mais sarestriction a Z(H) I’est. Onadonc I’inclusion

(1) [Z(H)']" C 1y ((T3)°).
Jedisque

(2) Y estelliptiquedans hyeg(F) Si et seulement si I'inclusion (1) est une égalité.
En effet Y est elliptique dans hreq(F') S et seulement si on al’égalite

(X*(H)QQ" = (X" (1v) Q"

Identifions X*(Ty) & X, (Ty). D’aprés [K1] 1.8.2, le sous-espace X *(H) Q7 Q
de X*(Ty)®; sidentifie & I'image de X, (Z(H)) ®; Q dans X, (Ty) ®; Q via
le plongement Z(H) — Ty et I'isomorphisme i, %, ol 4, . est déduit de i, par
fonctorialité. Cesidentifications sont invariantes par I'. Alors Y est elliptique dans
hreg(F’) si et seulement si on al’égalité

(X (Z(H) Q)" = iy [(X:(Ty) @ Q")-

Mais cette égalité est equivalente au fait que I’inclusion (1) soit une egalité. Cela
demontre (2).

Onal égalité

(3) €0y (T3)°) = i ((T-)°)
et lesinclusions

@ [Z(G)']° C&([Z(H)]°) C €0 iy((TY]°).

Lacondition (i), resp. (ii), de |’ énoncé est équivalente adire que la premiéreinclu-
sion de (4), resp. la seconde, est une égalité. La réunion de (i) et (ii) est donc
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équivalenteal’ égalitée destermes extremesde (4). D’ apres (3) et (2) appliquéa X *
dans gy (F'), C'est aussi équivalent al’ ellipticité de X ™ dans gie (F). O

6.2. Fixons une paire I'-stable (B, T) de G*, un sous-groupe parabolique P de
G, défini sur F' et minimal et un sous-groupe de Lévi M de P, défini sur F.
Fixons aussi un &ément z§ € G*(F) tel que, en posant wo = (Adzf) o ¢ et
(P*,M*) = (¢o(P),po(M)), le couple (P*,M*) soit standard, i.e. P* D B et
M* D T.

Remarque. M* et P* sont définis sur F'; pour tout o € T, il existeu, € M* (F')
tel que (o) © o - = Adu,.

Pour o € T, il existe en tout cas u, € G*(F) tel que o(wo) o g5 =
Adu,. Alors o(M*) = usM*u;t o(P*) = u,P*u; . Les couples (P*,M*) et
(o(P*),o(M*)) sont donc conjugués. Etant tous deux standards, ils sont égaux.
Alorsu, € M*(F). O

6.3. Fixons une paire I'-stable (B, T) de G. Posons A = ¢([Z(H)']°). C'est un
sous-tore de (. Notons X I’ ensemble de ses racines dans ¢, 11 le centralisateur
de A dans g et, pour tout o € X, §,, |e sous-espace de § propre pour |’action de
A associé & a. Fixons € X, (A) tel que (o, ) # O pour tout o € X. Posons
Yt ={a € X;{a,u) > 0},

=11 ® ( @ ga) .
aeXt
Soient M; et P; les Sous-groupes connexes de G d algebres de Lie iy Pl

et
Fixons z € G tel que, en posant P = 212~ M = 2 M12~1, le couple (P,M)
soit standard. On a

(1) M et P sont stablespar I.

Pourtout o € T', soit &, € G tel queog, of ooyt = (Add,) o £. Par définition,
(Z(ﬁ) )¢ est formé de points fixes pour oy Alors, pour tout a € A,aé(d) =
isai;t Dol UG(Ml) = &, Mii, Y 04(P1) = &,P1a, % 1l en résulte que les

couples(oG(P) aG(M )) et (P, M) sont conjugués. Etant tous deux standards, ils
sont égaux. O

Notons M* le sous-groupe de Lévi standard de G* associé a M. |l est défini sur
F.Lapplication (Adz) o ¢ estavaleursdans M. Notons-la&;,. Ona
(2) (H, s, &pr) sont des données endoscopiques elliptiques pour M *.

On vérifie aisement que
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() Ear (M) = Zy; (En(5))°
(i) I'image de s dans Z(H)/¢,}(Z(M)) est fixe par T' et son image naturelle
dans HY(I', Z(M)) est nulle.
Ona
(iii) pour tout o € T, il existe §, € M tel queay; o Exro 0.t = (Adgs) o Eur

Onposef, = o4(%)2,4 1, 0l &, est défini danslapreuvede (1). Onvoit comme
dans cette preuve que Ad g, conservele couple (P, M), donc 4, € M.
Celamontre que (H, s, £57) sont des données endoscopiques pour M*. Le fait
qu'elles soient eliptiques, i.e. que &, ([Z(H)"]°) C Z(M) est évident par con-
struction. |

Nousdironsque M* relévede G'si M* O M*. Danscecas, onpose M = gt (M*)
et on définit vy, 1 M — M* comme étant larestriction de g a M. Il résulte de la
remarque 6.2 que M est défini sur F' et que ¢, est un torseur intérieur. Alors les
données Ey (M, M*, pur, H, s, &) appartiennent aE(F).

Nos constructions dépendent de choix de paires (B, T), (I, M), (B,T) et
d elements x}, 1, . Fixons dautres choix (B',T'), etc..., zg", u',4', affectons
d'un’ les objets définis al’ aide de ces nouveaux choix.

LEMME. M'* releve de G si et seulement si M* relevede G. S c'est le cas, les
données £, et E), sont équivalentes.

On peut faire varier les données separement, dans la mesure du possible. Con-
sidéronsd’ abord le cas

(a) seulslestermes (B, T'), (P, M), z,* sont différents de (B, T), (P, M), z5. Il
existey* € G*(F) ety € G(F) telsque

B =y'Byt, T =yTy,  P=yPyh, M o=yMy

Fixons de tels éléments. Par définition de la correspondance entre L évi standards
deG*etG,onaM™* = y*M*y* 1. Ona

’

P* = z5p(P)zg ' =25 0(y)e(P)e(y) "

"x—1
To

= a5 p(y)zy Prae(y) Tag

Idem en remplagant P etc.. par M etc... Les couples (P'*, M *) et (y*P*y* 1, y*M*
»*~1) sont donc conjugués. Etant tous deux standards pour (B, T'), il sont égaux.
Donc M'* contient M * si et seulement si M* contient M* . De plus

) yage(y) tag Tt € M*(F),
M' = (M™) = ¢ Hag M *2g) = ¢ Hp(y)zy Ly ?

M *y*z50(y) ™t = ypo (M*)y ™ = yMy ™"

https://doi.org/10.1023/A:1000103112268 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.1023/A:1000103112268

182 J-L. WALDSPURGER

Les isomorphismes Ad y : M — M',Ady* : M* — M* et les identités de
H,H,M définissentune'equivalenceentrenosdonnées(cf.2.1):iIsuffitdevérifier
qu il existe z* € M*( ) tel que ¢, o (Ady) = (Ady*z*) o @ps; on prend

=y* 1x0 o(y)zg 1 qui appartient bien aM*(F) d apres (3). D’ou le lemme
sous |” hypothese (a)

Considérons maintenant le cas

(b) seuls lestermes (B, T') et &' sont difféerents de (B, T) et .

Il existe) € G tel que® = By 1, T = Ty L. Fixonsuntel §. Lescouples

(GPy Y gMy 1) = (gaPra Yyt gaMag 1y

(PI,M) ( Plx/ 1 AIM,’%, l)

sont conjuguéset standardspour (& , T'). llssont donc égaux. Deplusz&'~ 14 € M.
Par définition delacorrespondanceentre L évi standardsde G et G, onaM = M'".
Alorsl’isomorphisme Ad §: M — M’ etlesidentitésde M, M*, H, H définissent
une équivalence entre nos données: il suffit de vérifier qu'il existe z € M tel que
& = (Adgz)o&y; onprend 2 = §~13'21. D’ ol le lemme sous|’ hypothese (b).
Considérons maintenant le cas:
(c) seulslestermes ' et i’ difféerent de et 2.
OnaMj = Ml, donc &'z~ 1M 74—t = M'. D’ aprésle cas (b) d&jatraité, on peut
multiplier #' par un élément de M’ de sorte que
#i 1Tea =T, 4’2 Y (M nB)zz' 1 = M' NB.
Alors #'3~1 définit un &lément « de W¢. Je dis que
@) w e (WL,

En reprenant la démonstration de (1), pour o € T, Ie terme o (&)&,2 1
conjugue les couples standards (P, M) et (o G(P) oa(M /)). Comme on I'a dit
en (1), ces couples sont donc égaux et maintenant aG( #)i,4"1 € M. Idem
oa(d)2,4'"1 € M'. Il en résulte que o5(3' 1) € &'4~1M. Comme les deux
termes o (4'4 1) et &'4~ 1 envoient M N sur M' N1 et conservent T, on aen
fat o, (2'271) € #/271T, d ol (4).

Les groupes (WG) et W(G*,T) sont en bijection naturelle. Soit y* €
Normg-(y (T) dont I'image dans W (G*, T) corresponde a @. Alors M* =
y*M*y*~1 et y*(M* NB)y*~* = M'* N B. Supposons M* O M*. En vertu de
| égalité précéedente, y* M* y*~ 1 est encoreun Lévi standard, défini sur £'. Soit P'* le
sous-groupe paraboliquede G* deL évi M* tel quey*P'*y* 1 soit standard. Comme
y* € G*(F) et y*P*y* 1 est défini sur F, P |est aussi. Posons P! = g ('),
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Il résulte de la Remarque 6.2 que P’ est encore défini sur F. Alors (P,M) et
(P, M) sont deux couples minimaux définis sur F. Il existedonc y € G(F) tel
queyMy 1 = M, yPy—1 = PP’. Fixonsun tel . Alors y*po(y) conjugue le couple
(P*, M*) en (y* P *y*— Ly M y*~1). Comme ce sont des couplesstandards, ils sont
égaux et y*po(y) € M*(F). Del’ egallteM* = y*M*y* 1 résulte que M's D M.
En inversant les roles de M* et M'*, on obtient la premiére assertion du lemme.
OnaM' = gt (M™*) = pgt(y )Mtpo( *) = y~IMy. Alors les isomorphismes
Ady1: M — M, Ady*: M* - M*, Ad '3~ 1: M — M’ et les identités
de H et H définissent une equwalence entre nos données: il suffit de vérifier qu’il
existez* € M*(F) tel quegoM, o (Ady 1) = (Ady* *) oy €t 2 € M tel que
(Adi') o & = (Ad@'37122) o & onprend 2 = Let 2* = y* Lpo(y) L.
Celaacheve la preuve du lemme. O

Remarques. (5) Quand M* nereléve pas de G, lesdonnées (M '*, H, 5,£),) et
(M*, H, s, &) sont équivalentes en un sens évident.

(6) On démontrerait defagcon analogue qu’ enremplacant (G, G*, ¢, H, s, ) par
des données équivalentes (G', G'*, ', H', s', ¢'), les données obtenues (M, M *,
oy H', ', €0 ) sont équivalentes & (M, M*, o, H, s,€0) (€N supposant par
exemple que M* releve de ).

(7) On diraque E est consistante si M* releve de G. C'est loisible d' apres la
premiere assertion du lemme.

6.4. On a défini en 6.2 et 6.3 des objets M*, &y, 2, & €t éventuellement M et
¢ Fixons des paires T-stables (B, Ty) de H et (B, Ty) de H. Supposons
queé(Ty) = T,€(By) C B. Quitte Amultiplier & par un éément de M, on peut
supposer &y (Ty) = T, 60 (By) € B N M. Alors & définit un @ément de W&,
Notons w I'élément de W qui correspond a son inverse. Alors, si I’on note
na - Ty — T I'isomorphisme déduit de &,,, on an = w o ny,. Nous noterons
désormais w un élement de Normg;. ) (T) qui se projette sur lew précedent et z
un élément de G%,(F) qui se projette sur le 2§ précédent. Nous aurons a considérer
des diagrammes relatifs aux données E et d’ autres relatifs a £y, dansle cas, par
exemple, ou E est consistante. Pour plus de précision, on affecterad’un indice M
les seconds. On pose ;- gy = M* N Greg, MG—reg = M N Greg-

Supposons que £ soit consistante, soient Y € hg«reg(F), X € mag_reg(F) €t
y € H(F),z* € M&L(F),z € Mg(F) définissant un diagramme Dy (Y, X; F).
Remarquons que Mg, et Mg S'identifient & des sous-groupes de G4, et G. Les
donnéesy € H(F),z*w € GL(F) et zp~ Yz} 1) € G(F) définissent alorsun
diagramme D(Y, X; F'). Inversement, on &

LEMME. Soient Y € hg-_reg(F), X € greg(F'), Supposons qu'il existe un dia-
gramme D(Y, X; F'). Alors
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() E est consistante;

(i) il existe Z € mag—reg(F), cONjugué a X par un &lément de G(F), tel qu'il
existe un diagramme D, (Y, Z; F'). La classe de conjugaison par M (F') de
Z est uniquement déter minée.

Soient y € H(F),z* € G4%(F),r € Gg(F) définissant un diagramme
D(Y,X; F). On sait qu'il existe Z* € mj(F) tel qu'il existe un diagramme
Dy (Y, Z*; F). Fixonsuntel Z* ety; € H(F) et 2} € MZ(F) définissant un tel
diagramme. Les applications

(1) (Adz) oo~ to (Adz*)ono (Ady): Ty — Ty,
() (Adal) omas o (Adya): Ty — Tz-,

sont définies sur F'. Comme y et y; conjuguent tous deux Ty en Ty, il existe
wo € w tel quey = woys. Il existew, € W tel quewy o p = 1 o wo. Notons

plutot wy un représentant dans Normgy,, (#')(T) du wy précédent. En composant
I"inverse de |’ application (2) avec |’ application (1), on obtient que

¢ Yo (Adz*): Ty — Tx
est définiesur F, ou
* *—1

z* = p(x)r wiwe]

Pouro € T, soitu, € G (F)tel quea(yp)op ! = Adu,. Lapropriété précédente
implique que z* tu_ oG« (2*) € Ty~ «(F) pour tout o € T'. Posons alors

Pl — (,Dil(Z*P*Z*il), Ml — (pil(Z*M*Z*il).

Larelation ci-dessuset lefait que Tz« C M* impliquent que P; et M7 sont définis
sur F. Fixons z € G« (F') tel que, en posant

P = zPlzfl, M = lezfl,
le couple (P, M) soit standard. Alors les couples

(P*, M7) = (" Mp(z"Hp(P)p(2) 2", 2* 1oz p(M)p(2)2")

(w5 (P)ay ™ abp(M)zg )
sont conjugués et ils sont tous deux standards. Ils sont donc égaux. Alors M* =
zip(M)zy™ O zip(M)zy™ = M*, et M* reléve de G. Le groupe que I'on a
noté M est bien le groupe défini en 6.2. Posons

z1 = 20 (¥ ).
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Le fait que les deux couples ci-dessus sont égaux implique que z1 € Mg (F).
Posons Z = (Adz)(X). Alors Z € mg—_reg(F'). On vérifie que I’ application

(Ad:vl) o (,0;/111 Ty — Ty

N est autre que (Ad z) o =1 o (Ad z*). Elle est donc définie sur F, i.e. lesdonnées
y1, 2] et z1 définissent un diagramme D (Y, Z; F'). Cela démontre la premiére
partie de (ii).

Considérons|’ensemble des Z € myey(F') tels que
(3) Z est conjuguéa X par un éément de G(F);
(4) il existeun diagramme Dy, (Y, Z; F').
Soient Z1, Z, dans cet ensemble. D’ apres (4), il existey € M (F) tel que Z; =
(Ady)(Z2). D'apres (3), il existezz € G(F') tel que Z; = (Adx)(Z>). Fixons de
tels z, y. Alors la conjugaison par zy ! fixe Z; donc zy~1 € T4, (F) C M(F),

douz € M(F)NG(F)= M(F).Celaachevelapreuve du lemme. O

Remarque. Si E est consistante, il existe Y € hg«_reg(F') €t X € greg(F') tels
queY soit uneimagede X . Il suffit de prendre Y elliptique dans i (F'): il est alors
M*-élliptique (pour les données E,) d’ apres le lemme 6.1 et tout tore elliptique
de M* setransfere a M ainsi qu'il résulte de [K2] 10.2. la réciproque est vraie
d apres le lemme ci-dessus. Les définitions données en 1.4 et en 6.3 des données
consistantes sont donc équivalentes.

6.5. LEMME. Supposons E consistante. Alors il existe ¢ # 0 tel que pour tous
Y € hg—regg(F), Z € ma_reg(F) tels qu'il existe un diagramme Dy (Y, Z; F),
on ait I’ egalite

Aqu(Y,Z) =cAnuY,Z).

Fixons deux couples (Y, Z), (Y, Z) avec Y,Y € hg+—reg(F), Z,Z € me_reg
(F). Supposonsdonnéesy € H(F),z* € M(F) et x € Mg(F) définissant un
diagramme D, (Y, Z; F) etdemémey, z*, z définissant undiagramme D, (Y, Z;
F). Onadgadit quelesdonnéesy, z*w, zo (2} 1) définissaient un diagramme
D(Y, Z; F). ldem, y etc... Remarquons que I’on a une injection Mg — G%. S
I'onnote Tz« gz €t Tz« g lesimagesréciproquesde T'z- dans Gy et M. (ou Z*
est défini en 2.2), on auneinjection

(D) Tz mz — Tz G-

On fixe un scindage de G*, attaché a B, et des a-données pour les ensembles de
racinesde T'z- et T';. dans g*. |Is définissent naturellement un scindage de M* et
des a-données pour lesensemblesderacinesde 7z- et T';. dansm*. Calculonsles
facteursdetransfert al’ aide de ces données. Pour alléger les notations, on affectera
simplement d’'un’ les objets relatifs aux donnés E,,. Dualement al’injection (1),
on aune surjection T';- /Z(G) — Ty~ /Z(M), d’ ol une application
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(2 K(Tz-/F) = K'(Tz- | F).

Celle-ci est surjective. En effet K (Tz-/F) n'est autrequel’imagede 7. Z (G)/Z
(G) dans mo([T'z-/Z(G)]V). Idem pour K'(Ty-/F). |l suffit aors d utiliser le
diagramme commultatif

TL.Z2(G))Z(G) — TL.Z(M)/Z(M)

mo([1z+/Z(G)]") — mo([Tz-/Z(M)]")

etlasurjectivitedelafléchedu haut. Si I’ on note, commeen 2.2, 7~ |’ isomorphisme
T — T dual de Adz*, il est clair qUe iy« 0 £y = gy 0 &, donc &}, est I'image
de xy par lafleche (2). Pour calculer le cocycle 7 de 2.3, on doit utiliser, selon
2.2, I'édément z*w ! qui conjugue T en T'-. Mais d’ aprés [LS1] 2.3.3, on peut
aussi bien utiliser I’&lément z*. Il est clair que pour tout o € T, z*n,o(z*1)
est I'image par I'injection (1) du terme analogue z*n/ o (z*~1). D’autre part, si
a € X(Tyz-) vénifiea > 0et o Y(a) < O pour z*Bz* 1, o est forcément une
racine dans m*. En effet, notons P* le parabolique standard de G* de Lévi M* et
u* I"algebre de Lie de son radical unipotent. Alorsu* est stable par I et les racines
qui y interviennent sont toutes positives. Elles ne sont donc pas inversées par o+
Idem pour leurs opposees. Une racine inversée est donc nécessairement dans m*.
Mais alorsil est clair que a, est I'image de a, par lafléche (1). Finalement 7 est
I’'image de 7’ par (1). Lesfleches (1) et (2) étant duales, on obtient I’ égalité

MY, Z) = Al(Y, Z).

Pour laméme raison que ci-dessus, uneracine« € X(1z+) ne peut étre symétrique
guesi eleintervient dansm*. On voit alors que

sym sym
o (Tz)= > (Tz-),
hors H hors H

d’ ou
A”(YaZ) = 1I(Y7Z)

L’ égalite desfacteurs Ay, est plus délicate. Introduisonsles groupes U et U de2.2
et les groupes analogues U’ et U’ relatifs aux données ). Notons N*, resp. N,
I |mage réciproquede M* dansG’gC, resp. M dans Gls. Lesgroupesdérivesde N*,
resp. N, sidentifient & M, & esp. Mg.. Comme T c M, on auneidentification
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(3) T, = [Ty, x ZN)°)/{(2,27 1) 2 € Ty NZ(N)}.

Il en est de méme pour les tores 77~ et TZ* . De plus, comme tous ces tores sont
conjugués dans M, on a

TMSC NZ(N)* =T, y. N

~

NZN)° =T,

e it NZ(N)°.

Ona
(4) lestores Z(N*)°/Z(N*)° N Z(G%,) et Z(N)°/T ;N Z(N)° sont duaux.

En effet, notons A I'ensemble des racines simples de T associé a B, II la base
de X, (T) ®; Q duae de A, AM |'ensemble des racines dans M et 11" |e sous-
ensemble de II correspondant. Le tore Z(N*)°/Z(N*)° N Z(G%,) sidentifie au
centre connexe Z(M*/Z(G*))° del'image de M* dans e groupe adjoi nt de G*.

Son groupe de caractéresadonc pour base I —ITM . Letore Z(N)° /T, NZ(N V)°
est egal aT / T, .- Son groupe des caracteres apour base A — AM D ou (4).
Notons auss

(5) Z(MZ) = Ty N Z(N*)°Z(G).

L’inclusion du membre de droite dans Z (M¢;) est claire. Pour I’ inclusion opposee,
il s'agit demontrer que Z(Mg.) C Z(N*)°Z(G%,). L imagedansle groupe adjoint
deG* de Z(Mg) estinclusedans Z (M* / Z(G*)). Or cecentre est connexe, comme
I’est le centre de tout Lévi d’un groupe adjoint. Comme on I’a dit plus haut, ce
centreest I'image de Z(N*)°. D,ou I’inclusion cherchée.

Cela étant, on définit des applications

512 Z(N*YJZ(N*)° N Z(GL) — U
o1 U—>Z( ) /']I‘ (N)
L’ application 6, est I'injection antidiagonale. Soient (£, 1) € 7T e X Ty €T

I'imagede (£, ) dansU. Notons (£ )etu(f)lesmagesdetettdansZ( V)° /Ty N

Z(N)° wal&sanalogu&delaﬂeche((&) On pose b1 () E) L
Lesapplications iy et 41 sont duales. Notons U”’ Ieconoyau de 51 etU" lenoyau
de 4, qui sont donc en dualité. On définit des applications

S U = U", S U = U
Notons que
U" = Ty a5 X Tg- o) [{(z7 1, 2)i 2 € Z(N*)° Z(G%)}

Compte tenu de (5), la définition de 02 est naturelle. Pour 4, soient (Z, E) €

Tz*,é X T - G dont I'image dans U appartienne & U/”". On peut trouver z €
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Z(N)°,ty € Ty y,_ ety € Ty 1y tels qued, resp. ¢, Sidentifie aI'image de
(t1,2), resp. (;?1, z), vial’isomorphisme analogue de (3). Alors (#1, 7?1) auneimage
naturelle dans U’ qui ne dépend pas des choix et ne dépend que de I'image 4" de
(£, %) dans U". On définit ,(4") comme étant cetteimage de (i1, 1) dansU”. Les
applications 4, et 4, sont duales.

On déduit de ces applications des applications

mo(0™) 2+ mo(UT) HYL,U(F)) 22 HY(I,U"(F))

Y2 Y2

mo(U™) HYD,U'(F)).

Les applications 41 et 4, sont transposées de 1 €t 7.
Avec les notations de 2.3, on a

(6) il existesyn € mo(U") tel queya(spn) = sy, Folsun) = sy

Eneffet, soit 5 € T, ayant mémeimagequeé(s) dansT/Z(G). Soient 51 € Ty
ez e Z(N)° tels que § S'identifie al’image de (51, z) vial’isomorphisme (3).
Notons # un relévement dans G du # que I'on a fixe au début du paragraphe
6.4. Alors 3’ = #5121 est un relévement dans L'y, del'image de £y (s) dans
I'/Z (). On en déduit que i, (), resp. iz« (5), est I'image, via I'isomorphisme
analoguea (3), de (2!, ('), ), resp. (1%-,,(5'), z). Doncle couple (2.« (5), 12+ (§))
appartient & U et son image par 0, est (., (5'), 1., (5')). Comme I'image par
I'injection U" — U de (i-(3), 1z~ (3)) est invariante par T, le couple lui-méme
appartient 2U""". Son image dans mo(U"") répond &la question.
On aaussi:

() n(inv(Y, Z,Y, 2)) = (V' (Y, Z,Y, Z)).
Pour o € T, soit u/, € ME(F) tel que o(po) o pg = Adul,. Posons u, =
a(:pg_l)u;xz‘,. Comme g = (Adxz§) o p, onaoc(yp) o o1 = Adu,. Posons pour
simplifier z1 = zp (x5 ), 71 = Tp Y(af ). Par définition, inv(Y, Z; Y, 2),
resp.inv'(Y, Z; Y, Z), est laclasse du cocycle
o+ imagedans U (F) de (uy (o (21 ) z1), 0(Z1 o (Z1))u; ),

resp. o — image dans U’ (F') de (u!.wo(o(z™1) ), po(z 1o (Z))ult).

Mais on vérifie que

usp(o(ept)er) =ugpo(o(z Ha), (@ 0(Z1)u, = po(T 1o (Z))u;
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D’ou (7).
Il résulte de (6) et (7) que

(inv(Y, Z;Y, Z),sy)=(m(inv, Z;,Y, Z)),sgn) = (V' (Y, Z;,Y , Z), sy ),

AnY,Z,Y,Z) =AY, Z2,Y,2Z).
Celaacheve la preuve du lemme. O

6.6. Supposons £ consistante. Fixons une forme ( , ), sur g(F') et un caractere
vérifiant les conditions habituelles. Fixons aussi des mesuressur 7'(F) s T € T¢
ouT € TH vérifiant les conditions de 2.5. Larestriction de (, ), am(F) est non
dégénérée. On choisit pour forme bilingaire sur m(F') cette restriction, que I’on
note (, ). SIT € TM, dorsT € TY et T(F) est muni d une mesure. On définit
lafonction ;M relative a ces choix.

LEMME. Soient X € mg—_reg(F'), Z € greg(F). Alorson al’ égalité

9(X,Z)=> MXx,Z)
ZI

ou Z' parcourt I’ensemble des éléments de m (F') conjugués a Z par un élément
de G(F'), modulo conjugaison par M (F).

Choisissons un sous-groupe parabolique P de G, défini sur F', deLévi M etun
sous-groupe compact maximal K de G(F') tel que G(F') = P(F)K. NotonsU le
radical unipotent de P. On choisit des mesures sur G(F'), M (F),U(F) et K de
sorte que pour toute f € C°(G(F)), on ait I égalité

/ f(z) da = / F(ynk) dk dn dy.
G(F)

M(F)xU(F)xK

On munit «(F') de la mesure telle que dans un voisinage assez petit w de 0 dans
u(F), I"exponentielle de w dans U (F') préserve les mesures.
Pour f € C°(g(F)), définissons ¥ € C°(m(F)) par

) =/ FIADR)(Y + N)) dN dk
K xu(F)

pour tout Y € m(F'). On vérifie les propriétés:
e pourtout Y € m(F) N greg(F), J(Y, f) = J(Y, fT);
o ()Y =(f"7.
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Pour Z € greg(F) et T € T™, posons
Ar(Z) = {z € Tz(F)\G(F);z Tzx = T}.

Legroupe W (M, T') agit sur Ar(Z) adroite. Ona

(1) quand T décrit un systéme de représentants de 7 /M (F) et = un systéme
de représentants de A7 (Z)/W (M, T), alors (Adz~1)(z) décrit un systéme de
représentants, modulo conjugaison par M (F), de |’ensemble des ééments de
m(F') conjuguésa Z par un élément de G(F).

Soient X, Z comme dans |’ énoncé. Fixons un voisinage ouvert compact w de
Z dansty(F) tel que

o wC greg(F);

e 19(X,.) est constant sur w;

e Pourtout 7 € TM etz € Ap(Z),2™ (X, .) est constant sur (Adz 1) (w);

e les ensembles (Adz~1)(w), pour tous T € T™ et x € Ap(Z), sont deux a
deux digoints.

Choisissons f € C°(g(F)) telle que pour tout Z' € greg(F'),

1, sSilexi el Ad ! ;
J(Z’,f):{ , S.I exister € G(F) tel que (Adz)(Z') € w
0, sinon.
Alors
(2) J(X, f) = mes(w)i?(X, Z).
Mais

J(va):J(vaP)

= Y et it x, 2 ez
TeTM /M(F) HF)

Pour T € T™, I'intégrale ci-dessus est égale &

/ I(Z, iM(x, Z') dZ’
t(F)

= Y [ a2z,
Xedqp(z)” Ade™(w)

—mes(w) Y M(X, (AdsY)(2)).
r€AT(Z)
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D’'ou
J(X, f) =mes(w) Y > M(X, (Adz™h(2)).
TETM /M(F) ze€Ar(Z)/W (M,T)
En comparant avec (2) et en tenant compte de (1), on obtient |’ énonce. O

6.7. LEMME. Supposons E consistante. Alors il existe ¢ # 0 tel que pour tous
Y € hg-—reg(F), Z € greg(F), ONn ait les égalités

Dau(Y,Z) =¢Y Dyu(Y,Z'), Dau(Y,Z) = CZDM,H(Y, Z")
zZ! zZ!

oul’onsommesur lesZ" € m(F) conjuguésa Z par un élément de G(F'), modulo
conjugaison par M (F).

D’aprés les Lemmes 6.4 et 6.5, pour tous Y’ € hg-_reg(F), X' € greg(F), ON
al’égalité

Agu(Y,X')=c> ApuY',X"), (@)
XII

ou X" parcourt les ééments de m(F') conjugués a X' par un éément de G(F),
modulo conjugaison par M (F).

On vérifie que les formes quadratiques sur 4 (F) deduitesde ( , ), etde(, )m
sont égales. Il n’intervient donc qu’ une seule fonction ¢ et une seule constante
Yo (h). )

Considérons|’ expression définissant D¢ (Y, Z) (cf. 1.1). Il intervient unterme
Aq u(Z', Z). Remplagons-le par le membre de droite de |’ égalité (1), appliquée a
Y'=Z', X' = Z. On obtient alors la deuxieme égalité de I’ énoncé.

Considérons |'expression définissant D¢ (Y, Z). Remplagons le terme
A¢ (Y, X) parlemembrededroitedel’ égalité (1), appliquéeaY”’ =Y, X' = X.
On obtient:

Dau(Y,Z) = cvy(9) Y. Amu (Y, X)i%(X, Z), 2
X

oli X parcourt mqg_reg(#') modulo conjugaison par M (F). Comme ( , ), est la
somme de ( , ), et d'une forme quadratique déployée, on ay,(g) = vy (m). Il
reste a utiliser le Lemme 6.6 pour déduire de (2) lapremiere égalité del’ énoncé. O

6.8. PROPOSITION. Supposons!’une des conditions suivantes vérifiées:

(a) E n’est pas consistante;
(b) E estconsistante et la Conjecture 1.2 est vraie pour lesdonnées E ;. Alorsla
Conjecture 1.2 est vraie pour les données E.
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Sous I hypothese (b), I"assertion résulte du Lemme 6.7. Si E n'est pas consis-
tante, le facteur de transfert est identiquement nul, les fonctions D¢ i €t Dg
aussi. O

7. Lecasnon ramifié

7.1. On dit qu'un groupe réductif connexe défini sur F' est non ramifié s'il est
quasi-déployé et se déploye sur une extension non ramifiée de F. Soient £ =
(G,G*,p,H,s,£) € E(F). On suppose dans tout |e paragraphe 7:

e pesttrivia, i.e il existexr* € G*(F) tel que (Adz*) o ¢ soit défini sur F;
e (G est non ramifié.

Dansce cas, I'immeuble de Bruhat-Tits de G' possede des sommets hyperspéciaix
(cf.[T] 1.10.2). Fixons un tel sommet s. Notons o I’anneau des entiers de F'. Soit
G, le groupe lisse sur o associéa s ([T] 3.4.1). En particulier G xF' = G €, s
I'on pose K = G,(0), K est le sous-groupe des éléments de G(F') qui fixent s.
Notons g, I’algebredeLiede G, sur o. Alors g, (o) S identifie aune sous-o-algebre
de g(F) que I’on appelle une sous-algebre hyperspéciale. Notons-la k et notons
1, € C(g(F)) lafonction caractéristique de k.

7.2. Notons ' le complété dela plus grande extension non ramifiée de F, o™ son
anneau des entiers, p™ I’idéal maximal de o™, '™ le groupe de Galois de F™/F.
Soit T € 7% untore non ramifié, i.e. déployé sur une extension non ramifiée. Tout
éléementde X, (T") ou X*(T') est défini sur F™. Letore T’ aune structure canonique
sur o, pour laguelle

Fnr
T(o) = (X*(T)%)o”r) .
Ce groupe est le sous-groupe compact maximal de T'(F). On al’ égalité

HF) = X, (T)QF™.
Z

Tout caractere y € X*(7T') définit donc une formelinéaire x™: t(F™) — F™. S
X € t(F™) ondit que X estentiersi x"(X) € o™ pour tout y € X*(7"). D’autre
part, le groupe de Weyl de T seréalisedans G(F™), i.e. I'injection naturelle

NormG(Fnr) (T) /T(Fnr) — NOI‘mG(F> (T) /T(F)
est bijective. Notons W cegroupe. Si X € t(F™) est entier, on dit que X est de

réductionrégulieresi pourtout w € Wp—{1},il existex tel quex™ (w(X)—X) ¢
pl’ll'.

https://doi.org/10.1023/A:1000103112268 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.1023/A:1000103112268

LE LEMME FONDAMENTAL IMPLIQUE LE TRANSFERT 193

LEMME. Soit X € ¢(F) un éément entier de réduction réguliére. |l existe alors
X' € k stablement conjugué a X. La classe de conjugaison sous K de X' est
uniquement déterminée. On a |’ égalite

J(X',1;) = mes(K)mes(T'(0)) .

Soit A un tore déployé maximal de G tel que le sommet s appartienne a
I’ appartement associé a A. Soit T le commutant de A dans G. C’est un sous-tore
maximal de G, non ramifié. Il résulte de la construction du groupe G, que

(1) Normgpm)(T) = Normg (om) (T)T(F™);
(2) T(F™) N G,y(0™) = T(o™);
(3) t(F™) Ng,(o™) = t(o™).

Les tores T' et T sont déployés sur F'™. Soit z € G(F™) tel que T = 2Tz~L.
Notons f le Frobenius de F™. Comme T et T sont définis sur F, f(z~Y)z €
Normg ) (T). Appliquons(1). Soient n € Normg; (,m)(T) et z € T(F™) telsque
f(z~ Yz = nz. CommeG, est connexe, il existey € G,(o™) tel quen = f(y)y .
Fixons un tel y, posons 7" = y~1Ty. Alors T” est défini sur F. Posons 2’ = xy.
AlorsT = 2'T"'z'~1. Or f(z' Y’ = y~tzy € T'(F™). Donc T" est stablement
conjugué a 7' et, en posant X' = (Adz'~1)(X), X’ appartient a t'(F) et est
stablement conjuguéa X . PosonsY = (Ady)(X'). AlorsY € t(F™). CommeY
est conjugué a X par un éément de G(F™), Y est encore entier, i.e. Y € t(o™).
D’apres(3), Y € g,(o™) et commey € G,(o™), onaauss X' € g,(o™). Comme
X' est défini sur F, on adonc X' € k. Cela démontre la premiére assertion du
lemme.

L a deuxieme se démontre comme en [K2] 7.1.

On en déduit immédiatement

J(X',1;) = mes(T'(F)\T'(F)K) = mes(K)mes(T'(F) N K)~1.

Comme T” et T sont conjugués par un éément de G,(o™), il résulte de (2) que
T'(F™)NG,(o™) =T"(o™). En prenant les points rationnels, on obtient 77( F') N
K = T"(0). Nos mesures étant invariantes par conjugaison stable, mes(7” (o)) =
mes(7'(0)), ce qui achévelapreuve. O

7.3. On dit que les données endoscopiques (H, s, &) de G* sont non ramifiées s
H est non ramifié.

Remarques. (1) S H est non ramifié, on peut prolonger ¢ en un plongement
Le: LH — L@ de sorte que I application composee I’ — YH — LG — G
se factorise par Gal(F’/F) ou F' est une extension finie non ramifiée de . On
retrouve alors la définition de [H2] 1.6.

(2) L’ hypothése H non ramifié implique I’ hypothese G* non ramifié que I’on
afaite au début du paragraphe 7. Plus généralement, si M est un groupe réductif
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connexe quasi-déployé sur F, notons F[M] la plus petite extension de F' qui
déploye M. Si (B, T) estunepaireI’-stablede M, F[M] estle corpsdespointsfixes
du noyau del’actiondeI" sur X, (T). Si (H, s, &) sont des données endoscopiques
pour G*, onaaors:

F[G*] C F[H].

FixonsdespairesI-stables (B, Tx), (B, T) pour A et G. Supposonsé(Ty) =
T. Soit o € I' agissant trividlement sur Ty Soit &, € G tel que o 0 {00t =
(Adi,)ok. A|0I’30510 (Adz,) agit trivialement sur T, donc conserve B. Maiso
conserveaussi B, doncAd z,, conserveB et #,, € T. Maisalorso;, agit trivialement
sur T. L’ assertion en résulte. O

74. LEMME. Supposons Gger Simplement connexe. S (H, s,&) est ramifié,
JEH (Y, 1) = O pour tout Y € hgx—reg(F).

Lapreuveestidentiqueacellede[K2]7.5. Commeen 7.2, soit A untoredéployé
maximal de G tel que le sommet s appartienne al’ appartement associéa A. Soit T
le commutant de A dans G. Pour Y € hg«_reg(F'), 0N construit comme Kottwitz
un tore C' et un groupe G, définis sur F' et non ramifiés, une suite exacte

1-G—-G —-C—>1 (@D

et un éément ¢ € C(o) vérifiant la propriété suivante. Soit z1 € G1(F) d'image
cdans C(F). Notons f1 lafonction sur g(F) telle que f1(X) = 15 ((Adz1)(X))
pour tout X € g(F') (remarquons que G agit sur G' par conjugaison). Alorson a
I’égalité

JOR(Y, f1) = 6J9H (Y1), )

oud # 1.
NotonsT; lecentralisateur del’image de T dans G et A1 le plusgrand sous-tore
déployé de T;. On ala suite exacte

1-T—-T,—>C— 1

Comme il s'agit de tores non ramifiés, I application T1(0) — C(o) est surjective.
On peut supposer quez1 € T1 (o). On déduit delasuite (1) un plongement del’im-
meuble de G dans celui de G1, G(F)-équivariant. L’ appartement de A se plonge
danscelui de A1. Comme T4 (o) agit trivialement sur cedernier, il fixes. Il enest de
mémesi |’ on remplace F' par une extension non ramifiée. Donc T4 (o) normalise K.
Alors Adz1 normalise k donc f1 = 1;. Larelation (2) implique alors I’ assertion
du lemme. O
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7.5. Supposons (H, s, &) non ramifié. Notons plus précisement %, |a sous-algebre
k que I’on afixée. Fixons de méme une sous-o-algebre hyperspéciale k;, de h(F).
On posedorsla

CONJECTURE (‘lemme fondamental pour les algebresde Li€'). Il existe c € C*
tel que pour tout Y € hg-_reg(F), On ait I égalité

THY, L) = T (Y, ).

Remarque. Lavalidité de cette assertion ne dépend pas des choix de k, €t ky,.

Notons de nouveau k = k,. |l suffit de prouver que si &’ est une autre sous-
o-algebre hyperspécialede g(F), il existec # Otel quepour tout Y € hg- _reg(F),

JOH(Y, 1) = e JOH (Y, 1),

On applique ensuite cette assertion aux couples (G, H) et (H, H).
Introduisonsle groupeadjoint Go. D’ apres[T]2.5, il existex € G(F') tel que
k" = (Adz)(k). Pour tout X € greq(F'), onaalors

J(X, L) = J((Adz 1) (X), L)
Pour Y € hg-_reg(F'), ON obtient

JE(Y, 1) = Aqu(Y, X)J(X, 1)
X

= Y AqulY, (Adz)(X))J (X, 11).
X

Il suffit donc de prouver qu'il existe ¢ tel que pour tous Y € hg-_reg(F) €t

Ag.u(Y, (Adz)(X)) = cAg i (Y, X).

Or I'isomorphisme Adz: G — @ et lesidentités de G*, H, G, H définissent une
auto-equivalence des données E. L’ assertion résulte alors de 2.4. O

7.6. PROPOSITION. Supposons que G = SL(n) et que la caractéristique
résiduellep de F' vérifiep > n. Alorsla Conjecture 7.5 est vraie.

Soient Y € hg-_reg(F) € F' une extension finie de F déployant Ty . On
peut supposer F' modérément ramifiée sur F'. Notons o’ I’ anneau d’ entiers de F”.
Onaty(F') = X.(Ty) ®z F'. Disons que Y est entier si x(Y') € o' pour tout
X € X*(Ty). S'Y n'est pasentier, aucun conjugué stable de Y n’ appartient a , .
Deméme, si X € grg(F) apourimageY, X ne peut pas appartenir ak,. Les deux
membres de laformule a demontrer sont nuls. Supposons Y entier. D’ apres [W2]
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Proposition 5.4 et d’ apres|e fait que A,z est invariant par homothétie de rapport
carré, il existe un ensemblefini J C Z et, pour tout j € .J, des nombres complexes
S(Y),¢ f "y, de sorte que pour tout x € o N F*2 (ol F*2 est |’ensemble des
carrésde F*), on ait

Y, 1y,) = > |plhe
Jjed
JGHMY]-kg Z|M|J GH
jedJ

Il suffit donc de prouver I’ existence de ¢, independant de Y, tel que pour tout
© € o N F*2, devaluation assez grande, on ait |’ égalité

TH Y, Ly, ) = eJ M (Y, 1)

Fixons comme en [W2] I11.6, une exponentielle tronquée a I’ ordre 2, notée e,
de I’ensemble des &éments topologiquement nilpotents de A(F') sur I’ensemble
des ééments topol ogiquement unipotents de H (F') (il faut supposer n > 2 pour
disposer d'une telle exponentielle tronquée . . .). Notons K ; le groupe noté K en
7.1, K son analogue pour H et 1, 1k, leurs fonctions caractéristiques dans
G(F),resp. H(F).Si p € o estdevaluation > 1, on ales égalités

JS{(:U*Ya 1kh) = JSt(e(:U‘Y)a 1KH)7

JG,H(MY; 1kg) = JG’H(e(MY)a 1KG)7
ou les membres de droite sont les intégrales usuelles ‘au niveau’ des groupes.
Comme p > n, on sait qu'il existe ¢ tel que pour tout y € H(F'), image d'un

élément fortement régulier de G(F'), on ait I’ égalité

Ja(ya 1KH) = CJGyH(yv 1K(;)

(cf. [W3]). Celaacheévela démonstration. O

8. Despropositionslocales

8.1. Onfixepour tout e paragraphe8 desdonnées E = (G, G*, ¢, H, s,£) € E(F)
etpet(,), commeenl.l.

Soit X* € greg(F). Notonsg(X*; F') I'ensembledes X € g(F) telsqu'il existe
r* € G*(F) de sorte que X* = (Adz*) o p(X). Rappelons que I’on a défini
un groupe K (T'x-/F). Notons K (Tx-/F)P son dual. Pour X, X' € g(X*; F),
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on définit inv (X*; X,X’) € K(Tx-/F)" de la fagon suivante. Choisissons
¥,z * € GL(F) telsque

(Adz*) o p(X) =X*,  (Adz™)op(X') = X*.
Pour o € T', posons

U(O’) — 37,*90 o0 o Sofl(ml*flx*)m*fl‘
Alors v(o) € Tx-«(F) et v est un cocycle de I' dans T'x+ «(F'). Le groupe
HY(D, Tx- «(F)) sidentifieau dual demo([Tx-/Z(G)]"), lequel S envoie nature-
llement dans K (T'x~/F)”. On noteinv (X*; X, X') I'image de v par ces appli-
cations. Elle ne dépend pas des choix et ne depend gque des classes de conjugaison
SOUSG(F) de X et X'.

Soit k € K(T'x-/F). On appellera x-fonction au dessus de X * une fonction
0:g(X* F) — Ctelleque

e () estinvariante par conjugaison par G(F');

oS X, X' €g(X* F),0(X) = (s,inv(X*; X, X")0(X').

Pour unetelle fonction @ et pour f € C2°(g(F')), on pose

JUX* ) =) 0(X)I(X, f),
X

ou X parcourt g(X*; F') modulo conjugaison par G(F').
Dansle cas particulier ou G = G* et p = id, lafonction 6 définie par

0(X) = (k,inv(X*; X, X))
pour X € g(X*; F) est une x-fonction au-dessus de X * et on posera simplement
JRX f) = X ).
8.2.S0ient X € gieg(F), v € K(Tx+/F'),Y unsous-ensemblefini dehc-—reg(F').
Notons ) le sous-ensembledesY € Y telsque

e il existeundiagramme D (Y, X*; F');
e leterme ky associé(cf. 2.2) est égal a .
PROPOSITION. Supposons g(X*; F) # (). Alors il existe des fonctions f €
CX(g(F)) et fH € C=(h(F)) vérifiant les conditions suivantes.
(i) S X € Supp(f), il existez* € G*(F') tel que (Adz*) o p(X) € tx-(F) N
Greg(F); §Y € Supp(fH), alorsY est I'image d'un éément de ¢ x- (F) N

- g:eg(F)-
(i) Pour tout Y € hg«_reg(F'),

JAY, fT) = TSR (Y, f).
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(iii) Soient Z* € gieg(F), T € K(Tz+/F), 6 uner-fonction au-dessusde Z*. Sup-
posonsquelescouples (T'x«, k) et (Tz+, 7) nesont pas stablement conjugués.
Alors

JY(z*, f) =0.

(iv) SoientY € hg-reg(F), 7 € K(Ty/F).Supposonst # 1. AlorsJ7 (Y, f1) =
0.

(v) Soient 7 € K(T'x~/F) et 6 une T-fonction au-dessus de X *, non nulle. Alors

_(#0, s 71=gr;
0 *
J(Xjf){zo, S T #EK.

(vi) SoientY € Y, 7 € K(Ty/F). On aleségalités
JTY,f1y=0s Y ¢ Yoous T #£1;

JEH(Y, f)y=0sY & Yp;
T 1) = vp(g) v () PTG (Y, f) #08 Y € YoetT = 1.

Remarque typographique: f est latransformée de Fourier de f 2.
La preuve occupe les paragraphes 8.3 a8.9.

8.3. On fixe des systémes de représentants 7, resp. 74", de’ ensemble des sous-
tores maximaux de G, resp. H, définis sur F', a conjugaison pres par G(F'), resp.
H(F). Notons ' I'ensemble des Y’ € hrey(F) tels que Ty: € T et Y/ est
conjuguéaun éément de Y par un éément de H (F'). Laproposition ci-dessus est
équivalente ala méme proposition ot I’on remplace ) par ’. En oubliant )/, on
peut donc supposer que pour tout Y € Y, Ty € T4.

ST, 7' € T%, notons I(T,T') I'ensemble des isomorphismes de 7 sur 7" qui
sont définis sur F et de la forme Adxz pour un z € G(F). Rappelons que I’on
note W(G,T") = Normg ) (T")/T'(F). Le groupe W (G, T") agit a gauche sur
I(T,T"). Fixons un ensemble de représentants Io(7,7") de W (G, T")\I(T,T").
Pour Z € t(F) N greg(F), I'ensemble {i(Z);i € Io(T,T"), T € T} est un
ensembl e de repésentants des ééments de g( F') stablement conjuguésa Z modulo
conjugaisonpar G(F').Doncsi f estunefonctionsur laclassestablede Z invariante
par conjugaison par G(F'), lasomme

Y. WG Y fi(2)

T'eTe i€l(T17)
est egaea
> f(Z)
ZI
sommeé sur la classe stable de Z modulo conjugaison par G(F'). On pose

w(T) = Y [W(GT)|HI(T,T].
T'eTy
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Des considérations analogues s appliquent au groupe H.

STecTYetT* € TY, onnote I(T,T*) I"ensemble des isomorphismes
de T sur T qui sont définis sur F' et de la forme (Adz*) o ¢ pour un z* €
G*(F). Fixons des paires I'-stables (B, T) de G* et (By,Ty) de H. On a un
isomorphisme (sur F) n: Ty — T.SIT € T¢ e¢ 7' € T, on note I(T,T")
I’ensemble des isomorphismes de 7" sur 7" qui sont définis sur F' et de la forme
(Ady) o p~t o (Adz*) o p pour uny € H(F) tel que yTyy* = T’ et un
¥ € G*(F) tel que (Adz*) o p(T) = T.SiT* € T¢ et T' € TH, on définit
I(T*, T") defagon analogue. Dans ce dernier cas, un élément s € I(7*,T") définit
un élément x[i] € K(T*/F) (cf. 2.2, définition de xy').

D’ aprés I'hypothese g(X*; F) # 0, il existe T € T tel que I(T,Tx+) # 0.
Onfixeuntel T etir € I(T,Tx-). Onpose X = i (X*). Pour T € TH et
i € I(T,T"), on pose x[i] = x[i oipt]. Pour T € T eti € I(T,T"), lafonction

t(F) N greg(F) — K(Tx-/F)?
Z — inv(ip(Z)i(2), Z)

est constante. On note inv(z) savaleur.

PourT' € T¢ et 7, 2" € '(F), onnotevy, (Z, Z') laconstante de Weil associée
alaforme quadratique Z" — ([Z2", Z),(Z', Z"])4 sur g(F)/t'(F).

Pour Z, Z' € greg(F'), ON pose

a%(2,2') =) w((Adz)(Z), Z ) ({(Adx)(Z), Z')y)

ouonsommesur lesz € Ty (F)\G(F) telsque (Adz)(Z) € tz (F). On définit
demémeal’ (Y,Y') pour Y, Y’ € hreg(F).

On suppose, ainsi qu'il est loisible, que les mesures sur les tores sont fixées
commeen 4.4.

8.4.Pour T" € T U T4, posons
Xpo={i(X);i e I(T, YU {imXY);Y € Y,i € I(T", Ty)}.
Fixons Zg € ¢(F) Ngrey(F') tel quesi X' € Xp — {X}, onait (X' — X, Zg), # 0.

D’ apres [W1] proposition VIII.1, il existe un entier N tel ques p € F* vérifie
vp(p) < —N (oUwvp estlavaluation usuelle de F'), on ait

(1) pour tous 7", T" € TE, X' € Xpr,i" € (T, T"),
(X" i" (uo)) = a%(X',i" (0));
(2) pour tous 7", T" € T, Y' € Xpr,i" € (T, T"),

(Y1 (pZo)) = a (Y',i" (uZ0)).
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Soit w une uniformisante de o. Fixons un entier » > 1 tel que
(3) 1+ w"o C F*?;

e les ensemblesi((1 + w"o)Zp), pour 7' € T eti € I(T,T"), sont deux a
deux digoints

e les ensemblesi((1 + w"0)Zo), pour 1" € Tl eti € I(T,T"), sont deux a
deux digoints

Il existeun entier N tel ques p € F* vérifievp () < —N, onait

(4) pour tout X' € X7 — {X}, lecaractere A — ¢ (w" pA(X' — X, Zp),) est
non trivial sur o.

On fixe N tel que (1), (2) et (4) soient vérifieset € F* tel que vp(p) <
—N. Posons wp = u(1+ @w"o)Zp. Notons d la droite portée par Zp, fixons un
supplémentaire s de d danst. Si Z € ¢(F’), on note Z,; sacomposante dans d(F'),
relativement ala décomposition t(F') = d(F) & s(F'). Soit w, un voisinage ouvert
compact de 0 dans s(F"), posonsw = wp & ws. Lesfonctionsintervenant dans (5),
(6) et (9) ci-dessous sont localement constantes. Si w, est assez petit, on a donc

ow C greg(F');

(5) pour tous 7", 7" € T, X' € Xpr,i" € (T, T"), Z € w,
G(X',i"(Z)) = a%(X',i"(2)) = a%(X',i"(Zg));

(6) pour tous 7", T" € T, Y' € Xpr,i" € I(T,T"), Z € w,

HY,i"(Z)) = at (V3" (2)) = T (Y, (Za));

(7) lesensemblesi(w), pour 7' € T eti € I(T,T"), sont deux adeux digoints;
(8) lesensemblesi(w), pour 77 € T eti € I(T,T"), sont deux adeux digoints;
(9) pourtousT’ € T ,i' € I(T,T"), lafonction

Z— Ngu(i'(Z),2)

est constante sur w.
On suppose ces propriétés vérifiees. Dans la situation de (9), on note A¢ 4 (3')
lavaleur constante de lafonction.

8.5. On définit une fonction f,, sur w par

fu(Z) = p(—(X, Za)g)

pour tout Z € w. Pour tout T € T, resp. T4, et tout i € I1(Y,T"), on fixe un
fonction f; € C°(g(F')), resp. C°(h(F)), telle que

(1) tout éément de Supp( f;) est conjugué a un élément dei(w) par un elément
deG(F), resp. H(F);
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(2) pourtout Z € w, J(i(Z), fi) = fu(2).
On pose

F= > W@GTH™T Y (ki) s

T 6766' iEI(T,T’)

fH — wG(T) Z wH(T’)_l|W(H,T,)|_1 Z AG,H(i)fi'
T’E’IBH i€I(T\T");k[t]=k

On va montrer que ces fonctions vérifient les conditions de I’énoncé. Le (i) est
immediat.

8.6. Soient Z*, T et & comme en (iii) (on suppose g(Z*; F') # (0, sinon (iii) est
trivial). D’ apres les considérations de 8.3, on al’ égalité

Tz )= Y WGt Y 0o (20N (ZY), ),

T]_E%G ilGI(Tl,TZ*)

o JzfpH = LT ToeTE 2 el(T1 Ty ) 2uinel(T,T5) W (G, Ty)|*
W (G, T2)| 710 0 iy H(Z7)(k, inv(i2)) "I (i H(27), fiy)-
D’apres 85 (1), J(i; (Z*), fi,) # O seulementsi Ty = T; et Sil existe w €
W(G,T)) tel que i;}(Z*) € wiz(w). Dans ce cas j = iqwiz € I(T,Tz-) €t
Z* € j(w). D'ol

(2 J%(Z*,f) =0sil Nexistepasde j € I(T,Tz-) tel que Z* € j(w).
Supposons qu'un tel 5 existe. Il est alors unique d’ apres 8.4 (7). Les sommes

dans I’ expression (1) se réduisent ades sommessur 77 € T ,i € I(T,T"),w €

W(G,T"):onposeTy = To = T',ip = i,i1 = ji ‘w1 Onaaors

J(@y (2%, fin) = fu 0 3 7HZY)
d apres 8.5 (2),
Qoil*(Z*) =00ij (Z*)

d apres|’invariance de # par conjugaison par G(F'). Leterme w n'intervient plus
et la somme en w fait apparaitre un facteur |W (G, T")|. D'ou

INZ* ) = fued N2 Y IW(G, Tt
T'eT

Z 00ij~Y(Z")(k,inv(i)) L.

i€I(T,T")
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Posons Z'* = ipj~1(Z*). L'isomorphismeipj 1 envoie T';- sur T'x-. |l est défini
sur F'. On en déduit par fonctorialité un isomorphisme

Q. K(Tz*/F) — K(TX*/F)
Notons o/’ son transposé. Pour Z, Z' € g(Z*; F) = g(Z'*; F), on vérifie| égalité
oP(iv(z*2,2")) =iv(Z'*; 2, 7).

Donc 6 est une «(7)-fonction au-dessusde Z'*. Pour T" € T eti € I(T,T'), on
aalors

00ij H(Z") = 0o HZ) alr);iv(Z ;i N2, i Z")),
= 00j’1(Z*)(a(7');inv(i)>.
D’ou
JNZ* f) = fuo i HZ )00 i HZY) Y WG, T

G
€T,

Z (oz(T)f-fl, inv(z)).

iel(T,17)
Comme en 8.3, lasomme ci-dessus est égale a

Z <O[(7')I€71, J).

SEK (Tx«|F)P

Elleest nulles «(r) # k, égaleaw®(T) s a(r) = k. D’ol

P f) = { 0, ﬁa(f) # K,

w(T) fo 0§ HZ*)0 0 j7HZ*), Siar) = k.
Maiss «(7) = &, lescouples (Tz-,7) et (T'x-, k) sont stablement conjugués (par
irj 1 qui est delaforme Ad z* pour un z* € G*(F)). On obtient I’ assertion (iii)
de la proposition.

S0it Y € hg-_reg(F). Supposons Ty € Ty Fixons Z* € gieg(F) tel qu'il
existeundiagramme D (Y, Z*; F). Soit ky € K (Tz-/F) I’élémentassociéaY. Si
g(Z* F) = 0,J5H1(Y, f) = 0. S g(Z*; F) # 0, lafonction X — Ag u(Y, X)
est une xy -fonction au-dessus de Z*. On peut appliquer les calculs ci-dessus a
JEH (Y, f). Notonsque si j existe, le composé de j et de I’isomorphisme T~ —
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Ty déduit du diagramme est un isomorphisme i € I(T, Ty ). Alors a(ky) = kli]
et Agu(Y,j H(Z") = Ag,u(i). Dol

w(T) fo(Z)Ag,u (4),
(3) JHH (Y, f) = { Sil existei € I(T, Ty ) et Z € wtelsquek[i] = keti(Z) = Y;
0, sinon.

8.7.S0it Y € hg-—reg(F). Supposons Ty € T¢!. On al’égalité
Q) J(, ") = w%(T) et w(T) W (H,T")| ™ 2 e I(T, T R[] =r
Ac,u(i')J(Y, fir).

D’apres 8.5 (1), JH (Y, fir) # Oseulementsi T" = Ty et il existew € W (H,T")
tel queY € wi'(w). Notons que k[wi'] = &[i']. En posant i = wi’, on obtient

(2 J(Y,f%) = 0, sil Nexiste pasde i € I(T,Ty) et de Z € w tels que
Klil]=reti(Z)=Y.

Supposons qu'il existe un tel couple (7, Z) qui est alors unique. Les sommes
dans |’ expression (1) se réduisent en dessommessur 77 = Ty et w € W (G, T"):
onposei’ = w 1. Onaaors Ag y(i') = Ag,u (i), J(Y, fi) = f.(Z). D'ou

Q) J(Y, f) = w(T)w(Ty) 1 f,(Z2) A u (i), Sil existei € I(T,Ty) et
Z e wtelsquekli] =k eti(Z) =Y.

S Y' € hg-_reg(F) est stablement conjugué a Y, il résulte de (2) et (3)
que J(Y', fH) = J(Y, fH). L'assertion (iv) de I’énoncé en résulte. De plus
JXY, 1) = wH(Ty)J(Y, f). En comparant les formules (2) et (3) ci-dessus
avec laformule (3) de 8.6, on obtient I’ assertion (ii) de la proposition.

8.8. Soient Z* € gry(F'), 7 € K(T'z-/F) €t 6 une T-fonction au-dessus de X*.

On suppose I’ une des deux conditions suivantes verifiées:

1) z* = X%

(2 il existeY € YVeti € I(Tz-,Ty) telsquei(Z*) = Y et Y n'est pas une
image de X.
Commeen 8.6, ona

3 J(Z*, f) = Xnymere D€l (13,T50) LipeI(113) W (G, T)|7HW (G, T2)| 1
0 0 iy H(Z*) (s, iv(i2)) "I (i7H(Z"), fir).

FixonsTy,13,i1,12. Ona
JiM2Y), fi) = Y IW(G,Ts)| / i€y 4(2"), 2)J (2, f,) d2.

T3€76G t3(F)

Le terme J(Z, fi,) est non nul seulement si 7> = T3 et il existew € W (G, 13)
tel que Z € wiy(w). D’aprés 8.4 (7) et puisgque nos fonctions sont invariantes par
conjugaison, on obtient

M2, fi) = [ FGTE )2 2) 1 2) 02
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Décomposonslamesure sur w en produit d’ une mesure sur w; et d’ une mesure sur
wp. D’ apres la définition de f,, et 8.4 (5), lafonction aintéegrer ne dépend que de
Z4. En appliquant 8.4 (5), on obtient

J(i1 (27, fip) = m%(ws)/ a(i11(27),12(2)) f.,(Z) dZ.

wo

Par définition de ¢“, I’ expression est nulle si Ty # T». Supposons Ty = T». Alors
pour Z € wo, ona

a(i11(Z2),2(2)) = Y plwigH(Z27),i2(2))p((wigH(Z7),i2(Z))g).
weW (G,Tr)

D’ aprés [W1] VI11.8 (6),

Yo (wip (Z7),i2(Z)) = iz 'wig (27), Z).

En utilisant 8.4 (3), obtient

Yo(wir(27),i2(2)) = (i3 wiz (Z"), n2o).
Laforme ( , ), &ant invariante par G(F) I'est aussi par G(F), par prolongement
algébrique. Donc

Y((wig(Z7),i2(2))g) = P((ip 'wiy (Z7), Z),).
En utilisant la définition de f,, on obtient

J(iyNZ%), fi) = mes(ws) Y yyliztwiy N(Z%), no)
weW (G,Ty)

< [ wlliz wis'(z") - X, 2),) dz

D’ apres 8.4 (4), I'intégrale ci-dessus est nulle sauf s i, 'wi; 1(Z*) = X. Dansce
cas elle vaut mes(wo). Notons que si i, wi; 1(Z*) = X etY estuneimagede Z*,
alors Y est aussi une image de X . Cette condition ne peut donc pas étre réalisee
sous|” hypothese (2). On adonc

(4) J%(Z*, f) = 0 sous |’ hypothése (2).

Supposonsdésormais Z* = X *. Laconditioni, *wiT* (X *) = X estéquivalente
aiqw Y, = i et1’on obtient
. { mes (w)yy (X, uZo), ST1=Tretiy € iriy, "W (G, T1),

0 sinon.
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Reportons cette valeur dans I’expression (3). Les sommes se réduisent en des
sommessur 77 € T, i € I(T,T"),w € W(G,T"): onpose Ty = To = T',ip =
i,i1 = ipi tw. Comme § est invariante par conjugaison, le terme w n’intervient
plus, il sort un facteur |W (G, T")| et I’on obtient

JUX*, f) = mes(w)yy (X, nZo) Y [W(G, T
T'eTy?

> 00di(X)(k,inv(i)) .

i€ I(TT")

Onafoi(X) = (r,inv(X*;i(X), X))0(X) = (r,inv(i))0(X), d’ ol

i I(T,T)

Cette somme se calcule comme en 8.6 et | on obtient
[ w(T) mes (w)yy (X, pZo)0(X), siT =k,
(8)J°(X", f) = .
0, ST # K.

Le (v) de la proposition en résulte.
SoitY € ). Commeen 8.6, on peut utiliser lesformules ci-dessus pour cal culer
JEH (Y, f). Lesformules (4) et (5) conduisent al’ égaité

0 :
ww@ﬂxﬂz{’ BrE
w(T) mes (w)yy (X, pZo)Ac,u (Y, X), SY € V.

8.9. S0it Y € he+—reg(F). Supposons Ty € T et Y stablement conjugué a un
éémentde).Ona

1 J(Y, fH) = w97D) ZTleTOH w (Ty) =W (H,Ty) | 2 i eI(T,T)
kli1] = kAg,u (i1)J (Y, fi)-
FixonsT; eti,. Ona

J(Y, fi) = W (H,Ty)| ™t Ay, 2)J(Z, i) dZ.
Wi = ¥ WL | 00202, 52

En utilisant 8.4 (6) et (8), le méme calcul qu’en 8.8 conduit al’ égalité

J(Y, fi,) = mes(wy) / a7 (Y,i1(2))f.(2) dZ.

wo
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Par définition de a’?, I’ expression est nulle si Ty # Ty . Supposons Ty = Ty-. Pour
Z € wo, Onaalors

a'(Y,i(2) = Y w),al@)p(w(Y),ir(Z))).

wEW(H,Tl)

Ona

Yow(Y),i1(Z2)) = vy (Y,w ia(1Z0)).

Par définition delaforme (, ),, ona
P((w(Y),i1(2)n) = $((iy 'w(Y), Z),).
En utilisant la définition de f,,, on obtient

TV fa) = meslws) > w(Viw tiauZe)) [ (s te(Y) - X, 2),) dz.
weW (H,T7) wo

D’apres I'hypothése sur Y et 8.4 (4), I'intégrale est nulle sauf s it w(Y) =
X. Dans ce cas, elle vaut mes(wp). Si Y n’est pas une image de X, la relation
i fw(Y) = X n'est jamais vérifiée. Si Y est une image de X, soit 4y I’unique
éément de I(T, Ty ) tel queiy (X) =Y. L'existence de w tel quei; *w(Y) = X
est équivalentedis € W (H, Ty )iy etaorsw = iqiy". On obtient
mes(w)yy (Y, iy (1 Zo)), S'Y estuneimagede
J(Y, fi,) = X, Ty = Ty etiy € W(H, Ty )iy,
0, sinon.
Reportonscetteegalitedans (1). Notonsquesi i1 € W (H, Ty )iy, onalAgq, m(i1) =
Agyy(iy) et Ii['i]_] = ﬁ[iy]. On obtient
mes (w)w (T)w™ (Ty') 1y (Y, iy (120)) Ag,u (iy ),
J(Y, f%) ={ sY estuneimage de X etxfiy] =
0, sinon.

En vertu de [W1]V111.8 (6), cette expression est invariante par conjugaison stable.
SYeYetre K(Ty/F) — {1}, on obtient donc

JT(y, fy =o.

On obtient aussi

JHY, fH)

mes(w)w (T)yy (Y, iy (12))Ac,u(iv), SY € Vo,
0, sinon.
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Pour achever la preuve de (vi) et de la proposition, on compare cette expression a
laformule (6) de 8.8. Il reste a prouver que pour Y € o,

Yo (Yyiy (120)) A, (iy) = 75(9) v (h) My (X, nZ0) Agu (Y, X).

Rappelonsque Ag 1 (iy) = Ag,u(iy (1 20), nZo), cf. 8.4 (9). L égalité ci-dessus
aété prouvée en [W1]V1I1.8, égalite précédant (8). O

8.10. Soient maintenant ) un sous-ensemble fini de hg«_reg(F') €t Z € greg(F).
Utilisons les notations de 8.3. Posons T' = T'; et fixons un voisinage w de Z dans
t(F) tel que

* w C greg(F);
(1) lesensemblesi(w) pour i € I(T,T) sont deux adeux dioints;
(2) pour tousT" € T, Y € Y,i € I(T",Ty), lafonction Z' + % (i~ 1(Y), Z')
est constante sur w;
() pour tous 7", 7" € TH,Y € Y,i" € I(Ty,T"),i' € I(T,T"), lafonction
Z' — 1 (i"(Y),i'(Z")) est constante sur w;
e pour tous 7" € T¢,i € I(T,T'), lafonction Z' — Aq pu(i(Z'),2") est
constante sur w.

On note A¢, (%) cette valeur constante.

Fixons une fonction f € C®(g(F')) telle que tout &ément de Supp(f) soit
conjugué aun éément dew par un élémentde G(F) et, s Z' € w, J(Z', f) = 1.
Pour tousT" € T ,i € I(T,T'"), soit f; € C°(h(F)) une fonction telle que tout
élément de Supp(f;) soit conjugué a un élément de i(w) par un éément de H(F))
et,s Z' e w, J(i(Z'), fi) = 1. Posons

=30 W @WEHTDT Y Acu(i)

TeTH €I(T,T7)
PROPOSITION. (i) Pour tout Y € hg«_reg(F'), On al’égalité
JHY, f1) = T f).
(ii) Pour tout Y € ), on ales égalités
TR Y, f) = y(9) *mes(w) D,u (Y, Z),

JHY, 1) = 7y (h) "' mes(w) D, (Y, Z).

Onsuppose, ainsi qu'il estloisible, quelesmesures sur lestores sont normalisées
comme en 4.4. Soit Y € hg-_reg(F). Supposons, ainsi qu'il est loisible, que
Ty € T¢L. Onalégalite
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(4) JEH(Y, f)
S WG TH Y. Agu (i THY)JETHY), ).
TeTs iel(T,Ty)

Leterme J(i~1(Y), f) est non nul seulement si 7" = T et il existew € W (G, T)
tel quei~1(Y) € w(w). Danscecasiy = iw appartiental(T, Ty) et Y € iy (w).
Si untel iy existe, il est unique d’apres (1). Supposons qu'il existe. Les sommes
dans |’ expression (4) se réduisent aune sommesur 77 =T et w € W(G,T); on
posei = iyw™t. Onaaors Aq g (Y,i YY) = Aguliy), JG7HY), f) = 1.
D’ou

Agyy(iy), sl existery € I(T, Ty)tel quey € iy(w),
0, sinon.

(5) JH(Y, f) = {

Ona

J, M=% o @) YWET) T Y Acu@)I(Y. f).

T'E%H e(T,1)

Or J(Y, f;) est non nul seulementsi 77 = Ty et il existew € W(H,T") tel que
Y € wi(w). Un calcul analogue a celui ci-dessus conduit al’ égalité

Agyy(iy)’wH(Ty)_l, sl existery € I(T, Ty)
J(Y, fH) = td queY € iy (w),

0, sinon.

Cette expression estinvariante par conjugaison stable. Donc JX(Y, f#) = w" (Ty)
J(Y, f1). En comparant avec (5), on obtient I’ assertion (i) de |’ énoncé.
Soit Y € . On peut encore supposer que Ty € T41. On al’ égdlité

JONY fy= 3 W@ Y Aeu (Yt (Y) I H(Y), f).
T1€76G i]_EI(Tl,Ty)

FixonsT; eti;. Ona

i ). H= X wen)t [ ). 2007 )8
TeTe 2

Supposons, comme il est loisible, que T € 7. Leterme J(Z', ) est non nul si
gtseulementsi T, = = T etil existew € W(G,T) tel que Z' € w(w). Dans ce cas
WG YY), 2" =19 (i H(Y), Z) d aprés(2). On obtient

JTH(Y), f) = mes(w)i®(i7 (), 2).
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D’ou

O, f) = mesw) 3 WG T Y

TeTd in€l(T1,Ty)
AG;H(Yv Z]Tl(Y))%G(ZJTl(Y)v Z)v

= mes(w) Y Aq.u(Y,X)i%X, 2),
X

ou X parcourt greg(F) modulo conjugaison par G(F'). On obtient la premiére
égalité de (ii).

Soit Y € hg-_reg(F) stablement conjugué a un &lément de ). Supposons
Ty € T¢1.Ona

J, M) = 3wt (m) YWH, ) Y Agu(in) J(Y, fiy).
TeTH WEI(T,TY)

FixonsT; eti1. Ona

I = X w22 ) 42
TZG%H tZ(F)

LetermeJ(Z', fi,) estnonnul si et seulementsi 7> = T etil existew € W (H, Th)
tel que Z' € wiy(w). Danscecasi’! (Y, Z') = i (Y, i1(Z)) d' aprés(3). On obtient

J(Yv fll) = mes(w)iH (Yv Z.l(Z))a
dou

J(Y, 1) = mes(w) Y wf(m)TYwEH, )T >
TeTH iel(TT1)
Ag, (i) (Y,i1(2)),

= mes(w) > w(Z'") A u(Z, 2)i" (Y, Z"),
o

ol Z' parcourt - reg(F") modulo conjugaison par H (F). On calcule J(Y, f1)
en remplacant Y par Y/ et en sommant en Y’ sur la classe stable de Y modulo
conjugaison par H (F'). On obtient la deuxieme égalité de (ii). O
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9. Lecascomplexe

9.1. Dansleparagraphe9, lecorpsdebasen’ est plusun corpslocal nonarchimédien,
c'est le corps C des nombres complexes. On peut neéanmoins poser des définitions
analogues a celles des paragraphes 1 et 2. Soient donc £ = (G, G*, ¢, H, s,£) €
£(C). Lanotion deconjugaison stable se confond avec cellede conjugaison. D’ autre
part un facteur detransfert A m(Y, X) vaut 0si Y n’est pasuneimage de X, une
constantenon nulles Y est uneimage de X.

9.2. Fixons un sous-groupe de Borel B.; de G, un sous-tore maximal T¢; de B et
un sous-groupe compact maximal K¢ de G(C), en ‘bonne position’ relativement a
T¢. Notons Ug; leradical unipotent de B, . Fixons des mesures de Haar sur Ug (C)

et K; de sorte que pour toute f € C°(G(C)),

/ f(z) dw:/ f (tuk) dt du dk.
G(C) KaXxUg(C)XT ¢(C)

Munissonsug (C) delamesure pour laquellel’ exponentiellede ug (C) dansUg (C)
préserve les mesures.

Pour tout espace vectoriel V' de dimension finie sur R, notons S(V') I’ espace
des fonctions de Schwartz sur V. Pour f € S(g(C)), on définit une fonction fg,,
sur t(C) par

fo (X) = / F((ADE)(X + N)) dN dk.
Kgxug(C)
L’intégrale est absolument convergente et fz, € S(te(C)). Lafonction fg, est
invariante par le groupe de Weyl W ¢,
LEMME. L’ application
S(9(€) = J(ta(@)""

[ foe

est surjective.
Cf[B]. O

Pour tout X € greq(C) €t toute f € S(g(C)), Iintégrale définissant J (X, f) est
absolument convergente. Pour X € t¢(C) N grey(C), on al’égalité

J(X, f) = foe (X).
Cela décrit entierement J (., f) puisgue tout élément de greq(C) est conjugué a un

élément de t;(C).
Notons enfin larelation

(foo) = (ee
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pour toute f € S(g(C)), ou, pour f’ € S(ta(C)), f, est définie de fagon évidente.

9.3. Fixonsdesobjets By , Ty, Ky relatifsa H, analoguesde B, T, K. Posons
B = ¢p(Bg), T = ¢(Tg). Rappelons que I’on a un isomorphisme n : ty — t.
L' application f +— fo@~ton définit unisomorphismede S(tg(C)) sur S(ty (C)).
Pour tout w € W il existew’ € W% tel quew’ oo ton=¢p lonow.Onen
deduit quesi f € S(t(C)V, dors foptone Sty (C)W".

LEMME. Soit f € S(g(C)). Alors
(i) il existe f € S(h(C)) telle que

JY, 1) =T (Y, f)

pour tout Y € hg+_reg(C);
(i) pour toutetelle f, on al’égalité

J(Y, f1)y = J9H (Y, f)

pour tout Y € hg+_reg(C).
L'égalité du (i) est equivalente a I'égalite (f7)s, = fs, o ¢ Lon. Dol
I'existence de f. D’ aprés ladéfinition de ( , )5, on al’ égalité

1 1 .

flopton=(fopton)

pour toute /' € S(tz(C)). Alors|’égalité du (i) est encore équivalente a

(fM)s, = (fag) o0 ton,

elle-méme équivalente al’ égalité du (ii). O

10. Utilisation d’une formule destraces stable simple

10.1. Dansle paragraphe 10, le corps de base k est un corps de nombres totalement
imaginaire (i.e. tous ses complétés archimédiens sont égaux a C). On note A son
anneau des adéles, o |I’anneau des entiers de k. On note V' I’ ensemble des places
de k, Vo, resp. V, le sous-ensemble des places archimédiennes, resp. finies. On
fixe une cldture algébrique & de k, on note I" le groupe de Galois de k/k. Pour
tout v € V, on fixe une place v de k divisant v. Pour toute extension finie &’ de
k incluse dans &, on note &/, le complété de &' pour la place de k' déduite de v
par restriction a k’. On note k, la réunion des ces complétés k/.. Alors k, est une
cléture algébrique de k,,. Notons I, le sous-groupe des élémentsde I" qui fixent o.
AlorsT', sidentifie au groupe de Galoisde k, / k.

Pour tout groupe réductif connexe M défini sur k et tout v € V, on note M, le
groupe sur k,, obtenu par extension des scalaires.
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Pour tout tel groupe M, on munit M (A) dela mesure de Tamagawa (cf. [Oe€]).
Notons X *(M), le groupe des caractéres rationnels de M définis sur k. On note
M(A)! le groupe des = € M (A) tels que |x(x)|s = 1 pour tout x € X*(M)y,
ou | - |, est la valeur absolue usuelle sur le groupe des ideles de k. On munit
le groupe Hom(X* (M), R ) de la mesure déduite de la mesure usuelle sur R
(i.e. 1 dz, ol dz donne lamesure 1 & un intervalle de longueur 1). Le quotient
M(A)'\M(A) sidentifie a Hom(X* (M), RY ). On munit M (A)! de la mesure
pour lagquelle cette identification préserve les mesures. On note 7 (M) lamesure du
quotient M (k)\M (A). Elle est finie. Soit T un sous-tore maximal de M défini
sur k. L'application naturelle

M (&) N T(A\M(A)" — T(4)\M(4)

est bijective. On munit M (A)* N'T(A) de lamesure pour laguelle cette bijection
préserve les mesures. On vérifie qu’alors

mes(T'(k)\(M (4)' N T'(4))) = 7(T).

Siv e V et T est untore défini sur k,, on munit T'(k,) delamesure suivante:

e s v € Vy, on impose que la mesure du sous-groupe compact maximal de
T (ky) vaille 1;

e siv € Vo, onidentifieT'(k,) aHom(X*(7T'), C*) quel’on munit delamesure
déeduite d’ une mesure fixée sur C*.

Si T est un tore défini sur k, le produit des mesures précedentes sur les T, (k)
définit unemesuresur 7'(A). Onnotec(7") le quotient de cette mesure par lamesure
de Tamagawa.

Si M est un groupe réductif connexe défini sur k qui n’est pas explicitement
supposé étreun tore et si v € V, on munit M, (k,) d’une mesure de sorte que les
conditions suivantes soient vérifiees:

e siv € Vy et M, est non ramifié, la mesure d'un sous-groupe compact hyper-
spécial de M, (k,) vaut 1;

e |leproduit desmesuressur M, (k,) pour toutv € V estlamesurede Tamagawa
de M(A).

10.2. Soient G' et G* deux groupes réductifs connexes définis sur k. On suppose
G* quasi-déployé. Soit ¢ : G — G* un torseur intérieur. On note G, e groupe
dérive de G*. On suppose G, Simplement connexe. Pour tout v € V', cesdonnées
définissent des données analogues G, G, v,,. Notons que les groupes complexes
G, et G sont égaux, I’ action de Gal (k, /k,) sur G, Sidentifiant acellede T, sur
G.

Soit X* € greq(k). On définit encore un groupe K (Tx- /k) (Cf. [K1] 7.7). Pour
toute place v € V, il y aune application naturelle K (T'x- /k) — K(Tx«,/ky).
Notons g(X*; A) I'ensemble des X = (X,),cv € g(A) tels que pour tout v €
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V, o, (X,) est conjuguéa X * par un éément de G*(k,). Pour tout X € g(X*;A),
il existe une extension &’ de k, finie et galoisienne, de sorte que, en notant A’ son
anneau d’ adéles, on ait

(1)  est défini sur k';

(2) pour tout o € T, il existeu, € G (k') tel que () o 1 = Adu,;
(3) T'x~ est déployé sur £';

(4) il existez* € Gig (&) tel que (Adz*) 0 p(X) = X*.

En effet, il est clair qu'il existe une telle extension vérifiant les trois premieres
conditions. Fixons en une que I’on note k1. Fixons un ensemble fini S de places
finiesde k; tel quesi I’on note o7 I’ anneau desélémentsde k4 entiershorsde S, G*
et G Soient définis sur o7, On fixe detelles structures sur of de G* et G, donc
auss de g*. Quitte a agrandir S, on peut supposer que pour toute place finie de k;
non dans S, on a

(5) ‘PU(XU) € g*(ol,v);

(6) lastructurede G* sur o1, est associéeaun sommet hyperspécial del’immeuble
(cf.7.2);

(7) X* € g*(01,4); €' est un éément entier de réduction réguliere (cf. 7.1);

(8) G (01,0)Tx+(01,p) = G*(01,,) (cf. [K3]3.3.4; notons que T’ - étant deployé
sur k1 aune structure canonique sur o1 ;).

Comme ¢, (X,) et X* sont conjugués par un élément de G*(k1,,), les conditions
(5), (6), (7) et le Lemme 7.1 impliquent qu’ils sont conjugués par un élément de
G*(01,,), donc aussi par un élément de G, (01,,). Cela pour toute place finie v
non dans S. On peut trouver une extension £’ de k1, finie et galoisienne sur £, telle
que pour toute place v de k&’ archimédienne ou divisant un éément de S, v, (X,)
et X soient conjugués par un éément de G (k). Alors cette extension vérifie
les conditions (1) a (4).

Fixons une telle extension, u, et z* comme un (2) et (4). Posons T'x- & =
Ge N T'x~. On définit un cocycle

T: F —> TX*yg:(k,)\TX*,g;(A,)
par 7(o) = a(:p*)ua:r**l. Par la dualité de Tate-Nakayama, le groupe
HY(D, T~ s(K")\Tx~ (') sidentifie & mo((Tx~/Z(G))")P (rappelons que
I’exposant D signifie ‘dua’). On ad’ autre part une application de restriction

mo((Tx+/Z(G)")P — K(Tx-/k)P.

Le cocycle T définit donc un éément de K (T'x- /k)” quel’ on noteinv(X*, X). Il
ne dépend pas du choix de &'.
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LEMME. Pour tous X* € gig(k) &t X € g(X*,4), iv(X*, X) = 18 et
seulement si X est conjugué a un élément de g(k) par un élément de G(A).

Lapreuve est identique a[K2] 6.6. O

10.3. Soient (H, s, &) des données endoscopiques pour G* (cf. [K1] 7.4). Remar-
quons que pour tout v € V, ces données définissent des données endoscopiques
(Hy, s,£&) pour G Supposons

(*) il existe Y1 € hg«_reg(k) € X] € greg(k) telsque Y1 soit uneimage de X7 et
9u(X{; ky) # 0 pour tout v € V.

Fixons de tels ééments et un sous-o-réseau a de g(k). Pour tout v € V, soit
X1 € go(X{: ky). Pour presque tout v € Vy, lestermes Xy, et a, vérifient les
hypothéses du Lemme 7.2. Quitte a remplacer X, par un élément qui lui soit
stablement conjugué, on peut donc supposer X1, € a, pour presgue tout v. Alors
leterme X1 = (X1,,), c v appartient ag(X7; A). Supposonsqu’il en soit ainsi.
Comme dans le cas local, Y1 définit un éément «y; de K (TXI /k). Supposons
que pour tout v € V, lafacteur de transfert A¢;, m, Soit normalise de sorte que

e Ag,.m, (Y1, X1,) = 1 pour presgue toute place v;
b H’UEVAGU,HU (Ylel,’U) = (HYN Inv(X;Lkle»

Onaalors

LEMME. Soient Y € hg-_rgg(k), X* € gieg(k), X = (Xp)vev € g(X*;A).
Supposonsque Y est uneimage de X *, notons xy I’éément de K (T'x+ /k) défini
par Y. Alors

(i) pour presquetout v € V, Ag, u, (Y, Xy) =1
(“) HUGVAGy,Hv(Ya XU) = (Hy,iW(X*,X)>.

Lapreuve est identique acelle de[LS1] 6.4 B. O

Dans la suite, on fixe des facteurs de transfert A, g, pour tout v € V. On
imposequesi I’ hypotheése () est vérifiée, cesfacteursvérifient lelemme ci-dessus.
On n’'impose aucune condition si (x) n’'est pas vérifiée.

NotonsS(g(A)) I’ espacedesfonctionsde Schwartz sur g(A). Soit f € S(g(4)),
supposons f = I, ¢ v fy, OU f, € S(gu(ky)) pour tout v € V. Soit X* € greg (k).
Pour X € g(X*;A), on pose

J(X, f) = c(Tx~) H J( Xy, fo)-

veV

Notons que d apres le Lemme 7.2, presque tous les termes de ce produit valent 1.
Danslecasou X € g(k), onal égalite

1xn=[ F(Adz~Y)(X)) da.

Tx (A\G(4)
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Notons g(X™*;A)/G(A) I'ensemble des classes de conjugaison par G(A) dans
g(X*;A). Pour k € K(Tx-/k), on pose

JUXT f) = > (r,inv(X7, X)) J (X, f).
X € g(X"m)/G(a)

D’apres le Lemme 7.2, pour presque tout v € V7, il existe un unique &éément
X, € gy(X*;k,) modulo conjugaison par G(k,) tel que J(X,, f,) # O. Les
termes non nuls dans la somme ci-dessus sont donc en nombre fini.

Soit Y € hg+—_reg(k). Supposonsque Y soit uneimage de X *. Posons

JOHY, ) = o(Ty) T T (Y, 1)
veV

avec la convention suivante: un produit infini, méme non convergent, est nul s
I"un des termes du produit est nul. Si JEHv (Y, f,) # 0 pour tout v € V, alors
g(X*;A) # 0. Soit X € g(X*;A). Alors, comme ci-dessus, pour presgue tout
v e Vf,

JGU’HU(Ya fu) = AGU,HU(Yu XU)J(Xl”fU) =1

d' aprésle Lemme 7.2 et le lemme ci-dessus. La définition de J¢ (Y, f) est donc
loisible. D’ apres le lemme ci-dessus, on al’ égalité

JOR(Y, f) = J™ (X7, f). 2

Considérons le cas ou G = G* et p est I'identité. Pour tout v € V et tout
X € g;(ky), on adéfini en 8.1 un &éément inv(X™; X, X*) € K(Tx-,/k,) (ce
groupe est trivial sl v € V). Tout élément x € K (T'x-/k) auneimage naturelle
ky € K(Tx~4/ky). Onaalors

(2) pour tousk € K (T'x-/k), X € g(X*; A),

(k,iv(X*, X)) = [] (K. inv(X*; X, X¥)).
veV

Introduisons £’ et z* comme en 10.2 (4). On définituncocycler: I' — T'x- (4A')
par 7(o) = o(z*)u,z* . Alorsinv(X*, X) est I'image de la classe de 7 par la
suite d’ applications

HY(D, Ty~ (&) = HY(T, Tx- so(k)\Tx- sc(A'))
— mo((Tx+/Z(G)T)P = K(Tx-/k)P.
Pour tout v € V', on a des applications naturelles

HY T, T~ (&) = HYTy, T~ sov(ky)) = mo((Tx-/Z(G))F)P.
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Notons «,, leur composée. Il résulte de la Définition 8.1 que I'image par «, de la
classede T estinv(X*; X,,, X*). On ad autre part une application naturelle

Bt mo(Tx+/Z(G)') = mo((Tx-/Z(G))')

et satransposée 2. Leterme k, est I'image de  par 3,. Maisil résultede[K2] 2.5
appliqué au groupe T'x~  que I’'image de laclassede T dans mo((T'x- /Z(G))')P
est égale alasomme sur tout v € V de sesimages par 32 o «,,. L’ assertion (2) en

résulte.
On déeduit de (2) I’ égalité
JUX* ) = c(Tx-) T] J™(X*, fo) ()

veV
avec les notations de 8.1.

10.4. Soient £ = (G, G*,p, H,s,€) € E(k) et u une place finie de k. Pour tout
veV,notons E, = (G,, G, ¢, Hy, s,&) € E(ky) les données locales déduites
de E par extension des scalaires. Supposons vérifiées les hypotheses suivantes:

(1) G} est simplement connexe;

(2) k est totalement imaginaire;

(3) pour tout v € V, il existe Y, € hy g=_reg(kv) € Xy € gureg(kv) telsque’y,
soit uneimage de X ,;

(4) uestinertedansk[H| (laplus petite extension de & sur laquelle H se déploye,
cf. 7.3);

(5) lesdonnées E,, sont elliptiques (cf. 6.1).

Supposons aussi vérifiee I” hypothese beaucoup plus contraignante:
(If) il existe un ensemblefini So C V; tel quesi v € V; — So, G, €t H,, soient non
ramifiés, ¢, soit trivial et lesdonnées £, € £(k,) vérifient la Conjecture 7.5.

Le but du paragraphe 10 est de prouver le théoreme suivant.

THEOREME. Sousleshypothesesci-dessus, pour toutw € Vy — {u}, lesdonnées
E,, € E(ky) vérifient la Conjecture 1.2.
Danslasuite, onfixew € Vy — {u}.

10.5. Fixons un caractere continu ¢ : A/k — C* et une forme bilinéaire ( , ),
sur g(k), symétrique, non dégénérée, invariante par conjugaison par G (k). Comme
dans le cas local, on en déduit une telle forme ( , ), sur h(k). Fixons deux o-
réseaux a C g(k),b C h(k). Pour tout v € V, on déduit de ces données des
données locales vy, ( , )g,, ( , ), &, Sl v € V},a, €t b,. Fixons un ensemble So
vérifiant la condition (If) de 10.4. 1l existe un ensemblefini S; C V tel que

(1) SoU Ve U{u,w} C Sy,
(2) siv € V — S1,a,, resp. by, est autodual pour le bicaractere 1, (( , )4, ), resp.

Py ((, )n,), € est une sous-o,-algébre de Lie hyperspéciale de g, (k, ), resp.
hy(ky) (cf. 7.1). Onfixe un tel ensemble S;.
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L’ ensembl e des classes d’ équivalence de données endoscopiques (H', s, ¢') de
G* non ramifiées hors de S est fini ([L] Lemme 8.12). Fixons un ensemble # de
représentantsde cesclasses. Notonsque (H, s, &) est nonramifiéhorsde 51 d’ apres
I"inclusion So C S1. On suppose que (H, s,&) € H. Notons H’ le sous-ensemble
des (H',s',¢") € H tellesque k[H'] ¢ k[H]. Pour tout (H',s',¢') € H', on fixe
v=w(H' ¢, ¢) € V—Sitel queleFrobeniusassocieav dansGal (k[H'|k[H]/k)
fixe k[H| mais pas k[H']. Notons que H, est déployé mais pas H,. On note S,
I’ensembledesv(H', s',¢") pour (H', s',¢') € H'.Onpose S = S1 U S».

Remarque. (H,s,¢) vérifiel’ hypothése (x) de 10.3.

Soit v € Sp. D’apres 10.4 (3), il existe un sous-ensemble ouvert non vide
D1y C hy,ge—reg(ky) tel que tout point de Q1 , soit I'image d'un éément de
Gu,reg(ky). Fixonsuntel Qq ,. Il existe Y1 € h(k) tel que

e pour tout v € So, Y1 € 21,.

Fixonsun tel Y1 et X7 € gry(k) dont Y1 soit I'image. On a g, (X7 ky) # 0 S
v € Sp d'apresladéfinition de 2y ,,. Il en est bien sir demémesi ¢, est trivial. Or
@, esttrivia siv € V — Sp. Donc g, (X7 k) # 0 pour tout v € V, cequi prouve
laremarque. O

10.6. FixonsYy, € hy G —reg(kw) € Zy € gu reg(kw). PoUrtout v € S — Vi,
fixons un sous-ensemble ouvert compact 2, C h,, g-—reg(k»), NON vide, de sorte
que

(1) si v # w, tout point de §2,, est I'image d'un &lément de g, reg(ky);

(2) siv € S», tout point de €2, a pour centralisateur un tore déployéde H,;

(3) tout point de €2, est G -€lliptique;

(4) Y, € Q, etlesfonctions D¢, g, (., Zw) & Da, m, (., Zs) SONt constantes
sur €2,,.

Remarque. La condition (1) est loisible d'apres (3) de 10.4. La condition (3)
I’est d’ apres (5) de 10.4 et le Lemme 6.1. La condition (2) I’ est car H,, est déployé
pour v € S>. Lacondition (1) est compatibleavec (2) et (3): si v € S», @, esttrivia
et tout point de h,, g-_reg(ky) €st I'image d'un &éément de g, req(k,); tout point
G -€lliptique est I'image d’un &élément de g, reg(k,,) Car tout sous-tore maximal
elliptique de G;; setransferea G, ainsi qu'il résulte de[K2] 10.2.

OnfixeYp € h(k) tel que

(5) pourtoutv € S — Vo, Yo € Qy;
(6) pourtoutv € Vy — S, Yo € b,.

L’ existence de Y résulte du théoreme d’ approximation forte. L'élément Yy est
G*-regulier. On fixe X§ € gre(k) dont Yo soit I'image. On note 7 et To i les
centralisateurs de X dans G, resp. de Yy dans H. Notons que X est elliptique
régulier dans g’ (k,,) d’ apres (3) et (5). A fortiori, il I’est dans ¢g* (k). D’apres le
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Lemme 6.1, Y, est lui aussi elliptique régulier dans h,(k,), afortiori dans h(k).
Lestores 75, 15 ,,, To,n €t 1o, SONt donc dlliptiques.

Notons )’ un ensemble de représentants, modul o conjugai son stable, desimages
de X dansh(k). C est un ensemblefini. On supposeYy € Y. Tout éémentY € Y
définitunéément ky € K (15 /k).Onposerg = Ky, €t Yo ={Y € V; ky = Ko}.

10.7. Pour v € V, onfixe desfonctions f, € C°(gy (ky)) €t fH € C(hy(ky))
de lafagon suivante.

Siv¢gS,f, resp. fH, estlafonction caractéristique de a,, resp. b,.

Siv e (SNVy) —{w}, f, et fI vérifient les conditions de la Proposition 8.2
pour lesdonnées X, ) et ko, OU Ko, €St I"image de ko par I" application naturelle
K(Tg k) = K (T3, /ky).

On fixe un voisinage w de Z,, dans T'z,, (k,,) vérifiant les conditions de 8.10
pour notre ensemble ). On construit alors des fonctions £,, et f2 commeen 8.10.

LEMME. Pour tout v € V., il existe des fonctions f, € S(g,(k,)) et fI €
S(hy(ky)) de sorte que les conditions suivantes soient vérifiées.

(i) Pour tout v € Vo et tout Y € hy g-—reg(ky), J(Y, fH) = JEH(Y, f,)
JY, f31) = JOHY, fo).

(i) Pour tout v € Vi, J (05 2(X3), fu) # 0.

(iii) Soit X* € g* (k). Supposonsque pour tout v € V, ¢, (X *) soit conjugué par
G (k,) & un @ément du support de f,. Alors X* est stablement conjugué a
X3

(iv) Soit Y € h(k). Supposons que pour tout v € V, Y soit conjugué par H,(k,)
a un élément du support de f. Alors Y est uneimage de X5

Pour tout v € Vo, fixons un sous-groupe de Borel B, de G et un sous-tore
maximal T, deB, . Posonst., = II, ¢ v,_t, (ky). Soitr uno-réseaude g (k). Notons
X I'ensembledes X = (X)), c v, € teo telSqU'il existe X* € g*(k) vérifiant:

(1) pourtoutv € Vy,p~1(X*) est conjuguéaun éément der, par un &ément
de G, (ky);

(2) pour tout v € Vi, X* est conjugué a X, par un éément de G} (k,).
Montrons que

(3) X est un sous-ensemblelocalement fini deto,.

On réduit e probleme de lafagon suivante.

(4) On peut supposer que G = G* et p est I'identité.

En effet soit &’ une extension finie de & telle que ¢ soit défini sur &', notons o
I’anneau des entiersde k' et v’ = r ®, o’. Effectuons les constructions ci-dessus
sur le corpsde base £/, pour ceréseau r’. Affectonsd’un’ les objets obtenus. Pour
un choix évident de tores maximaux, on aune injection continue j: t,, — t. et
7(&X) < &' 1l suffit donc de montrer que X’ est localement fini danst’_. |.e. on
peut supposer que ¢ est définie sur k. Mais alors, en remplagant » par ¢ —1(r), on
peut supposer que G = G* et p est Iidentité.
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On pose désormais cette hypothése. On a

(5) on peut supposer G = GL,,.
On fixeunereprésentationfidelep: G — GL,, définiesur k. Notons encore p son
application dérivéeet gl,, I'algebredeLiede GL,,. Soit ' un sous-réseaude gl,, (k)
contenant p(r). Effectuons les constructions ci-dessus pour G L,, et le réseau r’,
en affectant d’un’ les objets obtenus. Pour un bon choix de tores, p définit une
injection continue de t, danst’_ etonap(X) C X'. D’'ou I'assertion (5).

Onsuppose G = GL,.Ona

(6) on peut supposer r = gl (o).
En effet soit X' I’ensemble associé au réseau gl, (o). Fixons p € k* tel que
pr C gly (o). Alors X C p~1X’, d' olilaconclusion.

On suppose qu’il en est ainsi. Pour toute extension k' de k et tout X € gl,, (k'),
on note

sz TZEk' [T]

le polyndme caractéristique de X. Si k&’ est un corps local, |’ application X
P(X;T) est continue. Soit alors X € t.,. Fixons un voisinage U de X dans t,
tel ques X', X" € U, |p;(X,) — pi(X})|s < Lpourtouti € {0,...,n} et tout
v € Vo, oubiensir ||, estlavaleur absoluedek,. Soient X', X" € UNX. Fixons
X", X" verifiant (1) et (2) relativement a X’ et X”. Alors P(X'*;T) € o[T] et
P(X'™;T) = P(X,;T) pour tout v € V. Idem en remplacant X’ et X"* par X"
et X"*. Maisalors, pour tout i € {0,...,n},p;(X"™) et p;(X"*) sont des &léments
de o vérifiant |p;(X"*) — p;(X"*)|, < 1 pour tout v € V. IlIs sont donc égaux.
On en déduit I'égalité P(X/,T) = P(X],T), pour tout v € V,,. Comme, pour
tout v € Vo, il Ny aqu’un nombre fini d’'ééments de t, (k,) ayant un polyndme
caractéristique donné, U N X est fini. Celademontre (3). R

Appliquonsla construction a un réseau r tel que pour tout v € V, Supp(f,) C
ry. Notons X' I’ ensemble obtenu. Appliquons aussi la construction au groupe H et
aun réseau r tel que pour tout v € Vy, Supp( fHy ¢ r,. Affectons d'un indice H
les objets relatifs a H. Notons en particulier X C ty o |’ ensemble obtenu. Pour
toute place v € V,, on aun isomorphismer, : tg,, — t,. Notons X’ |I’ensemble
des X € to telsquil existe Y € Xy e, pour tout v € Vi, z) € G (k,) tels
que X, = (Adz}) o n,(Y,). Il résulte de (3) que X U A’ est un sous-ensemble
localement fini de t.

Fixons X € t,, tel que pour tout v € V, X, Soit conjugué a X par un
élément de G’ (k,). Choisissons pour tout v € V4, un voisinage w, de X, dans
t, (ky), compact, de telle sorte que

*w, C gz,reg(kv);
e enposantw = [yey wy,wN (X UX') ={X}, s X €e YUX' = sinon;

On choisit pour tout v € V,,, desfonctions ¢, € C>(g,(ky)), pt € C°(hy(ky))
detelle sorte que
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e S Z € Supp(¢y), py(Z) est conjugué a un éément de w, par un éément de
G (ko);

e si Z € Supp(¢l), il existe Z' € w, dont Z soit uneimage;

i J(‘p;l(Xv)a(ﬁv) #0;

(D) (s, = (v o @Yz, 0 ny (cf. 9.2).
C’ est evidemment possible.

Soit X* € g*(k). Supposons que pour tout v € Vy, resp. Vao, ¢, 1(X*) soit
conjugué par G, (k,) & un &ément de Supp(f,), resp. Supp(¢,). Il existe alors
Z € wtel quepour tout v € Vo, Z, soit conjuguéa X * par un éément de G;; (k).
OnaZ € X,donc Z = X et, pour tout v € Vo, X* est conjugué a X5 par un
élémentdeG;(k,). NotonsU I’ensembledesz* € G* telsque(Adz*)(X§) = X*.
C’est une variété algébrique définie sur k puisque X*, X§ € ¢*(k). Elle est non
vide puisque U (k) # () pour tout v € V. Donc U (k) # 0, i.e. X* est stablement
conjuguéa Xj.

Soit Y € h(k). Supposons que pour tout v € V, resp. Vo, Y soit conjugué
par H,(k,) & un élément de Supp(fi!), resp. Supp(¢X). Il existe dlors Z € w
tel que pour tout v € V., Y soit uneimagede Z,.OnaZ € X', donc Z = X.
Soit X* € ¢g*(k) dont Y soit une image. Alors pour tout v € V., X* et Z, sont
conjugués par G (k,), donc auss X* et X;. Comme ci-dessus, X* et X sont
donc stablement conjuguéset Y est uneimage de X .

D’aprés (7), on a J(Y, ¢H) = JEH (Y, $,) pour tout v € V., ettout Y €
hv,G*fra‘:](kv)-

Définissons f, et fX par f, = ¢,, f! = . En utilisant le Lemme 9.3, on
voit que ces fonctions vérifient les conditions de I’ énonce. O

Pour tout v € V,,, on fixe des fonctions f,,, fX vérifiant les conditions du lemme.
On pOSGf = Hveruu fH = HUEVfJ{-

10.8. Le lemme ci-dessous vaut pour tout corps de nombres & et tout groupe
réductif connexe défini sur k.

LEMME. Soit ¢ € S(g(A)). Supposonsque s X € g(k) et x € G(A) sont tels
que (Adz)(X) € Supp(¢), alors X est régulier elliptique. Alors|’intégrale

Y. I¢((Adz™h) (X)) de

/G(k)\G(A)l X € g(k)

est convergente.

Soient P un sous-groupe parabolique de GG, défini sur & et minimal, M un sous-
groupe de Lévi de P défini sur k. Notons U leradical unipotent de P et A le plus
grand tore déployé contenu dansle centre de M. Identifions R’y au sous-groupe du
groupe des ideles A* formé des éléments dont les composantes finies sont égales
a1l et dont les composantes archimédiennes sont toutes égales et appartiennent a
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R’ . Notons Ap le sous-groupe des a € A(IL, c v, ky) tels que x(a) € R} pour
tout x € X*(A).

Notons X I’ensemble desracinesde A dans g, X |e sous-ensemble des racines
positives pour P. Pour tout réel ¢ > 0, notons

A, = {a € AoNG(A)Y;Va € 27T, a(a) > ¢}

Onsait qu'’il existe un sous-groupe compact maximal K de G(A), un sous-ensemble
compact w C P(A) N G(A)! etunc > Otelsque, s I’on pose

G ={pak, pcw,a € A,k € K},
on ait I’égalité
G(A) = G(k)G,
et qu'aors, pour toute fonction mesurable F sur G(k)\G(A)!, a valeurs > 0,
I’intégrale
/ F(x)dzx
G(R\G(a)!

est convergente si et seulement si I’integrale

/gF(:E) dz

I’est. Fixons de tels K, w, c. Notons que I'intégrale ci-dessus est convergente S'il
existe C' > Otel que pour tousp € w, k € K,

/ F(pak)dp(a) tda < C,
Ac

ol dp est le module usuel et da une mesure de Haar sur Ag N G(A)L.
On note g I’algebre de Lie de M et, pour tout « € X, g,, |€ sous-espace propre
de g associéa . Posons ¥’ = ¥ U {0}. Onal’égalité

9= @ga-

ae!

Pour tout X € g, on écrit X = 3 v X, conformément a cette décomposition.
Pour tout § C ¥, posons

g(0;k) ={X € g(k);Va € 0,VBe ST —0,X_o#0 et X_5=0}.

Evidemment, g(k) est I’union digointe des g(0; k) quand 6 parcourt les sous-
ensemblesde . Pour demontrer lelemme, il suffit de prouver que pour tout 6, il
existeC' > Otel que pourtousp € w et k € K, on ait
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@[ X je(adeta X))@ tda< .

Ae x ¢ g(0:k)

Fixons donc un sous-ensemble# de . Notons A I’ ensemble des racines simples
de ¥*. On écrit toute racine o € X souslaforme a = "5 A Na,s0, @VeC des
Na,g €N

Supposons d’ abord qu'il existe 3 € A tel que pour tout o € 0,n,5 = 0.
Fixonsun tel 3, soit P’ le sous-groupe parabolique de G contenant P dont le Lévi
contenant M aA — {3} pour ensemblederacinessimples. Alorsg(0; k) C p'(k) et
aucun éément de g(0; k) n’est régulier eliptique. Alors ®((Adz)(X)) = 0 pour
tout z € G(A) et X € g(0; k). L'intégrale (1) est nulle.

Supposons donc que

(2) pourtout 3 € A, il existe v € 6 tel quen,, g # O.

Il existe un sous-ensemble 2 de G/(A)*, compact, tel que pour tousp € w,a € A,
et k € K,a tpak € Q. Fixons un tel Q. D’aprés [We] Section 41, il existe
¢' € S(g(A)), avaleurs > 0, telle que pour tous X € g(A) etz € Q,

|[2((Adz ™) (X))] < '(X).

En utilisant [We] Section 41, on montre que pour tout « € ¥/, il existe @, €
S(ga(4)), avaeurs > 0, de sorte que pour tout X € g(A),

'X) < ] ®alXa)

aeX!

Fixonsdetelles @', ®,,. Alors pour tousp € w,a € A, k € K, onalamajoration
(3) X x e g(osk) 1 2((AdE M a™p™) (X)) < coFi(a) F2(a),

ou
co = H @,a(O);
aeXt—0
Fi(a)= ]I [ > @a(a(a)‘lX)] ;
a€XtU{0} [ X €ga(k)
Fs(a) = H [ Z @_a(a(a)X)] .
a€l | X eg_o(k)—{0}
On vérifie que

o il existec; > 0et N € Ntelsquepour tousa € A, Fi(a) < callyey+afa)V;
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e pour tout . € N, il existe ca(n) > 0tel que pour tout a € A,

F>(a) < c2(n) H afa)™™.

ach

Gréace a |’ hypothése (2), on en déduit que pour tout n € N, il existe ¢(n) > O tel
que pour tout a € A,

coF1(a)Fz(a) < c(n) H Bla) ™.

BeEA

Grace a (3), on en déduit la majoration (1) cherchée, ce qui achevelapreuve. O

10.9. Pour tout ¢ € S(g(A)), on pose

> ®((Adz 7Y (X)) dz

X eg(k)

I%(¢) = /
) G(K)\G(4)!

quand cette expression est absolument convergente. Pour @ € S(h(A)), on définit
de fagon analogue 17 (1),

Lesexpressionsdéfinissant 1€ (f), 1S(f), I (f1) et 1 (f) sont absolument
convergentes. Pour 19(f) et I (fH). celarésulte de Lemme 10.7 et du fait que
les supports de £, et f sont contenus dans I’ ensemble des éléments réguliers
elliptiques de g, (ky), resp. h,(k,), d aprés le choix de ces fonctions, cf. 8.2(i).
Rappelonsque Ty, est elliptiqueet quetouteimaged' un élément elliptiquerégulier
I"est aussi. Pour 7€ (f) et I (f¥), laconvergencerésulte desLemmes 10.6 et 10.7
et du fait que X est eliptique régulier, ainsi que toutes sesimages dans i (k).

NotonsAut (H, s, &) le groupe des automorphismesi de H, définissur k, tels
qu'il existe un isomorphisme dual 2y de H de sorte que iy et iy définissent une
auto-équivalence des données endoscopiques (H, s, £), cf. 2.1. Ce groupe contient
H,4(k) comme sous-groupe distingué, ou H,; est le groupe adjoint de H. Le
quotient Aut (H, s, &)/ Haq(k) est fini, on note Ay son nombre d’ ééments.

D’ apres les définitions et I"hypothese 10.4 (1f), pour v € V — S, il existe
¢, € C* tel quepourtoutY € hy, g+ rey(ky), ON @it 1" égalité

JNY, fH) = ¢, JE (Y £y).

Cette constante est unique car le membre de gauche n’ est pas identiquement nul.
On a remarqué en 10.5 que (H, s, &) vérifiait I”hypothese (*) de 10.3. Soit Y3
comme dans cette hypothese. On montre comme en 10.3 que, pour presgue tout v,

T, fy) = T (v, f) = 1
Donc ¢, = 1 pour presque tout v. On définit cg par
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PROPOSITION. On al' égalité
(1) = AgesT(H)T(GY) HE(f).

Pour X* € gieg(k), notons g(X*; k) I'ensemble des X € g(k) tels que p(X)
soit conjuguéa X * par unélémentde G(k). Onadailleursg(X*; k) = g(X*; A)N
g(k).Notonsg(X™*; k)/G(k), resp. g(X*; A)/G(A), un ensemble de représentants
des classes de conjugaison par G (k), resp. G(A), dans g(X*; k), resp. g(X™; A).

Fixons un ensemble X* C g¢*(k) de représentants des &éléments de g*(k),
elliptiques réguliers, a conjugaison stable pres. En suivant [K2] 9.6.1, et parce que
fu donc f est asupport eliptique régulier, on obtient I’ égalité

I9() = > 7(Ix-) > J(X, f)-

X*exx X e g(X=k)/G(k)
Pour X* € X*,ona
T(Tx~) Z J(X, f) =7(G7) Z

X € g(X*;k)/G(k) X €g(X*4)/G(4)

> (kv (X* X))J(X, f)

k€ K(Tx+/k)

cf. [K2] 9.6.5. Ladouble somme est finie d’ apres les considérations de 10.3. En la
permutant, on obtient

7(Tx-) > JX,f)=7(G") Y JUX"S),

X e g(X*k)/G(k) Kk EK(Txx/k)
dou

I9(£) = 7(G") Y Y. N

X*€X* ke K(Tx+/K)

Fixons X* € X* et k € K(Tx~/K). On sait qu'il existe des données endo-
scopiques (H',s',¢') de G* et un élement Y € hg,. (k) tels que Y soit une
image de X* et k = ky. Fixons de tels objets. Comme X* est régulier elliptique,
laclassed éguivalencede (H', s', ¢') est uniquement déterminée. D’ apres 10.3 (1),
onal’ égaite

(1) JHX", f) = T )
Ona

(2)si JEH (Y, f) #0,(H's', ¢') est non ramifié hors de S;.
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Supposons qu'il existev € V — S; tel que (H,,s',¢') soit ramifié. Fixons une
telle place v. Si v & S, f, = 14, € JE (Y, f,) = 0 d apres le Lemme 7.4.
Si v € Sy, tout Elément du support de f, appartient a un tore maximal déeployé.
Si JCHu(Y, f,) # 0,Y appartient donc & un tore maximal déployé de H’.
Comme H, est ramifig, il n’est pas déployé et il n’existe pas de tel tore. Donc
JGHu(y, f,) = 0, cequi demontre (2)

On suppose desormais que (H', s',¢') € H, cf. 10.5.

() S JEH (Y, f) #£0,(H',s', &) ¢ H'.

Eneffetsi (H',s',¢') € H', soitv = v(H', s',¢’). Alors tout éément du support
de f, appartient a un tore maximal déployé. Or H n’est pas déployé et on conclut
comme ci-dessus.

Supposonsdonc k[H'| C k[H].

@) S JEH (Y, f) #£0,(H',s', &) = (H, s, ).

Notons «,, €t ko, lesimages de x dans K (T'x- ,/k,) €t de ko dans K(T&u/ku).
Lafonction X — Ag, m (Y, X) sur g,(X*; k,) est une x,-fonction au-dessus
de X*. Comme JC=Hu (Y, f,) # O, il résulte de choix de f, et de la Proposition
8.2(iii) que les couples (T'x .y, tiv) €t (15, o) SONt stablement conjugués. |l
existedonc Y’ € Ty, (k,) qui soit un image de X et dont le caractere associé
dansK(Tg,u/ku) Soit ko ,,. MaisYp € hy (k) Vérifie laméme condition. Le tore
15, etant eliptique, cette condition détermine la classe d' équivalence des données
endoscopiques. Donc lesdonnées (H,, s, £) et (H,, s', £) sont équivaentes. Soient
ig . H, — H! unisomorphisme défini sur k,, i : H — H' un isomorphisme
invariant par T, dua aiy, tels que

o il existed € Gtel quet’ oig = (Adi) o &;

e lesimagesde s’ et iy (s) dansmo([Z(H') /¢ ~X(Z(G))) ) soient égales.

Fixons des paires I'-stables (B, Ty) pour H et (By/, Ty/) pour H'. Quitte
a composer iy par la conjugaison par un éément de H) (k,), on peut sup-
poser que iy (Tay) = Thrw,in(Bayw) = Bar,. Notons Ay I'ensemble de
racines simples de Ty déterminé par By, Ay I’ensemble des coracines sim-
ples, définissons A et Ay de fagon analogue. Alors i détermine un isomor-
phisme, disons j, entre les données de racines (X*(Tx), A, X.(Tg), Ag) et
(X*(Tg), Agr, X, (Tgr), Ag). Cet isomorphisme est invariant par T',. Comme
k[H'] C k[H],Gal(k/k[H]) agit trivialement sur les deux données de racines et j
est auss invariant par Gal (k/k[H]). OrT =T, Gal(k/k[H]) d’ aprés|’ hypothése
10.4 (4). Donc j est invariant par I. || existe aorsunisomorphismejy : H — H',
défini sur &, qui déterminel’isomorphisme ;. L’ isomorphisme: ; est encore dual &
jmr. Toujours parce que Gal (k/k[H]) agit trivialement et ' = I, Gal (k/k[H]), iy
estinvariant par I" et lesimagesde s' et i (s) dansmo([Z(H') /¢~(Z(G))") sont
égales. Donc j et i;; déterminent une équivalence entre (H, s, &) et (H', s, ¢').
D’ou (4).
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Fixons un ensemble Xy ;- de représentants des ééments réguliers et G*-
elliptiques de h(k), a conjugaison stable pres. Notons Xy - (X ™, k) I’ensemble
desY € Xy - telsqueY soit uneimagede X* et ky = . D'apres[K2] 9.7, on
a

|XH,G* (X*, H)| =0ouly.

S X - (X*, k) =0,J%(X*, f) = 0d aprésles relations (1) a (4). D’aprés (1),
on obtient donc

JUXL =AY T ).
YEXy g+ (X7 k)

D’ou I’ égalite
(B) I9(f) = A\'m(G") > > > Iy, ).
X*€X* ke K(Tx+/k) Y € X g+ (X* k)

Remarque. Les sommes convergent dans I’ ordre indiqué. A ce point de la
demonstration, on n’ apas déemontré quel’ expression était absolument convergente.

Considérons maintenant I’ intégrale I (f#). Comme f est asupport dansles
éléementsréguliers G} -elliptiques de h,, (k,,), on acomme ci-dessus

©® (=S ray) > I .
YeXy gx Y'eh(Y:k)/H (k)

Lesnotations sont les précédentes, appliquéesaucas H = G = G*, ¢ = id. Fixons
Y € Xy g-. Comme ci-dessus,

T(Ty) Y, JYL ) =rH) D JNYL .
Y’ eh(Y;k)/H (k) k€ K(Ty /k)
Soit ks € K(Ty;/k). Ona
(M) sik#LJNY, f2) =0.

D’ apres 10.3, il suffit de montrer que J*« (Y, f1) = 0. D’aprés le choix de fX
et la Proposition 8.2(i) et (iv), J*«(Y, f) estnul s k, # 1 0ous Y nest pas
G -€lliptique. Supposonsdonc que s, = 1 etY est G -elliptique. Leterme «,, est
I'image de k par |" application naturelle

mo([Ty /Z(H)]") = mo([Ty /Z(H]"™).
MaisTy et Ty, étant elliptiques, lesensembles|Ty /Z (H)|" et [Ty /Z (H)]"* sont

finis, donc égaux aleurs groupes de composantes connexes. L’ application ci-dessus
est injective et la condition x,, = 1implique x = 1. D’ou (7).
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On obtient

7(Ty) > J(Y', f1) = r(H) TS, f17).

Y’ € h(Y;k)/H(k)
D’ou I égalite
@) 17 (") =7(H) EYeXH,G* JHY, ).

Notons que la convergence absolue de I expression définissant 77 (f#) implique
celle du membre de droite de I’ égalité (6), donc aussi celle de membre de droite
Ci-dessus.

SoitY € Xy Siv € V-8, il résulte des définitions de f,, f et de
I” hypothese (If) de 10.4 que

T 1) = e T (Y ).
Siv € S, il résulte des définitions de f, et £ que
T, 1) = T (Y ).
Alors
T3, ) = es TP, f)
pour tout Y € Xy g-. Il est clair que Xy - est réunion disointe des sous-

ensembles X'y ¢« (X*, k) quand X * décrit X* et x décrit K (T'x~/k). Laconver-
gence absolue de I’ expression (8) nous permet d’ obtenir larelation

(1) = csr(H) Y > > T, f).

X*EX* KEK (Txx k) Y € Xy g+ (X* k)
I suffit de comparer avec (5) pour obtenir I’ égalité de I’ énoncé. O

10.10. LEMME. On a les égalités
19(f) = 7(G")J™(X3, f),
() = r(H) Y IV, ).

Yedo

On peut supposer X5 € X* et Y C Xgg-. Alors Vo = Xy ,a-(X§, ko).
En tenant compte du Lemme 10.7(iii) et (iv), les mémes calculs que dans la
demonstration précédente conduisent aux égalités

9(fy=r@") > JUXs ),

K€ K(Tg k)
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My =rmH) >, > Iy .

YeY reK(Iy/k)

Soit k € K(T5/k).Ona
(1) s & # o, J*(Xg, f) = 0.
Fixons des données endoscopiques (H', s',¢') de G* et Y € h| (k) tels que

G*—reg
Y soit uneimagede X et k = ky. Si (H', s',¢') ne vérifie pas I’ hypotheése (*)

~

de 10.3, g(X§;A) = 0 et J®(X§, f) = 0. Supposons que (H', s', &) vérifie cette
hypothese. Alors

THXE, f) = e(1g) TT 79"V, fo)
veV

cf. 10.3 (1). Comme x # ko, ON Montre que x,, # Ko, cOMme dans la preuve de
la relation (7) de 10.9. Mais la fonction X — Ag, g (Y, X) sur g, (Xg; ky)
est une x,-fonction au-dessus de Xj. Il résulte de la Proposition 8.2(v) que
JGwt(y, f,) =0.D'ou J5(X§, f) = 0.

Lapremiere égalité de |’ énonce résulte de (1).

SoientY € Y,k € K(Ty/k), supposons J" (Y, fH) # 0. Il résulte dorsdela
Proposition 8.2(iii) que x,, = 1 €t ky,,, = ro,. Lestores Ty, et 15, étant ellip-
tiques, il enrésulte encoreque sk = 1 et Ky = ko, i.6. Y € Vp. D’ou ladeuxieme
égalite de I’ énonceé. O

10.11. Démontrons maintenant le Théoreme 10.4. D’ apres 10.3 (1),

J(Xg, f) = T (Yo, f) = e(13) T T (Yo, fo).
veV

LesLemmes 10.10, 8.10(ii) et larelation 10.6 (4) conduisent al’ égalité
() I6(f) = 7(G")e(T5) v, (9w) T MeS(w) Dar,y 1, (Yios Zw) Toer— gu)
X‘]Gv,HU (Y07 f’u)

~ SoitY € ). D’apres[K2] 9.7, il existe des automorphismesiy de H et 17 de
H telsque

e iy €t iy déterminent un automorphisme des donnéesendoscopiques (H, s, €);
eig(Yo)=Y.

Pour tout v € V, fixons §, € C* tel que pour tous X € gy reg(kv), Y1 €
hv,G*_rq](kv), on alt |’éga|lté

A, m, (in (Y1), X) = 6, Aq,, 1, (Y1, X)
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cf. 2.4. Soient Y1 € he- reg(k), Xi € greg(k) Vérifiant la condition (*) de 10.3 et

X1 = (X1p)vev € g(X7;A). AppliquonsleLemme 10.3 aux données Y1, X7, X1
etiH(Yl),XI,Xl. On en déeduit

¢, = 1 pour presgque tout v;

(2) [Toey 00 = 1.
Onal’égdlité

JSt(Ya fH) = C(TY) H JSt(Ya qu)a
veV

cf. 10.3 (3). Notons que, Ty étant isomorpheay, onac(Ty) = c(1y).
Soitv € V — S. D’apres le choix de nos fonctions et I hypothese (1f) de 10.4,
ona
TEY, [ = e (Y, f).
Onaauss
T (Y, f,) = 6,05 (Yo, f),
d ou
T, f)1) = ep6, 90 (Yo, f).
SiveS—{w},ona
T3 F3) = v (90) v, (o) HT G0 (Y, )

d'apres8.2 (vi) et 10.7(i). Notonsquesi v € Vi, vy, (9v) = Yy, (hy) = 1. Comme
ci-dessus, on obtient

J(Y, ff) = 00V, (90) V5, (hv)ilJGv’Hv (Yo, fv)
Enfin, grace 28.10 (ii), 3.3 et 10.6 (4), on I’ égalitée
T, ful) = Sy, () "' mes(w) Day, 1, (Yao, Zuo)-

Notonsquesi v € V — S, vy, (hy) = Yy, (90) = 1 car d’apres 10.5 (2), les espaces
gu(ky) €t h,(k,) possedent des réseaux autoduaux. D’ autre part,

1T v (o) = T v (90) = 1.

veV veV
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En tenant compte de larelation (2), on obtient alors
JHY, f) = e(T)es g, (9w) " mes(w)
xDay o (Yu, Zw) [ T (Yo, fu).

veV—{w}

En se rappelant que
1Yol = |Xm,6- (Xg, o) = Am,

le Lemme 10.10 conduit al’ égalité

©) IH(fff) = T(H)Arcsc(Tg) v, (9w) "t mes(w) Da,,, i, (Yo, Zuw) oy —{uw)
JGvto (Yo, fv)
D’ apres laformule de Poisson, on al’ égalite

Y f(Adn) (X)) = Y f((Adz)(X))

Xeg(k) Xeg(k)

pour tout z € G(A). D’ou I'égdite I€(f) = I9(f). Idem I" (fH) = 11 (f).
En comparant les formules (1) et (3) avec celle de la Proposition 10.10, on obtient

[DGw;Hw (TW?ZU)) - DGunHw (YU)?ZU))] H JGU’HU (YO7 f’U) = 0
veV—{w}

Siv e S—{w} onaJH (Y, f,) # 0 dapres 8.2 (vi) et 10.8 (ii). Si
v eV —S8, onaJG Yy f,) = ¢, T%Y,, fH). On a dga dit que puisque
Yy € by, ona J¥ (Yo, fH) # 0, dou JGH (g, £,) # 0. Il résulte dors de la
relation ci-dessus que

Day i1 Yws Zw) = Day i1, (Y, Z)-

Celaétant vrai pour tous Yy, € hy, G+ —reg(kw), Zw € Gw reg(kw), Celadémontre le
Théoréme 10.4.

11. Existence de Données Globales

11.1. Soient de nouveau F' un corpslocal non archimédien de caractéristique nulle,
acorpsrésiduel finiet £ = (G,G*, ¢, H,s,£) € E(F).

PROPOSITION. Supposons que G, soit simplement connexe et que E soit ellip-
tique. Alors il existe un corps de nombres k, des données E € £(k), des places
finiesdistinctes u, w de k et unisomorphisme F' ~ k,, de sorte que
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() k,u et E vérifient les conditions (1) a (5) de 10.4;
(ii) vial’isomorphisme F' ~ k,,,lesdonnéeslocales E,, € £(k,,) sont équivalentes
akE.

On choisit, ainsi qu’il est loisible, un corps de nombres kg, une place finie vy
de ko et unisomorphisme ko ,, ~ F'. Introduisons|a plus petite extension F'[H] de
F qui déploye H, fixons un éément . € F[H] qui engendre F[H] sur F', notons
P le polyndme caractéristique de .. Soient Py un polyndme a coefficients dans ko
de méme degré que P, k7 le corps de décomposition de Py et v1 une place de &}
divisant vg. On peut considérer Py comme un polyndme a coefficients dans F' via
le plongement ko C ko, =~ F'. Si les coefficients de Py sont suffisamment proches
deceux de P, dorskj , ~ F[H]. NotonsT" lefixateur de vy dans Gal (k1 /ko), k1
le sous-corps des points fixes de I'} dans £ et encore v1 larestriction de vy a k.
Alors ki, ~ F et Gal(k}/k1) ~ Gal(F[H]/F).

Soit N un entier tel que

o N > 2,
e lenombre d' @émentsde Z (G)' divise N,

oll G est le revétement simplement connexe du groupe dérivée de G et I' =
Gal(F'/F). Choisissons, ainsi qu’il est loisible, une extension galoisienne finie &
de k; telle que

o [kiki]>N
e [ est totalement imaginaire;
e v; est totalement decomposée dans k.

Posons k' = kkj. Les extensions k et kj de k1 sont digointes puisque v est
totalement décomposéedansk et estinertedans k4. On en déduit desisomorphismes

(1) Gal (k' /k) ~ Gal(K} /k1) ~ Gal (F[H]/F).

Un groupe quasi-déployé sur un corps K de caractéristique nulle est défini par des
données de racines (X*, A, X, A) et une action de Gal(K /K) sur ces données.
Soit H le groupe quasi-déployé sur £ défini par les mémes données de racines que
H et |'action de Gal(k/k) déduite de la projection Gal (k/k) — Gal(k'/k) et de
I’'isomorphisme (1). Comme F[G*] C F[H] (cf. 7.3 (2)), on peut définir de méme
un groupe G* quasi-déployé sur k. Les groupes complexes H et H, resp. G et G,
sont identiques, I’ action de Gal(k/k) se déduisant comme ci-dessus de celle de
Gal(F[H]|/F).Enposant s = s,& = &, on vérifieaisement que (H, s, £), sont des
données endoscopiques pour G*. B

NotonsI' = Gal(k/k), V I'ensembledesplacesdek et fixonsun sous-ensemble
S C V formé de N placesdivisant v1. Pour v € V/, fixons une place de k divisant
v. On lanote encore v et on note [, son fixateur dansT. Notons que pour v € S,
les isomorphismes k1, ~ F' et kl v = FIH] définissent de facon unique des

isomorphismesk, ~ F, k! ~ F[H].On Iesprolongeen unisomorphismek, ~ F.

» Yy —
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Notons G}, et G5 lesgroupesadjointsde G* et G*. Letorseur o définit un &ément
de HY(T, Gi4(F)); c'estlaclasseducocycle T qui ao € I' associer (o) € Giy(F)
tel que () o ¢~ = Ad (o). Notons encore 7 cette classe. Pour v € S, on peut
identifier Gy , (kv) & G(F) et HYL,,, Gy, (kv)) @ HY(T, Giy(F)). On définit
un éément r € GBvele(Lv,Q’;d,v(/%u))i C'est I’ élément dont la composante en v
estnullesiv ¢ S et égalear si v € S. On dispose d applications (cf. [K2] 2.2,
2.5):

P HYL,, G (ko)) » DI2(G)™]” — [2(Ge)H”.
veV veV

Le noyau de I’ application composée est I'image naturelle de H(L, Gi4(k)) dans
le premier terme. Mais|’image de T par cette application composee est égalea N
foiscelle de 7 par I’ application
HYT, G(F)) — [2(Gs)"1P = [Z2(Ge)TP.

D’ apres le choix de NV, cette image est donc nulle et 7 est I'image d'un élément
de HY(T, Gi4(k)). Cet &lément est unique d apres le principe de Hasse. On fixe
un cocycle, que I’on note encore 7, dont la classe soit cet éément. On définit un
groupe algébrique G sur k par les conditions

o G(k) = G"(k),
e pouro € L',z € G(k),0¢(z) = (Adz(0) 1) 0 o6+ ().

Onnote p: G — G* I'identité. C’est un torseur intérieur. On pose
E= (QaQ*afaﬂaﬁaé)'

Alors E € £(k). o
Pour v € S, on peut identifier k, aF etG; aG*. Par constructionde 7, il existe
r* € Giy(F) tel que, pour o € T', 7(0) = o~ (x*)7(0)x* L. Alors|’ application

oo (Ada*) o p: G(F) — G, (F)

commute al’action de I et définit un isomorphisme de G sur G,, défini sur F'. On
en déeduit que

(2)siv e S, lesdonnées £, et £ sont équivalentes.

Fixons deux places distinctes u, w € S. Alors les conditions de I’ énoncé sont
vérifiées. La condition (ii) resulte de (2). Considérons les conditions de 10.4. La
condition (1) résultedel” hypotheése sur G',. Lacondition (2) résulte des conditions
imposées a k. Lacondition (5) résulte de (2) ci-dessus et de I hypothese que E est
elliptique. En fait E,, est elliptique pour tout v € S. Grace au Lemme 6.1, pour
toutv € S, il existedonc Y’ € h,, ¢+ eg(kv) Qui SOIt G -€lliptique. Comme un tel
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élément est I'image d’'un éément de Qv,reg(kv)' la condition (3) est vérifiée pour
v € S.Pourv & S, esttrivial par construction de 7 et (3) est automatiquement
vérifiée. Enfin (4) résulte de I'égalité k[H| = k' et du fait que tout éément de S
est inerte dans &'. O

Remarque. On peut préciser la proposition dans les cas suivants:

(3) s H = G*, on peut supposer H = G*;
(4) s G* = SL(n), on peut supposer G* = SL (n).

Celaresulte de la construction ci-dessus de E.

11.2. On a défini en 6.3 la notion de données consistantes et en 10.4 la condition
(af).

THEOREME. Soit E € £(F).

(i) S E n'est pasconsistante, E verifiela Conjecture 1.2.

(i) S F est consistante, il existe un corpsde nombresk et desdonnées E € £(k)
telsquesi E vérifiela condition (1f), alors E vérifiela Conjecture 1.2.

L’ assertion (i) résulte de la Proposition 6.8. Supposons E consistante. Ecrivons
E = (G,G*, ¢, H,s,£). Supposons d’ abord que E vérifie:

(1) E est elliptique et G* est simplement connexe.

Introduisons le corps £ et les données E de la Proposition 11.1. Si E vérifie (1f),
alors E vérifiela Conjecture 1.2 d’ apres le Theoreme 10.4.

En général, en appliquant les constructions du paragraphe 6 et la Proposition
6.8, puisles constructionsdu paragraphe 4 et laProposition 4.5, on voit qu'il existe
E' € E(F) telle que: E' vérifie (1) et la Conjecture 1.2 pour E' implique cette
conjecturepour E. 1l suffit alorsde prendre pour k& et E |es objetsassociésci-dessus
aL'. O

11.3. THEOREME. Soit E = (G, G*, ¢, H, s,¢) € E(F). Supposons | une des
conditions suivantes vérifiees:

(1) G* est detype A;
(2 H =G~

Alors E veérifiela Conjecture 1.2.

Supposons H = G*. Alors E est elliptique. Comme en 11.2, on peut suppo-
ser G* simplement connexe. On construit £ et £ = (G,G*, ¢, H, s,&) comme
danslaProposition 11.1. D’ apréslaRemarque 11.1(3), on peut supposer H = G*.
Maisaorsil esttrivial que E vérifie (1f). On conclut grace au Théoreme 10.4.
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Supposons maintenant que G* est de type A. On raisonne par récurrence sur
dim(G). Comme en 11.2, on peut supposer G* simplement connexe. Donc G* est
delaforme

G* = H Resy;, /- SL(ni),
iel

ou les F; sont des extensions finies de F'. On vérifie aisement que E est produit,
en un sens évident, de données E; = (G, G, vi, H;, si,&;) pour i € I, ou, pour
tout i, G = Resp,/pSL(n;). Il est clair quesi E; vérifie la Conjecture 1.2 pour
tout 7 € I, E' lavérifie aussi. Par I” hypothese de récurrence, on peut supposer que
I est réduit a un éément, autrement dit que G* = Resgr,SL(n). On construit
comme au paragraphe 5 des données E' = (G', G'*, ¢/, H',s',¢') € E(F'). Ona
G'* = SL(n) etd apréslaProposition 5.5, il suffit deprouver laConjecture 1.2 pour
E'. Autrement dit, en oubliant cette construction, on peut supposer G* = SL(n).
Supposons E élliptique. Soient k et £ = (G,G*, ¢, H, 5,£) € £(k) comme dans
la Proposition 11.1. On peut supposer G* = SL(n). Mais aors E vérifie (1f)
d apres 7.6. On conclut grace au Théoreme 10.4. Supposons maintenant £ non
elliptique. S E n'est pas consistante, elle vérifie la conjecture 1.2 (Proposition
6.8). S E est consistante, on introduit lesdonnées Ey; = (M, M*, opr, H, 8, &0)
commeen 6.3. Il est clair que M* est detype A et dim(M) < dim(G). Alors Ey,
vérifie 1.2 par I” hypothese de récurrence. On conclut en appliquant la Proposition
6.8. i

11.4. Soient G' un groupe réductif connexe défini sur F, (, ), uneforme bilinéaire
sur g(F'), symétrique, non dégénérée et invariante par conjugaison. On définit la
transformation de Fourier dans C2°(g(F')) par la formule usuelle (cf. 1.1). On
obtient par dualité une transformation de Fourier sur I’ espace des distributions sur
g(F),i.e.surl’espacedesformeslinéairessur C2°(g(F')). Pour f € C°(g(F)) et
X € greg(F), on définit J9(X, f) de fagon évidente: ' est lasommedes J (X', f)
guand X' parcourt la classe de conjugaison stable de X, modulo conjugaison par
G(F).Notons C°(g(F))™ I'espacedes f € CX(g(F)) tellesque J%(X, f) = 0
pour tout X' € greg(#7). On dit qu’ unedistribution sur g (') est stable si elleannule
C(g(F))"™.

PROPOSITION. La transformée de Fourier d’une distribution stable sur g(F') est
une distribution stable.

Il suffit de prouver que C2°(g(F))™ est stable par transformation de Fourier.
Introduisons une forme intérieure quasi-déployée G* de G, un torseur intérieur
0. G — G* etlesdonnées £ = (G,G*,p,G*,1,id) € £(F). Notons que pour
f € CX(g(F)),onaf € CX(g(F))™ s et seulement s JS¢ (Y, f) = 0
pour tout Y € gry(F'). Il s'agit donc de prouver que pour tous Y € grg(F) €t
toute f € C®(g(F))'™, on a JE-C (Y, f) = 0. Ou encore que la distribution
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f = JEC (Y, f) est stable. Mais soit L une fonction localement intégrable sur
g(F), continue sur greq(F'), €t £ ladistribution définie par

o) = / o HD ()0

On vérifie que ¢ est stable si et seulement si L I'est au sens suivant: si Z et 7’
appartiennent a greg(F') €t sont stablement conjugués, alors L(Z) = L(Z'). Si les
mesures sont convenablement normalisées, la distribution f — J&G" (Y, f) est
associée alafonction localement intégrable L définie par

L(Z)=D(Z) Y23 Aga- (Y, X)i%(X, Z)
X

oll X parcourt greg(F) modulo conjugaison. l.e. L(Z) = vy(g)~1D(Z)~%2 x
Dg-(Y,Z). Graceal1l.3, onaauss L(Z) = v4(9)"*D(Z)"Y2D¢ - (Y, Z).
Or la fonction D¢ g-(Y,.) est stable d aprés sa définition. La fonction D I'est
aussi, donc aussi L, ce qui acheve la démonstration. O

115. Soit E = (G,G*, ¢, H,s,£) € E(F). On aénoncé en 1.7 la conjecture de
transfert en supposant que G, était simplement connexe. Dans le cas général,
Langlands et Shelstad introduisent une extension centrale HdeH, un sous-groupe
Z deZ(H), un caractere i de Z (F), un sous-ensemble H -ty de H et un facteur
Ay Sur H-freg(F) X Gireg(F) (cf. [LS2] 1.3. I faut ici encore priver cesfacteurs

deleurstermes Ayy). Pour f € C°(G(F)) ety € Hx-treg(F'), ON pose
Ty, £) =3 Dg i (y.2) T (@, f)

ou z parcourt Gieg(F') modulo conjugaison par G(F). On dit que E vérifje la
conjecture de transfert si pour toute f € C2°(G(F)), il existe unefonction f sur
H(F), localement constante, a support compact modulo Z(F'), telle que

FH(zy) = i(2) " (y)
pour tousy € H(F),z € Z(F), desorte que |’ on ait |’ égalité

Iy, f) = I (y, 1)
pour tout y € H+-freg(F).

THEOREME. Soit E = (G, G*, ¢, H, s,£) € E(F). Alors

(i) il existeune famillefinie (k;);c; de corpsde nombreset, pour tout i € I, des
données E; € £(k;), telles que, si E; vérifie la condition (If) pour touti € I, E
vérifie la conjecture de transfert;

(i) supposons I’ une des conditions suivantes vérifiées:
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(8) G* est detype 4;
(b) H = G*.
Alors E vérifie la conjecture de transfert.

Langlandset Shelstad ont introduit une conjecture detransfert local en |’ éément
neutre et montré qu'il existait une famille finie (E;)c; d éémentsde £(F) telle
quesi, pour tout j € J, E; vérifie cette conjecture, alors E vérifie la conjecture de
transfert (cf. [LS2] theoreme 2.3). On amontré en [W1] VII1.6, Remarque 8, que
s E; vérifie la Conjecture 1.2, E; vérifie aussi la conjecture de transfert local en
I’&lément neutre. Pour obtenir | assertion (i), il suffit alors d’ appliquer aux E; le
théoreme 11.2. Il résultedeladéfinition des £; (cf. [LS2] 1.4) quesi E vérifiel une
des conditions de (ii), les E; la vérifient aussi. On fait alors appel au Théoreme
11.3 pour obtenir (ii). O
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