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Abstract. Motivated by a result of Bost, we use the relationship between Faltings’ heights of abelian
varieties with complex multiplication and logarithmic derivatives of ArtinL-functions ats = 0 to
investigate these heights. In particular, we prove that the height of an elliptic curve with complex
multiplication byQ(

p
�d) is bounded from below by an effective affine function of logd.
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Introduction

Si X est une varíet́e ab́elienne semi-stable définie sur un corps de nombresK et
posśedant une diff́erentielle de Ńeron! 2 H0(X;
dimX

X ), la hauteur de Faltings
hFal(X) est d́efinie par la formule

hFal(X) = � 1
2[K : Q]

X
�2Hom(K;C)

log
��� Z

A�(C)
! ^ !

���:
La formule pŕećedente ne d́epend ni du choix deK ni de celui de!. Comme toute
variét́e ab́elienne d́efinie sur un corps de nombres devient semi-stable et admet une
diff érentielle de Ńeron sur une extension finie de ce corps de nombres, cela permet
de d́efinir la hauteur de Faltings de n’importe quelle variét́e ab́elienne d́efinie sur
Q.

THÉORÈME 0 (Bost [B1]).Il existe une constante absolueC0 telle que siX est
une varíet́e ab́elienne d́efinie surQ, alorshFal(X) � C0 dimX.

Bost montre [B1] que l’on peut prendreC0 = � log 2� (attention au fait
que notre convention pour la hauteur de Faltings diffère de celle de Bost de
�(dimX=2) log 2�). La plus petite valeur de(dimX)�1hFal(X) connue est obtenue
pour la courbe elliptique d’invariantj = 0. On peut trouver dans [C] une conjecture
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exprimant la hauteur de Faltings d’une variét́e ab́eliennèa multiplication complexe
en termes de d́erivées logarithmiques ens = 0 de fonctionsL d’Artin. Comme me
l’a signaĺe Fouvry, on peut utiliser des techniques classiques de théorie analytique
des nombres pouŕevaluer ces d́erivées logarithmiques. Ceci fournit (modulo cer-
taines conjectures comme la conjecture d’Artin) une démonstration du résultat de
Bost pour les varíet́es ab́eliennes̀a multiplication complexe par la théorie analytique
des nombres. La motivation initiale de ce travailétait de voir si on pouvait utiliser
les varíet́es ab́eliennes̀a multiplication complexe par un corps cyclotomique (pour
lesquelles les conjectures utilisées dans la d́emonstration pŕećedente sont en fait
des th́eor̀emes) pour aḿeliorer le ŕesultat de la courbe elliptique d’invariantj = 0
et essayer de déterminer la constante optimale. Le (i) du Théor̀eme 6 ci-dessous
ruine ces espoirs; la raison en est que les corps cyclotomiques ont un discrimi-
nant beaucoup trop gros. Un des corollaires de ce théor̀eme est que la hauteur des
courbes elliptiques̀a multiplication complexe tend vers l’infini (suivant le filtre des
compĺementaires des parties finies); ce qui n’est pasévident a priori car elles sont
définies sur des extensions de degré tendant aussi vers l’infini. Plus préciśement,
on montre le ŕesultat suivant:

THÉORÈME 1. Il existe des constantesa 2 R et b > 0 effectivement cal-
culables telles que sid est un entier sans facteur carré et Ed est la courbe
elliptique à multiplication complexe par l’anneau des entiers deQ(

p
�d), alors

hFal(Ed) � a+ b logd.

1. Les ŕesultats de ce paragraphe sont une reformulation pour le groupe de Galois
absolu deQ de ŕesultats bien connus sur l’algèbre hilbertienne d’un groupe com-
pact (cf. [Di]). Soit Q la fermeture alǵebrique deQ dansC. Si E � Q est un
corps de nombres, notonsGE le groupe de Galois deQ surE. SoitC(GQ;C) [resp.
C0(GQ;C)] le C-espace vectoriel des fonctions [resp. fonctions centrales] locale-
ment constantes deGQ dansC. On munitC(GQ;C) d’un produit scalaire hermitien
h�; �i et d’un produit de convolution� de la manìere suivante. SiA1 etA2 sont deux
éléments deC(GQ;C), on peut trouver un sous-groupe ouvert distingué deGQ tel
queA1 etA2 sont constants moduloH. On pose alors

hA1; A2i = jGQ=Hj�1
X

g2GQ=H

A1(g)A2(g);

A1 �A2(g) = jGQ=Hj�1
X

h2GQ=H

A1(h)A2(h
�1g)

et on v́erifie que ces d́efinitions ne d́ependent pas du choix deH. Les caract̀eres des
repŕesentations continues deGQ dans desC-espaces vectoriels de dimension finie
[caract̀eres d’Artin] forment une base orthonormée deC0(GQ;C). SiA 2 C(GQ;C)
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HAUTEUR DE FALTINGS 361

etH est un sous-groupe ouvert distingué deGQ modulo lequelA est constante, on
noteA0 l’ élément deC0(GQ;C) défini par la formule

A0(g) = jGQ=Hj�1
X

h2GQ=H

A(hgh�1):

On vérifie facilement que l’application lińeaire ainsi d́efinie est la projection ortho-
gonale deC(GQ;C) surC0(GQ;C) et en particulier que l’on aA0 =

P
�hA;�i�,

la somméetant prise sur les caractères d’Artin, puisque ceux-ci forment une base
orthonorḿee deC0(GQ;C).

LEMME 2.Si pourA 2 C(GQ;C), on d́efinitA_ 2 C(GQ;C)parA_(g) = A(g�1),
alors hA � A_; �i est un nombre ŕeel positif ou nul pour tout caractère d’Artin�.

Démonstration. � est le caract̀ere d’une repŕesentation� deGQ, que l’on peut
supposer unitaire, auquel cas,�(g�1) est l’adjoint �(g)� de �(g). Si H est un
sous-groupe ouvert distingué deGQ modulo lequelA et� sont constants, on a

hA �A_; �i = jGQ=Hj�2
X

g;h2GQ=H

A(h)A(g�1h)�(g)

= jGQ=Hj�2
X

g;h2GQ=H

A(h)A(g)�(hg�1) = Tr(uu�);

où l’on a pośe

u = jGQ=Hj�1
X

g2GQ=H

A(g)�(g);

et comme Tr(uu�) � 0, cela permet de conclure.

2. Soit c 2 GQ la conjugaison complexe. On appellera type CM toute fonction
localement constante� deGQ dansf0;1g telle que l’on ait�(g)+�(hch�1g) = 1
quels que soientg et h appartenant̀a GQ. Si E � Q est un corps CM (i.e. une
extension quadratique totalement imaginaire d’une extension finie totalement réelle
de Q) tel que l’on ait�(gh) = �(g) quel que soith 2 GE , l’ensemble�E des
� 2 GQ=GE = Hom(E;Q) tel que�(�) = 1 est un type CM deE au sens
classique et la fonctionAE;�E 2 C(GQ;C) introduite dans [C] et donńee par la
formuleAE;�E(g) = j�E \ g�E j est aussíegaleà [E : Q]A�, où l’on a pośe
A� = ���_. Une conśequence du Th́eor̀eme 0.3 de [C] est que, siXE;�E est une
variét́e ab́elienne d́efinie surQ à multiplication complexe par l’anneau des entiers
deE et dont le type CM est�E, la quantit́e(dimXE;�E)

�1hFal(XE;�E ) ne d́epend
ni du choix deE ni du choix deXE;�E ; nous la noteronshFal(�). Posons

Z(A0
�;0) =

X
�

hA�; �i
L0(�;0)
L(�;0)

et �Art(A
0
�) =

X
�

hA�; �i logf�;
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362 PIERRE COLMEZ

où f� désigne le conducteur de�. La conjecture suivante est une réécriture du (ii)
de la Conjecture II.2.11 de [C] (voir aussi la Conjecture 0.4 et le Théor̀eme 0.3 de
[C]) car (dimXE;�E)

�1A0
E;�E

= 2A0
�.

CONJECTURE 3.hFal(�) = �2Z(A0
�;0)� �Art(A

0
�).

Soit CM l’ensemble des types CM (dans [C],CM désigne le sous-Q-espace
vectoriel des fonctions localement constantes surGQ engendŕe par les types CM).
Soit CM1 l’ensemble des� 2 CM vérifiant la Conjecture 3 etCM2 l’ensemble
des� 2 CM1 tels que, si� est un caractère d’Artin vérifianthA�; �i 6= 0, alors�
vérifie la conjecture d’Artin, c’est-à-dire queL(�; s) est une fonction holomorphe
surC. On a par d́efinitionCM � CM1 � CM2 et on conjecture que ces inclusions
sont deśegalit́es. On sait queCM2 contient les types CM se factorisantà travers
le groupe de Galois d’un corps cyclotomique pas trop ramifié en 2 (de manière
précise, contenu dansQ(�8n) avecn impair) car la Conjecture 3 est dans ce cas
un th́eor̀eme [C, Th. III.2.9] et les seuls caractères v́erifiant hA�; �i 6= 0 sont
des caract̀eres de Dirichlet, caractères pour lesquels la conjecture d’Artin s’établit
facilement.

3. Remarquons que en vertu du lemme 2, on ahA�; �i � 0 pour tout caractère�.
D’autre part, si� 6= 1, la non annulation dehA�; �i entraine que� est un caractère
impair (i.e. v́erifiant�(hch�1g) = ��(g) quels que soienth et g appartenant̀a
GQ). La fonctionL d’un tel caract̀ere v́erifie uneéquation fonctionnelle du type
�(�; s) = w�(�;1� s), oùw est un nombre complexe de module 1 et où l’on a
pośe

�(�; s) = f
s
2
�

 
�( s+1

2 )

�
s+1

2

!�(1)
L(�; s):

On peut utiliser la factorisation en produit de Weierstrass de la fonction�(�; s)
pour obtenir la formule

�L0(�;0)
L(�;0)

� 1
2 logf� =

�(1)
2

 
� log� +

�0(1
2)

�(1
2)

!

+
X

�(�;�)=0

1
�
�

X
�(�;�)=1

1
�

;

la somme sur les zéros et les p̂oles deL(�; s) n’étant pas absolument convergente
mais convergeant si on prend la somme sur ceux dont la partie imaginaire est
comprise entre�T etT et que l’on fait tendreT vers+1; d’autre part, si� vérifie
la conjecture d’Artin, la somme sur les pôles de�(�; s) estévidemment vide.
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PROPOSITION 4.Si� 2 CM2, alors

hFal(�) >
1
2

 
� log 2� � log� +

�0(1
2)

�(1
2)

!
:

Demonstration. Si on utilise le fait quehA�; �i = hA�; �i, que si� est un źero
deL(�; s), alors� est un źero deL(�; s), les formules

� 0(0)
�(0)

= log 2�

hA�;1i = 1
4 (1)

X
�6=1

hA�; �i�(1) = A�(1)� 1
4 =

1
4;

et la Conjecture 3, on obtient

hFal(�) =
1
2

 
� log 2� � log� +

�0(1
2)

�(1
2)

!

+2
X
�6=1

hA�; �i

0
@ X
�(�;�)=0

Re(�)
j�j2

1
A : (2)

Le résultat est alors une conséquence du fait que tous les zéros de�(�; s) ont une
partie ŕeelle positive et quehA�; �i � 0.

Remarque. La minoration ainsi obtenue est moins bonne que celle obtenue par
Bost, mais n’importe quel renseignement supplémentaire sur la distribution des
zéros de�(�; s) permet de l’aḿeliorer (cf. Proposition 5 ci-dessous)

PROPOSITION 5.Il existe des constantes absolues effectivement calculablesC1,
C2,C3 telles que si� est un caract̀ere d’Artin impair v́erifiant la conjecture d’Artin,
si T � 2 et siN(�; T ) désigne le nombre de zéros de la fonction�(�; s) dont la
partie imaginaire est comprise entre�T et+T , alors����12N(�; T )� �(1)

�
T

2�
log

T

2�
� T

2�

�
� T

2�
logf�

����
� C1�(1) + C2 logf� + C3�(1) logT:

Avant de d́emontrer cette proposition, ce qui constitue un exercice standard de
théorie analytique des nombres (cf. [Da] ou [E] par exemple), tirons en quelques
conśequences.
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SoitCM3 le sous-ensemble des� 2 CM2 tels que si� est un caractère d’Artin
tel quehA�; �i 6= 0, alorsL(�; s) ne s’annule pas sur la boule de centre 0 et de
rayon 1

4. L’hypothèse de Riemann géńeraliśee aurait pour conséquence l’́egalit́e
CM2 = CM3.

THÉORÈME 6. (i) Il existe une constante absolue effectivement calculableC4 > 0
telle que si� 2 CM2, alors

hFal(�) �
1
2

 
� log 2� � log� +

�0(1
2)

�(1
2)

!
+ C4�Art(A

0
�):

(ii) Il existe des constantes absolues effectivement calculablesC5; C6 telles que,
si� 2 CM3, alors

hFal(�) � C5 + C6�Art(A
0
�):

Démonstration. SiT0 vérifie les ińegalit́esT0 � 2�(C2+1) et T0
2� log T0

2��
T0
2� �

C1 + C3 logT0, ce qui est le cas siT0 est assez grand, la proposition préćedente
implique queN(�; T0) � 2 logf�, si hA�; �i 6= 0. En regroupant la contribution
de� et 1� � [si ils sont diff́erents, ce qui ne peut se produire que si l’hypothèse
de Riemann ǵeńeraliśee est fausse] dans la somme

P
�(�;�)=0

Re(�)
j�j2 , on voit que

celle-ci est au moinśegaleà N(�;T0)
2(1+T 2

0 )
, d’où le (i) avecC4 =

2
(1+T 2

0 )
.

(ii) Si � 2 CM3 et� est un źero d’une des fonctions�(�; s) avechA0
�; �i 6= 0,

alors Re(�)
j�j2 + Re(1��)

j1��j2 � inf((Im(�))�2;8). Une int́egration par partie nous donne
donc

X
�(�;�)

Re(�)
j�j2 � 4N(�;2

p
2) +

Z +1

2
p

2

N(�; T )�N(�;2
p

2)
T 3 dT

et le ŕesultat suit facilement des formules (1) et (2) et de la majoration pourN(�; T )
que l’on d́eduit de la Proposition 5

Remarque. (i) On pourra rapprocher le (i) des résultats de Masser et Ẅustholz
majorant le discriminant de l’anneau des endomorphismes d’une variét́e ab́elienne
([M-W] et [B2, Th. 3.7]) en fonction de sa hauteur (�Art(A

0
�) est relíe de tr̀es pr̀es

au logarithme du discriminant de l’anneau des entiers du corps de multiplication
complexe) et du degré de son corps de définition.

(ii) Le (ii) du Théor̀eme 6 est uńenonće du type ‘conjectureabc’, conjecture
qui a donc des conséquences sur l’emplacement des zéros des fonctions-L d’Artin
au voisinage de 0 ou, ce qui revient au même, de 1 (źeros de Siegel). D’autre part,
j’ignore s’il est possible d’́etendre le ŕesultat de Siegel sur les zéros des fonctions-L
de Dirichlet proches de 1 aux fonctions-L d’Artin v érifiant la conjecture d’Artin. Si
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tel était le cas, on en déduirait uńenonće du type (ii) avec des constantes ineffectives
(et une puissance de�Art au lieu d’une fonction affine de�Art) valable pour tout
élément deCM2.

COROLLAIRE 7.Soientd > 0 tel que�d est le discrimant du corps quadratique
imaginaireQ(

p
�d) et Ed une courbe elliptiquèa multiplication complexe par

l’anneau des entiers deQ(
p
�d); alors

hFal(Ed) >
1
2

 
� log 2� � log� +

�0(1
2)

�(1
2)

!
+
C4

4
logd:

En particulier cette hauteur tend vers+1 quandd tend vers+1.
Démonstration. On a hFal(Ed) = hFal(�d), où �d est le type CM donńe

par�d(g) = 1 si g 2 GQ(
p
�d) et �d(g) = 0 sinon. Si�d est le caract̀ere de

Dirichlet correspondant̀a l’extensionQ(
p
�d)=Q, alorsA�d =

1
4 +

1
4�d et donc

�Art(A�d) =
1
4 logd, ce qui permet de conclure.

Remarque. (i) Le résultat de Siegel auquel il áet́e fait allusion plus haut et la
Proposition 5 impliquent que, quel que soit� > 0, il existe une constanteC� > 0
(non effective) telle quehFal(Ed) � C�d

�.
(ii) La hauteur de Faltings d’une courbe elliptique dont l’anneau des endomor-

phismes est un sous-anneau de l’anneau des entiers deQ(
p
�d) peut s’exprimer

[N-T] en fonction de celle d’une courbe elliptique dont l’anneau des endomor-
phismes est l’anneau des entiers deQ(

p
�d), ce qui permet d’́etendre le Corollaire

7 à cette situation plus géńerale.

4. Revenons̀a la d́emonstration de la Proposition 5. Remarquons que remplacer
T parT � � etT + � permet de ne considérer que lesT tels que niT ni �T n’est
la partie imaginaire d’un źero de�(�; s). La formule des ŕesidus permet d’écrire
N(�; T ) comme 1

2� fois la variation de l’argument de�(�; s) quands parcourt le
rectangleX de sommets 2� iT , 2+ iT , �1+ iT et�1� iT . L’ équation fonc-
tionnelle de�(�; s) montre que cette variation est le double de celle sur le chemin
X 0 allant de1

2 � iT à 2� iT puis de 2� iT à 2+ iT puis de 2+ iT à 1
2 + iT .

Notons�X0

�
f(s)

�
la variation de l’argument de la fonctionf sur le cheminX 0

LEMME 8. SiT 2 R+, alors

�X0

�
f s=2
�

�
= T logf� et �X0(��(s+1=2)) = �T log�

et il existe des constantesa1; a2 telles que
�����X0

�
�

�
s+ 1

2

��
� T log

T

2
+ T

���� � a1
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366 PIERRE COLMEZ������X0(L(�; s))�Im

 Z 2�iT

1
2�iT

L0(�; s)
L(�; s)

ds+
Z 1

2+iT

2+iT

L0(�; s)
L(�; s)

ds

!����� � a2�(1):

Démonstration.Les deux premìeres formules sont desévidences, la troisième
est une conśequence de la formule de Stirling et la quatrième provient de ce que
la différenceà majorer est́egaleà la variation de l’argument deL(�; s) sur le
segment[2� iT;2+ iT ] et du lemme suivant qui montre que l’on peut prendre
a2 = 2 log�(2).

LEMME 9. SiRe(s) � 2, alors

�
�(2)
�(4)

��(1)
� jL(�; s)j � �(2)�(1) et j logL(�; s)j � �(1) log�(2):

Démonstration. On peutécrireL(�; s) sous la forme
Q
pEp(s)

�1, où, sip est
un nombre premier,Ep(s) est un polyn̂ome de degŕe inférieur ouégalà �(1) en
p�s, dont toutes les racines sont des racines de l’unité et dont le terme constant est
égalà 1. On a donc

(1� p�2)�(1) � jEp(s)j � (1+ p2)�(1) et

j logEp(s)j � ��(1) log(1� p�2);

si Re(s) � 2. Le lemme s’en d́eduit.

LEMME 10. Il existe des constantesC 0
1, C 0

2, C 0
3, telles que si� est un caract̀ere

d’Artin impair vérifiant la conjecture d’Artin et siT 2 R vérifie jT j � 2 et n’est
pas la partie imaginaire d’un źero deL(�; s), alors����� 1

2�
Im

 Z 2+iT

1
2+iT

L0(�; s)
L(�; s)

ds

!����� � C 0
1�(1) + C 0

2 logf� + C 0
3�(1) log jT j:

La Proposition 5 se d́eduit imḿediatement du lemme préćedent et du Lemme 8
avecC1 = 2C 0

1 + a2 + a1, C2 = 2C 0
2 etC3 = 2C 0

3; la suite de cette note vâetre
consacŕeeà la d́emonstration du Lemme 10.

LEMME 11. Il existe une constantec0 telle que si Re(s) = �1, alors
j�(2�s

2 )�( s+1
2 )�1j � c0(1+ jIm(s)j)3=2.

Démonstration. C’est une conśequence de la formule de Stirling.

COROLLAIRE 12.Si c1 = c0�(2)��(3=2) et si� est un caract̀ere d’Artin, alors

jL(�;�1+ it)j � c
�(1)
1 f

3=2
� (1+ jtj)3=2�(1).

Démonstration. On utilise le Lemme 9 qui nous donnejL(�; s)j � �(2)�(1) si
Re(s) � 2, l’équation fonctionnelle de�(�; s) et le lemme pŕećedent.
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La fonction�(�; s) est d’ordre 1 si elle est holomorphe car c’est, d’après un
théor̀eme de Brauer, un quotient de produits de transformées de Mellin de fonctions
Théta qui sont des fonctions d’ordre 1.

LEMME 13. Soit f une fonction holomorphe surC d’ordre 1. Soientk > 0 et
a < b des nombres ŕeels. Si la fonctionf(s)

�
max(1; jIm(s)j)

��2k est borńee sur les
droitesRe(s) = a etRe(s) = b, alors elle est borńee sur la bandea � Re(s) � b.

Démonstration. La fonctionf étant d’ordre 1, quel que soit� > 0, la fonction
f�(s) = f(s)exp(�2(s� a+b

2 )2) tend vers 0 quands tend vers l’infini dans la bande
a � Re(s) � b. Ceci implique que cette fonction atteint son maximum sur une
des deux droites Re(s) = a ou Re(s) = b. Un petit calcul montre que si l’on
a jf(s)j � C

�
max(1; jIm(s)j)

�2k sur les droites Re(s) = a et Re(s) = b et si
� � 1, alors le maximum dejf�(s)j sur ces droites est inférieur à C 0��2k, avec
C 0 = C

�
exp( b�a2 )2

�
kk e�k. On tire de cette majoration, en posant� = jIm(s)j�1,

que sia � Re(s) � b et jIm(s)j � 1, alorsjf(s)j � eC 0jIm(s)j2k, ce qui permet
de conclure.

LEMME 14. Si c2 = c1 supt2R
(1+jtj)3=2

1+t2 et si� est un caract̀ere d’Artin impair

vérifiant la conjecture d’Artin, alorsjL(�; s)j � c
�(1)
2 f

3=2
� j2+ sj2�(1) si Re(s) �

�1.
Démonstration. Le Corollaire 12 et la majorationjL(�; s)j � �(2)�(1) si

Re(s) � 2 plus le fait queL(�; s)est d’ordre 1, entrainent d’après le Lemme 13, que
la fonctionL(�; s)(1+ jIm(s)j)�(3=2)�(1) est borńee sur la bande�1� Re(s) � 2
puis que la fonction(s+2)�2�(1)L(�; s) tend vers 0 quands tend vers l’infini dans
le demi-plan Re(s) � �1. Ceci implique que cette fonction atteint son maximum
sur ce demi-plan en un point de la droite Re(s) = �1, ce qui, utilisant la majo-
ration deL(�; s) sur cette droite donńee au Corollaire 12, permet de terminer la
démonstration.

COROLLAIRE 15.Soit

c3 = c2
�(2)
�(4)

sup
x2+y2�3;jT j�2

����(4+ a) + i(b+ T )

T

���� :
Si� est un caract̀ere d’Artin impair v́erifiant la conjecture d’Artin,T un nombre
réel v́erifiant jT j � 2 ets 2 C vérifiant js� (2+ iT )j � 3, alors

���� L(�; s)

L(�;2+ iT )

���� � c
�(1)
3 f3=2

� jT j2�(1):

Démonstration. Il suffit d’utiliser le lemme pŕećedent et la majorationjL(�;2+
iT )j �

�
�(4)
�(2)

��(1)
du Lemme 9.
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LEMME 16. SoientR > 0, q > 1, U > 0 etQ = max(2; (q2 logq)�1). Soient
s 2 C etf une fonction holomorphe sur le disquejs� s0j � qR ne s’annulant pas
ens0 et telle quejf(s)j � eU jf(s0)j si js� s0j � qR. SiY désigne l’ensemble des
zéros def sur le disquejs� s0j � R, alors

(i) jY j � qU
q�1,

(ii) quels que soientr < R ets appartenant au disque de centres0 et de rayonr,������
f 0(s)
f(s)

�
X
�2Y

1
s� �

������ �
QRU

(R� r)2
:

Démonstration. Voir [E, p. 121–123]

COROLLAIRE 17.SiYT désigne l’ensemble des zéros deL(�; s) sur le disque de
centre2+ iT et de rayon2, alors

(i) jYT j � 3(�(1) logc3 +
3
2 logf� + 2�(1) log jT j),

(ii)
���L0(�;s)
L(�;s) �

P
�2YT

1
s��

��� � 16(�(1) logc3+
3
2 logf�+2�(1) log jT j) pour tout

s appartenant au segment[12 + iT;2+ iT ].

Démonstration. On applique le Lemme 16 avecf(s) = L(�; s), s0 = 2+ iT ,
R = 2, q = 3

2 et r = 3
2.

On peut alors terminer la démonstration du Lemme 10 [et donc de la Proposition
5]. En effet, la partie imaginaire de

R 2+iT
1
2+iT

ds
s�� est inf́erieure en valeur absolueà

�. Le lemme pŕećedent montre donc que l’on peut prendreC 0
1 =

�3
2 +

12
�

�
logc3,

C 0
2 =

9
4 +

18
� etC 0

3 =
3
2 +

24
� . On peut d’autre part aḿeliorerC 0

2 [et doncC2] en
choisissant pourX 0 un demi-rectangle passant plus près de la droite Re(s) = 1.
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[C] Colmez, P.: Ṕeriodes des variét́es ab́eliennes̀a multiplication complexe,Ann. of Math. 138
(1993) 625–683.

[Da] Davenport, H.:Multiplicative Number Theory, Markham, Chicago, 1967.
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