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SUR UNE PROPRIETE DES FONCTIONS PROPRES 
DE L'OPERATEUR DE LAPLACE-BELTRAMI 

PAR 

M. CHIPOT ET V. OLIKER 

ABSTRACT. Si M est une variété riemannienne de dimension n, n ^ 2, 
et de métrique g on s'intéresse au problème: trouver toutes les fonctions 
régulières F : M —> IR qui sont valeurs propres ainsi que leur carré de 
l'opérateur de Laplace-Beltrami, À, associé à g. 

0. Introduction. Au cours de notre séjour commun à Minneapolis, dans le cadre 
de l'institut, nous nous sommes intéressés au problème suivant: si M est une variété 
Riemannienne de dimension n, n ^ 2, et de métrique g, trouver toutes les fonctions 
régulières F : M —> R qui sont valeurs propres ainsi que leur carré de l'opérateur de 
Laplace-Beltrami, À, associé à g? 

Plus précisément, si U est un ouvert connexe de M, on se propose de déterminer 
toutes les solutions du système: 

(1) AF = XF dans U 

(2) AF2 = [iF1 dans U. 

Ce problème, qui présente un certain intérêt en analyse harmonique (voir par exemple 
[S.S.]), a fait l'objet d'une étude dans [C.E.T.] et [T.]. Commençons par rappeler 
quelques uns des résultats de [C.E.T.]. 

Tout d'abord si M = R" et si F n'est pas identiquement nulle dans U alors on a 
nécessairement À ^ 0, /x = 4À et il existe C G R, v G Rn tels que |v|2 = À et 

F(x) = C. e(x-v) \/x e U. 

((.) désigne le produit scalaire canonique de R", | | la norme associée). 
Si maintenant M est l'espace hyperbolique de dimension n, réalisé par exemple 

par Bn la boule unité ouverte de R", alors le rôle des exponentielles de la géométrie 
euclidienne est joué par le noyau de Poisson hyperbolique lequel est défini pour 
v G Sn~\ la sphère unité de R", par: 

(3) Pv(x)=(]—LL VxeBH. 
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Plus précisément, le résultat principal de [C.E.T.] montre que si 

(4) A > - i ( / i - l)2,/i = 4A + (« - l)2 I 1 + 6 ^ 1 + ^ - ~ ) ^ = ±1 

et si F vérifie (1) et (2) alors il existe C G R, v G 5""1 tels que 

(5) F(x) = C.(Pv(x))X,k V * € l / . 

ou k est donné par 

et k = 0 si A = /x = 0. 
En fait ce résultat est complété dans [CH] (cf. encore [C.E.T.] pour le cas n — 2 

et [T]). On peut en effet montrer que si F n'est pas identiquement nulle dans U alors 
nécessairement A et // vérifient (4) et naturellement l'on a encore (5). 

Bien sûr, des deux cas envisagés ci-dessus-ie. R" et le cas hyperbolique-c'est le 
second qui donne lieu à la plus grande difficulté et les techniques de [C.E.T.], [CH], 
[T] utilisent pour le résoudre un judicieux changement de coordonnées joint à des 
calculs très élaborés. 

Dans cet article nous voudrions donner quelques généralisations des résultats 
précédents en utilisant en particulier des arguments de nature géométrique. Le cas 
de la dimension deux sera complètement élucidé. Il est clair qu'il y a des obstructions 
de nature géométrique à (1) et (2). En effet si par exemple U = M et si M est une 
variété compacte sans bord alors d'après (2) AF2 garde un signe constant et F2 , d'où 
encore F, ne peut être que constante (cf.[C]). On notera que l'on raisonne ici sur F2 

qui est la puissance de F la plus simple possible (après F!) mais si F vérifie (1) (2) 
alors pour tout /i, F^ est valeur propre pour A. 

1. Préliminaires. On désignera par M une variété analytique de dimension n. 
On verra par la suite que cette hypothèse peut être affaiblie, néanmoins, elle per
met de pourvoir appliquer le principe du prolongement analytique ce qui sera par
fois commode, u],u2,...,un désignera un système de coordonnées locales sur M 
et 81,82, . . . , 3 W la base de vecteurs tangents correspondante dans TM, le fibre tan
gent à M. On supposera M munie d'une métrique Riemannienne g et on posera 
gij = g (3/, 3/), ij= 1 , . . . , n. (Dans la suite tout indice latin sera supposé variant de 1 
à n). On notera pas VA la dérivation covariante dans la direction k (voir par exemple 
[B]). Si T-y désignent les symboles de Christoffel de seconde espèce associés à la 
métrique g les dérivées covariantes secondes d'une fonction F sont données par 

(6) VVF = F,j - r< F, 
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où Fk — | j , Fij = 3 ^ 7 . On désignera par À l'opérateur de Laplace-Beltrami sur M 
i.e. en faisant la convention des indices répétés et en coordonnées locales: 

(7) AF = gVVijF 

où (gij) désigne la matrice inverse de la matrice (gy) et on posera 

(8) \VF\2=giJFiFj. 

On a alors le lemme suivant: 

LEMME 1. Soient U un ouvert de M et F une fonction de U dans R, de classe 
C2, vérifiant (1)(2). Soit a G U un point où F (a) > 0. On peut alors définir dans un 
voisiange V de a indu dans U 

(9) </> = LogF 

et la fonction <p ainsi définie vérifie: 

(10) |V</?|2 = M ~ 2 A dans V 

(11) A<p= 4 A ~ M dansV. 

DÉMONSTRATION. Puisque F est continue il est clair que F est strictement positive 
dans un voisinage V de a sur lequel on peut définir p = Log F. On a alors dans V 

(12) (Pi = M = FW=T 

( j ^ 3M'3My F 3 ^ 3 ^ F2dulduJ F F2 ' 

D'autre part on vérifie aisément que 

VijF2 = 2FVijF + IFiFj 

et de (1)(2) on déduit 

pF2 = AF2 = 2F. AF + 2| VF|2 = 2AF2 + 2| VF|2 . 

Ce qui donne 

VF 2 = - F2 . 
1 ' 2 

Reprenant (12) et (13) on obtient dans V 

|VF|2 /x-2A 
|V^|2 = 

F2 2 

A(z? = —AF —r— = A — = — - — 
Y F F2 2 2 
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ce qui termine la démonstration de lemme. 

REMARQUE 1. Le referee et E. Férus nous ont indiqué que (10) et (11) impliquent 
que les surfaces de niveau de ip forment une famille isoparamétrique (voir, par ex
emple, [N]). Malgré tout, les relations (10), (11) son très particulières et les resutats 
généraux sur les familles isoparamétriques ne contiennent pas nos résultats du reste 
nous ne les utilisons pas ici. 

Posons: 
Hessv? = (Vij(f) 

|Hess</f = g V V ^ V 5 7 c p . 

REMARQUE 2. La quantité ci-dessus est positive. De plus elle ne s'annulle que si 
Vijip — 0 ViJ. En effet pour le voir, en faisant éventuellement un changement de 
coordonnées w1, w2

7..., un par une transformation linéaire, on peut supposer que l'on 
a au point que l'on considère (gij) = / où / est la matrice de l'identité. On a alors 

|Hess(/f = ^ ( V ^ ) 2 

s,/ 

et le résultat en découle. 
On désigne par /fy le tenseur de Ricci associé à g et défini par 

(15) R,j = Rk
ijk 

où R[jk sont les symboles de Riemann de seconde espèce définis par (cf. [E]): 

(16) Rl
ijk = g l m R m i j k . 

On a alors: 

LEMME 2. Soit y> une fonction vérifiant (10)(11). On a 

| Hess (f\2 — Rijàd — 0 dans V 

avec cl = gij<fj. 

DÉMONSTRATION. On utilise les règles usuelles de dérivation covariante (voir par 
exemple [E] section 11) et de (10) on déduit 

(18) 0 - A(2"1|V^|2) = 2 - y * V 5 ( V ^ < W y ) 

= 2-xgksVs{gljVkl^. ifj + gij<PiVkj<p) 

= 2-[gksglJ(VsVklif. ifj + VkiipVsjtp + VswVkjip 

+ <PiVsVkjtp) 

= | Hess if\2 + gksVsVkiipgijipj. 
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Utilisant l'identité de Ricci (cf. [E]) 

V5V*/<p = ViVks(f-R
l
ski(pi 

on obtient 

= -gksglmRmskm (d'après (11) et (16)) 

= -gARkmag
m,<Pi = -Rung"1?,. 

En utilisant cette égalité dans (18) le résultat en découle. 

2. Cas où le tenseur de Ricci est négatif. 

2.1 Cas où le tenseur de Ricci est défini négatif en un point. Dans ce cas les 
lemmes 1 et 2 permettent de démontrer le résultat suivant: 

THÉORÈME 1. Soit F ^ 0 une fonction de classe C2 vérifiant (1)(2). Si en un point 
de U le tenseur de Ricci associé à g est défini négatif alors on a nécessairement 
X = fji = 0etF = este dans U. 

DÉMONSTRATION. Si le tenseur de Ricci est défini négatif en un point de U on 
peut supposer par continuité que celui-ci est défini négatif dans un ouvert U' de U. 
Comme F ^ 0 on a F(a) ^ 0 pour un certain a G U'. (En effet on remarque que 
comme solution du problème elliptique (1), F est analytique dans U et si F = 0 dans 
U' on aurait par prolongement analytique F = 0 dans U ce qui est contraire à nos 
hypothèses). Remplaçant éventuellement F par —F, qui vérife également (1)(2), on 
peut supposer F (a) > 0. D'après les lemmes 1 et 2 dans un voisinage V de a inclu 
dans U' la fonction (p = Log F vérifie (17). Or comme le tenseur de Ricci R^ est 
défini négatif dans V ceci n'est possible que si cl — 0 dans V, i.e. (f = este. Le 
résultat en découle. 

2.2 Cas de la courbure constante. Dans ce cas, si K désigne la courbure de 
Gauss, on a: 

Rhijk = Kighjgik - ghkgij)-

D'après (16) on déduit: 
R\jk = Kglh(ghjgik - ghkgij) 

= K(6l
jglk-6

l
kglJ) 

où Slj est le tenseur de Kronecker. D'où d'après (15) 

Ru=K(6lgik-6
k
kgij) 

= -K(n-l)gij. 

Comme corollaire immédiat du théorème 1 on a alors: 
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COROLLAIRE 1. Soit F ^ 0 une fonction de classe C2 vérifiant (1)(2). Si dans 

un ouvert V C U la courbure de Gauss K est constante strictement positive alors 

X = fi = 0etF = este dans U. 

Dans le cas où K est nulle on peut montrer: 

THÉORÈME 2. Soit F ^ 0 une fonction de classe C2 vérifiant (1)(2). Si dans un 

ouvert V C U la courbure de Gauss K est constante égale à 0 alors À ^ 0, [i = 4À 

et il existe C E R, v = ( v i , . . . , vn) E Rn tels que 

(20) F(u\...,un) = Ce{u'vi\ 

DÉMONSTRATION. Raisonnant comme dans la démonstration du théorème 1 on se 

ramène au voisinage d'un point a E U où F (a) > 0. D'après (17) et (19) on en 

déduit que la fonction ip = Log F vérifie |Hess(/?|2 = 0. D'où (cf. la remarque 2) 

V//(^ = 0V/,7. 

Comme K = 0 ceci implique ^uj — 0 au voisinage de a. (voir par exemple 

[SPi]). On en déduit que <p est une fonction affine et le résultat en découle. 

Le cas où K est strictement négatif sera abordé au paragraphe 4. 

3. Le cas particulier de la dimension 2. On suppose donc dans cette partie n — 2. 

On a alors 

LEMME 3. Soit (p une fonction vérifiant (10)(11) si \i ^ 2À on a 

(21) |Hess(/>|2 = \ ~ A ) dans V. 

DÉMONSTRATION. Utilisant les règles de dérivation covariante, de (10) on déduit 

0 = Vs{2-lgij<pi<pj) = gij<PiVsi<p J = 1 , 2 

D'où en posant c1 = g 'V/ on a dans V 

cl\7ULp + c,2Vi2<£ = 0 

C1 V21 <f + 6,2V22(£ — 0. 

Comme \i ^ 2À, (cl,c2) ^ 0 et le système ci-dessus ayant une solution non triviale 

(cl,c2) on a nécessairement dans V: 

Vii(^V22^ = V i2^V21^-

Choisissant alors, par exemple, des coordonnées locales telles que au point considéré 

g1-' — l (cf. la remarque 2) on a 

|Hessv?|2 = ^2(Vsiip)2 = (Vii(^ + V 2 2^) 2 = Av?2 = m 
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ce qui termine. 
En dimension 2 on peut alors montrer le résultat définitif suivant: 

THÉORÈME 3. Soit F ^ 0 une fonction de classe C2 vérifiant (1)(2). On a alors 
ou bien \ = n = 0etF = este 
ou bien la courbure de Gauss K associée à g est constante, négative ou nulle et l'on 
a 

(22) (fi - 4A)2 + 2K(fi - 2A) = 0. 

DÉMONSTRATION. En raisonnant comme précédemment si F ^ 0 on peut introduire 
au voisinage d'un point a G U, (f = Log F. Si F n'est pas localement constante on a 
d'après le lemme 1, \i ^ 2À d'où en appliquant les lemmes 2 et 3 

Or pour n — 2 et si K désigne la courbure de Gauss on a (cf. [E]) Rtj = —Kgy. D'où 
comme cl — glltpi il vient 

(23) (!LT^) +K8u8i'<Pi8ik<P*=0 

(*4^)Ww*=o 
, - 4 A V + / M - 2 A , a 

Comme \i ^ 2À on en déduit K = este au voisinage de a et donc dans U. Si K > 0 
on est dans le cas de corollaire 1 et F est constante ce que l'on a exclu. On a donc 
K £ 0 et (23) n'est autre que (22). 

REMARQUE 3. Le cas K — 0 a déjà été étudié au théorème 2. On a dans ce cas 
À ̂  0, \i — 4À et F est donnée en coordonnées localles par (20). 

Le cas où K < 0 sera étudié au paragraphe suivant. Notons que (22) s'écrit encore 
/i2 — 2/i(4À — K)+4\(4\ —K) = 0. Pour que cette équation admette des racines réelles 
(en /i) on doit avoir A è K/4 et l'on a alors n = 4\ - K ± V~K(4X - K). Dans le 
cas K — — 1, on retrouve alors (4) (n = 2). 

4. Cas de la courbure constante négative. On suppose ici pour simplifier que 
K = — 1 et U désigne un ouvert connexe de Hn l'espace hyperbolique de dimen
sion n. Supposons par exemple que H" soit réalisé comme le demi-espace Hn = 
{x = C*i,jt2,.. .,x„)\x„ > 0} muni de la métrique définie par 

(24) gij=6ij/Qcn)
2. 
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Si les Tijk désignent les symboles de Christoffel de première espèce, T^ ceux de 
seconde espèce on a par un calcul élémentaire: 

r* - aklr - v2r - v2 i~x (o gik ^gii 

r,,.-g riU-x„riik-x„.2 [2—-^-
D'où compte tenu de (24): 

r*. = 0 si k^n, Vi = l , . . . , n 

Tl=\lxnVi^n, r"nn = -\/x„. 

L'opérateur de Laplace-Beltrami s'écrit alors (voir (6)(7)) 

A<p = giiVii<p=xl 
d2(f d2(f n — 2d(f 

E dx} + àxî %n OXn 

On a également 

/= 1 

Il est facile de voir que les seules fonctions (p indépendantes de x\, 
localement (10)(11) sont données par 

,xn-\ et vérifiant 

(25) 

et ceci impose la condition 

(26) 

li - 2X\ 
(f = ± ( — - — I Log xn + este 

(/x-4A)2 = 2(n- l)2(/x-2A) 

(Ces fonctions sont constantes sur les hyperplans de même cote). Réciproquement, 
on va montrer que, à une isométrie près, toute solution de (10)(11) est de ce type et 
la contrainte (26) est absolument nécessaire à l'existence d'une telle fonction. Plus 
précisément si l'on suppose Hn réalisé par Bn la boule unité de Rn (cf SP4) on a 

THÉORÈME 4. Soit (p une fonction réelle solution de (10)(11) sur V connexe, alors 
X, 11 sont liés par (26) et if est constante sur des horosphères parallèles. 

DÉMONSTRATION. Posons pour simplifier 

Si <p est constante dans V le résutat est clair. Si p n'est pas constante on se place au 
voisinage d'un point où 

(28) |V</>|2 = £ > 0 
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Comme \V<p\ ^ 0 en utilisant le théorème de fonctions implicites on montre sans 
peine qu'il existe un système de coordonnées locales (M1, . . . , un~\ p) dans un ouvert 
que l'on note encore l^-bien qu'il puisse être strictement inclu dans V-tel que 

(29) ±^flP= ip(x\,...,xn) = (f(u\...,un~\p) 

et tel que dans ce système de coordonnées la métrique devient 

n-\ 

ds2 =fppdp2 + ^2 fij(u\..., un~\p)dulduJ. 

En désignant par (fij) l'inverse de la matrice (/y) on a immédiatement 

'--'*"-'/.•£!=• 
ceci grace à (28)(29). 

Montrons alors le lemme suivant: 

LEMME 4. Les constantes p, et \ sont liées par (26) et il existe e = ±1 tel que Von 
ait 

(30) fij{u\...,un-\p) = el2phlj(u\...,un-1) i,j=l,...,n-\ 

e étant le même pour tout couple (ij). 

Démonstration du lemme. 

Etape 1. On écrit (11) en coordonnées locales (w1,..., un~l,p). Pour cela on re
marque que les symboles de Christoffel sont donnés par 

1 iP
 l pp l pp u ? l ij ^ Jiji 

T{P = 2-lf%,i,j,k = 1 , . . . , « - 1, "." = ^-

D'où compte tenu de (27)(29) il vient 

(31) r, = Ay> = ±^Ap = ± v ^ / , y r ? . = ±^f% 

Etape 2. On utilise le fait que la courbure est constante égale à —1. On a en 
particulier pour / = 1,...,«— 1 

"pijp = ~\JpiJjp ~JppJij) — Jij-
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D'autre part (cf [E] p.20) 

Rpijp = 2~lfij ~ 4~lfikfksfsj ( "••" = g~2 ) 

d'où l'on obtient si l'on pose F — (/y), G = F~l : 

2~lF = 4~lFGF + F. 

Etape 3. Soit (w,p) — ( M 1 , . . . , ^ - 1 ^ ) un point quelconque de V. Posons 0 = 
(0,y) = (1/2)GF. Différentiant -0 par rapport à p et remarquant que G = —GFG on 
déduit de (32) 

(33) 0 - / - 0 2 . 

Posons 7 = ry/ ± v ^ on déduit de (31) que Trace 0 = 7 (= este) et 

(34) Trace Î/> = 0, Trace 02 = « — 1. 

On déduit de la seconde équalité dans (34) et (33) 

Trace (00 + 00) = 2Trace (0 — 03) = 0, 

Trace 03 = Trace 0 = 7, 

et par suite, on obtient par récurrence, 

Trace 02m+1 = 7, Trace ^ = n - 1, m = 0 , 1 , . . . 

Mais il est facile de voir que les valeurs propres de 0 sont ± 1 . 
La seconde forme fondamentale d'une telle hypersurface Sp dans V : p = este 

est donnée par bij — (3//,3p) = r» = —(l/2)/y. De cette équalité et de l'équalité 
F = 2F0 on obtient que les courbures principales de Sp sont les valeurs propres de 
—\j). Il en résulte que les courbures principales de Sp sont toutes constantes et sont 
éguales à ±1 . On notera par r la muliplicité de — 1. On peut utiliser l'identité de E. 
Cartan (comme dans [N], p. 195) et obtenir que r = 0 ou r = n — 1. Il s'en suit que 
-0 = ±7 . Dans ce cas, la formule (30) est ovtenue en intégrant la relation F = ±21F. 
Comme 7 = ±(« — 1), on obtient la relation (26). Ceci termine la démonstration du 
lemme. 

Maintenant nous pouvons terminer la démonstration du théorème 4. D'après le 
lemme 4, la seconde forme fondamentale B = ± /F. Tout point de Sp est donc un 
ombilic et Sp est donc une portion de sphère, horosphère ou hypersurface équidistante 
(Voir [SP4] p. 114). Comme d'autre part la courbure d'une telle surface est donnée par 
K — e2 — 1 = 0 celle-ci ne peut être qu'une portion d'horosphère (cf. [SP4]). Ceci 
termine la démonstration du lemme et du théorème 4. 
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REMARQUE 4. Lorsque l'on réalise une inversion isométrique par rapport au point 
de base de ces horosphères (cf. [SP4] p.20) il est clair <p se transforme en une fonction 
constante sur les hyperplans xn — este et le transformé de </? est donc du type (25). 
Si maintenant l'on remarque que pour toute transformation orthogonale de Bn une 
solution de (10)(11) est encore solution et si l'on revient à F en prenant l'exponentielle 
dans (25) on retrouve (5) sous une autre forme. 
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