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The preface underlines the fact that Gentzen’s methods lead ‘‘naturally” to in-
tuitionistic, and not to classical, logic. This fact will seem less significant if Gentzen’s
original intention was to reproduce intuitionistic logic. Kneale has recently pointed
out (The province of logic, Contemporary British philosophy, Third series) that
“‘Gentzen’s success in making intuitionistic logic look like something simpler and
more basic than classical logic depends, as he himself admits, on the special forms of
the rules he uses,” and that certain rules yield the classical logic more ‘‘naturally”
than the intuitionistic. JoHN vaN HEIJENOORT

Gais1 TAKeUTI. On a generalized logic calculus. Japanese journal of mathe-
matics, Bd. 23 (1953), S. 39-96. Evrata, ebd., Bd. 24 (1954), S. 149-156.

Nach Art des logistischen klassischen Kalkiils LK von Gentzen (4422) wird ein
Kalkiil GLK fiir eine unverzweigte Typenlogik entwickelt. Der Kalkiil enthilt freie,
gebundene und spezielle Variablen und Funktionen beliebiger mehrstelliger Typen
(ny, ..., »;) mit natiirlichen Zahlen »,, ..., n; wobei fiir die Argumente nur einstellige
Typen zugelassen sind. Alle Funktionswerte gehéren zum Grundtyp (0). Zur Bildung
von Formeln hat man neben den aussagenlogischen Verkniipfungszeichen die Quan-
toren fiir alle Variablen- und Funktionstypen. Mannigfaltigheiten beliebiger Typen
entstehen aus Formeln, indem freie Variablen einstelliger Typen gebunden werden.
Herleitungen werden wie bei Gentzen aus Sequenzen aufgebaut, und zwar mit den
entsprechenden Grundsequenzen und SchluBregeln wie im Kalkiil LK, wobei die
QuantorenschluBregeln auf die verschiedenen Typen auszudehnen sind. Fiir den
Kalkiil GLK (der noch kein Unendlichkeitsaxiom enthilt) hat man einen dhnlichen
Widerspruchsfreiheitsbeweis, wie ihn Gentzen fiir die Stufenlogik angegeben hat
(I 119). In GLK lassen sich mathematische Theorien darstellen, indem gewisse ge-
schlossene Formeln (die keine freien Variablen und keine freien Funktionen enthalten)
als Axiome hinzugenommen werden.

Metamathematische Untersuchungen: 1. Ein Beschrdinkungssystem wird als ein
Formelsystem erklirt, das zu jedem Variablentyp und zu jedem Funktionstyp hoch-
stens eine Formel F(x) enthilt. In dieser soll aufler der freien Variablen bzw. freien
Funktion « des betreffenden Typs keine freie Variable oder Funktion vorkommen.
Durch ein solches System wird der Variabilitdtsbereich beschrinkt, indem die Formeln
und Formelbestandteile der Gestalt VpA(p) bzw. 3pAd(p) durch Ve F (p) v A())
bzw. 3¢(F(p) A A(p)) ersetzt werden, wobei F(p) entsprechend dem Typ von ¢ zu
wihlen ist. Fiir verschiedene Beschrinkungssysteme, insbesondere fiir die durch
Gleichheits- und Extensionalititsaxiome F(x) gegebenen Beschrinkungen, werden
relative Widerspruchsfreiheitsbeweise gefiihrt, die sich auf allgemeine Axiomen-
systeme und die hieraus durch Beschrinkung entstandenen Systeme beziehen. 2. Es
werden verschiedene Prozesse der Typenerhohung erklirt und hierfiir relative Wider-
spruchsfreiheitsbeweise gefiihrt. 3. Die Prozesse der Beschrinkung und der Typen-
erh6hung werden benutzt, um die widerspruchsfreie Einfiihrung von Mengen und
aon Funktionen in widerspruchsfreien Theorien nachzuweisen. Als Anwendungen
ergeben sich fiir die Begriindung der Mathematik die Sitze: (a) Sind die elementaren
Gleichheits- und Nachfolgeraxiome in GLK widerspruchsfrei, so ist auch die Theorie
der natiirlichen Zahlen (mit der vollstindigen Induktion) in GLK widerspruchsfrei.
(b) Sind die elementaren Axione der Gleichheit, Anordnung, Addition und Multipli-
kation in GLK widerspruchsfrie so ist auch die Theorie der reelien Zahlen (als Mengen
natiirlicher Zahlen) in GLK widerspruchsfrei.

Ref. ist der Meinung, daB sich diese Ergebnisse grundsitzlich nicht zu Sitzen iiber
absolute Widerspruchsfreiheit verschirfen lassen. Die Voraussetzungen der Sitze
(a) und (b) beziehen sich nadmlich auf formale Systeme mit unendlich vielen Grund-
elementen, dem vollen Tertium non datur und mit impridikativen Begriffsbildungen
Hierfiir diirfte ein Widerpruchsfreiheitsbeweis undurchfiihrbar sein.
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Das sieben Seiten lange Errata-Verzeichnis enthilt noch nicht alle Druckfehler.
KurT ScHUTTE

Gaist TAKeUTI. Construction of ramified real numbers. Annals of the Japan
Association for Philosophy of Science, Bd. 1 Heft 1 (1956), S. 41-61.

Eine geschichtete Analysis 1Bt sich bekanntlich im Rahmen einer verzweigten Typen-
logik entwickeln, und zwar unter Beschrinkung auf einstellige Pridikatenvariablen
beliebiger endlicher Schichten. Verf. legt einen solchen Logikkalkiil zugrunde, der
nach Art des Kalkiils LK von Gentzen (4422) auf Sequenzen aufgebaut ist. Die Wider-
spruchsfreiheit ergibt sich wie bei Gentzen durch Schnittelimination, und zwar mit
einer transfiniten Induktion bis w®. Um die geschichtete Analysis in diesem Kalkiil
zu entwickeln, sind mathematische Grundsequenzen und die SchluBiregel der voll-
stindigen Induktion hinzuzunehmen. Die Widerspruchsfreiheit wird mit entsprechen-
den Reduktionen bewicsen, wie sie Gentzen zum Widerspruchsfreiheitsbeweis der
reinen Zahlentheorie (IV 31) benutzt hat. Fiir die dabei anzuwendende transfinite
Induktion wird das von Ackermann angegebene konstruktive System eines Ab-
schnitts der zweiten Zahlenklasse (XVII 152) benutzt. Die reellen Zahlen, ihre Addition,
Multiplikation, Anordnung und die obere Grenze einer beschrinkten Menge reeller
Zahlen lassen sich nun in bekannter Weise so definieren, dall die entsprechenden
Grundgesetze ableitbar werden. Auf Grund relativer Widerspruchsfreiheitsbeweise,
wie sie vom Verf. fiir seinen Kalkiil GLK in Bezug auf Beschrinkungsprozesse an-
gegeben sind (vgl. vorstehendes Refcrat) ergibt sich nun die Widerspruchsireiheit
eines formalen Systems der Analysis, in dem die reellen Zahlen den Variabilitits-
bereich bilden. Durch diesen letzten Schritt wird fiir die als widerspruchsirei bekannte
Analysis ein verhdltnismiBig einfaches formales System gewonnen.

Die vorher durchgefiihrten Widerspruchsfreiheitsbeweise fiir die geschichtete
Analysis bzw. fiir umfassendere Systeme (vgl. Lorenzen XVI 269, XVIII 261, Ref.
XVIII 76, Ackermann XIX 295) sind nicht zitiert.

Errata. S.49,Z. 4 links: A, statt A. S.51,Z. 13: x-y~! statt xy., S.52,Z.5:
I, statt Ty —». Z.16: T\~ T, statt Ty = T,. Z.29: of ¥ & statt of I x.

o
Z.30: T of statt ¥ Y of. S.53,Z.7: T, + T, statt T, + T,. Z.10: ~af statt
~ai. Z.11: 0 statt 0. 2.23: 0<T,, O< T, statt 0 < T,, O0< T,. S. 55
Z13:a T pvaPstattu Z Fvuce f. S 58 Z. 1: (Va4 (x))~statt (V414 (x%)).
Z.32: xt = zF) statt x' = 2k, S.59,Z.23: 0 <y statt Oy, Z.25: x' x z* statt
x4+ 28 8,60, Z. 1: Vit statt Aat. KURT SCHUTTE

Zvorti SUETUNA.  Uber den Begriff der Totalitit in dev Mathematik. Ebd., S. 33—40.

Grundsédtzliche Betrachtungen zur Begriindung der klassischen Mathematik mit
folgenden Grundgedanken: Die Totalitdt der natiivlichen Zahlen entsteht, indem wir
den ErzeugungsprozeB der fortgesetzten Addition von 1, der ohne Ende weitergeht,
in seiner Gesamtheit iiberschauen. Das aus den rationalen Zahlen erzeugte lineare
Kontinuum, mit dem die reellen Zahlen eingefithrt werden, ist ein mathematischer
Gegenstand, der aus der durch unsere eigene Bewegung bewirkten Anschauung
entsteht. (Ref.: An dieser Stelle wird keine logisch-konstruktive Begriindung gegeben,
sondern eine Intuition zugrundegelegt.) Aligemein wird eine Totalitit dann als eine
Menge bezeichnet, wenn wir uns der Tat, die die Totalitit bewerkstelligt, klar sind
und die Totalitat durch unsere Anschauung, die durch die Tat bewirkt wird, begreifen
konnen. Eine solche Totalitdt ist beziiglich der sie bewerkstelligenden Tat zeitlich
werdend und beziiglich der durch die Tat bewirkten Anschauung rdumlich seiend.
Hierbei liegt eine kontradiktovische Selbst-Identitit im Sinne Nishidas vor. Die natiir-
lichen Zahlen und die reellen Zahlen aus einem Intervall sind als Mengen in diesem
Sinn aufzufassen. Erst dadurch, daB eine Menge als seiend und nicht nur als werdend
gedacht wird, ist das Tertium non datur sinnvoll anwendbar.

https://doi.org/10.2307/2963912 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.2307/2963912



