Compositio Mathematica 128: 115-152, 2001. 115
© 2001 Kluwer Academic Publishers. Printed in the Netherlands.

Croissance des solutions des D-modules
algébriques holonomes

(Growth of solutions of holonomic algebraic D-modules)

YACINE REBAHI

Université de Montréal, Montréal, Canada. e-mail: rebahi@dms.umontreal.ca
(Received: 24 February 1998; in final form: 28 June 1999)

Abstract. We show that the cohomology of complexes of solutions of exponantial type associated
toholonomic algebraic D-modules is constructible . We also compute the Euler —Poincaré index of
such complexes.

Mathematics Subject Classifications (2000). 35A27, 32C38, 58G07.

Key words: D-modules, irregularity, index theorems,microlocalization.

Introduction

Le but de ce travail est d’étudier le comportement par passage a 'infini de certains
cycles analytiques attachés aux D-modules algébriques. D’autre part, cet article
pourra également compléter les résultats de [11-13] concernant la croissance des
solutions des D-modules holonomes.

En dimension un, et apres les travaux de Malgrange sur 'irrégularité (voir [16] et
[17]), cette situation a été étudiée en détails par Ramis [20]. Il montre que I'indice
d’un opérateur différentiel linéaire a coefficients polynomiaux lorsqu’il agit sur cer-
tains espaces de solutions appropriés, peut étre lu sur le polygone de Newton associé
a cet opérateur.

Ce polygone est un sous-ensemble de Q? qui se déecompose en deux parties:

La premiére, appelée ‘partie positive’ caractérise les solutions séries formelles de
type Gevrey de 'opérateur.

La deuxiéme, ‘la partie négative’, n’est définie que pour les opérateurs a
coefficients algébriques. Elle caractérise le type exponentiel des solutions entiéres
de I’équation.

En fait, il démontre le résultat pour ‘ la partie positive’ par un calcul direct, ensuite
en faisant un passage a l'infini, il raméne le cas de ‘la partie négative’ au cas
précédent.

En dimension supérieure, cette situation est plus compliquée. Elle a été étudiée
dans le cas des D-modules analytiques par Laurent [11,13] et par Laurent-Mebkhout
dans [14].
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Soient Y une sous-variéte lisse d’une variété analytique complexe X et A = T3 X le
fibré conormal a Y dans X. Si r est un rationnel tel que 1 < r < + o0, nous noterons
par Oy y(r) (resp. By x(r)) le faisceau des séries formelles (resp. hyperfonctions) a
croissance Gevrey (voir [13]). Posons également Qy(r) = Oxy(r)/Oxy.

Si M est un Dy-module cohérent défini au voisinage de Y, on peut lui associer
d’une part les faisceaux de solutions RHomp, (M, By x(r)) et d’autre part les cycles
caractéristiques éhA(r)(M) qui sont des cycles analytiques de T*A et qui sont définis
a partir de filtrations convenables sur M [11].

On démontre dans [13] que si M est holonome, le complexe de solutions
RHomp, (M, By x(r)) ne dépend pas des valeurs prises par r dans lintervalle
[1, +00] sauf pour un nombre fini d’entre elles. Ces valeurs critiques, ‘appelées pentes
algebriques’ dans [14], mesurent en fait le défaut de bihomogénicte des cycles
Cha(r)(M).

On montre aussi que le complexe RHomip, (M, Byx(r)) est un complexe de
C-espaces vectoriel a cohomologie constructible sur Y et que l'indice du couple
(M, By x(r)) coincide avec I’obstruction d’Euler du cycle éhA(r)(M). Ce résultat
est encore valable si ’on remplace By x(r) par Oy y(r) et les cycles éhA(r)(M)
par Cha{ri(M).

Citons maintenant quelques résultats de Mebkhout [18]: les faisceaux
RHomp, (M, Qy(r)) et que 'on note par ZRy(r)(M) pour r € [1, +00) sont des
faisceaux pervers constituant une filtration du faisceau d’irrégularité
IRy(M) =TIRy(c0)(M). Les faisceaux gradues gr(ZRy(r)(M)) associés a cette
filtration ne sont différents (localement) que pour une suite finie de rationnels r.
Ces valeurs, appelées ‘pentes analytiques’, coincident en effet avec les ‘pentes
algébriques’ déja citées (voir [14]).

Par ailleurs, pour pouvoir définir les D-modules algebriques, on a besoin de fibreés
vectoriels. Il s’avére que lorsqu’il s’agit d’un fibré en droites, un passage a I'infini
permet de ramener le cas des D-modules algébriques au cas ci-dessus traité par
Laurent.

Contrairement aux séries formelles, les espaces des hyperfonctions sont plus com-
modes en dimension supérieure. C’est pour cette raison que le chapitre un de cet
article est consacré, a étendre cette classe de solutions au cas ou r est inférieur a
un, et a la munir d’une structure convenable.

Le chapitre deux reprend les différentes notions de cycles caractéristiques définis
dans [11] avec une légere extension quand r est inférieur a 1 dans le cas de fibré
en droites.

Nous nous intéressons dans le paragraphe Section 2.3 aux variétés micro-
caractéristiques de type r d’'un D-module algébrique cohérent porté par une hyper-
surface. Nous montrons que ces dernic¢res sont indépendantes du rationnel chiosi.

Le passage a I'infini ainsi que ses propriétés et le comportement des solutions vis a
vis de cette transformation sont explicités dans les parties Section 2.6 et Section 2.7.

Le paragraphe Section 2.8 comporte le théoréme central de cet article a savoir, si X
est un fibré en droites sur Y et si M est un D-module algebrique holonome, alors le
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complexe RHomp(M, By x(r)) pour r € [—oo, 1] est un complexe de C-espaces
vectoriels a cohomologie constructible sur Y. En outre, 'indice du couple (M,
Byx(r)) est donné par I’obstruction d’Euler des cycles éhA(r)(M) associés a M.

Dans le chapitre trois, nous introduisons les microfonctions holomorphes a
croissance Gevrey pour un rationnel inférieur a un. Nous montrons aussi qu’elles
sont munies d’une structure adéquate. Ceci permettra de traiter le cas de fibrés
de rang quelconque.

Ainsi, nous donnons un théoréme d’indice microlocal lorsqu’il s’agit d’un fibré en
droites. Quand le rang de notre fibré est supérieur strictement a un, on se rameéme
au cas précédent par les transformations canoniques quantifiées et les
transformations monoidales.

En particulier, nous obtenons un théoréme analogue au théoréme 2.8.1 dans le cas
de fibrés de rang quelconque (Corollaire 3.4.3).

1. Hyperfonctions Holomorphes a Croissance Gevrey
1.1. QUELQUES NOTATIONS

Dans ce paragraphe, nous supposerons que X est un fibré vectoriel de base Y. Nous
noterons p : X—> Y la projection canonique et nous identifierons Y a la section nulle
de X. Nous noterons également par Oy le faisceau des fonctions holomorphes sur X
et par Ox[xY] le faisceau des fonctions méromorphes sur X a poéles dans Y.

Si Opx; désigne le faisceau des fonctions holomorphes sur X polynomiales dans les
fibres de p, Dyx; sera celui des opérateurs différentiels sur X a coefficients dans Opyj.

Gardons toujours les notations de [11] et considérons pour m € N, le sous-faisceau
Oxjlm] de Opx; des fonctions homogeénes de degré m dans les fibres de p, et pour
m € 7, le sous-faisceau Dixj[m] de Dy des opérateurs différentiels homogenes de
degré m, c’est-a-dire lesous-faisceau tel que

Dixi[m].Opx)[m'] C Opxy[m + m']

Les faisceaux Opx) et Djy) peuvent s’écrire

O[X] = @ O[X][m] et D[X] = @’D[){][m]

melN meZ

1.2. HYPERFONCTIONS HOLOMORPHES FORMELLES

Les faisceaux By y = H@(O x) et Byx = Hfly]((’)x) des hyperfonctions holomorphes
de [23] sont respectivement les groupes de cohomologie locale et algébrique, de degré
d (d est la codimension de Y dans X) de Oy a support dans Y.

Si X est un fibré de rang un sur Y, Bg’,o‘ y est le faisceau des fonctions holomorphes
sur X — Y modulo les fonctions holomorphes sur X. Quant a Byy, il n’est autre
que le sous faisceau de B‘;?l  engendré par les fonctions méromorphes sur Y.
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Choisissons des coordonnées locales (xy,...,X,, t1,...,%;) sur X qui soient
linéaires dans les fibres et telles que Y = {f =0}. Une section de BC;’OI y (resp.
Byx) sur un ouvert de coordonnées locales de Y est une série formelle (resp. finie)
3 a,(x) 8P(1) telle que:

a=0

1
Ve > 0,VK cC U,3C, > 0, sup |ay(x)| < C,. ™.
K (forl!)

En particulier, si X est un fibré en droites sur Y, 6*(¢) est la classe d’équivalence de la
fonction méromorphe:

1 o!

THEOREM 1.2.1. Pour tout entier k > 0, le faisceau Y, D*By,x estindépendant des
coordonnées locales choisies. lul=k
Preuve. Remarquons d’abord que si (xi, ..., x,, 1, ..., ) sont des coordonnées
locales de X qui sont linéaires dans les fibres et telles que Y = {t = 0}, le faisceau
Byx n’est autre que le Dy-module Dy /J ou J est I'idéal engendré par les opérateurs
t,....,tq, Dy, ..., Dy,. En outre, tout élément de By|y peut se mettre sous la forme
3 a,(x) 3P(1), ot 6™ (1) est la classe de D* modulo J.

ol <k
Par conséquent, pour k fixé, le faisceau ) D?Byx s’identifie a I’ensemble des
|or|=k
sommes finies > au(x) 3@ (¢). Considérons maintenant un changement de
k<lol<m
variables @ du fibré X : y = a(x) et s = b(x).t avec b(x) une matrice de fonctions

holomorphes inversible sur Y. Grace a la formule

4 o
Dl =— = bk X)) ————
T P DR B

ou bfﬁ”_id(x) sont des fonctions holomorphes sur Y, les transformés par @ des

¢léments de Zk DBy x sont encore de la forme . > b)),
Joel= <hl<m
Ainsi, on en déduit que les faisceaux cités plus haut sont indépendants du

changement de coordonnées locales. [

On définit alors le faisceau BWX des hyperfonctions holomorphes formelles par:

B = 11an Byp{/llz_;chBy‘x
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ou la limite projective est donnée via les applications:

Ji:Byix/ Z DByjx—>Byx/ Z DiByx
le|=k lorl=k—1

Comme pour tout k >0, > DYByx est un sous-faisceau de )  D?Byx, les
|or|=k lo|=k—1

morphismes f; sont bien définis.

THEOREM 1.2.2. Le faisceau B;I} est muni d’une structure de Dyy)-module.
Preuve. Soit P un ¢lément de Dy P envoie Byx/ Y, D!Byyx dans

Byix/ Y. D?!Byx,avec m le plus grand degré en ¢ des coefﬁc:ier‘;lt:;c de 'opérateur
P. Cogzgr'éette opération est compatible avec les applications fi, alors B;l} est
muni d’une structure de Djyj-module.

Signalons que dans [21], nous avions considéré By, au lieu de By|y pour définir le
faisceau BYIAX. Ceci ne change rien a la structure de ce dernier. O

Prenons maintenant un fibré en droites X de base Y et notons par Zy I'idéal de
définition de Y dans X. On désigne par Oyx[xY][k] le sous-faisceau de Oyx[*x Y],
des fonctions méromorphes sur Y a poles au plus d’ordre k. De la méme manicre
que précédemment, on définit le complété formel O;& de Oy le long de Y et le

faisceau O X(*/? ) des fonctions singulieres formelles (qui sont aussi des Djxj-modules)
par:

O =limOy/Th  Ox(xY) = lim Ox[+ Y]]
k k

ou les limites projectives sont prises sur les applications:

g TN TE Iy Ox[x YIk]— Ox[* Y]k — 1]

1.3. HYPERFONCTIONS HOLOMORPHES A CROISSANCE GEVREY

X est toujours un fibré vectoriel de base Y. Si des coordonnées locales sont choisies
sur un ouvert U de Y suffisamment petit, ['(U, B—~) s’identifie a I’ensemble des

séries formelles Y a,(x) (1) ou (as(x)), est une suite de fonctions holomorphes

aeN¢
sur U.
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On définit les faisceaux By x(r) et By x{r}( pour r € Q) comme les sous faisceaux

de B;‘}des séries Y ay(x) (1) qui vérifient respectivement:
=0

1
(lot)’

VK cc U,3C > 0, sup |a,(x)| < C.
K

1
Ve > 0,VK cC U, 3C; > 0, sup |a,(x)| < Cg.e'“'.—,.
K (lael?)

On pose:

BY\X(_OO) = B;‘I} BY|X{1}=B§,O‘X

BY‘X(-FOO) = BY|X

Signalons que pour r > 1, ces faisceaux ont été définis dans [13] dans un cas plus
général a savoir X est une variété analytique complexe et Y une sous variété lisse
de X.

PROPOSITION 1.3.1 ( 1) Pour tout r € [—o0, +00] N Q fixé, les faisceaux By x(r) et
By x{r} ne dépendent pas des coordonnées locales choisies.

(2) Pour tout rationnel —oo <r < + 09, les faisceaux By x(r) et By|x{r} sont des
Dyxy-modules.

Preuve. (1) Pour cela, il suffit de constater que les majorations ci-dessus sont con-
servées par changement de coordonnées.

(2) Comme B e est un Djy-module, il suffit donc de vérifier que dans un systéme

de coordonnées locales , I’action de Dix sur Byx(r) et By x{r} conserve les
majorations ci-dessus.

Or un élément de Diy) est une somme finie Y a,p,(x) #DED], donc il suffit de
vérifier que les majorations sont conservées par les mondnes *DED].

Soient U un ouvert de coordonnées de Y et J un voisinage de U dans X. Prenons
une sectionu = Y. a,(x) 6™ (1) de By x(r) sur U. Pour tout compact K de U, il existe

d

oe
une constante C > 0 telle que:

1
(loty’

[t]

sup la,(x)| < C
K
Mais

By — Z (o + ﬁ);'aw/}(x) 5(p)
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et

(o + B! ayqp(x)
o!

< OB (o + p)! 1
= oo T (e Y

Grace a la double-inégalité o! B! < (o + f)! < 21+1Fl 41, B1, il existe une constante C’
telle qu’on ait:

1

(o + P ayyp(x)
(et

' < C/|o:|
ol

Pour l’action de D, ou de D;, la démonstration se fait de la méme maniére. []

Considérons maintenant un fibré en droites X de base Y et un rationnel r tel que
—00 < r < 4 o0o. Considérons quelques faisceaux de fonctions holomorphes et
de séries formelles qui vont nous étre utiles et qui sont en partie repris de [12].

Oxiy . La restriction a Y du faisceau Oy

Ofﬁ/ : le compléte formel de Oy le long de Y

Oxy(r) . le sous-faisceau de O;& dont les éléments sécrivent dans une
carte locale V' sous la forme u= ) a,(x)¢* telle que la série

a=0

3 a,(x)t*/())"" ait un rayon de convergence non nul sur V.
=0
On pose :
Ox‘y(—OO) = 0[){] O)(|y(+OO) = O;l\y

Ox[*Y] . le faisceau des fonctions méromorphes a poles dans Y.

Ox[*Y](r) = Oxy(NQe,Ox[*Y] pour r e [l, +oq]

Ox(xY) = jJj 'Ox(: X — Y < X)lefaisceau des fonctions holomorphes
a singularités essentielles sur Y.

Ox(xY)(1,r) : le sous-faisceau de Ox(xY)®0,Ox y(r) (r € [1, +00]) dont les

¢léments secrivent en coordonnées locales
u= >y a,(x)* telles que les séries Y a,(x)* et

o€ <0
3 a,(x)t*/(!) ! aient des rayons de convergence non nuls.
o =0
Ox(xY) . le faisceau des fonctions singuliéres déja cité.
Ox(xY)r,1) : le sous-faisceau de Ox(xY) dont les €éléments sécrivent en
coordonnées locales U= a,x)t" tels que
oe”
3 a,(x)*((—2)!)"" ait un rayon de convergence non nul.
<0
On pose :

Ox(xY)(+00, 1) := Oy[xY]  Oyx(xY)(—00, 1) := Ox(xY)
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O (xY)((r)) : le sous-faisceau de OX(*/T’ ) dont les éléments se mettent

localement sous la forme > a,(x)r* avec m > 0 et la série

o<m

3 a,(x)*((—2)!)"" a un rayon de convergence non nul.
<0

On pose :
Om(xY)((1)) := Opx(xY)

PROPOSITION 1.3.2. Soit r un rationnel tel que —oo <r < + oo. Les suites de
Dyy)-modules suivantes sont exactes:

0— Oy y— Ox(+ Y)(r, 1) —> By x(r)—s0

0—)01\/‘)/—)0,\/[* Y]—)BY|X—>O

Preuve. Soient (x, t) des coordonnées locales sur le fibré X telles que Y = {t = 0} et
considérons une section u# de Ox(xY)(r, 1) donnée sur un ouvert assez petit par la

série formelle ) a,(x)?".
nez
La partie négative de ce développement peut se mettre sous la forme
> bi(x) D (f) ou Dk(r) sont les fonctions méromorphes de la partie 1-2
k=0

et

(=D 2ima_j_1(x)

br(x) = T

Il suffit ainsi de prendre pour 4, le morphisme qui associe a u I’¢lément

h(w) = Y bi(x) 8®(1) de Byx(r) pour que la premicre suite soit exacte.
k>0
Quant a la deuxiéme, il suffit de prendre r = +o0.

2. Cycles Microcaracteéristiques

2.1. F,-FILTRATIONS DES Djy-MODULES COHERENTS

Considérons un fibré vectoriel X de base Y. Notons p : X— Y la projection can-
onique et identifions Y a la section nulle de X. Le faisceau Djx) est muni de deux
filtrations canoniques. La premicre est la filtration usuelle par I’ordre des opérateurs,
notée (Dpxy,1)en-La deuxiéme est définie dans [9] par:

ViDixy = {P € D/ PT)y C Ij{k} VkeZ

ou Zy est I'idéal de définition de Y et I’} = Oy pour j < 0.
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Considérons également sur Dyy; (voir [11]) la filtration F- _ Djx; en posant:

FfooD[X] = @ p*D[X][m] Vk € 7

m<k

Soit r € QU {£o00} et (p, q) € Z x N,p et ¢ premiers entre eux tels que r = p/q [si
r = to00, on prend (p,q) = (+1,0)]. La F,-filtration a été définie dans [11]. Elle
s’exprime pour tout k € 7 par:

Z D[X],l N VmD[X] si r=1
(p—qm+ql <k
F{Dixy = .
'D[X]J ﬁF:On;D[X] si r<l1
p—gm+ql <k

Il est clair que pour les valeurs particuliéres +o00, 1, —oco du rationnel r, 1a filtration
F, Dy coincide respectivement avec la filtration (V},, Djx)) la filtration (Dyxy,1)en
et la filtration F' D).

meZl>

Si (x, ) est un systéeme de coordonnées locales sur X tel que Y = {r = 0} et si
(x, t, &, 1) sont les coordonnées locales associées sur T*X, alors le fibré conormal
a Y dans X (noté A) est donné par:

A={x1,¢1)eT'X/t=¢=0}

On note par (x, 7, x*, t*) les coordonnées locales induites sur 7T*A.
On constate que pour la F.-filtration, x; est d’ordre 0, D, est d’ordre ¢, ¢ est
d’ordre (¢ — p) et D,, est d’ordre p.

Pour r € Q — {1}, le gradué grg,Dix; est isomorphe (voir [11]) & 7,.Or+py], OU
Orr+ajyy est le sous-faisceau de Ojr+a; des fonctions holomorphes sur 7*A et
polynomiales dans les fibres de 7 : T*A = T*(T3X)— Y.

En fait, cet isomorphisme est donné par ’application ‘symbole principal’ d’ordre k
et que ’on peut écrire,

o gk D— P O
P—(—D+qj=k

ot Ojr«ay|(i, ) est 'anneau des polyndmes en 7, x*, " qui s’écrivent localement
comme des sommes Y fp0(x)tx*77*0 telles que i = [y| + 0] et j = |y| + |BI.

Si r ==oo, on a grg  Dix) >~ mo+Dpx) =~ grr,.. Dix, avec my : A— Y.

D’autre part, comme pour tout re @, le gradué grpDpy; s’identifie a

T.OmrAar= @B  7Omayx(i.j), on peut donc munir (selon [I11]) I’anneau
(i,))eNx N
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grr, Dix) des filtrations:

G{;_ng,.D[X] = @ T Orreaiv1 (@, ) VieZ

Jj-i<l!

G grr, D= @ #Oram(ij) Vel

j—iz1
Ces derniéres vérifient:
8r6. &'r, Dix) = TOrea v)

Sir =1, on considére sur le gradué gry, Dy = Ojr-x| v la filtration G (grr Dyx;) par
I’ordre d’annulation sur A (pour plus de détails, voir [11]).

Par ailleurs, si M est un Djy;-module cohérent défini pres de Y, on dit qu'une
F.filtration (My),., de M est bonne si localement il existe des générateurs
uy,...,uy de M et des entiers ky, ..., ky tels que:

N
Mk = Z F:‘ik"D[)(]ui.
i=1

On démontre dans [11] que le gradué associ¢ a une bonne F-filtration est un
7. O+ y)-module cohérent qui définit un cycle analytique positif ix)(/\/l) sur
T*A, appelé cycle microcaractéristique de type r.

Le support de ce dernier — noté ZX)(M) et appelé variété microcaractéristique de
type r — est indépendant du choix de la bonne filtration.

De méme, on démontre que pour une bonne filtration G (grg(M)), le gradué
associé grg.grr, M est un 7,Ojr+5 yj-module cohérent.

Le support du Or+ajy]-module cohérent 7 lerg grr, (M) (resp. 7! 8rg.grre.(M)),
noté Chp(r)(M), (resp. Chp{r}(M)), est appelé variété microcaractéristique de type
(r), (resp. {r}). Leurs cycles respectifs associés éhA(r)(M) et C~hA{r}(M) sont
indépendants des choix des bonnes filtrations F.(M) et G (grg,(M)).

Sir = zo0, comme grr_ Diy) = no.Dja) = grr,., Dix), nous noterons éhA{r}(M) =
éhA(r)(M) le cycle caractéristique de grp M, considérée comme mo, Djrj-module
cohérent.

Quand r = 1, on munit M d’une bonne filtration F; M, puis grp, M d’une bonne
G (grr, M)-filtration et le gradué associé est un Ojr«ajy]-module cohérent dont on
prend le cycle caractéristique. On notera ce dernier par éhA{l}(M) =
Cha(1)(M) = Cha(M).

Rappelons maintenant quelques propriétés du fibré 7*A.

Le fibré cotangent T*A est muni de deux actions de C*: Hy qui n’est autre que la
multiplication dans les fibres de T*A— A et H., qui provient du fait que A est-elle
méme munie d’une action de C*. On peut encore en définir une troixiéme selon Sec-
tion 1.3 de [13] par H, = H. H{.
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En coordonnées locales, ces actions s’écrivent (r = p/q):

Hy(2) : (x, 7, x", 7%)—>(x, 7, Ax™, A1%)
Hy(2) : (x, 1, x5, 7%)—>(x, A1, AX", 1)
H,(2): (x, 7, x5, t)—>(x, 1, A9x*, 297P1%)

On montre dans [11] que les variétés microcaractéristiques ZX)(M) sont des
sous-ensembles involutifs, H,-homogeénes et de dimension inférieure ou égale a celle
de la variété caractéristique Chy(M) de M. En plus, quand r varie, ces variétés
ne sont différentes que pour un nombre fini de valeurs de r. Ces valeurs sont appelées
indices critiques de M.

On démontre aussi qu’en dehors de cette suite finie de rationnels, la variété Zf\r) (M)
est bihomogeéne, i.e. homogeénespour Hy et H.

Par contre, pour r € Q (voir [11]) les variétés microcaractéristiques Cha {r}(M) et
Cha(r)(M) sont toujours bihomogeénes et sont égales a la variété ZX)(M) sirn’est pas
un indice critique de M.

Si M est un Dpy-module de la forme Dx)/Z, ou Z est un idéal de type fini, les
variétés Chp{r}(M) et Chy(r)(M) sont données par:

Chpa{r}(M) = {0 € T*A/s(P)0)=0 VP eT)

Cha(r (M) = {0 € T*AJa(P)O) =0 VP eT}

2.2. LE CYCLE ANALYTIQUE Irr(r)(Z)

Dans cette partie, nous allons rappeler la notion du cycle analytique Irr(r)(2)
introduite dans [14] pour un rationnel r > 1. Cette définition se généralise sans
difficulté au cas ou r est inférieur a 1.

Considérons une variété analytique complexe Y, un fibré vectoriel complexe A de
rang un sur Y et le fibré cotangent 7*A a A.

Dans ce cas, la projection p : A—> Y et le plongement j : ¥ < A définissent les
applications:

7Y Lo (T*Y)xyA 25 T*A

7Y & (T*AN)xpa Y 25 T*A
qui s’écrivent en coordonnées locales:

pilx, x*, 1) = (x, X*) Jilx, x*, 1) = (x, 7, X, 0)

pa(x, x*, %) = (x, x¥) Ja(x, x*, %) = (x, 0, x*, %)
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La réunion de j;((T*Y)x yA) et de jo((T*A)x 4 Y) est une hypersurface Sy de T*A
donnée localement par {tt* = 0}.

Soient r € Q et X une variété analytique lagrangienne de 7*A, homogeéne pour
laction H,. A cette variété, on peut associer deux variétés X et ~de T*A (voir
[14]) qui sont non seulement H,-homogenes mais bihomogenes. En plus, elles sont
lagrangiennes si X est lagrangienne.

D’autre part, on démontre dans [12] que si X est une sous-variété lagrangienne
bihomogene de T*A, il existe deux variétés lagrangiennes homogenes (au sens usuel)
Sy et Sy de T*Y telles que:

T =iy S1Ujpy 'S
Cette décomposition est valable aussi pour les cycles analytiques : si T est un cycle
analytique dont le support est une sous-variété lagrangienne bihomogene de

T*A, alors il existe deux cycles lagrangiens homogénes S|(Z) et S»(X) de T*Y tels
que:

=iy S1(E) +jpy ' S2(2)
Les variétés =1 et X~ citées plus haut se décomposent donc en quatre variétés

lagrangiennes et homogénes S;,S5, S; et S; de T*Y. On note par Si,SF, Sy et
S5 les cycles analytiques correspondants.

DEFINITION 2.2.1. ([14]) Soient > un cycle analytique lagrangien de~ T*A et r un
rationnel quelconque. On définit le cycle analytique lagrangien Irr(r)(X) par:

Irr(NE) =S, =8 —Sf + 8

Remarque2.2.2. (1) Si X est irréductible et bihomogéne , ona ¥ = 3" =35 etdonc
Irr(r)(2) = 0.

(2) Soit r € Q. Si M est un Dyj-module cohérent, la variété microcaractéristique
Cha(r)(M) (resp. Cha{r}(M)) coincide avec la variétée =0~ (M) (resp. 2T (M)).

2.3. VARIETES MICROCARACTERISTIQUES D'UN Dy-MODULE PORTE PAR UNE
HYPERSURFACE

Dans cette partie, nous allons démontrer que dans le cas des Dy-modules portés par
une hypersurface, les variétés microcaractéristiques de type r introduite dans Section
2.1 ne dépendent pas du rationnel choisi.

Soient X une variété analytique complexe et Y une hypersurface lisse de X. On
note par i I'injection de Y dans X.

Si M est un Dy-module (a gauche) cohérent, on définit son image directe par i en
posant:

i+M = Rl*(DX<— Y®DYM)
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Dyxy estle (i"'Dy, Dy)-bimodule Q”*1® 10,1 ”lHomox(Q” , Dx) a support dans
Y, nestla dimension de X et Q) U (resp. Q' "v) est le faisceau des (n — 1)-formes (resp.
n-formes) holomorphes sur Y (resp. X).

Si i est une immersion fermeée, i, n’est autre que le prolongement par 0 et donc

iyM=i,(Dy—y <§>M).
Y

LEMMA 2.3.1, Soient M un Dy-module cohérent et r un rationnel supérieur ou égal a
un. Si ZX)(iJrM) et Cha(M) sont respectivement la variété microcaractéristique
associée au gradué grp (iy M) et la variété caractéristique de M, et si i: Y—X
et une injection fermée et lisse, alors:

=0 M) = jipy ! Cha(M)

ou jy et py sont les applications de Section 2.2.
Preuve. Soit r € QQ tel que r = 1. Supposons d’abord qu’il est entier et qu’il est égal

ap.
Vu le caractére local des ensembles ci-dessus, il suffit de se placer sur un ouvert de
coordonnées locales. O

Soit M un Dy-module cohérent. Munissons Dy de la filtration (Dy x); >, par
I’ordre des opérateurs et M d’une bonne filtration (My), 5 o associée a la filtration
(DY.k)k >0

Si I'anneau Dy est muni de la filtration (F,Dy), le Dy-module (a gauche)
iyDy = i,(Dy_y) est cohérent et on peut donc le munir d’'une bonne filtration
associée a cette derniére. D’autre part, i, Dy est un Dy-module (a droite) localement
libre dont la filtration induite par (Dy); -, est compatible avec la filtration
(F,(i+Dy)) pour la structure de Dy-module a droite, a savoir: Si P € Dy, et
u € Fi(iy Dy) alors u.P € FJ"(i, Dy).

Par ailleurs, (Mp)i > est I'image par un morphlsme DN LN M—0 d’une

filtration du type (Dy)k = @Dy,k_k,.. La suite i, DY N iy M—0 est exacte, donc
i=1

quite a réduire 'ouvert au besoin, on peut munir i M d’une bonne filtration F;(iy M)
associée a la filtration F,(i4 Dy).
En fait Ff(i, M) est I'image par /" de la somme @) Ff—*(i,; DY), mais le groupe

m
k—km(; TN
F, (i+ DY) est exactement

. . N
Iy Z Fp,DX%Y®,DY,I
JH < k—k,

vu la compatibilité ci-dessus. Comme / est le morphisme quia u ® v € Dy._y ® DY
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associe u ® h(v) € Dy y ® M, on en déduit que:

FiM =i > FDx_.veM

m j+l < k—ky,

Cela donne au niveau des gradués, la relation:

gri (iy M) :% Q) ingrM
ixOrxy
ou Or«p) (resp. Opr+yy) est le faisceau des fonctions holomorphes sur 7*A (resp.
T*Y) et polynomiales dans les fibres de T*A—> A (resp. 7*Y — Y), et Z est I'idéal
de Or-a) engendré localement par t*.

Si maintenant r est un rationnel quelconque qui s’écrit r = p/¢, on seramene au cas
précédent en considérant la filtration Dy 4 = Dy [kq OU [kq] est la partie entiére de
k/q.

En coordonnées locales, cette relation se traduit par: (x, 7, x*,0) € ZX)(i+./\/l) si et
seulement si (x, x*) € Chy(M).

Par ailleurs, Kashiwara démontre dans [7] que si Y< X est une injection lisse et
fermée d’une sous-variété Y dans une variété analytique complexe X, alors le
foncteur M—i; M définit une équivalence de catégories entre les Dy-modules
cohérents et les Dy-modules cohérents a support dans Y.

Supposons maintenant que X est un fibré vectoriel de rang un et de base Y. En
utilisant le résultat de Kashiwara que I’on vient de citer et le lemme 2.3.1, on obtient
le:

COROLLAIRE 2.3.2. Considérons un Dix)-module cohérent L a support dans Y.
Soient r et 1’ deux rationnels supérieurs ou égaux a un. Si ZX)(L) et ZX)(L) sont
les variétés microcaractéristiques associées respectivement aux graduées grp (L)
et gry, (L), alors:

sOL) = =(L).

Remarque 2.3.3. Si L est un Djxj-module cohérent a support dans Y, alors ZX) (L)
est bihomogeéne et est contenue dans la variété particuliére d’equation locale {t* = 0}.

Considérons maintenant un fibré en droites X de base Y. Fixons un systéme de
coordonnées locales (xi, ..., x,, ) de X qui soient linéaires dans les fibres et telles
que Y ={r=0}. Les fibrées A=T3X et T*A ont pour coordonnées locales
respectives (x, 7) et (x, 7, x*, t¥).
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2.4. FILTRATIONS D’UN Diy[* Y]-MODULE

Notons par Dixj[+Y] le faisceau d’anneaux des opérateurs différentiels sur X a
coefficients méromorphes sur Y et polynomiaux dans les fibres et considérons pour
r € [—oo, +00] fixé les groupes:

FfDiy[xY] =Y 1*F*F "Dy VkelZ
aeN

F:Dyy[* Y] définit une filtration de Dyyj[* Y] telle que I'ordre de +~! soit p —¢. En
outre, si Oy« yv](4, 1) désigne le faisceau dont chaque élément s’écrit localement
comme une somme finie Zfl;},g(x)rﬁx*"r*() telle que A = |y| + Oet u = |y| + B, alors
on a I'isomorphisme (voir [11])

#lgry D[ Y] ) ot B Orant. M))

aeN utH(g—p)i—o)=k

ou 7 est la projection T*A = T*(T5X)—> Y. Par conséquent, le gradué de Dyy)[* Y]
associé a cette filtration est isomorphe a 7, O+ A][r*’l].

PROPOSITION 2.4.1. La filtration F;Dyy)[*Y] est noethérienne.
Preuve. Pour cela , d’apres le chap 2, proposition 1.1.7 de [24], il suffit de montrer

que pour tout 6 € X, ’anneau de Rees 49 = P (FZ‘D[X][* Y])(,Tk est noethérien.
keZ
Pour 0 = (xg, tp) € X, les ¢léments de Ay sont représentés par:

P(T) =Y LT, avec L € F'Dy[xY]
k
ou la somme est finie en k.

Nk
Il existe donc of, o, ..., of dans N et QF dans Fita Dy pour touti=1,....n
tels que L, = > % QX

=1

i=
Mais QF peut s’écrire:

ok = > ag0(x) * D1 DY
P=DO=P)+4(171+0) < k+(g—pak

Alors en posant m = k — (p — q)(0 — B + o) et en faisant le changement de variable
u=T9"7t (D, =TP1D,), on obtient:

— ok m
P => | > ap) DD} |T

m q(y1+0) <m
i

. ok oy , coer 1 .

A m fixé, Y ago(x)tP~%D. DY est un opérateur différentiel & coefficients
q(ly14+0) <m

méromorphes.’
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Si g=1, Ap est isomorphe a I’'anneau de Rees D Dyl Y., T, ou
m
(Dpx[+ Y]
0= (x0, up). Or la restriction de cette filtation a Dy) est noethérienne (proposition
5.1.4 de [11]), donc son gradué Ojr-4,y] est noethérien et par conséquent son localisé
Orr+avi[t*~!] est noethérien. Comme la filtration (Dpy[* Y],,) o €st noethérienne
(théoreme 1.26 de [3]), Ay est un anneau noethérien.

Si g > 1, le résultat est le méme, en considérant au lieu de la filtration usuelle, la
filtation

mnso est la filtration de Dyy[*Y] par lordre des opérateurs et

m=

Dpl* Y15, = Dpnl Y1y, Ym =0

m/q)

ou [m/q] est la partie entiére de m/q.
Soit 7 un idéal de type fini de Djy). Munissons 7 de la filtration induite par (¥;Djx))
et posons Z = Dyy[* Y1®p,,L-

PROPOSITION 2.4.2. Si (F;Dpx[* Y]ﬂf) est la filtration induite par celle de
Dyl Y] sur T, alors on a la relation suivante:

gri (@) = Ot Q) grr(@)

Orr*aiy)
Preuve. Soient Qi,...,Q9y des ¢léments de Z tels que les symboles
al(Q1),...,0"(Qy) engendrent Tidéal grp(Z). Comme ces opérateurs

appartiennent a 7 et grp,,(I’) est un Opr«ajyj[t*~!]-module, alors forcément:

gri,(I) D O At 1®0 &1 E (D).

n
Il reste a démontrer I’autre inclusion. Supposons que Z = ) Dix1P; ou P; est d’ordre
i=1

m; pour la F:Dy-filtration. Soit P € FFDy[* Y] Z', alors il existe Ay, ..., A, dans
D[X][* Y] tels que: P = ZA,‘P,‘.

i=1
Si tous les A; appartiennent a Dy, alors PeZ et par conséquent

O’[”](P) € O[T*A|Y][T*7l] ® grpr(Z).
Orr+Av]
S’il existe maintenant au moins un 4; qui n’appartient pas a Dy, on multiplie P

par une puissance convenable de ¢ pour avoir:

1P = (14,)P;, oo P, eDy Vi=1,...,n
i=1

Comme ol(P) = (1/0!1(19)) . o(19P) et (1/61) (1)) est dans Opr=ay[t*~!], alors

oll(P) appartient & Oiray[t*™!] & grr(Z). Ce qui achéve la démonstration.[]
Orr#aiy]
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PROPOSITION 2.4.3. Soit r wun rationnel supérieur ou égal a 1. Si
0—M'—>M-—M"—0 est une suite exacte de Diy}-modules cohérents, et si
sur un ouvet U de T*A, la codimension de ZX)(M) est supérieure ou égale a d, alors
on a sur cet ouvert U:

() ()

VM, = BN .

M), +[E M),

ou [C‘]d est la composante homogeéne de degré d du cycle C.

2.5. CYCLES MICROCARACTERISTIQUES D’'UN Dy [ Y}-MODULE

X est toujours un fibré en droites de base Y. Si X est une variété microcaractéristique
d’un Dpy-module cohérent M, nous désignerons par X’ la réunion des composantes
irréductibles de ¥ qui ne sont pas contenues dans I’hypersurface d’équation locale
{c* = 0}, et par [X]' le cycle analytique correspondant. Soit P un Djy[* Y]-module
cohérent. Supposons de plus qu’il est cohérent en tant que Dyy}-module. Localement,
il existe un Dyy-module cohérent M tel que P = Dy [* Y] @ M . Nous définissons
son cycle microcaractéristique de type r en tant que Dj X]F?ﬂ’ ]-module par:

EVP) = EY )

Cette définition est indépendante du choix de M. En effet, si M est un Djy}-module
cohérent tel que M[+Y] = P, alors la suite de Djy;-modules

0—Hy—M—P—H;—0

ou Hy et H; sont a support dans Y, est exacte.
Par conséquent, le résultat découle de la proposition 2.4.3 et de la remarque 2.2.2.
Par la suite, on ne ferra plus la différence entre le cycle microcaractéristique
[ix)(P)] du Dixj[* Y]-module P et le cycle microcaractéristique [ix)(P)] .

2.6. PASSAGE A LINFINI

X est toujours un fibré de rang un et de base Y. On I’identifiera localement au produit
Y x C.

Dans cette partie, on se place sur un ouvert V' de coordonnées locales (x, 7) qui
soient linéaires dans les fibres et telles que Y = {r =0}. Soient (x,¢, &, 1) les
coordonnées locales induites sur 7*X. Si A = T3 X est le fibré conormal a Y dans
X, on note par (x, 7, x*, t*) les coordonnées locales correspondantes sur T*A.
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On désigne par y et y respectivement I’isomorphisme ci-dessous et ’application
cotangente associée:

1Y xC'—Y x C*
(x, )—(x,s =1/1)
1:TY x CH—T*(Y x C*

(X, Z, év ‘E)—>(X, s, 5’ Q)

avece

s=1/t
{ c=—1t1
Soit Ty X le fibré normal & Y dans X. Les fibrés 75 X et Ty X ont pour coordonnées
locales respectives (x, 7) et (x, 7).

X est un fibré vectoriel de base Y, on peut donc I'identifier a Ty X et par con-
séquent 7*X est isomorphe a T*(TyX).

Soient (x, 7, x*, T%) et (x, 7, x*, t¥) les coordonnées locales induites respectivement
sur T*(TyX) et T*(Ty X).

Les fibrés TyX et T3 X sont duaux, alors il existe un isomorphisme canonique
entre leurs fibrés cotangents. Si on revient aux coordonnées locales, cet
isomorphisme est donnée par: (x, T, x*, 7%)—(x, T*, x*, —7)

Par conséquent, il existe un isomorphisme local entre 7*X et 7*(75 X ). Ce dernier
est défini par: (x, ¢, &, 1)—>(x, 7, x*, 7*) = (x, 7, &, —1).

D’aprés ce qui précede, on peut exhiber le diagramme suivant:

YxC « TH(YxC) — T*A-{r*=0}

(z,1) TR (2z,1,€,7) — (2,7, 2%, 7%)
X X l¢>

(,5) — (2,8&¢) —  (z,527¢)

Y xC (Y xC) — T*A—{¢* =0}

avec

¢ = —17*

o(x, T, x5, %) = (x, ¢, x*, ¢*)  tel que {* .
=1/t

Remarquons qu’étant donnée I’application y, on peut définir sur Diy[+Y], la
transformation y qui a ¢ associe 1/s et a D, le monome —s>D;.

Les opérateurs x;, ¢, Dy, et D, ont pour ordres respectifs pour la F,-filtration: 0,
q—p,qetp.

Quant a leurs transformés par y : x;, 1/s, Dy, et —s?Dy, leurs ordres sont 0, ¢ — p, ¢
et p respectivement.
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W est un isomorphisme d’anneaux filtrés et le symbole o¥l(.) est multiplicatif, il en
résulte que  définit un isomorphisme vérifiant:

Y(F! Dy [xY]) = Fy_, Dix|[xY]

2 (P) = dN(Pyop! VP e Dyl Y]

Notons maintenant par i I'isomorphisme local de Dyl Y]-module induit par .
Soient M un Diyj-module cohérent et U 'ouvert X — Y. On pose:

N =y(Mp)

N est donc un Dpyjy-module cohérent.

PROPOSITION 2.6.1. 1] existe (localement) un Dix;-module cohérent N tel que
N v = N.

Preuve. Soit M est un Dyy;-module cohérent. On peut I’écrire donc localement
sous la forme M = Dpyus +---+ Dyyuy. Comme Y est en particulier un
isomorphisme de Dpyjy-modules, alors A peut aussi se mettre localement sous
la forme N = melﬁ(ul) + - +D[X]\Ux/_/(u1v). Donc il suffit de démontrer qu’un
Dixjv-module a un générateur se prolonge en un Dyyj-module cohérent sur I’ouvert
de coordonnées V.

Prenons alors un Dyxj-module cohérent M de la forme Dix)/Z ou Z est un idéal de
type fini engendré localement par des opérateurs Pi,..., P,. Choisissons des
coordonnées locales (x,s) sur V' qui soient linéaires dans les fibres et telles que
Y = {s = 0} et désignons par N le transformé de M,y par ¥ sur V.

Comme les opérateurs y(Py), ..., Y (P,) sont a coefficients méromorphes en s,
alors il existe un entier m (qui n’est pas unique) tel que

SmW(Pi)ED[X] Vi=1,...,n.

Notons par J,, I'idéal de Dpxy engendré par s"y(Py), ..., s"y(P,) et par N le
Dix;-module Djy;/J . Ainsi, on a Ny =N sur Pouvert V, d’ou le résultat. [

DEFINITION 2.6.2. Si M est un Djxj-module cohérent, on note par 7(M) le
Dix)-module donné par:

T(M) = N[Y]
ou J\N/'[* Y] est le localisé de N le long de Y.

Quant a la relation entre les cycles microcaractéristiques de M et de (M), elle est
donnée par le:
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THEOREME 2.6.3. Soient r un rationnel quelconque et M un Dyx)-module cohérent.

~(r =2-r)
Si Zi\)(/\/l) est la variéte microcaractéristique de type r de M et Zi\ )(T(/\/l)) est
l’ensemble analytique cité dans Section 2.5, alors

0 (T(M)) = Ad[(ER (M) N {2 # 0))]

ou ¢ est l'application définie dans Section 2.6 et Ad(C) est ['adhérence de 'ensemble
analytique C.

Preuve. Supposons d’abord que M est de la forme Dix)/Z, ou Z est un idéal de type
fini.

Z est engendré (localement) par des opérateurs Pi,..., P,. Si r un rationnel
quelconque, on munit Z de la filtration induite par (¥;Djx) et on suppose que I'idéal
a"(T) de O+ y) engendré par les symboles de type r des éléments de Z, est engendré
par ol(Ly), ..., d"(Ly). 0

Notons par (x, ¢) et (x, ¢, x*, ¢*) les coordonnées locales induites respectivement
sur A et T*A par les coordonnées locales déja choisies sur V. Comme chaque
W(P;) est dans Dpy[x Y], alors il existe m € N tel que

s"W(P;) € Dix vi=1,...,n.

Notons également par J,, 'idéal de Djy) engendre localement par les opérateurs
S"Y(Py), ..., s"Y(Py) et par N le Dyy-module Dyxj/ T .

L’idéal Dpy[*Y]®p,Jm nest autre que le transforme par lisomorphisme
Yy de Tlidéal Dyy[*Y]®p,Z de Di[xY]. Par conséquent I'ideal
(D[ Y1®py, L)) de Opreaylc*'] engendré par les symboles de type
[2 —r] de Y(Dy®p,,Z) a pour partie génératric es? (W (L)), ..., s>y (Ly)).

Ainsi, d’aprés la proposition 2.4.2, 'idéal 6*="1(7,,) de Or+ay] est engendré en
dehors de I’hypersurface d’équation locale {¢c* =0} par les symboles

a2 W(L)), . . ., a7 (Ly)). 5 5
Il en résulte que la restriction de la variété microcaractéristique Zﬁ\z_r)(N )Yde N a
T*A — {¢* = 0} est donnée par:
28N e sy =10 € T*A/P* I W(L))(O) =0, j=1,...,N}
Ceci donne vu les propriétés précédentes de ),

=(2—r)

TN = Ad[GED M) N {7 £ 0))]

ou Ad(C) est 'adhérence de I’ensemble analytique C.
Si maintenant M est un Dyy-module cohérent quelconque engendré localement
par des sections uy, ..., u;, alors on a la suite exacte.

0—>D[X]u1—>M—>M()—>O
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ou M est le Djy;-module engendré par les classes d’équivalence modulo Dyxju; des

sections ua, ..., u.
Le résultat est alors obtenu en faisant une récurrence sur le nombre de générateurs
de M.

LEMMA 2.6.4. Soient r un rationnel quelconque et T un sous-ensemble analytique
lagrangien de T*A qui est homogene pour H,. Soit ¢ ['application donnée dans
des coordonnées locales par:

T*A — {t* =0}—T*A — {¢* =0}
(xs T, x*v T*)—)(‘x’ Gs x*’ g*)

c= —‘E‘C*2

tellesque{g* Iy
Alors Uensemble analytique ¢(Z N {t* #£ 0}) est lagrangien et H,_,-homogene.

Preuve. Si ¥ est un ensemble analytique H,-homogéne, alors il est donné
localement par un nombre fini d’équations {f = 0} telles qu’il existe pour chaque
f, un entier k qui vérifie u,(f) = k.f, ou u, est le champ de vecteurs associé a 1’action
en question et quel’on peut écrire localement comme:

¢ est biholomorphe, la fonction fo¢~" est donc analytique sur T*A — {¢* = 0}.
Soit u,_, le champ de vecteurs donné localement par:

T e
Il est facile de vérifier que ur_.(fodp~") = k(fog~!). Ceci montre que cette fonction est
H;_,-homogéne et vérifie (foqﬁfl)w,(m{r*#o} =0.

Le sous-ensemble analytique  est lagrangien, donc ses composantes irréductibles
ont la méme dimension. 11 suffit donc de supposer que X est irréductible et par con-
séquent, le sous-ensemble analytique ¢(X N {t* # 0}) est lagrangien puisque ¢ est
un isomorphisme. ]

COROLLAIRE 2.6.5. Soit M un Dyy-module cohérent.

(1) Deux rationnels ry et iy sont deux indices consécutifs de M si et seulement si
(2 —rg) et (2 — rpyy) sont deux indices critiques de N.

(2) Si la variete ZX) (M) est lagrangienne, alors

12 = NES (TM)) = Irr()E (M)
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Preuve. (1) Soient r;, € Q et ZX")(M) la variété microcaractéristique de type r de
M. Supposons que ZX")(M) s’écrive EX")(M) = U/Zgr")(M) ou Eg"k)(/\/l) est
irréductible.

D’apreés le Section 2.1, ry est un indice critique pour M s’il existe un entier /y tel que
la composante irréductible Eg")(/\/l) correspondante ne soit pas bihomogéne (i.e.
homogéne pour Hy et Hy).

Choisissons sur X des coordonnées locales (x, ¢) telles que Y = {r = 0} et qui soient
linéaires dans les fibres de p: X— Y. Si (x, 1) sont les coordonnées locales de
A = T} X, nous noterons (x, 7, x*, ) celles induites sur T*A.

Remarquons que si Zg")(/\/t) est une composante irréductible contenue dans
I’hypersurface d’équation locale {t* = 0}, alors (voir lemme 4.5.1 de [12]) elle est
bihomogene.

Prenons donc une composante qui n’est pas contenue dans I’hypersurface
d’équation locale {t* =0} et notons la ZZ")’(M). Grace au théoreme 2.6.3,

(rk

I’adhérence de la composante P(E, )(M) N{t* #0}) est une composante
25027“’)/ (/(/ ) qui est irréductible et non bihomogene. Ainsi (2 — r) est un indice critique
de N.

(2) Comme la fonction qui a un cycle ¥ associe Irr(r)(X) est additive et vu la
remarque 2.3.3, il suffit donc de montrer 1’égalité pour les composantes irréductibles
de ZX)(M) qui ne soient pas contenues dans ’hypersurface donnée localement par

{t* = 0).
Soit Zgr)(/\/l) une telle composante et Z}")i(/\/l) les cycles lagrangiens et
bihomogenes (de 7*A) associés. O

Remarquons que d’une part, les transformations canoniques de 7* Y conservent le
faisceau Orp et les actions H, de C* sur T*A et que d’autre part, elles sont
compatibles avec ’application ¢. Par conséquent une composante irréductible de
la réunion ZYH(M) U 25”7(/\/1) qui n’est pas contenue dans I’hypersurface
{x* = 0}, peut étre ramenée par une transformation canonique de 7*Y au voisinage
d’un point générique en une composante contenue dans {x = 0}.

Choisissons des coordonnées locales (xi,...,x,) de Y, (x,7) de A=T7X et
(x, 7, x*,7*) de T*A et supposons que les variétés Zgr)i(/\/l) sont contenues dans
I’ensemble {x; = 0}.

Drfapres les lemmes 1.4.4 et 1.4.5 et la proposition 1.4.6 de [14], si w est la projection
definie en coordonnées locales par n(x, 7, x*, 7*) = (1, x*, t*), alors on a les propriétés
suivantes:

— 7 est finie et propre sur Zy)(/\/l).
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- n(ZY)(M)) est une hypersurface irréductible H,-homogene donnée par une
fonction unique du type

flr, x*, %) = u(x*)rﬁor*ﬁoJra + Z f,;.,,(x*)rﬂr*"’ + V(X*)Tﬁlr*ﬁl+b

a<y—f<b

ou u(x*) et v(x*) sont deux fonctions inversibles et ff; = a = 0, (n(ZE’)(M)) est
irréductible).

&) ()
= Irr(n(E; M) = Irr(n)(m X, (M) = (B +b) = By — (Po+ @)+ o =D
Par ailleurs, si ¢ est ’application citée dans le lemme 2.6.4, alors

G () =u) + ) (D ()L 4 (=1 )P

a<y—f<b

est une fonction H,_,-homogéne.

L’adhérence de la composante irréductible {¢,f =0} est une composante
n*if_r)(T (M)) donnée par ’équation:

gx*, ¢, ¢) = (=D + Y (=D ()R ()P

a<y—f<b

= (2-1)

Comme Irr(2 — r)(n.X; (T(M)) = b, alors

&(2-1)

112 = nET(TM) = Ir()E (M)

PROPOSITION 2.6.6. Si M est un Dix-module holonome. T(M) est holonome vu
comme un Dyy-module.

Preuve. Si M est un Dpy}-module holonome, N\U = Y/(My) est un Diyyy-module
holonome (i est un isomorphisme). Or Ny est holonome veut dire que
(DX®D[X]/([)‘U est un Dy y-module holonome. D’aprés le théoreme 1.3 de [7], cela

implique que Dyxj[* Y]®Dm./§/ est un Dy-module holonome. Comme
Dix[* Y€ N = D[ Y1®pyperiV

et T(M) est déja localisé, alors Dyy[* Y]®Dm/(/ n’est autre que 7'(M) tensorisé par
Dy, d’ou le résultat. O

2.7. COMPORTEMENT DES SOLUTIONS VIS A VIS DU PASSAGE A LINFINI

Considérons un fibré en droites X de base Y et identifions cette derniére a la section
nulle de X. Soient (x, 7) des coordonnées locales sur X qui soient linéaires dans
les fibres et telles que Y = {r = 0}.
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PROPOSITION 2.7.1. Soit M un Dix|-module cohérent. Pour tout r € [—o0, +00], la
fleche suivante est un quasi-isomorphisme.

RHomp,,(M, Byx(r)/Byx)—> RHomp,, . y)(M[* Y], By x(r)/By|x)

Preuve. Le résultat découle de la proposition 5 de l'index de [6]. O

Par ailleurs, grace a la proposition 1.3.2, les faisceaux Bﬁ} /Byxet

O X(ﬁ )/Ox[+Y]sont isomorphes en tant que Djy;-modules. Cet isomorphisme n’est
autre que le prolongement de ’application F : Bf;,o‘ +—>Ox(xY)/Oy aux faisceaux en

question. En coordonnées locales, F associe a 6®(7) la classe d’équivalence de la
fonction méromorphe n!/2in. (—1)"*!.
Considérons maintenant pour k € N, les groupes:

B;I}[k] = (u+ Byx, u € Byx/D""'Byx}

Comme les faisceaux Byx /D/[‘“B yix sont indépendants des coordonnées locales,
alors le faisceau quotient Bﬂ} /By|x peut s’écrire:

B /Brix =1%n3ﬁ[k]

ou la limite projective est prise sur les applications:
fk . B;{}[k]—)lg;"}[k — 1]
De la méme manicre, si Ox(x Y)[k] désigne le sous faisceau de Oy (xY) des éléments

qui s’écrivent en coordonnées locales comme > a;(x)®;(f), ou D7) est la
0<i<k

fonction méromorphe /!/2ix. (—t)”l, on définit les faisceaux Oy (;I? )Ik], pour k € NN,
par:

Ox(=Y)[k] = {u+ Ox[+ Y]/ u € Ox(+Y)[k]}
On démontre aussi que:

Ox(xY)/Ox[*Y] = lim Ox (+V)[k]
k

ou la limite projective est donnée via les applications:
Iy : Ox (+ V)kKl— Ox (+ V)lk — 1]
Remarquons que I’application F définit un isomorphisme de groupes entre B m (%]

et (’)X(*/f’)[k], qui est compatible, d’une part, avec les applications fj et /i, et d’autre
part avec la structure de Dyyj[* Y]-module. Par un argument similaire a celui de la
proposition 1.2.2, on vérifie que F induit un isomorphisme de Djxj[* Y]-module entre
les faisceaux B;]}/BY\X et OX(;T’)/(’)X[* Y].
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PROPOSITION 2.7.2. Pour tout rationnel r€[—o0,+00], les faisceaux
Ox(xY)(r, 1)/Ox[+ Y] et Byx(r)/By|x sont isomorphes en tant que Dyxj[* Y ]-modules.

Preuve. Remarquons d’abord que les faisceaux ci-dessus sont respective-
ment dessous-faisceaux des Diyj[*Y]-modules isomorphes (’)X(*/f’)/(’)x[*Y] et

B;I}/Byp(. On peut donc adapter la démonstration de la proposition 1.3.1 et vérifier

seulement si dans des coordonnées locales, les mondmes * D D] (¢ € 7Z) con-
servent les majorations données dans Section 1.3.

Comme ces faisceaux ont déja la structure de Dyy}-modules, il suffit donc d’étudier
’action de ¢!

D’apreés la preuve de la proposition 1.3.2, un ¢lément de Ox(xY)(r, 1)/Ox[x Y] est
localement une série formelle de la forme Y bi(x) O (7) telle que

k=n
1
k
|Clk(x)| < C*. W
ou x est dans un compact K. Mais r'u = — > (b;_1(x)/ ]) ®(t) et son image par F
est: [ =n+1

F'wy= Y (bia)/ D00 =" D bu(x)3™ )

[ = n+1 m=n

D’ou le résultat.

Choisissons maintenant deux systémes de coordonnées locales (x, ) et (x, s) sur X
qui soient linéaires dans les fibres et telles que Y est donnée respectivement par
{t=0} et {s=0).

Soient r un rationnel inférieur ou égal a un et f une section de Ox(x Y)(r, 1) sur un
ouvert suffisamment petit. Il est clair que I'image directe par I"isomorphisme y de f°

est une série formelle y,f(x,s) = Y a,(x)s™" telle que
nez

Z ax(x)s*”/((—n)!)lf" < 00.

n<0

y définit donc un isomorphisme local ' entre Ox(xY)(r, 1) et Ox(xY)(1,2 —r).

Comme ¢ est automorphisme sur Djy[* Y], nous pouvons introduire une nouvelle
structure de Dpyj[*Y]-module sur Ox(xY)(1,2—-r) de la facon suivante: si
P e Diy[+Y], on définit son action sur une section u de Ox(xY)(1,2 —r) (sur un

ouvert suffisamment petit) par P.u = y(P)u.

LEMMA 2.7.3. L’isomorphisme C-linéaire y entre Ox(xY)(r, 1) et Ox(xY)(1,2 —r)
pour r € [—o0, 1], se prolonge en un isomorphisme de Dix|[+ Y]-modules.

Terminons ce paragraphe par la:
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PROPOSITION 2.7.4. Soient r <1 et M un Dixj-module cohérent.
(1) Les complexes

RHOWZD[X](M, BYlX(r)/BYU() et RHOMD[X](T(M), O)((* Y)(l ,2— r)/O[X](* Y))

sont quasi-isomorphes.
(2) Si ry et rp, sont deux rationnels tels que —oo0 < r1 < ry < 1, alors les complexes

RHomp, (M, By x(r1)/Byx(r2))
et
RHomp, (T(M), Ox(+Y)(1,2 — 1)/Ox(xY)(1, 2 — r2))

sont quasi-isomorphes. B
Preuve. (1) Comme T(M) n’est autre que le transformé par iy du localis¢ M[*xY]de
M, alors il suffit d’appliquer la proposition 2.7.2, ensuite le lemme 2.7.3.

2.8. THEOREMES D’INDICE

Soient X une variété analytique complexe et 7% X le fibré cotangent associé. Si X est
un sous-ensemble analytique de 7* X, homogéne et lagrangien, alors il s’écrit comme
la réunion de T} X, ou X; est une sous-variété de X et T ¥ X est I’adhérence du fibré
conormal a la partle reguhere de X;. Ainsi, tout cycle positif ¥ de support X s’écrit:

T = Zm_,-[T}}/X] avec m; e N
J

L’obstruction d’Euler de  en un point x € X est définie par:

Eug(x) = Y mi(= 1) Euy (x)
J

ou Euy,(x) est 'obstruction d’Euler locale de X; en x.

Signalons que Eus(x) est une fonction constructible sur X.

Si M et F sont deux Dy-modules a gauche, et si tous les Ext’bx (M, F),pourx e X
fixé, sont des C-espaces vectoriels de dimension finie, on dira que le couple (M, F)
est d’indice fini en x et ce dernier sera donné par:

(M. F) =Y (=1 dimgExt), (M, F),
J
Rappelons que si M est un complexe de Dy-modules a cohomologie holonome,
Kashiwara démontre que RHomp, (M, Oy) est un complexe de C-espaces vectoriels

a cohomologie constructible sur X. En particulier, si M est un Dy-module
holonome, RHomp, (M, Oy) est un faisceau pervers et le couple (M, F) est d’indice
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fini en chaque point x. En outre, il vérifie:
KM, F), = EuéhA(M)(x)
Prenons maintenant un fibré en droites X de base Y et un Djyj-module cohérent M

N
de la forme M = )" Diyu;.

i=1

THEOREME 2.8.1. Soit M un Dyyj-module holonome.

(1) Pour tout r € [—00, +00], RHomp,,, (M, By|x(r)) est un complexe de C-espaces
vectoriels a cohomologie constructible sur Y.

(2) Si ry et ris1 sont deux indices consécutifs de M, alors pour tout r tel que
re <r <rgs1, On a:

RHomp, (M, Byix{re)) = RHomp, (M, Byx{r})
= RHomp,,(M, By x(r))
= RHomp,,(M, By x(ri+1))

(3) En outre, pour tout x € Y, on a:

AM, By x(1), = E”éh,\(r)(M)(X)

1M, By x{r}), = E“éhA{r}(M)(x)

COROLLAIRE 2.8.2. Soit M un Dyy}-module holonome.

Si éhA(r)(M) zjlpl_lgl(r)(/\/l) +j2p2_15'2(r)(/\/l) est l'unique décomposition du cycle
microcaractéristique éhA(r)(M) selon le lemme 4.5.1 de [12], Si(r)(M) et
Sz(r)(/\/l) étant des cycles lagrangiens positifs de T*Y, alors pour tout point
xeY, ona:

2M, Byix (1) = Eu(S)(r)(M) — Sa(r)(M))(x)

Le résultat est encore vrai si ['on remplace (r) par {r}.
Pour démontrer le théoréme 2.8.1, on a besoin du lemme suivant:

Soit X un fibré en droites de base Y. Rappelons que Oy est le faisceau des
fonctions holomorphes sur X et polynomiales dans les fibres de p: X— Y.

LEMMA 2.8.3. Soit M un Dix;-module holonome défini prés de Y. Le complexe
RHomp,,(M, Oxy) est un complexe de C-espaces vectoriels a cohomologie con-
structible sur Y. En plus, pour tout x € Y, on a:

1M, Oy, = —E”c”hA(—oc)(M)(x)
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Preuve. Soient (x, 1) et (x, s) deux systémes de coordonnées locales surX qui soient
linéaires dans les fibres et telles que Y est donnée respectivement par {r = 0} et
{s = 0}.

Notons par (x,7) et (x,¢) les coordonnées locales induites sur A associées
respectivement aux deux systémes de coordonnées ci-dessus, et par (x, 7, x*, %)
et (x, ¢, x*, ¢*) les coordonnées locales respectives de T*A.

Remarquons qu’en coordonnées locales, le faisceau Oy} n’est autre que le

n
D[X]—module D[X]/D[X]D, + Z 'D[X]Dx,..
i=1
La transformation de Fourier sur Dy est 'application Fqui, en coordonnées

locales, associe a (¢, D;) le couple (—Dy,s). Elle transforme le Diy;-module Oy,

n
en le Diy;-module Dy /Dixjs + Y Dy, qui est exactement le faisceau By y.
i=1

D’aprés le corollaire 4.5.3 de [12], et vu que la transformation F échange les
variétés Chp(+00)(F(M)) et Cha(—oo)(M) et en particulier les composantes con-
tenues dans {t* =0} (resp. {t=0}) et celles contenues dans {¢c =0} (resp.
{c* = 0}), alors le complexe RHomp,,,(M, Ox) est un complexe de C-espaces a
cohomologie constructible sur Y. En plus, on a:

X(M, O[X])x = _EuéhA(*OO)(M)(X)

Démonstration du théoreme 2.8.1
Pour r € [1, +00], le résultat est donné par le corollaire 4.3.2 de [13].

Supposons par la suite que —oco < r < 1.
(1) Comme T(M) est holonome, la constructibilit¢ de RHompy,
(M, By|x(r)/By|x) se ramene donc a celle du complexe RHomp, (T(M),

Ox(xY)(1,2 —=71)/Ox(xY)). Comme la suite de Dpyj-modules:
0—Oxy2—r)—Ox(xY)1,2 - r)—>B§,°|X—>0

est exacte, le résultat découle directement des corollaires 4.3.2 et 4.3.6 de [13] et du
lemme 2.8.3.
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(3) En utilisant le corollaire 4.3.6 de [13] et le corollaire 2.6.5 cité plus haut, on peut
écrire:

1M, Byx(0/Byix), = Eu(Cha(—00)(T(M)) — Cha{2 — ri(T(M)))(x)

_ Eu( X me- sxif)(T(M»)) (x)
r<2—s <400

= FEu ( <Z< - Irr(s)(ii\zﬂ)( M))) (x)

= Eu(Chp(r)(M) — Cha(+00)(M))(x)

d’ou le résultat.

3. Microlocalisation
3.1. MICROFONCTIONS HOLOMORPHES

Soient X une variété analytique complexe et Y une sous-variété lisse de X. Le
faisceau Cyx a été défini dans [23] et [13]. Il est muni d’une filtration canonique
(CY\X,I)lez

Prenons maintenant un fibré vectoriel X de rang d et de base Y. Identifions Y a la
section nulle de X et notons par A = T} X le fibré conormal a Y dans X. Soit © le
champ d’Euler associé a I’action de C* sur les fibres de X.

Si m € Z, on pose:

CyixIml={ueCyx/Ou=(—m—d)u}

et on définit le faisceau des microfonctions formelles par:

Cyix(—o0, 1) = {u® + Y w, u” € Cyjxo et ux € Cyix[k]}
k>1

Si maintenant r est un rationnel quelconque, on note par Cyx(r, 1) le sous-faisceau
de Cyjx(—o00,1) tel que si u=u® + Y wu est un élément de Cy x(—oo, 1), alors
il vérifie : k=1

1
(k)

Ve>0,3Cr > 0,3, VT, |T|<oc,Nk(uk,T)<Cg.sk. Yk > 1
N(P, T) est la norme formelle de Boutet de Monvel-Kree [4].

Choisissons des coordonnées locales (xi, ..., X,, t1, ..., t7) de X, linéaires dans les
fibres et telles que Y = {r = 0}. Si (x, 7) sont les coordonnées locales induites sur A,
alors une section de Cy|y sur un ouvert U de A peut s’écrire comme une série formelle

>~ fi(x, 1) de fonctions holomorphes sur U telles que:

j<m

(1) f; est homogéne de degré j en T,
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(2) VKCccU,3C>0,Vj<0,¥(x,7) €K, |fi(x,7)] < C7 ().

Dans ce cas, le faisceau Cy|x; n’est autre que le sous-faisceau de Cy|x dont les

¢léments s’écrivent comme des séries formelles ) fi(x, 7).
j<lI d
Dans ces mémes coordonnées locales, 'opérateur ® est donné par Y 1;D,. et le
i=1
faisceau Cyx[m] s’identifie a I’ensemble des fonctions holomorphes sur A et
homogénes de degré m en .
Par ailleurs, la restriction du faisceau Cy x(r, 1) a la section nulle Y de 75X n’est
autre que le faisceau By x{r} défini dans Section 1.3.
On pose:

Cyix(+00,1) :=Cyix Cyix(1.1):=CTy

Cyix(+00, 1)y == Byx Cyix(1, D)y = By y

3.2. TRANSFORMATIONS CANONIQUES

X est toujours un fibré vectoriel de rang d et de base Y et © est le champ d’Euler
associé. On notera par £y le faisceau des opérateurs microdifférentiels sur X.

Considérons maintenant un fibré vectoriel X' de rang un et de base Y. Identifions
Y a la section nulle de X et notons par ® le champ d’Euler associé et par T3 X le
fibré conormal a Y dans X .

Drapres [11], il existe localement une transformation canonique qui transforme
TyXen Ty X " et par conséquent, il existe une transformation canonique quantifiée
qui transforme Cy|y en Cy/ |y et © en un champ ©;.

D’autre part, vu la proposition 5.2.2 de [11], il existe une transformation can-
onique quantifiée (associ¢e & Iidentité sur 7*X ) qui conserve T%X et qui
transforme @; en ® . Cette derniére n’est autre que la multiplication par un
opérateur microdifférentiel d’ordre 0, donc elle conserve Cy;x et sa filtration
(Cyix.1);cz- Si on note par ¢ la composée des deux transformations canoniques
ci-dessus, et par dA)] la transformation canonique quantifiée associée, alors cette
derniere transforme Cyjx en Cy |y et © en ®'. Par conséquent, elle transforme
les €léments de Cyx[m] en les élements de Cy\y [m].

Prenons maintenant des coordonnées locales (x) et (y) sur X et X et notons par
(x, &) et (y,n) les coordonnées locales associées sur 7*X et T*X respectivement.
Dans ces coordonnées, la transformation ¢, est donnée par:

yi = fi(x, &) n; = gi(x, &) 1<i<n+d

ou f; (resp. g;) est homogene de degré 0 (resp. 1) par rapport a &.
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Soient P; et Qi les opérateurs microdifférentiels définis par:

P = &’1_1011') Or = &1_1(1)}%)

et notons Z I'idéal de £y, y engendré localement par les opérateurs

Pi=yi—P(x,Dy) Oy =Dy +0x.Dy) 1<ik<n+d

D’apres le théoréme 5.1.3 de [24], si P est un opérateur microdifférentiel sur 7*X,
alors son transformé Q = <;51(P) est I'opérateur qui vérifie P — Q* € Z ou Q* est
I’adjoint de Q.

I existe donc, des opérateurs G;, Hy dans £y, y tels que:

n+d _ n+d _
P—0Q"=) GPi+) HQ,
i=1 k=1

En plus, les opérateurs G;, Hy et Q* sont obtenus par division de P par les opérateurs
P; et Q, suivant le théoréme 2.6 de [2]. Cette division se fait en général de la facon
suivante:

Si (x) et (x, &) sont les coordonnées locales respectives de X et de T* X, et si au
voisinage du point {=(0,...,0,0,...,0,1) de T*X, l'opérateur P; est tel que

aiﬁg;)o et 332‘? () =0 pour 0 < v < m, alors il existe des opérateurs uniques F et

A de Ey, définis au voisinage de { et qui vérifient: P = F P} + A. A est de la forme
A = A1 D'+ +A4p, ou les opérateurs 4;, 0 <i < m — 1 sont indépendants de ¢;.

Or, il est possible par division de ’opérateur F P; par D", de réécrire I’opérateur P
sous la forme: P=FD"+R ou Re&y tel que R= R, 1D+ +Ry, les
opérateurs Ry, ..., R,,_; ne dépendent pas de ¢;.

D’aprés le lemme 4.4 de [2], on a: N(R, T) <« C,. N(P,T)

ou C; est une constante et N(P,T) désigne la norme formelle de Boutet de
Monvel-Kree [4].

On en déduit que: N(Q, T) <« C,. N(P,T) (o)
ou Q est I'opérateur (2)1(P).
Par conséquent, ¢, qui transforme Cyjxx en Cy |y 4, © en O et qui vérifie (o),

transforme Cy|x(—o0, 1) en Cy y(—00, 1) et pour tout rationnel r, Cyx(r, 1) en
Cy y (r, D).
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3.3. TRANSFORMATIONS MONOIDALES

Soit X un fibré vectoriel de base Y. Notons par A = T% X — Y le fibré conormal a ¥
dans X privé de sa section nulle et par P} X le fibré projectif associé.

La transformée monoidale de A est un fibré A de rang un sur P% X muni d’un
isomorphisme (/~\ — Py X) >~ (A= Y). On peut le définir par:

A={(u.0) eAxPyX/ueyg)

Le fibré A n’est autre que la réunion disjointe de A et de Py X.

Les applications H,(.) de la partie Section 2.1 sont bien définies sur
T*A = T*(T}X) et sont compatibles avec le plongement 7*A — T*A.

Si X est une sous variété lagrangienne H,-homogéne de 7*A, son adhérence £ dans
T*A est encore lagrangienne H,-homogene (voir [14]) et on peut donc considérer
Irr(Z) qui est un cycle de T*(P73 X).

Rappelons maintenant les définitions des faisceaux CT“IE| x et C%’; des
microfonctions holomorphes réelles.

Soient X une variété analytique complexe et Y une sous-variété de X. Le faisceau
C@l x est le faisceau des microfonctions holomorphes réelles, défini dans [23] comme
la microlocalisation du faisceau Oy des fonctions holomorphes sur X. Il est a
support dans T} X et vérifie (voir [23] ou [13]) les relations:

00 _ »R
CY\X'y _CY\X|Y

-1 R
C?\)(H*YX =7 V*(CY|X|'T*YX)
ou T*YX = T5X — Y et y est la projection canonique de T*;,X sur le fibré projectif
associe P} X. ‘
D’autre part, le faisceau CI,%U/( est celui des microfonctions holomorphes tempérées,

défini dans [1], c’est un sous-faiseau de CIle x qui vérifie:

.
Crixly =Cyikl,

) = kRS
CY\X|T§,X =7 7 (CY|X|T”§,X)

Considérons maintenant un fibré vectoriel de base Y et identifions cette derniére a
la section nulle de X.
Le diagramme suivant est commutatif,
T X L PypX

AN L0
Y
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PROPOSITION 3.3.1. Si r est un rationnel inférieur ou égal a un, alors:

{ 0.(7.(Cyix(r,1)/Cyx)) = Byx{r}/Byix
R¥0,(7,(Cyix(r. 1)/Cyix)) =0 Vk > 0.

Preuve. Commengons par le cas r = 1.
Si X est un fibré en droites sur Y, I'isomorphisme P} X ~ Y identifie y et 7. En
plus, les suites de faisceaux suivantes sont exactes:

0—)3(;0‘)(—)’?*6]5')(—)0”/\/—)0

0—>By‘x—>'y*c]§|’§—>0y|x—>0
Donc on en déduit que:

1CYx /Cy) = 1.CFx /Cyix) = B¢/ Byix

Si le rang de notre fibré est d, alors vu la proposition 1.1.5 de [23],

aCyy =By k=0
R*#,C3x = { Oxyy k=d—1
0 k#0,d—1

En outre, on a Rky*CE§|X =0 Vk>0.

Quant au faisceau ™ il vérifie des propriétés similaires, grace au théoreme 4.1.7

'
de [1]:
‘ 7:ECy|X:By‘X k=0
Rf,Cyil = 1 Oxyy k=d—1
0 k#0,d—1

et Rky*CE;}"g, =0 Vk=>0.

Comme Rz, = R0O,Ry,, alors les propriétés des faisceaux CH,%I % etC%l‘; que 'on

vient de citer, se transmettent au quotient Cﬂél X /CI)F%( grace a la suite exacte,
R.f R R R.f
0—Cyixy—Cyix—Cyx/Cyjx—0.

Considérons maintenant un rationnel r < 1 et choisissons des coordonnées locales
(x, f) sur X qui soient lin¢aires dans les fibres et telles que Y = {t = 0}. Notons par
(x,t, & 1) et (x, 1) les coordonnées locales respectives de 7*X et de A = Ty X.

Soit u = ) fi(x, ) une section de Cyx(r, 1) sur un ouvert suffisamment petit, et
Jjez

soit v= )" gj(x, 1) la série formelle telle que:
JjeZ

gi(x, 1) = I G~ ix o) si j=0
a (=) fix.1) si j<O
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On vérifie aisement que v € CF,y et on remarque que I"application qui a u associe v,
donne naissance a la suite exacte:

0—>Cyx(r, 1)/Cyix—CFx/Cyix-

Par conséquent, le résultat découle du cas r = 1.

3.4. THEOREMES D’INDICE MICROLOCAL

Sip: X—>Y est un fibré vectoriel, on identifiera Y a la section nulle de X et on
notera par A le fibré conormal 4 Y dans X et par A le fibé T X —Y.

Le faisceau &y des opérateurs microdifférentiels polynomiaux sur X est défini
(voir [11]) de la facon suivante:

Pour tout m € 7, on pose,

Eplm] = (P € Ex |[©. P) = m P)

v = P Epalm]
meZ
Dans des coordonnées locales (xi, ..., x,, t1, ..., ty) de X telles que Y = {r = 0},

les opérateurs de &y), définis pres de A, sont les opérateurs microdifférentiels dont
le symbole P = Zj <m Pi(x, 1, &, 1) dans les coordonnées ci-dessus est tel que les
fonctions P; sont polynomiales en ¢ et non nulles seulement pour un nombre fini
de j.

Il est facile a vérifier que pour tout r € [—o0, 1], le faisceau Cyx(r, 1) est un
Ey-module.

Soit X un fibré vectoriel de rang un sur Y.

PROPOSITION 3.4.1. Soient M un Ex;-module holonome et r un rationnel qui
appartient a [—oo, 1].
Le complexe RHomeg,, (M, Cyx(r, 1)) est un complexe de C-espaces vectoriels a

cohomologie constructible sur A.
En outre, pour tout x € A,

KM, Crix(r, 1), = Bugy | () — Bt 1) (7))

ou 7 est la projection A—>Y.

Preuve. Rappelons tout d’abord qu’un &y-module M est holonome si le
Ex-module £y ®g,, M est holonome. .

Soit = (resp. 7) la projection A— Y ( resp. A—>Y). La suite,

0—>BY\X{V}—>7:E*CY|X(I", 1)—>OX|y—>0

est exacte.
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D’autre part, d’apres le lemme 5.3.2 de [11], £xyja est plat sur n*I(D[X” v)- En plus,
il existe un Djy-module A tel que:

Min = Exn) @ri(pyny T Ny)

On peut alors supposer que M est un Dyy-module holonome puis appliquer le théor-
éme 2.8.1 a la suite exacte ci-dessus. O

Prenons maintenant un fibré vectoriel X de rang quelconque. Soient M un
&x-module holonome etX ')(M) sa variété microcaractéristique de type r. D’aprés
le paragraphe Section 3.3, on peut ass001er a Z(r)(/\/l) un cycle analytique de
T*(PyX) et que 'on va noter Irr(r)(): (M))

Rappelons également que si G est un complexe de faisceaux a cohomologie con-
structible sur X, alors grace au chap 9 de [8], on peut lui associer un cycle
caractéristique lagrangien (not¢ CC(G)) de T*X. En particulier, au complexe
RHomyp, (M, Ox) ou M est holonome, est associ¢ le cycle caractéristique éhA(M).

THEOREME 3.4.2. Soient M un Ex-module holonome et (r,s) un couple de
rationnels tels que —oo <r < s < 1.

Le complexe RHomg,,, (M, Cyx(r, 1)/Cyx(s, 1)) est un complexe de C-espaces
vectoriels a cohomologie constructible sur A et le cycle caractéristique associé est
donné par:

CCIRHome, (M. Cyix(r. D/Cyx(s, DI =7| 3 Irr)E” (M)

r<p<s

ou y*(é) est l'image inverse par y du cycle C.
Preuve. Comme la suite,

0—Cyx(s,1)/Cyjx—Cyix(r, 1)/Cyix—>Cyx(r, 1)/Cyx (s, 1)—0

est exacte, le faisceau Cy|x(r, 1)/Cyx(s, 1) vérifie aussi la propriété de la proposition
3.3.1.

Soit X’ un fibré en droites sur Y’, I'isomorphisme Py X’ ~ Y’ identifie y, et 7,.

Grace a la Proposition 3.4.1, le complexe RHomg[X,](M, Cy iy (r, D/Cyr iy (s, 1))
est un complexe de C-espaces vectoriels a cohomologie constructible sur A.

Si M est un &;y-module holonome, alors il existe un Dpy/-module holonome N tel
que M = (Eyypa) @rip . )T (N|Y’) et qui vérifie:

XY
RHome , (M, Cyy (. 1)/Cyy (s, 1) = 77 RHomp , (N, By (r}/ By {s))
Le complexe RHomD[X,](N , By \x{r}/By x{s}) est un complexe de C-espaces

vectoriels a cohomologie constructible sur Y’, alors on peut lui associer un cycle
caractéristique qui n’est autre que le cycle analytique lagangien
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> Irr(p)(i(p)(/\/l)) de 7*Y' et que I'on peut regarder aussi comme un cycle
r<p<s -
analytique lagangien ) Irr(p)@(p)(/\/l)) sur T*(P3 X))~ T*Y'.
r<p<s
L’application y définit les applications suivantes:

’ . Ly .
Y 2 (T*Y)x p A -5 T*A

L’application ¢, est propre sur

it Y mE” )

r<p<s

donc vu la proposition 9.3.2 de [8], le cycle analytique lagrangien associé¢ au
complexe

RHomp,, (M, Cypx(r. )/Cyix(s. 1) est | 3 10 E” (M)

r<p<s

D’autre part, si X est un fibré vectoriel de base Y, et si ¢, est la transformation
canonique du paragraphe Section 3.2 définie d’un ouvert de 7*X sur un ouvert
de T*X’ et qui transforme localement A = T3 X en A’ = T}, X', alors ¢, induit
des isomorphismes de P} X sur P}, X" et de T*A sur T*A’. Par conséquent, cela
donne un isomorphisme entre les transformées monoidales A et A’ de A et de A/
respectivement. Si 51 est la transformation canonique quantifiée associée a ¢, alors
les invariants par 251 seront transformés d’une maniére compatible (voir [14]).

Désignons finalement par ¢, 'isomorphisme entre T*A et T*A’ induit par ¢,. Si
(;’)1 et qol sont respectivement la transformation inverse de (f) et I'isomorphisme
entre T*A’ et T*A 1ndu1t par qbl , alors le cycle analythue ) )(d)](/\/l)) de T*A/
est transformé par ¢;! en le cycle analythue s (M) de T*A et par suite
Irr(p)(X )(qﬁl(/\/l)) est transformé en Irr(p)(Z (M)) de (P} X).

Par consequent, le complexe RHome,,, (M, Cyx(r, 1)/Cy|X(s, 1)) est un complexe
de C-espaces vectoriels a cohomologie constructible sur A. En plus son cycle
caractéristique associé est

7S i E" W)

r<p<s
Ce qui termine la démonstration.
COROLLAIRE 3.4.3. Soient M un Dix)-module holonome et (r,s) un couple de

rationnels tels que —oo <r <s < 1. Le complexe RHomp,, (M, By x{r}/Byx{s})
est un complexe de C-espaces vectoriels a cohomologie constructible sur Y et le cycle
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caractéristique (dans T*Y ) associé est donné par:
=)
CCIRHomp,, (M, By x{r}/Byixishl = 0. > Irr(p)E" (M)
r<p<s
Preuve. Si i est 'injection Y < X, grace a la Proposition 3.3.1, on aura:
RHOWZD[X] (M, BY‘X{F}/BY‘X{S})

= RHomp,,(M, i,R0O,),(Cyx(r, 1)/Cyix(s, 1))

= RO.RHomy1, 15, (07177 M, 9, (Crix(r, 1)/Cryix(s, 1)))-

Si X’ est un fibré de rang un sur Y/, on a y, = 7, et dong,
RHOWZD[X,](M, By/|Xf{V}/By/|Xf{S}) = RHOWID[X,](M, V*(Cy/p(f(V, 1)/Cy/|)(r(s, 1)))

Par conséquent, (voir théoréme 3.4.2), le cycle caractéristique associé au complexe
RHomp,,,,(M,7,(Cyx (r,1)/Cyx (s, 1)) est le cycle analytique

Y mrpET M) de THTHX) = TTY

r<p<s

11 suffit donc de reprendre la transformation canonique quantifiée <2>1 pour voir que
pour un fibré vectoriel X de rang supérieur a 1 et de base Y, le cycle caractéristique
associ¢ au complexe RHomp, (M, i.RO.y,(Cyx(r, 1)/Cyx(s, 1))) est le cycle

Y () ET (M))de TP X).

r<p<s
Comme 0 est propre, le résultat découle directement de la proposition 9.4.2

de [8]. O
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