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1. Introduction

Dans Γespace de Dirichlet il existe des mesures des condensateurs1) et inverse-

ment un certain espace de fonctions est Γespace de Dirichlet s'il y existe des

mesures des condensateurs2). Dans ce memoire nous considerons le probleme

d'existence des mesures des condensateurs par rapport a un noyau positif et

continu au sens large, symetrique ou non.

Soit G un noyau sur un espace localement compact separe X tel que G(x, y)

soit continue au sens large sur Γespace produit XxX a valeurs dans (0, oo)3 oύ

la valeur oo est admise au plus aux points diagonaux. Le potentiel Gσ(x)

d'une mesure a est la fonction definie par Γintegrale

\G(x9 y)dσ(y)

en chaque point oύ elle n'est pas ambigue. Quand a est positive, le potentiel est

defini partout et semi-continu inferieurement. L'energie de a est Γintegrale

\\G{x,y)do[x)do{y).

Nous supposons que tous les sous-ensembles ouverts non-vides de Zsoient de

capacite positive, c'est-a-dire, qu'ils contiennent un ensemble compact qui

porte une mesure positive =̂=0 d'energie finie.

La mesure du condensateur σ = μ1—μ0 d 'une paire ordonnέe (Ku Koy des

ensembles compacts disjoints est p a r definition la mesure telle que μi soit u n e

mesure positive portee p a r Kt et le potentiel Ga{x) soit egal a i a p.p.p. 3 )

sur Ki (1 = 0, 1 respectivement) et 0^Gσ(x)<\ dans X.

Received M a y 4, 1966.

1) Cf. Deny [1].

2) Cf. I tό [4].
3 ) Cela signiίie que Pensemble exceptionel est de capacite nulle.
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2. Remarques introductives

D'abord en supposant que G et le noyau adjoint4) G* satisfassent au principe

de continuite5) nous montrerons: si Us mesures des condensateurs existent pour toutes

les paires ordonnees d'ensembles compacts disjoints, G satisfait au principe complet du

maximum^. Puisque G satisfait au principe d'equilibre7), il satisfait au

principe du maximum8), done il suffit de montrer que G* satisfait au principe

de domination9). Pour cela il suffit de montrer que l'inegalite G*μ{x)^

G*εXQ(x) sur le support Sμ implique la meme inegalite dans X10), oύ μ est une

mesure positive d'energie fine a support compact et eXo est une mesure-unite

de support ponctuel xQ exterieur a Sμ. S'il y avait un point x1 tel que

G*μ(x1)'>G*εa;Q{xi)> nous pourrions trouver un voisinage compact K de x1 dans

lequel G*μ(x)>G*εXQ(x). Soit a=vx—vQ la mesure du condensateur de la

paire (K, Sμ). Alors

0 = JG<r dμ = ̂ G*μ dvx ~\G*μ du, > JG*e*0 dvx- JG*ε,0 d»0 = Gσ(x0) > 0.

Cette contradiction montre que G* satisfait au principe de domination.

En outre nous pouvons montrer que notre hypothese sur ΐexistence des mesures

des condensateurs implique le principe d'unicite11^ si G est regulier12\ En effet, s'il

ne satisfaisait pas au principe d'unicite, il serait degenere a cause du principe

4 ) Le noyau adjoint G* se definit p a r G*{%, y) = G(y, x). Les potentiels p a r r a p p o r t a G* se
n o m m e n t les potentiels adjoints.

5 ) Cela signifie que si le potentiel d ' u n e mesure positive λ a support compact est fini continu
comme la fonction sur le support Sλ, il est fini continu par tout dans X.

6 ) L'inegalite Gμ<Gv+a sur Sμ implique la m e m e inegalite dans X, ou a>0, μ est u n e
mesure positive a support compact et d'energie finie et v est u n e mesure positive.

7 ) Pour tout ensemble compact K il existe u n e mesure positive μ, supportee p a r K, telle
que Gμ— 1 a p.p.p. sur K et Gμ ̂  1 par tout . Cette mesure se n o m m e la mesure d'equil ibre
de K. Ev idemment G satisfait a u principe d'equilibre sous notre hypothese.

8 ) L'inegalite Gμ < 1 sur Sμ implique la m e m e inegalite dans X, oύ μ est u n e mesure
positive a support compact. Le principe d'equilibre implique le principe d u m a x i m u m , si G
satisfait au principe de continuity, voir [5].

9) L'inegalite Gμ < Gv sur Sμ implique la m e m e inegalite dans X, oύ μ et v sont les memes
mesures dans la note 6). Les principes d u m a x i m u m et de dominat ion impliquent le principe
complet d u m a x i m u m si G* satisfait a u principe de continuite, voir [5].

10) Cf. [5].
n ) Si Gμ = Gv a p .p .p . dans X, μ = v.
1 2 ) Pour tout ensemble compact K et p o u r tout voisinage ω de K il existe u n ensemble

K' tel que Ka Kf d ω et que l'inegalite Gμ ̂ H p P P sur K'implique la m e m e inegalite sur
Kf par tout , oύ μ est u n e mesure positive a support compact et h est u n e fonction finie continue
sur K\
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de domination13). Done il existerait des points distincts x1 et x2 tels que

GjXuXi) __. G{xl9x2)
G{x29Xi) G(x2,x2) '

Alors il n'y aurait pas de mesure du condensateur de <{#i}, {#2}>

3. L'operation φ du balayage itere

Maintenant nous supposons que G satisfait au principe complet du maximum

et au principe d'unicite et que le noyau adjoint G* satisfait au principe de

continuite, et nous montrerons Γexistence des mesures des condensateurs.

Evidemment e'est le probleme suivant: etant donnes deux ensembles compacts

disjoints K et K\ chercher la mesure positive μ supportee par K telle que

Gμ(x)-Gμ'(x) = l

a p.p.p. sur K, oύ μ est la mesure balayee14) de μ sur Kf. Nous donnerons

deux methodes pour montrer Γexistence: la premiere par approximation et

la deuxieme par variation. Dans cette section nous faisons des preparatifs.

Soit μ une mesure positive portee par K. Par notre hypothese nous

pouvons considerer l'operation suivante φ: μ->φ(μiK, K')y une mesure positive

portee par K. II existe une mesure balayee μ de μ sur Kf et ensuite une

mesure balayee de μ sur K. Cette mesure balayee interativement est par

definition φ(μ; K, K') ou simplement φ(μ). Elle est uniquement determinee.

Les proprietes elementaires suivantes de φ sont aisement verifiees.

(i) Gφ{μ) < Gμr < Gμ partout dans X.

(ii) φ(μι+μ2> K> K')=φ(μ1; K, K') + φ(μ2; K,K').

(iii) Si Gμι < Gμ2 dans X, Gφ(μi; K, Kf) ^ Gφ{μ2; K9 K') dans X.

(iii)' Si Gφ{μ; K, K') ̂ pGμ dans Z5 Gφ\μ; K, Kf) ^pGφk^{μ; K, K') dans X

(k=2, 35 ), oύ φk(μ; K, K')=φ(φ*-*(μ;K9 K') K, K').

(iv) Si μ reste invariable par rapport a φ, μ=0.

(v) φ est vaguement continue. Pour cela il suffit de noter la continuite du bala-

yage sur KΊ si un ίiltre {μa} converge vaguement vers μ> le ίiltre {//«} des

mesures balayees sur K' converge vaguement vers μ . En effet, si {μ a} con-

verge vaguement vers v9 on a5 pour toutes les mesures λ, portees par K\

1 3 ) Cf. [6].
1 4 ) C'est la mesure positive, portee p a r K\ dont le potentiel Gμ < Gμ dans X et Gμ'=Gμ

a p .p .p . sur K\ Pour Γexistence des mesures balayees, voir [5],
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dont les potentiels adjoints sont finis continus,

dλ = J G*λ dv=lim fc*λ dμ'Λ=lim^Gμ'a dλ =lim^GμΛ dλ

μ dλ.

Done Gv=Gμ a p.p.p. sur Kf et par le principe d'unicite v=μ7.

(vi) La suite {.φk{μ\ K, K')} converge vaguement vers 0. Nous ne donnons

pas ici la demonstration de cette propriety nous demontrerons le resultat

plus fort: la serie 'Σφk(μ; K, K') converge vaguement.

(vii) Si Gμλ^Gμ2 partout dans X et si Σ ^ / ^ ; ^ K') converge, alors

Y\φk(μx\ K> Kf) converge aussi.

(viii) Soient ak > 0 el μi=:'Σ(ikφ
k{μ; K, K') une mesure positive. Alors le support

Sμ1 contient Sφ{μx; K, Kr). En efFet, par (ii) et (v) on a φ{μi)=ΎΣιakφ
k+1(μ) done

(ix) Si μ est une mesure d'energie finie, il existe un nombre positif p < 1 tel que

Gφ(μ; K, K') <pGμ sur Sμ. Pour cela il suffit de demontrer que Gμ < Gμ

sur Sμ. Supposons qu'il existe un point x tel que Gμ(x)=Gμ'(x) et designons

par ε̂ ;* la mesure balayee de εx sur K' par rapport au noyau adjoint G*.

Alors

= Gμ(x)-Gμ/(x) =jG*eΛ rf/i-JG*eΛ dμ' ^ J c * β β * rf/i-JG*βΛ* dμ'

Done G*£^ = G*s* ^-p.p. et par consequent G*εx=G*εx* sur Sμ. Alors si x

etait un point de £μ, on aurait G*εx(x) =G*εΛ.*(#). Ce serait absurde parce que

Γon obtiendrait Γegalite Gεx = Gεx

f partout dans X, oύ εx est la mesure

balayee sur Kr par rapport a G. En effet,

Et par le principe de domination on aurait Gεx' = Gεx partout.

(x) Si μ est une mesure d'energiefinie, la serie Y\φk{μ: K, K') converge. Pr-enons

les nombres aQ = 1 etak>0 (A=l, 2, ) tels que μ1=^ιakφ
k(μ) soit une mesure

d'energie finie. Alors par (ix) il existe un nombre positif p<\ tel que
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pGμ1 sur Sμu done par (viii) on a la meme inegalite sur Sφ(μ1). En conse-

quence, la serie Σ<Pfc(μi) e t done la sέrie *Σ<pk(μ) convergent.

4. Demonstration de Γexistence par approximation

Ici nous donnons une demonstration de Γexistence des mesures des conden-

sateurs par la methode d'approximation, en supposant que le noyau G

satisfasse au principe complet du maximum et au principe d'unicitέ et que

le noyau adjoint G* satisfasse au principe de continuity.

Soient Ko et Kλ deux ensembles compacts disjoints. D'abord nous prenons

la mesure d'equilibre μ de KΎ et ensuite nous posons pour tout n

*n=ίli<Pk(μί KuKQ)-φk(μ; K19 KJ'}

oύ φk(μ; Ku Ko)' est la mesure balayee de φk(μ; Ku Ko) sur KQ. Nous verifions

aisement que le potentiel Gσn est egal a 1 — Gφn(μ; Ku Ko) a p.p.p. sur Kλ et

a 0 a p.p.p. sur KQ et 0 ̂  Gan < 1 partout. Par la propriete (x) ζσny converge

vaguement vers σ = μ1—μQ, oύ μx=Y\φk{μ\ Ku KQ), μQ=Σlφk{μ; Kv KQ)', et par

consequent Gσ est egal a p.p.p. a 1 sur Kx et a 0 sur Ko. Evidemment 0 ̂  Ga < 1

partout. Done a est la mesure du condensateur de (Ku Xo>, qui est determinee

de faςon unique a cause du principe d'unicite. Alors nous avons:

THEOREME. Si G satisfait au principe complet du maximum et au principe d'unicite

et si le noyau adjoint G* satisfait au principe de continuite, il existe une unique mesure

du condensateur pour toute paire ordonnee des ensembles compacts disjoints.

5. Demonstrat ion par variation.

Ici nous donnons une demonstration par la methode de variation. D'abord

nous considerons le cas particulier oύ G est symetrique. Nous supposons

encore que G satisfasse au principe complet du maximum et au principe

d'unicite. Soient Kx et Ko deux ensembles compacts disjoints. Nous designons

encore par μ la mesure balayee de μ sur ̂ 0 . Considerons la variation

) = \(Gμ-Gμ')dμ

parmi les mesures positives dont les masses totales sont 1 et dont les supports

sont contenus dans Kλ. Du fait que Γapplication μ—> μ' est continue vague-

ment on deduit Γexistence de la mesure minimale μQ: v(μ0) ^v(μ) pour toutes

les mesures μ susdites. Cette mesure minimale μQ possede les proprietes sui-

vantes:
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Gμ^>Gμ^-\-a a p.p.p. sur K1

Gμ0 ^ GμJ-\-a sur Sμ0.

oύ a=zj(μ0). Done par le principe complet du maximum et le principe

d'unicite on a Gμ^^Gμ^'Λ-a partout d a n s X e t # > 0 . Cela prouve Γexistence

de la mesure du condensateur.

La variation precedente doit etre modifiee dans le cas non-symetrique. Nous

designons par ^ C 1 Γensemble des mesures positives de masses totales 1 et

portees par Ku et par if Γensemble des mesures positives, portees par Ku

dont les potentiels adjoints sont finis continus. Pour demontrer Γexistence

de la mesure du condensateur nous pouvons supposer que Kx ne soit pas de

capacite nulle, et done gf ψ {0}. Posons

pour μ, λ^^//1, et definissons Γapplication Φ de ^ ι dans 2-^ 1 comme suit:
1', v(μ, v) < inf v(μ, λ)}.

L'ensemble Φ(μ) est non-vide et convexe. L'application Φ est fermee au

sens suivant: si des filtres {μa} et ^>α} de ^f1 convergent vaguement vers μ et

v respectivement et si vα e Φ(μΛ), alors v e Φ(μ). En effet, pour toute λ e

l i e ? ?

v(μ, v) < lim inf \(Gμa-Gμa')d»Λ

inf

Par consequent par le theoreme de point fixe de Glicksberg-Fan15) nous avons

la mesure μ0 telle que μo<EΦ(μo), e'est-a-dire,

υ{μ0, μQ)^v{μ0, λ)

pour toutes les mesures λ e ^fιV\ cg. Par le principe d'unicite, a = v{μQ, μ0) > 0 .

Done en posant v—-—μ0, nous avons

Cf. [2, 3].
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pour toutes les mesures λ^^//xΐ\ g% d'oύ nous deduisons

Gv-Gv' > 1 a p.p.p. sur Kx

G»-Gv'^l sur Sv.

Cela prouve que la mesure <y=v—A/ est la mesure du condensateur de (Ku Koy.

Durier a demontre independamment Γexistence des mesures des conden-

sateurs utilisant la methode analogue de variation (cf. S£m. Theorie du

potentiel, 10δ annee (1966)).

6. Remarques

(i) L'existence de la mesure du condensateur dans le cas oύ Ko est ferme

et non-compact est delicate. On la prouve si Γon suppose en outre la pos-

sibilite du balayage sur Ko et la continuite du balayage.

(ii) Si G satisfait au principe de domination et au principe d'unicite et G*

satisfait au principe de continuite, on a, pour toute paire des ensembles com-

pacts disjoints ζKu Koy et pour toute mesure positive v d'energie finie, une

mesure 0=μι—μo telle que μt soit la mesure positive portee par Ki, et le

potentiel Gσ = Gv a p.p.p. sur Kτ et Gσ = 0 a p.p.p. sur Ko et 0 ̂  Go ̂  Gv partout.

La reciproque est vraie si G et G* satisfont au principe de continuite et G est

regulier.
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