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Abstract. This paper is principally concerned with the action of the absolute Galois group on a
family of dessins d'enfants i.e. isomorphism classes of coverings of the projective line unrami¢ed
outside three points. More precisely, we prove a generalisation of a conjecture proposed by
Yu. Kotchetkov in 1997. The main tool used in this work is a correspondence between dessins
d'enfants and ribbon graphs arising from the theory of Strebel differentials.
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FLEURS

La thëorie des courbes algëbriques, dans ses divers aspects, est le point de rencontre
de plusieurs disciplines mathëmatiques, allant de la thëorie des nombres (corps
de dë¢nition, points rationnels, . . .) a© la topologie (groupe fondamental, . . .), en
passant par l'analyse. La thëorie des dessins d'enfants de Grothendieck, ou© l'on
assimile un reveª tement de la sphe© re de Riemann a© une ``carte ¢nie'' (un objet
topologico-combinatoire) est peut-eª tre l'expression la plus ëlëgante et raf¢nëe de
cette multiplicitë. Son but essentiel, qui a ëtë d'ailleurs le moteur initial de ce travail,
consiste a© dëcrypter l'action naturelle du groupe de Galois absolu GQ � Gal�Q=Q�
(notë IG dans [G]) sur de telles structures. A ce propos, nous avons retenu ces
quelques lignes de l'Esquisse d'un programme [G]:

``Voici donc ce mystërieux groupe IG intervenir comme agent trans-
formateur sur des formes topologico-combinatoires de la nature la plus
ëlëmentaire qui soit, . . .

. . . il y a une identitë profonde entre la combinatoire des cartes ¢nies d'une
part, et la gëomëtrie des courbes algëbriques dë¢nies sur des corps de
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nombres, de l'autre. Ce rësultat profond, joint a© l'interprëtation
algëbrico-gëomëtrique des cartes ¢nies, ouvre la porte sur un monde
nouveau, inexplorë ^ et a© la portëe de main de tous, qui passent sans
le voir.''

Pour affronter ce proble© me, la stratëgie adoptëe le plus souvent se rëduit a© la
recherche d'invariants galoisiens combinatoires simples pour des familles de dessins
d'enfants. Ce travail s'ave© re d'autant plus complexe qu'il n'est pas facile de se faire
une idëe intuitive de l'action de GQ. Le recours a© l'informatique a ëtë, il faut le dire,
une source inëpuisable de renseignements et d'inspirations. Beaucoup de conjec-
tures ont ëtë formulëes ou rëfutëes suite a© des calculs explicites par ordinateur (cf.
Maple, PARI, . . .). Dans ce contexte, il est commode de restreindre le domaine
de recherche aux arbres ^ une classe particulie© re de dessins d'enfants ^ qui, par
leur simplicitë combinatoire, sont les meilleurs candidats pour une premie© re ëtude
systëmatique. Cet article est lui-meª me le rësultat de longues observations
experimentales, ëtroitement liëes a© un exemple prësentë par Leila Schneps il y
a quelques annëes: deux arbres, connus depuis comme les ``£eurs de Leila'', qui
ne sont pas conjuguës tout en ayant (pratiquement) les meª mes caractëristiques
combinatoires.

Dans ce cas particulier, le groupe de Galois absolu n'a donc pas le droit de
permuter deux ``pëtales'' adjacentes de la £eur. Le fait ëtonnant est que cette pro-
priëtë n'est pas gënërale mais plutoª t exceptionnelle. D'autres exemples ``anormaux''
ont ëtë rëpertoriës depuis, mais jusqu'au dëbut de l'annëe 1997, aucune hypothe© se
thëorique pouvant expliquer une telle dichotomie n'avait ëtë proposëe. C'est a© cette
date que le mathëmaticien russe Kotchetkov [Ko] a conjecturë qu'un tel phënome© ne
ne se produisait que dans de circonstances bien particulie© res, liëes aux valences
des sommets des arbres en question. Cette conjecture concernait les arbres de
diame© tre 4 a© cinq branches. Ces derniers, introduits par G. Shabat dans le contexte

Les deux arbres de diame© tre 4 connus sous le nom de `̀ £eurs de Leila''.
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des dessins d'enfants [Sh], constituent un excellent exemple du con£it entre com-
plexitë arithmëtique et simplicitë combinatoire: ¢xons cinq entiers positifs
a < b < c < d < e. Nous dirons qu'un arbres est de type IVa;b;c;d;e s'il posse© de un
seul sommet central de valence 5 (le ``cÝur'') connectë a© cinq sommets de valences
respectives a; b; c; d; e (les ``pëtales'').

Le type d'un tel arbre est un invariant galoisien et GQ ope© re en permutant les
pëtales. En particulier il existe exactement 24 arbres de type IVa;b;c;d;e. En ayant
introduit ces notation, la conjecture de Kotchetkov peut s'ënoncer ainsi:

CONJECTURE. Soient a < b < c < d < e des entiers positifs. Si
abcde�a� b� c� d � e� est un carrë parfait alors les arbres de type IVa;b;c;d;e forment
au moins deux orbites galoisiennes.

Par exemple, les £eurs de Leila sont des arbres de type IV2;3;4;5;6 et vëri¢ent
abcde�a� b� c� d � e� � 14400 � �120�2.

Une premie© re version de l'article ëtait consacrëe a© la dëmonstration de cette con-
jecture. Il s'est vite avërë que les techniques utilisëes pouvaient eª tre appliquëes dans
un contexte bien plus gënëral, et cette version dë¢nitive en est le tëmoignage. En
ce qui concerne sa structure, on peut distinguer deux parties principales: en un prem-
ier temps, la question est affrontëe de manie© re purement algëbrique. Les mëthodes
sont ëlëmentaires et la nature particulie© re du proble© me permet d'introduire un
invariant galoisien (algëbrique) simple pour une famille d'arbres tre© s gënërale.
Cet invariant est un nombre algëbrique d, tel que le d2 est rationnel et ne dëpend
que des caractëristiques combinatoires de l'arbre (liste des indices de rami¢cation).
En se restreignant aux familles ëtudiëes par Kotchetkov, on obtient

d2 � abcde
a� b� c� d � e

:

En particulier, d est rëel ou imaginaire pur, et ce n'est que son signe qui doit eª tre

c

a

e

d

b

Un arbre de type IVa;b;c;d;e.
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dëterminë. Un calcul par ordinateur montre que cet invariant est capable de sëparer
les £eurs de Leila et de nombreux autres exemples similaires. Malheureusement,
les simples considërations algëbriques ne tiennent pas compte de la nature
topologico-combinatoire du proble© me et une expression explicite de d reste peu
envisageable.

On introduit alors les graphes enrubannës (mëtriques), qui sont une gënëralisation
``continue'' du concept de dessin d'enfant. Ils proviennent des travaux de Penner et
Kontsevich sur la dëcomposition cellulaire des espaces des modules des courbes
``dëcorëes''. Ces idëes s'appuient sur un rësultat fondamental de K. Strebel con-
cernant la gëomëtrie des diffërentielles quadratiques mëromorphes sur une surface
de Riemann compacte. Les premiers paragraphes de la deuxie© me partie de l'article
sont un survol de cette thëorie. L'analogie avec les dessins d'enfants est frappante
et peut eª tre poussëe au dela© du simple aspect combinatoire. C'est ce qui est fait dans
le thëore© me 9, qui peut eª tre considërë comme la clef de vouª te de tout le travail. Les
mëthodes introduites dans la premie© re partie se transposent naturellement dans
ce nouveau contexte et l'avantage essentiel est qu'il est possible de parler de
dëformation et de continuitë. L'ëtape succëssive est alors de construire un complexe
cellulaire topologique (proche de ceux ëtudiës par Penner ou Kontsevich
[P1],[P2],[K]) paramëtrisant les arbres ëtudiës (qui correspondent a© des points a©
``coordonnëes entie© res''). A la lumie© re de cette gënëralisation, il est possible de
calculer l'invariant d de fac° on simple et purement combinatoire a© partir des donnëes
topologiques de l'arbre.

ARBRES

1. Rappels et dë¢nitions

Soit X une surface de Riemann compacte. Une application de Belyi est une fonction
mëromorphe b sur X induisant un reveª tement b:X! P1 non rami¢ë en dehors
de f0; 1;1g. Le couple �X; b� est appelë paire de Belyi. Par un crite© re de rigiditë
de Weil, X et le reveª tement lui-meª me peuvent eª tre dë¢nis sur un corps de nombres.
En 1978, le mathëmaticien russe Belyi [B] a dëmontrë que la rëciproque est vraie,
i.e. il est possible de construire une application de Belyi pour toute courbe projective
dë¢nie sur Q, en rëpondant ainsi a© une question posëe par A. Grothendieck [G].
Deux paires de Belyi �X; b� et �X0; b0� sont isomorphes s'il existe un isomorphisme
analytique F:X! X0 tel que b � b0F. Les classes d'isomorphisme de paires de Belyi
sont appelëes dessins d'enfants. Cette terminologie, introduite par A. Grothendieck
[G], est justi¢ëe par la construction topologique suivante: ëtant donnëe une appli-
cation de Belyi, la prëimage de l'intervalle fermë �0; 1� est un CW-complexe W
immergë dans la surface de Riemann induisant une dëcomposition cellulaire de
celle-ci. Les sommets de W sont les prëimages de 0 et 1 et sont appelës sommets
positifs et nëgatifs respectivement; tous les sommets voisins d'un sommet donnë
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sont du signe opposë. Il existe une prëimage unique de1 dans chaque face du dessin.
Une areª te est une composante connexe de la prëimage de l'intervalle ouvert �0; 1�. Le
fait essentiel est que les donnëes combinatoires deW (tenant compte de l'immersion)
dëterminent comple© tement le reveª tement. Pour une introduction comple© te et
dëtaillëe a© la thëorie des dessins d'enfants nous renvoyons la lectrice ou le lecteur
a© [S].

Un arbre correspond a© une paire de Belyi �P1; b�, ou© b est un polynoª me; ceci
revient a© dire que le dessin correspondant a une seule face. Soient p1 W � � � W pn
et n1 W � � � W nm des entiers positifs tels que

p1 � � � � � pn � n1 � � � � � nm � n�mÿ 1

Nous dirons qu'un arbre T est de type Vn1;...;nm
p1;...;pn s'il a n sommets positifs de valences

respectives p1; . . . ; pn et m sommets nëgatifs de valences n1; . . . ; nm. Un tel arbre
est dit positivement gënërique (resp. nëgativement gënërique) si p1 < � � � < pn (resp.
n1 < � � � < nm). L'ensemble des arbres de type Vn1;...;nm

p1;...;pn est une classe de valence (cf.
[S]).

2. Mode© les normalisës. Polynoª mes caractëristiques

Si b�X � 2 Q�X � est un mode© le polynomial associë a© un arbre T de type Vn1;...;nm
p1;...;pn , nous

ëcrirons dësormais

b�X � � c�X ÿ X1�p1 . . . �X ÿ Xn�pn � 1� c�X ÿ Y1�n1 . . . �X ÿ Ym�nm ;

ou© c 2 Q est une constante. Si c � 1 nous dirons que b est un mode© le normalisë.
Quitte a© composer b avec une homothëtie F�X � � aX , on peut supposer que le
mode© le b est normalisë. Deux mode© les normalisës b1 et b2 sont isomorphes si et
seulement si b2�X � � b1�zX � a� ou© z est une racine �n�mÿ 1�-ie© me de l'unitë
et a 2 Q. De manie© re gënërale les polynoª mes dë¢nis par

p��X � � �X ÿ X1� . . . �X ÿ Xn� et pÿ�X � � �X ÿ Y1� . . . �X ÿ Ym�

sont appelës polynoª mes caractëristiques de b.

PROPOSITION 1. Soit b�X � 2 Q�X � un mode© le normalisë associë a© un arbre de type
Vn1;...;nm

p1;...;pn . On a alors l'identitë polynomiale

Xm
i�1

ni
X ÿ Yi

ÿ
Xn
i�1

pi
X ÿ Xi

� n�mÿ 1
p��X �pÿ�X � ; ���

ou© p��X � �
Qn

i�1�X ÿ Xi� et pÿ�X � �
Qm

i�1�X ÿ Yi� sont les polynoª mes
caractëristiques de b.
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Dëmonstration. La relation ��� est consëquence des deux identitës suivantes:Xn
i�1

pi
X ÿ Xi

� �n�mÿ 1� b�X � ÿ 1
p��X �pÿ�X � ; ����

Xm
i�1

ni
X ÿ Yi

� �n�mÿ 1� b�X �
p��X �pÿ�X � :

Dëmonstrons la premie© re de ces ëgalitës (pour la deuxie© me, il suf¢t de remplacer b
par bÿ 1): le terme de gauche est simplement b0�X �=b�X �, calculë en partant de
l'expression de b donnëe plus haut. D'autre part,

b0�X � � �n�mÿ 1� b�X ��b�X � ÿ 1�
p��X �pÿ�X �

� �n�mÿ 1��X ÿ X1�p1ÿ1 . . . �X ÿ Xn�pnÿ1�X ÿ Y1�n1ÿ1 . . . �X ÿ Ym�nmÿ1:
En divisant par b�X � on arrive a© l'ëgalitë voulue. &

Le corollaire suivant dëcrit le lien entre les zëros de b�bÿ 1� et les entiers
p1; . . . ; pn; n1; . . . ; nm. Dans la suite, pour deux polynoª mes p et q, nous indiquerons
par D�p� le discriminant de p et par R�p; q� le rësultant de p et q.

COROLLAIRE 2. Avec les hypothe© ses de la proposition 1,

D�p��R�p�; pÿ� � �ÿ1�
n�n�1�

2
�n�mÿ 1�n
p1 . . . pn

;

D�pÿ�R�pÿ; p�� � �ÿ1�
m�mÿ1�

2
�n�mÿ 1�m
n1 . . . nm

:

En particulier, on a

p1 . . . pn�n�mÿ 1�mD�p��;� �ÿ1�
�nÿm��nÿmÿ1�

2 n1 . . . nm�n�mÿ 1�nD�pÿ�:
Dëmonstration. En multipliant l'identitë ��� par p��X �pÿ�X � et en posant X � Xi

on obtient

p0��Xi�pÿ�Xi� � ÿ n�mÿ 1
pi

:

De meª me, pour X � Yj on arrive a©

p0ÿ�Yj�p��Yj� � n�mÿ 1
nj

:

Il suf¢t alors de considërer le produit des ëgalitës pour i � 1; . . . ; n et j � 1; . . . ;m
respectivement. &
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Remarquons que les zëros de b ont ëtë numërotës de telle sorte que Xi corresponde
au sommet de valence pi. Une telle numërotation est bien dëterminëe uniquement
si l'arbre est positivement gënërique.

3. Action de GQ et corps des modules

De manie© re gënërale, le corps des modules d'une paire de Belyi �X; b� (dë¢nie sur un
corps de nombres) est le sous-corps Mb de Q ¢xë par les ëlëments s 2 GQ tels
que s�X; b� � �X; b�. Si �X; b� � �X0; b0�, alors Mb �Mb0 . Il est donc possible de
parler du corps des modules d'un dessin d'enfant.

Les rësultats du paragraphe prëcëdent permettent d'avoir quelques informations
sur le corps des modules d'un arbre gënërique (positivement ou nëgativement). Soit
b un mode© le associë a© un arbre de type Vn1;...;nm

p1;...;pn . Les ëlëments t 2 GMb sont dëter-
minës par la relation tb�X � � b�atX � bt� avec at; bt 2 Q. Si n; n1; . . . ; nm sont
impairs et l'arbre est positivement gënërique, posons

d��b� �
Q

i<j�Xi ÿ Xj�
qÿ�X1� . . . qÿ�Xn� ;

ou© qÿ�X � �
Q

i�X ÿ Yi�
niÿ1
2 . Remarquons que si b1 est isomorphe a© b2 i.e.

b2�X � � b1�aX � b�, alors d��b1� � d��b2�. En particulier, d��b� appartient au corps
des modules de l'arbre T et nous l'indiquerons par d��T �. De plus, en se rëduisant a©
un mode© le normalisë, qÿ�Xi�2pÿ�Xi� � b�Xi� ÿ 1 � ÿ1 ) �qÿ�X1� . . . qÿ�Xn��2�
�pÿ�X1� . . . pÿ�Xn� � R�p�; qÿ�2R�p�; pÿ� � �ÿ1�n � ÿ1 et le corollaire 2 af¢rme
alors que

d��T �2 � �ÿ1�nÿ12 �n�mÿ 1�n
p1 . . . pn

:

Si m; p1; . . . ; pn sont impairs et T est nëgativement gënërique, on dë¢nit de fac° on
analogue dÿ�T � et on obtient

dÿ�T �2 � �ÿ1�mÿ12
�n�mÿ 1�m
n1 . . . nm

:

Le corollaire suivant est un rësumë de ces quelques considërations. Pour des raisons
de symëtrie il ne traite que le cas positivement gënërique.

COROLLAIRE 3. Soient T et T 0 deux arbres positivement gënëriques de type
Vn1;...;nm

p1;...;pn avec n; n1; . . . ; nm impairs. Posons D � �ÿ1�nÿ12 p1 . . . pn�n�mÿ 1� et
K � Q� ����

D
p �.

(i) Si D n'est pas un carrë, alors T n'est pas dë¢ni sur Q. En particulier, K est contenu
dans son corps des modules.

(ii) Si T et T 0 sont conjuguës par un ëlëment de GK alors d��T � � d��T 0�.
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CELLULES

1. n-di¡ërentielles sur une surface de Riemann. Diviseurs et rësidus

Nous allons commencer cette deuxie© me partie en introduisant quelques notions et
notations qui seront utiles par la suite. Soient X une surface de Riemann compacte
et nX 0 un entier. Une n-forme diffërentielle (ou simplement une n-diffërentielle)
est par dë¢nition une section mëromorphe o du ¢brë w
nX ou© wX est le ¢brë canonique
de X. Ceci revient a© dire que si z est un parame© tre local pour un ouvert U � X, on a
o � f �z�dz
n ou© f �z� est une fonction mëromorphe sur U . Dans la suite, On�X�
dësignera le C-espace vectoriel des n-diffërentielles sur X. Pour n � 0 on retrouve
le corps C�X� des fonctions mëromorphes sur X. Si n � 2 nous parlerons de
diffërentielles quadratiques.

Soit Div�X� le groupe des diviseurs de X. Si D 2 Div�X�, nous ëcrirons
D � p1�X1� � � � � � pn�Xn� avec pi 2 Z et Xi 2 X. Le diviseur D est simple si
p1 � � � � � pn � 1. Pour tout Z-module A, posons DivA�X� � Div�X� 
Z A (c'est
le groupe des diviseurs de X a© coef¢cients dans A). Si A est un sous-Z-module
de B alors DivB�X�=DivA�X� est canoniquement isomorphe a© DivB=A�X�. On a de
plus une suite exacte

0! Div0A�X� ! DivA�X� ÿ!
deg

A! 0;

ou© deg�a1X1 � � � � � anXn� � a1 � � � � � an. Si A est un groupe additif totalement
ordonnë, considërons le sous-ensemble Div�A�X� de DivA�X� formë par les ëlëments
positifs i.e. D � a1�X1� � � � � � an�Xn� ou© 0 < ai 2 A.

Sio est une n-diffërentielle surX et z est une uniformisante en un pointP 2 X, nous
pouvons ëcrire o � zn�a0 � a1z� . . .�dz
n avec a0 2 C �. L'entier n � nP�o� est
invariant par changement de parame© tre local, c'est l'ordre de o en P. On a
nP�o� 6� 0 pour un nombre ¢ni de points; il est donc possible de dë¢nir une appli-
cation C-linëaire

On�X� ÿ!div �X�

o 7 ÿ!
X
P2X

nP�o��P�

On a alors la relation deg�div�o�� � 2n�gÿ 1�, ou© g est le genre de X. Finalement,
autour d'un point P 2 X, en dëveloppant en sërie on obtient

o � �� � � � aÿnÿ1zÿnÿ1 � aÿnzÿn � aÿn�1zÿn�1 � � � ��dz
n;

ou© aÿn 2 C est invariant par changement de parame© tre. Nous ëcrirons
aÿn � ResP�o� et nous dirons, par abus de language, que aÿn est le rësidu de o
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en P. Pour n > 0, nous pouvons dë¢nir une deuxie© me application C-linëaire

On�X� ÿ!Res
DivC�X�

ga 7 ÿ!
X
P2X

ResP�o��P�

Pour n � 1 on a la relation deg�Res�o�� � 0.

2. Di¡ërentielles de Strebel, graphes enrubannës

La thëorie des diffërentielles de Strebel est, par de nombreux aspects, une
gënëralisation de la thëorie des dessins d'enfants. Elle permet, entre autre, de dë¢nir
un concept de ``dëformation''. Fixons une surface de Riemann compacteX de genre g
et considërons une diffërentielle quadratique o 2 O2�X�. Soient Z l'ensemble des
zëros de o 2 O2�X� et P l'ensemble de ses poª les. Considërons les ouverts de X dë¢nis
par X0 � Xÿ P et X1 � X0 ÿ Z. On dë¢nit une mëtrique localement euclidienne sur

X1 en posant ds2 � 1
4p2 joj. Dans la suite, nous parlerons de o-mëtrique, celle-ci

pouvant eª tre ëtendue de fac° on naturelle a© X0. Une o-gëodësique g est alors dëter-
minëe par la relation Arg�o�g0�� � cte. Les trajectoires horizontales (resp. verticales)
sont les o-gëodësiques g telles que o�g0�W 0 (resp. o�g0�X 0). Cette appellation est
justi¢ëe par le fait que les feuilletages qu'elles induisent sont localement isomëtriques
aux feuilletages horizontaux et verticaux usuels. La ¢gure prëcëdente dëcrit l'allure
des trajectoires horizontales autour des zëros de o (seuls points singuliers pour
la o-mëtrique sur X0). Une trajectoire horizontale est dite critique si elle passe
par un des zëros de o. Il existe n� 2 trajectoires critiques sortant d'un zëro de
o d'ordre n.

n=1 n=2

Comportement des trajectoires horizontales autour d'un zëro d'ordre n.
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A partir de maintenant nous supposerons que tous les poª les de o sont doubles. Un
tel choix est naturellement lië au comportement des trajectoires horizontales autour
de P 2 P. En effet, si aP � ResP�o� > 0 celles-ci sont fermëes et ont toutes meª me
o-longueur, ëgale a©

�����
aP
p

. Nous pouvons dë¢nir a© prësent le disque maximal
D0�P� comme ëtant l'union des trajectoires horizontales fermëes autour de P.
D0�P� est naturellement homëomorphe a© un disque pointë. Posons
D�P� � D0�P� [ fPg et G � Xÿ [P2PD�P�. Nous dirons que o est une diffërentielle
de Strebel (cellulaire) si G est l'union des trajectoires critiques, et forme un
CW -complexe connexe de dimension 1 immergë dans X, appelë graphe critique
de o. En d'autres termes, le o-feuilletage horizontal de X dëtermine une
dëcomposition cellulaire de la surface de Riemann.

Les cellules bidimensionnelles (les faces) sont les D�P� avec P 2 P. Les areª tes sont
les composantes connexes de Gÿ Z et les sommets sont les ëlëments de Z. La valence
de ces derniers est toujours X 3. L'immersion de G dans X dë¢nit un ordre cyclique
des areª tes sortant d'un meª me sommet. Un CW -complexe connexe G de dimension
1 muni d'un tel ordre et ayant tous les sommets de valence X 3 est appelë graphe
enrubannë (traduction de ribbon graph [P1],[P2]). De plus, on associe a© toute areª te
sa o-longueur, et nous parlerons de graphes enrubannës mëtriques. Comme pour
les dessins d'enfants, il existe une construction rëciproque: on associe canoniquement
a© tout graphe enrubannë mëtrique G une surface de Riemann X et une diffërentielle
de Strebel o sur X pour laquelle le graphe critique associë (muni de la o-longueur)
s'identi¢e avec G (cf. [Z1]). Si P est un poª le de o, on a ResP�o� � p2 ou© p est le
përime© tre de la face associëe a© P.

Nous dirons que �X;o� est une paire de Strebel et que c'est un mode© le pour le
graphe enrubannë mëtrique correspondant. Deux paires de Strebel �X;o� et

Dëcomposition cellulaire induite par une di¡ërentielle de Strebel.
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�Y; Z� sont isomorphes s'il existe un isomorphisme analytique f : X! Y tel que
f�Z � o. En particulier, l'ensemble des graphes enrubannës mëtriques s'identi¢e
avec l'ensemble des classes d'isomorphisme de paires de Strebel.

Si St�X� dësigne l'ensemble des diffërentielles de Strebel sur X, on obtient par
restriction une application St�X� ÿ!Res

Div�R�X�. On a alors le thëore© me fondamental
d'existence et unicitë suivant [St]:

THEè OREé ME 4 (Strebel). Pour toute surface de Riemann compacte X, l'application
Res dë¢nit une bijection entre St�X� et Div�R�X�.

3. Complexes cellulaires. Dëcomposition des espaces des modules dëcorës
d'apre© s R.C. Penner et M. Kontsevich. Un survol

Soient n et g deux entiers tels que gX 0, n > 0 et 2ÿ 2gÿ n < 0. Considërons
l'ensemble Vg;n formë par les graphes enrubannës mëtriques de genre g ayant n faces
numërotëes. Nous allons commencer par dë¢nir une topologie sur Vg;n. D'un point
de vue purement combinatoire, soient G et G0 deux graphes enrubannës (non
mëtriques) ayant les faces numërotëes. Si G est obtenu en faisant dëgënërer une areª te
A de G0 (en supposant que A n'est pas une boucle i.e. les deux extrëmitës de A
co�«ncident) nous dirons que G0 est obtenu par ëclatement simple de G et que l'areª te
A est exceptionnelle par rapport a© G. De manie© re gënërale, G0 est un ëclatement
de G s'il est obtenu par une suite d'ëclatements simples; nous ëcrirons G0?G et
ExG�G0� sera l'ensemble des areª tes exceptionnelles. Si G0?G et A est une areª te
non exceptionnelle de G0, Ac sera par dë¢nition l'areª te de G correspondante. Dans
le cas mëtrique, l�A� dësignera la longueur de l'areª te A. On dë¢nit un syste© me
fondamental de voisinages ouverts de G 2 Vg;n en posant

UE�G� � fG0 ? G j l�A� < E si A 2 ExG�G0� et jl�A� ÿ l�Ac�j < E sinong:

Le type combinatoire du graphe associë a© G dëtermine une dëcomposition
cellulaire de Vg;n. La cellule correspondant a© un graphe enrubannë G (non mëtrique)
ayant m areª tes s'identi¢e au quotient de Rm

� par l'action d'un groupe ¢ni (celui-ci
s'identi¢ant avec un groupe d'automorphismes combinatoires de G). Vg;n a donc
une structure naturelle d'orbifold topologique. La strate ouverte est constituëe
par les cellules associëes a© des graphes enrubannës ayant toutes les valences des
sommets ëgales a© 3. L'opëration de dëformation des longueurs est continue sur Vg;n.

On obtient une construction analogue en considërant l'ensemble Vg;�n� formë par
les graphes enrubannës mëtriques de genre g ayant n faces non numërotëes. On a
alors un reveª tement d'orbifolds Vg;n! Vg;�n� et Vg;�n� s'identi¢e avec le quotient
de Vg;n par rapport a© l'action du groupe symëtrique Sn.

Soit maintenantMg;n l'espace des modules des surfaces de Riemann de genre g
ayant n points marquës ordonnës. Un point de Mg;n correspond a© une classe
d'isomorphisme �X; �P1; . . . ;Pn��, ou© X est une surface de Riemann compacte de

FLEURS, ARBRES ET CELLULES 123

https://doi.org/10.1023/A:1001875723351 Published online by Cambridge University Press

https://doi.org/10.1023/A:1001875723351


genre g et P1; . . . ;Pn sont n points distincts de X (par dë¢nition, deux surfaces de
Riemann n-maquëes �X; �P1; . . . ;Pn�� et �Y; �Q1; . . . ;Qn�� sont isomorphes s'il existe
un isomorphisme analytique F : X! Y tel que F�Pi� � Qi pour i � 1; . . . ; n). Dans
la thëorie classique, Mg;n est muni d'une structure diffërentiable qui en fait un
orbifold de dimension (rëelle) 6gÿ 6� 2n. L'espace des modules dëcorë Md�ec

g;n est
simplement le produit de Mg;n et de Rn

� i.e. on associe a© chaque point marquë
un rëel positif. En reprenant les notations du paragraphe prëcëdent, on peut dire
que Md�ec

g;n paramëtrise les classes d'isomorphisme de paires �X;D� ou© D est un
diviseur positif a© coef¢cients rëels muni d'une numërotation de Supp�D�. Il existe
une action naturelle du groupe symëtrique Sn sur Md�ec

g;n et le quotient est notë
Md�ec

g;�n�. On retrouve une projection canonique Md�ec
g;n !Md�ec

g;�n�.
D'apre© s le thëore© me de Strebel, on associe a© toute surface de Riemann dëcorëe
�X;D� une unique diffërentielle de Strebel o (i.e. un graphe enrubannë muni d'une
mëtrique) telle que Res�o� � D. Cette correspondance est stable par isomorphisme
et on obtient alors un diagramme commutatif

Le thëore© me suivant est le point de dëpart de la thëorie combinatoire des espaces
des modules (cf. [K],[P1],[P2]).

THEè OREé ME 5. L'application C :Md�ec
g;n ! Vg;n est un homëomorphisme.

On en dëduit que ~C est un homëomorphisme entreMd�ec
g;�n� et Vg;�n�. La dëcomposition

cellulaire de Vg;n induit une dëcomposition cellulaire deMd�ec
g;n . Nous indiquerons par

M�G� la cellule correspondant au graphe enrubannë G (non mëtrique, ayant les faces
numërotëes). On dë¢nit de fac° on analogue M�G� � Md�ec

g;�n�. La dimension d'une
cellule est ëgale au nombre d'areª tes du graphe enrubannë correspondant et varie
d'un maximum de 6gÿ 6� 3n (strate ouverte, les graphes enrubannës sont
trivalents) a© un minimum de 2gÿ 1� n (les graphes enrubannës ont un seul sommet).

4. Graphes enrubannës orientables sur la sphe© re de Riemann

Nous dirons qu'un graphe enrubannë est bicoloriable ou orientable s'il est possible
de colorier les faces (avec deux couleurs) de telle sorte que deux faces ayant une
areª te en commun n'aient jamais la meª me couleur. On dëmontre facilement (cf. [Z1])
que le graphe critique associë a© une diffërentielle de Strebel o est orientable si et
seulement si o � a
2 est le carrë d'une forme diffërentielle mëromorphe ordinaire.
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Il est alors possible de choisir deux orientations diffërentes, opposëes l'une de l'autre.
Pour chacune de ces orientations, les trajectoires horizontales sont orientëes
canoniquement et les faces se partagent en deux classes en fonction de leur
orientation (ou couleur). Nous parlerons de faces positives et nëgatives. En
particulier, si Res�a� � p1�X1� � . . .� pn�Xn�, alors Res�a
2� � p21�X1� � . . .�
p2n�Xn�. Ici, jpij est le përime© tre de la face Fi du graphe critique de o centrëe en
Xi. Le signe de pi ne dëpend que de l'orientation de Fi. On a alorsP

i pi � deg�Res�a�� � 0. En analogie avec le ½4, nous dirons que �X; a� est une paire
de Strebel orientable et orientëe.

Nous allons commencer l'ëtude des graphes enrubannës orientables en genre 0 en
dëmontrant, de fac° on purement analytique, un lemme de nature combinatoire:

LEMME 6. Un graphe enrubannë sur la sphe© re de Riemann est orientable si et
seulement si les valences de ses sommets sont toutes paires.

Dëmonstration. Soit G un graphe enrubannë sur la sphe© re de Riemann. Consid-
ërons une diffërentielle de Strebel o � �q�X �=p�X �2�dX
2 ayant G comme graphe
critique. Nous pouvons supposer que X � 1 est un poª le de o. Nous rappelons
que si P est un zëro de o d'ordre m, alors le sommet correspondant aura valence
m� 2. Si o � a
2 i.e. G est orientable, alors tous ses zëros sont doubles et il en
est de meª me pour les valences des sommets. Rëciproquement, si tous les sommets
de G ont une valence paire, alors tous les zëros de q�X � sont d'ordre pair
) q�X � est un carrë ) o � a
2. &

Demanie© re g�en�erale,�etant donn�ee une surface de Riemann compacteX, on peut se
demander quels diviseurs D 2 Div0R�X� peuvent s'ëcrire comme Res�o� avec o
2 2
St�X�. Sur la sphe© re de Riemann, le proble© me peut eª tre rësolu comple© tement. Tout
d'abord, si D est un diviseur de degrë zëro (a© coef¢cients rëels) sur P1

C, nous sup-
poserons toujours que X � 1 est un point du support de D. Dans ce cas, nous
pouvons ëcrire D � p0�1� �

P
i>0 pi�Xi� avec Xi 2 C. Les polynoª mes unitaires

pD�X � �
Y
i

�X ÿ Xi� et qD�X � � ÿ 1
p0

pD�X �
X
i

pi
X ÿ Xi

sont appelës polynoª mes caractëristiques de D. On conside© re de plus la fonction
(continue) j jD : CÿDÿ ! R�, ou© Dÿ � fXi j pi < 0g, dë¢nie par
jX jD �

Q jX ÿ Xijpi

THEè OREé ME 7. Soit D � p0�1� � p1�X1� � � � � � pn�Xn� 2 Div0
R P1

C

ÿ �
. Les con-

ditions suivantes sont ëquivalentes:

(i) D � Res�o�, avec o
2 2 St P1
C

ÿ �
,

FLEURS, ARBRES ET CELLULES 125

https://doi.org/10.1023/A:1001875723351 Published online by Cambridge University Press

https://doi.org/10.1023/A:1001875723351


(ii) En posant

oD � p0
qD�X �
pD�X � dX �

Xn
i�1

pi
dX

X ÿ Xi
;

on a o
2D 2 St P1C
ÿ �

,
(iii) jY jD � jY 0jD 8 Y ;Y 0 zëros de qD�X �

Dëmonstration. (i) ) (ii) Par dë¢nition de l'application Res, la forme
diffërentielle o posse© de n poª les simples en X1; . . . ;Xn de rësidus respectifs
p1; . . . ; pn 2 R et un poª le simple en X0 � 1 de rësidu p0 � ÿ�p1 � � � � � pn�. La
forme oD vëri¢e une telle condition. On a donc oÿ oD holomorphe sur
P1

C ) o � oD (ce qui dëmontre, entre autre, l'unicitë deo). L'implication (ii) ) (i)
est triviale. Pour ëtablir une ëquivalence entre (ii) et (iii), il suf¢t de remarquer que les
trajectoires horizontales de o
2D sont les (composantes connexes des) courbes de
niveauNE � fX 2 CÿDÿ j jX jD � Eg, ou© E 2 R�. En particulier, o
2D est de Strebel
si et seulement s'il existe un E0 pour lequelNE0 passe par tous les zëros de qD�X �, ce qui
est une reformulation de la condition (iii). &

COROLLAIRE 8. Soit o � p0�p�X �=q�X ��dX avec o
2 2 St P1
C

ÿ �
et 1 2 Sup-

p�Res�o��. On a alors la relation

D�p�
R�p; q� � �ÿ1�

n�nÿ1�
2

pn0
p1 . . . pn

Dëmonstration. D'apre© s le thëore© me 7, on a l'ëgalitë

p0
q�X �
p�X � �

p1
X ÿ X1

� � � � � pn
X ÿ Xn

:

Comme dans la dëmonstration du corollaire 2, il suf¢t alors de multiplier l'identitë
par p�X � et de considërer le produit des n ëgalitës obtenues en remplac° ant X par
Xi. La meª me mëthode s'applique pour Xi 6� 1 8 i. &

5. Le graphe enrubannë associë a© un dessin d'enfant

Nous allons a© prësent dë¢nir une correspondance entre dessins d'enfants et graphes
enrubannës mëtriques orientables, ce qui nous permettra ensuite de reprendre l'ëtude
des arbres dans le contexte des diffërentielles de Strebel. Nous dirons qu'une paire de
Strebel �X;o� est entie© re si les longueurs du graphe enrubannë correspondant sont
des entiers (positifs).

THEè OREé ME 9. Il existe une bijection naturelle entre l'ensemble des paires de Belyi et
l'ensemble des paires de Strebel entie© res orientables et orientëes (cf. Section 4).
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Dëmonstration. Considërons une paire de Belyi �X; b�. La diffërentielle db
b

� �
2
est

de Strebel (par construction) et son graphe critique est Gb � bÿ1�S1� ou©
S1 � fz 2 C j jzj � 1g. Le graphe enrubannë Gb est orientable. Orientons ses faces
de telle sorte que les faces positives (resp. nëgatives) correspondent aux sommets
positifs (resp. faces) du dessin associë a© �X; b�. Les sommets de Gb sont les zëros
de bÿ 1 d'ordre m > 1 (sommets nëgatifs de valence X 2 du dessin associë a©
�X; b�). La longueur d'une areª te de Gb contenant k zëros simples de bÿ 1 est alors
ëgale a© k� 1.

Soient maintenant X une surface de Riemann compacte, o
2 2 St�X� et P0 un zëro
(¢xë) de o. La fonction b�P� � exp

R P
P0
o

� �
est alors mëromorphe et non rami¢ëe en

dehors de f0; 1;1g i.e. �X; b� est une paire de Belyi. On vëri¢e facilement que
les correspondances que nous venons de dë¢nir sont inverses l'une de l'autre. &

COROLLAIRE 10. Il existe une bijection entre l'ensemble des dessins d'enfants et
l'ensemble des graphes enrubannës entiers orientables et orientës.

Dëmonstration. Il suf¢t de remarquer que la correspondance que nous venons de
dë¢nir est compatible avec la notion d'isomorphisme. &

6. Le complexe cellulaire An

Nous allons a© prësent construire un espace permettant de paramëtriser les arbres
considërës prëcëdemment. Nous commencerons par une description purement
combinatoire, que nous interpre© terons ensuite de manie© re algëbrique.

Soit n un entier positif impair et considërons l'ensemble An formë par les graphes
enrubannës mëtriques G en genre 0 vëri¢ant les conditions suivantes:

(i) G est orientable,
(ii) G posse© de une seule face nëgative et n faces positives numërotëes,
(iii) Si 2m est la valence d'un sommet de G, alors m est impair.

On a une projection naturelle p : An ! A�n� � An=Sn (oubli de la num�erotation), et
la ¢bre au dessus d'un graphe enrubannë mëtrique G 2 A�n� correspond aux

2

1

1

3

3

2

La correspondance entre dessins d'enfants et graphes enrubannës.

FLEURS, ARBRES ET CELLULES 127

https://doi.org/10.1023/A:1001875723351 Published online by Cambridge University Press

https://doi.org/10.1023/A:1001875723351


diffërentes numërotations de ses faces. D'apre© s le corollaire 10, il existe une bijection
entre les ëlëments entiers de A�n� et les arbres T ayant n sommets positifs et tous les
sommets nëgatifs de valence impaire.

En suivant la construction du Section 3, il est possible de munir An d'une topologie
faisant de ce dernier un sous-complexe cellulaire de V0;n�1 i.e. l'union de cellules de
V0;n�1. Sa dimension (rëelle) est ëgale a© 3

2 �nÿ 1� et la strate ouverte correspond
aux graphes enrubannës ayant tous les sommets de valence 6. D'un point de vue
topologico-combinatoire, les graphes enrubannës associës aux cellules de A�n� sont
obtenus en recollant un bouquet de deux S1 aux graphes enrubannës associës
aux cellules deA�nÿ2� (voir ¢gure suivante). Dans le cas ordonnë, il faut en plus choisir
une numërotation des faces (positives).

Considërons deux ëlëments P et P0 deA�n� correspondant a© des graphes enrubannës
(non mëtriques) G et G0 respectivement. Si G0?G (i.e. G est obtenu en faisant
dëgënërer des areª tes de G0), alors il existe un chemin g : �0; 1� ! A�n� joignant P
et P0. De plus, la cellule correspondant au graphe enrubannë que l'on note IVn, ayant
un seul sommet et n areª tes (c'est un ``tre© £e a© n feuilles'') est la seule cellule de
dimension minimale, et tous les graphes enrubannës considërës ici sont des
ëclatements de IVn. Nous en dëduisons que A�n� est connexe. Dans le cas ordonnë,
il existe �nÿ 1�! cellules de dimension minimale, correspondant aux numërotations
des faces positives de IVn (modulo une permutation cyclique). L'espace An posse© de
deux composantes connexes. Deux ëlëments de pÿ1�G� appartiennent a© la meª me com-
posante connexe si et seulement si les numërotations des faces positives de G qui les
caractërisent co|« ncident modulo une permutation paire.

Passons a© prësent a© l'aspect algëbrique du proble© me: d'apre© s le thëore© me 5, il existe
un homëomorphisme C entre V0;n�1 et M0;n�1 �Rn�1

� . Dans la thëorie classique,
l'espace M0;n�1 se rëalise comme quotient de �P1

C�n�1 ÿ D (ou© D est le lieu
discriminant) par rapport a© l'action diagonale de PGL2�C�. En ce qui concerne
An, nous allons procëdër de manie© re diffërente: Si o
2 2 St�P1

C� est un mode© le
associë a© G 2 An, nous pouvons supposer que X � 1 est le (seul) poª le de o rësidu
nëgatif. Le complexe An s'identi¢e alors (topologiquement) avec un sous-ensemble
du quotient de Xn � �Cn ÿ D� �Rn

� par rapport a© l'action diagonale de
L2�C� � fz 7 ÿ! az� b j a; b 2 C; a 6� 0g sur le premier terme du produit. Le groupe
symëtrique Sn ope© re de manie© re naturelle sur Xn et on obtient une projection
Xn! X�n� � Xn=Sn. On peut assimiler les ëlëments de X�n� a© des diviseurs positifs
(a© coef¢cients rëels) sur la sphe© re de Riemann, ayant n points comme support.

Construction rëcursive des cellules de A�n�.
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On dë¢nit une application Z : Xn! Div0R�P1
C� en posant

Z�X1; . . . ;Xn; p1; . . . ; pn� � p1�X1� � � � � � pn�Xn� ÿ �p1 � � � � � pn��1�
On remarquera que Z est Sn-invariante et peut donc se dë¢nir sur X�n�.

PROPOSITION 11.Soit P un point deXn et posons D � Z�P�. En suivant les notations
introduites dans le Section 4, P dë¢nit un point de An si et seulement si les conditions
suivantes sont vëri¢ëes:

(i) qD�X � est un carrë,
(ii) jY jD � jY 0jD 8 Y ;Y 0 zëros de qD�X �.

Dëmonstration. D'apre© s le Thëore© me 7, o
2D est de Strebel si et seulement si la
condition (ii) est vëri¢ëe. Dans ce cas, dire que le graphe enrubannë mëtrique associë
a© oD dë¢nit un ëlëment de An revient a© af¢rmer que les valences de ses sommets sont
congruentes a© 2 modulo 4 i.e. les zëros de qD�X � sont tous pairs, ce qui ame© ne a© la
condition (i). &

Cette proposition permet de voir An comme sous-espace de

Yn � fP 2 Xn j qZ�P��X � est un carr�eg;
celui-ci ëtant muni de la topologie induite par Xn. Pour tout ëlëment P � �X1; . . . ;

Xn; p1; . . . ; pn� de Yn, en posant D � Z�P�, il existe un unique polynoª me unitaire
rD�X � tel que rD�X �2 � qD�X �, et on peut considërer l'application continue
fn : Yn! C dë¢nie par

fn�P� �
Q

i<j�Xi ÿ Xj�
R�rD�X �; pD�X ��

D'apre© s le corollaire 8, on a l'identitë

fn�P�2 � �ÿ1�
nÿ1
2
�p1 � � � � � pn�n

p1 � � � pn :

On en dëduit que fn est rëelle ou imaginaire pure (ceci ne dëpendant que de la paritë
de �nÿ 1�=2); nous pouvons donc parler de son signe. De plus, fn est
L2�C�-invariante et dë¢nit une application continue Fn: An! C. Pour tout
P 2 An, le signe de Fn�P� ne dëpend que de la composante connexe contenant P.

Il est clair que la fonction F2
n est Sn-invariante et dë¢nit une fonction continue sur

A�n�. Nous allons maintenant rësoudre un proble© me de ``descente'' en dëmontrant
qu'il existe une application continueF�n� : A�n� ! C avecF2

�n� � F2
n. L'existence d'une

telle fonction est un fait assez ëtonnant, car la numërotation des faces positives est
essentielle dans la dë¢nition de Fn. Nous allons affronter le proble© me de manie© re
combinatoire.
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Choisissons une areª te A0 de G 2 A�n�. En partant de A0 et en suivant l'ordre positif
de parcours (le graphe est orientë), il est alors possible de numëroter les faces
positives de G (voir ¢gure). Nous parlerons de la numërotation canonique de G
associëe a© A0.

LEMME 12. Les numërotations canoniques associëes a© deux areª tes A0 et A1 d'un
ëlëment de A�n� co|« ncident modulo une permutation paire.

Dëmonstration. Il suf¢t de dëmontrer l'assertion dans le cas ou© A0 est l'areª te qui
prëce© de A1 (en suivant le sens positif de parcours), auquel cas nous dirons qu'elles
sont adjacentes (voir ¢gure).

Soit s 2 Sn la permutation obtenue en passant de la numërotation associëe a© A0 a©
la numërotation dëterminëe par A1. Distinguons deux cas:

a) A0 est une boucle (i.e. est la seule composante du bord d'une face du graphe
enrubannë). Dans ce cas, s � �n nÿ 1 nÿ 2 . . . 2 1� qui est paire car n est impair.

A
0

A
1

Deux areª tes adjacentes.

A 0

1

2

3

4
5

6

7

8

9

10
1213

14

15

11

Numërotation des faces d'un ëlëment de A�n�.
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b) A0 appartient a© une face F formëe par plus d'une areª te. Dans ce cas, Soit m le
nombre de faces de G par lesquelles on passe avant de revenir a© une areª te de F .
La permutation s est alors ëgale a© �m� 1 m . . . 2 1� et m est pair (pour s'en con-
vaincre, il suf¢t de considërer la construction rëcursive des ëlëments de A�n� dëcrite
prëcëdemment, qui consiste a© recoller des bouquets de deux S1). &

Pour tout G 2 A�n�, posonsF�n��G� � Fn�G0� ou© G0 est l'ëlëment deAn correspondant
a© une numërotation canonique de G. Le lemme prëcëdent permet d'af¢rmer que F�n�
est bien dë¢nie.

PROPOSITION 13. L'application F�n� est continue.

Dëmonstration. Remarquons tout d'abord que F2
�n� est continue. Il faut donc

dëmonstrer que la numërotation canonique varie de manie© re continue i.e. que
les ëlëments de An obtenus par numërotation canonique appartiennent a© la meª me
composante connexe. A l'intërieur d'une cellule de An, l'application F�n� est cer-
tainement continue, car les numërotations canoniques d'un graphe enrubannë ne
dëpendent pas de la mëtrique. On est donc rëduit a© l'ëtude des phënome© nes se
produisant lors du changement de cellule. En d'autres termes, nous devons
dëmontrer que si G0?G, les numërotations canoniques de G sont obtenues (par
dëgënërescence de l'areª te exceptionnelle) a© partir des numërotations canoniques
de G0, ce qui est immëdiat. &

CORROLAIRE 14. Si G 2 A�n� et p1; . . . ; pn sont les përime© tres de ses faces positives,
on a

F�n��G� � i
nÿ1
2

��������������������������������
�p1 � � � � � pn�n

p1 � � � pn

s

Dëmonstration. Nous savons dëja© que

jF�n��G�j �
��������������������������������
�p1 � � � � � pn�n

p1 � � � pn

s
:

Il ne nous reste qu'a© dëterminer son signe (qui est constant car F�n� est continue, ne
s'annule jamais, et A�n� est connexe). Pour cela, il suf¢t de se rëduire au graphe
enrubannë le plus simple (correspondant au graphe enrubannë IVn muni de la
mëtrique ``unitaire'' i.e. toutes les areª tes ont longueur unitaire) et d'effectuer les
calculs explicitement. &
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7. Expression combinatoire d'un caracte© re de GQ

Nous pouvons ¢nalement appliquer aux arbres les rësultats obtenus dans le
paragraphe prëcëdent: Soit T un arbre de type Vn1;...;nm

p1;...;pn et GT le graphe enrubannë
mëtrique associë. Si b est un mode© le (normalisë) pour T , o � db

b est un mode© le pour
GT . Une numërotation canonique des faces positives de GT se traduit par une
numërotation X1; . . . ;Xn des zëros de b (sommets positifs).

Si l'arbre est positivement gënërique et les sommets sont ordonnës can-
oniquement, nous pouvons considërer la permutation s 2 Sn telle que
ps�1� < ps�2� < � � � < ps�n� (om rëordonne les përime© tres des faces). Cette permutation
dëpend ëvidemment du choix de l'areª te de rëfërence mais les considërations du
paragraphe prëcëdent permettent d'af¢rmer que sa signature ne dëpend que de
l'arbre. Nous l'indiquerons par s��T � et nous dirons que c'est la signature positive
de T . Si T est nëgativement gënërique on dë¢nit de fac° on analogue sa signature
nëgative. Comme prëcëdemment, pour des raisons de symëtrie nous ne traitons
que le cas positivement gënërique. De fac° on gënërale, si K=Q est une extension
quadratique, on peut voir la projection canonique GQ! Gal�K=Q� comme un
caracte© re wK : GQ ! f�1g. Si T est un arbre positivement gënërique pour lequel
tous les sommets nëgatifs ont des valences impaires, considërons le caracte© re

GQÿ!
wT f�1g

s 7 ÿ! s��sT �
s��T �

THEè OREé ME 15. Soit T un arbre positivement gënërique de type Vn1;...;nm
p1;...;pn avec

n; n1; . . . ; nm impairs. Posons D � �ÿ1�nÿ12 p1 . . . pn�p1 � � � � � pn� et K � Q� ����
D
p �. On

a alors wK � wT . En particulier, s��T � est GK-invariant.

Dëmonstration. Soit T un arbre vëri¢ant les conditions de l'ënoncë. Il suf¢t de
remarquer, en suivant le notations introduites prëcëdemment, que d��T � 6� 0 et
que s��T �d��T � � F�n��GT � � F�n��GsT � � s��sT �d��sT � � s��sT �wK �s�d��T �. &

Revenons un instant aux £eurs de Leila. On vëri¢e immëdiatement que ces deux
arbres ne sont pas conjuguës car ils n'ont pas la meª me signature positive et que
D � a1 . . . an�n�mÿ 1� est un carrë parfait. De manie© re plus gënërale, le corollaire
suivant dëmontre (une gënëralisation de) la conjecture de Kotchetkov.

COROLLAIRE 16. Soient n;m; p1; . . . ; pn;m1; . . . ; nm des entiers positifs tels que
(i) p1 < � � � < pn, n1 W � � � W nm et p1 � � � � � pn � n1 � � � � � nm � n�mÿ 1.
(ii) Tous les ni sont impairs.
(iii) n � 1 mod 4
(iv) p1 . . . pn�p1 � � � � � pn� est un carrë parfait.

Alors la classe de valence Vn1;...;nm
p1;...;pn se dëcompose en aumoins deux orbites galoisiennes.
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m'a fourni une version (non publiëe a© l'ëpoque) du manuscrit. C'est toujours lui
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