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Abstract. This paper is principally concerned with the action of the absolute Galois group on a
family of dessins denfants i.e. isomorphism classes of coverings of the projective line unramified
outside three points. More precisely, we prove a generalisation of a conjecture proposed by
Yu. Kotchetkov in 1997. The main tool used in this work is a correspondence between dessins
denfants and ribbon graphs arising from the theory of Strebel differentials.
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FLEURS

La théorie des courbes algébriques, dans ses divers aspects, est le point de rencontre
de plusieurs disciplines mathématiques, allant de la théorie des nombres (corps
de définition, points rationnels, ...) a la topologie (groupe fondamental, ...), en
passant par ’analyse. La théorie des dessins d’enfants de Grothendieck, ou I’on
assimile un revétement de la sphére de Riemann a une “carte finie”” (un objet
topologico-combinatoire) est peut-étre I’expression la plus élégante et raffinée de
cette multiplicité. Son but essentiel, qui a été d’ailleurs le moteur initial de ce travail,
consiste a décrypter I’action naturelle du groupe de Galois absolu G = Gal(Q/Q)
(noté II' dans [G]) sur de telles structures. A ce propos, nous avons retenu ces
quelques lignes de I’Esquisse d’un programme [G]:

“Voici donc ce mystérieux groupe U intervenir comme agent trans-
formateur sur des formes topologico-combinatoires de la nature la plus

¢éléementaire qui soit, . ..

... ily aune identité profonde entre la combinatoire des cartes finies d 'une
part, et la géométrie des courbes algebriques définies sur des corps de
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nombres, de ['autre. Ce résultat profond, joint a [interprétation
algébrico-géometrique des cartes finies, ouvre la porte sur un monde
nouveau, inexploré — et a la portée de main de tous, qui passent sans

X}

le voir.

Pour affronter ce probléme, la stratégie adoptée le plus souvent se réduit a la
recherche d’invariants galoisiens combinatoires simples pour des familles de dessins
d’enfants. Ce travail s’avére d’autant plus complexe qu’il n’est pas facile de se faire
une idée intuitive de ’action de G. Le recours a I'informatique a été, il faut le dire,
une source inépuisable de renseignements et d’inspirations. Beaucoup de conjec-
tures ont été formulées ou réfutées suite a des calculs explicites par ordinateur (cf.
Maple, PARI, ...). Dans ce contexte, il est commode de restreindre le domaine
de recherche aux arbres — une classe particuliére de dessins d’enfants — qui, par
leur simplicité combinatoire, sont les meilleurs candidats pour une premiere étude
systématique. Cet article est lui-méme le résultat de longues observations
experimentales, étroitement liées a un exemple présenté par Leila Schneps il y
a quelques années: deux arbres, connus depuis comme les “fleurs de Leila”, qui
ne sont pas conjugués tout en ayant (pratiquement) les mémes caractéristiques
combinatoires.

Les deux arbres de diamétre 4 connus sous le nom de “fleurs de Leila’.

Dans ce cas particulier, le groupe de Galois absolu n’a donc pas le droit de
permuter deux “pétales” adjacentes de la fleur. Le fait étonnant est que cette pro-
priété n’est pas générale mais plutot exceptionnelle. D’autres exemples ““anormaux’
ont été répertoriés depuis, mais jusqu’au début de I’année 1997, aucune hypothese
théorique pouvant expliquer une telle dichotomie n’avait été proposée. C’est a cette
date que le mathématicien russe Kotchetkov [Ko] a conjecturé qu’un tel phénoméne
ne se produisait que dans de circonstances bien particuliéres, liées aux valences
des sommets des arbres en question. Cette conjecture concernait les arbres de
diametre 4 a cinq branches. Ces derniers, introduits par G. Shabat dans le contexte
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Un arbre de type IV p.c.d e

des dessins d’enfants [Sh], constituent un excellent exemple du conflit entre com-
plexité arithmétique et simplicité combinatoire: fixons cinq entiers positifs
a<b<c<d<e Nous dirons quun arbres est de type IV, p q. 8’1l posséde un
seul sommet central de valence 5 (le ““cceur’) connecté a cinq sommets de valences
respectives a, b, ¢, d, e (les ““pétales”).

Le type d’un tel arbre est un invariant galoisien et Gg opére en permutant les
pétales. En particulier il existe exactement 24 arbres de type IV, p.c.q4.. En ayant
introduit ces notation, la conjecture de Kotchetkov peut s’énoncer ainsi:

CONJECTURE. Soient a<b<c<d<e des entiers positifs. Si
abcde(a + b + ¢ + d + e) est un carré parfait alors les arbres de type IV, p ¢.q.. forment
au moins deux orbites galoisiennes.

Par exemple, les fleurs de Leila sont des arbres de type V> 3456 et vérifient
abede(a+ b+ ¢+ d + e) = 14400 = (120)°.

Une premiére version de I'article était consacrée a la démonstration de cette con-
jecture. Il s’est vite avéré que les techniques utilisées pouvaient étre appliquées dans
un contexte bien plus général, et cette version définitive en est le témoignage. En
ce qui concerne sa structure, on peut distinguer deux parties principales: en un prem-
ier temps, la question est affrontée de maniére purement algébrique. Les méthodes
sont élémentaires et la nature particuliére du probléeme permet d’introduire un
invariant galoisien (algébrique) simple pour une famille d’arbres trés générale.
Cet invariant est un nombre algébrique 9, tel que le 6° est rationnel et ne dépend
que des caractéristiques combinatoires de I’arbre (liste des indices de ramification).
En se restreignant aux familles étudiées par Kotchetkov, on obtient

2 abcde
T a+b+c+d+e’

En particulier, 0 est réel ou imaginaire pur, et ce n’est que son signe qui doit étre
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déterminé. Un calcul par ordinateur montre que cet invariant est capable de séparer
les fleurs de Leila et de nombreux autres exemples similaires. Malheurecusement,
les simples considérations algébriques ne tiennent pas compte de la nature
topologico-combinatoire du probléme et une expression explicite de o reste peu
envisageable.

On introduit alors les graphes enrubannés (métriques), qui sont une généralisation
“continue’ du concept de dessin d’enfant. Ils proviennent des travaux de Penner et
Kontsevich sur la décomposition cellulaire des espaces des modules des courbes
“décorées”. Ces idées s’appuient sur un résultat fondamental de K. Strebel con-
cernant la géométrie des différentielles quadratiques méromorphes sur une surface
de Riemann compacte. Les premiers paragraphes de la deuxieme partie de I'article
sont un survol de cette théorie. L’analogie avec les dessins d’enfants est frappante
et peut étre poussée au dela du simple aspect combinatoire. C’est ce qui est fait dans
le théoréme 9, qui peut étre considéré comme la clef de volite de tout le travail. Les
méthodes introduites dans la premiére partie se transposent naturellement dans
ce nouveau contexte et ’avantage essentiel est qu’il est possible de parler de
déformation et de continuité. L’étape succéssive est alors de construire un complexe
cellulaire topologique (proche de ceux étudiés par Penner ou Kontsevich
[P1],[P2],[K]) paramétrisant les arbres étudiés (qui correspondent a des points a
“coordonnées entieres””). A la lumiere de cette généralisation, il est possible de
calculer I'invariant ¢ de fagon simple et purement combinatoire a partir des données
topologiques de I’arbre.

ARBRES

1. Rappels et définitions

Soit X une surface de Riemann compacte. Une application de Belyi est une fonction
méromorphe f sur X induisant un revétement f:X — P! non ramifié en dehors
de {0, 1, co}. Le couple (X, f) est appelé paire de Belyi. Par un critére de rigidité
de Weil, X et le revétement lui-méme peuvent étre définis sur un corps de nombres.
En 1978, le mathématicien russe Belyi [B] a démontré que la réciproque est vraie,
i.e. il est possible de construire une application de Belyi pour toute courbe projective
définie sur Q, en répondant ainsi a une question posée par A. Grothendieck [G].
Deux paires de Belyi (X, B) et (X/, f') sont isomorphes s’il existe un isomorphisme
analytique ®:X — X' tel que f = B'®. Les classes d’isomorphisme de paires de Belyi
sont appelées dessins d’enfants. Cette terminologie, introduite par A. Grothendieck
[G], est justifiée par la construction topologique suivante: étant donnée une appli-
cation de Belyi, la préimage de l'intervalle fermé [0, 1] est un CW-complexe W
immergé dans la surface de Riemann induisant une décomposition cellulaire de
celle-ci. Les sommets de W sont les préimages de 0 et 1 et sont appelés sommets
positifs et négatifs respectivement; tous les sommets voisins d’un sommet donné
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sont du signe opposé. Il existe une préimage unique de oo dans chaque face du dessin.
Une aréte est une composante connexe de la préimage de I’intervalle ouvert ]0, 1[. Le
fait essentiel est que les données combinatoires de W (tenant compte de ’immersion)
déterminent complétement le revétement. Pour une introduction compléte et
détaillée a la théorie des dessins d’enfants nous renvoyons la lectrice ou le lecteur

a [S].

Un arbre correspond a une paire de Belyi (P!, f), ou f est un polynome; ceci
revient a dire que le dessin correspondant a une seule face. Soient p; < --- < p,
et n; < --- < n, des entiers positifs tels que

p1++p”:nl++nm:n+m_l

Nous dirons qu'un arbre 7" est de type V,!'-)» il a n sommets positifs de valences
respectives pi, ..., p, et m sommets négatifs de valences ny, ..., n,. Un tel arbre
est dit positivement générique (resp. négativement générique) si p; < --- < p, (resp.
ny < - <ny). Lensemble des arbres de type V! est une classe de valence (cf.

..... DPn
[SD.

2. Modéles normalisés. Polynomes caractéristiques

Si B(X) € Q[X]est un modéle polynomial associ€ a un arbre 7" de type V!, nous
écrirons désormais

ﬁ(X) = C(X— Xl)p] .. .(X—Xn)p” =1 +C(X— Yl)n] . (X— Ym)n'”,

ou ¢ € Q est une constante. Si ¢ = 1 nous dirons que f est un modéle normalisé.
Quitte a composer f§ avec une homothétie ®(X) = aX, on peut supposer que le
modéle f est normalisé. Deux modéles normalisés ff; et f, sont isomorphes si et
seulement si f,(X) = f,((X +a) ou { est une racine (n+ m — 1)-icme de I'unité
et a € Q. De maniére générale les polyndmes définis par

P =X =X)...(X-X,) et p(N)=(X-Y)...(X = Y,)
sont appelés polynémes caractéristiques de f5.

PROPOSITION 1. Soit f(X) € Q[X]un modéle normalisé associé a un arbre de type

Vor-m. On a alors I'identité polynomiale

o N pi n+m—1
_ = , (%)
IS s ADBS e Ao TNGY

oi piX)=[TL(X =X) et p-(X)=[["\(X~Y) sont les polynomes
caractéristiques de f.
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Démonstration. La relation (%) est conséquence des deux identités suivantes:

P emoy P01

XX P+ (Xp_(X)’ (+)

RN o
Ly, =0t o

Démonstrons la premiére de ces égalités (pour la deuxiéme, il suffit de remplacer 8
par f —1): le terme de gauche est simplement f'(X)/B(X), calculé en partant de
I’expression de f§ donnée plus haut. D’autre part,

PXOBX) — 1)

FE) = tm = @)

—m+m-DX =X X =-x) X=X = Yl
En divisant par f(X) on arrive a I’égalité voulue. O

Le corollaire suivant décrit le lien entre les zéros de B(f — 1) et les entiers
Pls--vsPn, 1, ..., Ny Dans la suite, pour deux polynomes p et ¢, nous indiquerons
par A(p) le discriminant de p et par R(p, q) le résultant de p et q.

COROLLAIRE 2. Avec les hypothéses de la proposition 1,

it -1
AP )Ry p) = (—1) “”;f”i),

* 'pn
mon=y) (n 4+ m — 1)
Ap-)Rp-.p+) =(-1) 7 ————.
ny...Nny
En particulier, on a
(n—m)(n—m—1) n
Preepaln+ m = AP, = (~ )™ 0y n(n+m— 1'AGpL).

Démonstration. En multipliant I’identité (x) par p,(X)p_(X) et en posant X = X;
on obtient
n+m-—1
PXp_(x) = -

1

De méme, pour X = Y; on arrive a

n+m-—1
Po(Ypp(Y)) = ——.
n;
Il suffit alors de considérer le produit des égalités pouri=1,...,netj=1,...,m
respectivement. ]
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Remarquons que les zéros de f§ ont été numérotés de telle sorte que X; corresponde
au sommet de valence p;. Une telle numérotation est bien déterminée uniquement
si I’arbre est positivement générique.

3. Action de G et corps des modules

De maniere générale, le corps des modules d’une paire de Belyi (X, f) (définie sur un
corps de nombres) est le sous-corps My de Q fixé par les éléments o € Go tels
que °(X, ) = (X, f). Si (X, p) = (X, ), alors My = M. Il est donc possible de
parler du corps des modules d’un dessin d’enfant.

Les résultats du paragraphe précédent permettent d’avoir quelques informations
sur le corps des modules d’un arbre générique (positivement ou négativement). Soit

B un modele associ¢ a un arbre de type V. Les ¢lements € Gy, sont déter-

minés par la relation *f(X) = B(a. X + b;) avec a., b, € Q. Si n,ny,...,ny sont
impairs et ’arbre est positivement générique, posons
Hi<‘(‘Xi - ‘X])
04+(p) = ’

q-(X1)...q-(X,)’

ou g_(X)=][,(X - Y,»)%. Remarquons que si f; est isomorphe a f, i.e.
f>(X) = Bi(aX + b), alors 6.(,) = 6+(B,). En particulier, d(f) appartient au corps
des modules de I’arbre T et nous I'indiquerons par 6. (7'). De plus, en se réduisant a
un modéle normalisé, ¢_(X;)’p—(X;)) =pX))—1=—1 = (¢q_(X})...q_(X,))*x
xp_(X1)...p—(X,) = R(p4, q_)*R(p1, p—) = (—1)" = —1 et le corollaire 2 affirme

alors que
sury = (- O
-DPn
Sim, py, ..., p, sont impairs et 7 est négativement générique, on définit de fagon

analogue 6_(7) et on obtient

w1 (n+m—1)"

ny...ny

5-(T)* = (=1)

Le corollaire suivant est un résumé de ces quelques considérations. Pour des raisons
de symeétrie il ne traite que le cas positivement générique.

COROLLAIRE 3. Soient T et T' deux arbres positivement génériques de type

Vol avec n,ny, ..., ny impairs. Posons A= (—1)%]71 coopnin+m—1) et
K = Q(/A).

(1)  Si A nest pas un carré, alors T nest pas défini sur Q. En particulier, K est contenu
dans son corps des modules.
(1) Si T et T’ sont conjugués par un élément de Gy alors 6..(T) = 6..(T").
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CELLULES

1. n-difféerentielles sur une surface de Riemann. Diviseurs et résidus

Nous allons commencer cette deuxiéme partie en introduisant quelques notions et
notations qui seront utiles par la suite. Soient X une surface de Riemann compacte
et n > 0 un entier. Une n-forme différentielle (ou simplement une n-différentielle)
est par définition une section méromorphe  du fibré §" ou xx est le fibré canonique
de X. Ceci revient a dire que si z est un parametre local pour un ouvert U C X, on a
o = f(2)dz®" ou f(z) est une fonction méromorphe sur U. Dans la suite, Q"(X)
désignera le C-espace vectoriel des n-différentielles sur X. Pour n = 0 on retrouve
le corps C(X) des fonctions méromorphes sur X. Si n =2 nous parlerons de
différentielles quadratiques.

Soit Div(X) le groupe des diviseurs de X. Si D € Div(X), nous écrirons
D =p[X1]+ - +paXa] avec p;eZ et X;eX. Le diviseur D est simple si
p1=---=p, = 1. Pour tout Z-module A4, posons Diva(X) = Div(X) ®7 A (c’est
le groupe des diviseurs de X a coefficients dans A4). Si A est un sous-Z-module
de B alors Divp(X)/Div4(X) est canoniquement isomorphe & Divg,4(X). On a de
plus une suite exacte

0 — Div,(X) — Diva(X) =% 4 - 0,

ou deg(a;X; 4+ ---+a,Xy) =a; +---+a,. Si 4 est un groupe additif totalement
ordonné, considérons le sous-ensemble DiVZ(X) de Div4(X) formeé par les éléments
positifs i.e. D = ai[X1]+ -+ a,[X,] ou 0 < a; € A.

Si w est une n-différentielle sur X et z est une uniformisante en un point P € X, nous
pouvons écrire @ = z'(ap +ayjz+...)dz®" avec ay € C*. L’entier v = vp(w) est
invariant par changement de paramétre local, c’est /'ordre de w en P. On a
vp(w) # 0 pour un nombre fini de points; il est donc possible de définir une appli-
cation C-linéaire

'(x) 2 (x)

w1— Y vp(w)[P]

PeX

On a alors la relation deg(div(w)) = 2n(g — 1), ou g est le genre de X. Finalement,
autour d’un point P € X, en développant en série on obtient

0= a1z faz a2 4 )dZ®n,

ou a_,€ C est invariant par changement de paramétre. Nous écrirons
a_, = Resp(w) et nous dirons, par abus de language, que a_, est le résidu de w
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en P. Pour n > 0, nous pouvons définir une deuxieme application C-linéaire

Q"(X) 23 Dive(X)

gai— Z Resp(w)[P]
PeX

Pour n =1 on a la relation deg(Res(w)) = 0.

2. Difféerentielles de Strebel, graphes enrubannés

La théorie des différentielles de Strebel est, par de nombreux aspects, une
généralisation de la théorie des dessins d’enfants. Elle permet, entre autre, de définir
un concept de “déformation”. Fixons une surface de Riemann compacte X de genre g
et considérons une différentielle quadratique w € Q*(X). Soient Z I’ensemble des
zéros de w € Q*(X) et P ’ensemble de ses poles. Considérons les ouverts de X définis
par Xp = X — P et X; = Xy — Z. On définit une métrique localement euclidienne sur

=
A

n=2

1
=

Comportement des trajectoires horizontales autour d'un zéro dordre n.

X; en posant ds’ :417|w|. Dans la suite, nous parlerons de w-métrique, celle-ci
pouvant étre étendue de fagon naturelle a X,y. Une w-géodésique y est alors déter-
minée par la relation Arg(w(y')) = c®. Les trajectoires horizontales (resp. verticales)
sont les w-géodésiques y telles que w(y") < 0 (resp. w(y’) = 0). Cette appellation est
justifiée par le fait que les feuilletages qu’elles induisent sont localement isométriques
aux feuilletages horizontaux et verticaux usuels. La figure précédente décrit I’allure
des trajectoires horizontales autour des zéros de w (seuls points singuliers pour
la w-métrique sur Xg). Une trajectoire horizontale est dite critique si elle passe
par un des zéros de w. Il existe n + 2 trajectoires critiques sortant d’un zéro de
o d’ordre n.
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Décomposition cellulaire induite par une différentielle de Strebel.

A partir de maintenant nous supposerons que tous les péles de w sont doubles. Un
tel choix est naturellement li¢ au comportement des trajectoires horizontales autour
de P € P. En effet, si ap = Resp(w) > 0 celles-ci sont fermées et ont toutes méme
o-longueur, égale a ,/ap. Nous pouvons définir a présent le disque maximal
Dy(P) comme étant I'union des trajectoires horizontales fermées autour de P.
Dy(P) est naturellement homéomorphe a wun disque pointé. Posons
D(P) = Dy(P)U{P} et I' = X — UpcpD(P). Nous dirons que w est une différentielle
de Strebel (cellulaire) si T est I'union des trajectoires critiques, et forme un
CW-complexe connexe de dimension 1 immergé dans X, appelé graphe critique
de w. En d’autres termes, le w-feuilletage horizontal de X détermine une
décomposition cellulaire de la surface de Riemann.

Les cellules bidimensionnelles (les faces) sont les D(P) avec P € P. Les arétes sont
les composantes connexes de I' — Z et les sommets sont les €léments de Z. La valence
de ces derniers est toujours > 3. L’immersion de I" dans X définit un ordre cyclique
des arétes sortant d’'un méme sommet. Un CW-complexe connexe I de dimension
1 muni d’un tel ordre et ayant tous les sommets de valence > 3 est appelé graphe
enrubanné (traduction de ribbon graph [P1],[P2]). De plus, on associe a toute aréte
sa w-longueur, et nous parlerons de graphes enrubannés métrigues. Comme pour
les dessins d’enfants, il existe une construction réciproque: on associe canoniquement
a tout graphe enrubanné métrique I" une surface de Riemann X et une différentielle
de Strebel w sur X pour laquelle le graphe critique associé (muni de la w-longueur)
s’identifie avec I" (cf. [Z1]). Si P est un pole de w, on a Resp(w) = p? ou p est le
périmetre de la face associée a P.

Nous dirons que (X, ) est une paire de Strebel et que c’est un modele pour le
graphe enrubanné métrique correspondant. Deux paires de Strebel (X, w) et
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(Y, n) sont isomorphes s’il existe un isomorphisme analytique ¢ : X — Y tel que
¢*n = w. En particulier, ’ensemble des graphes enrubannés métriques s’identifie
avec I’ensemble des classes d’isomorphisme de paires de Strebel.

Si St(X) désigne I’ensemble de% e(Siifférentielles de Strebel sur X, on obtient par
restriction une application St(X) — Div(X). On a alors le théoréme fondamental
d’existence et unicité suivant [St]:

THEOREME 4 (Strebel). Pour toute surface de Riemann compacte X, I’application
Res définit une bijection entre St(X) et Divi (X).

3. Complexes cellulaires. Décomposition des espaces des modules décorés
d’apres R.C. Penner et M. Kontsevich. Un survol

Soient n et g deux entiers tels que g >0, n >0 et 2—2g —n < 0. Considérons
I’ensemble V, , forme par les graphes enrubannés métriques de genre g ayant n faces
numeérotées. Nous allons commencer par définir une topologie sur V, ,. D’un point
de vue purement combinatoire, soient I' et I” deux graphes enrubannés (non
métriques) ayant les faces numeérotées. Si I" est obtenu en faisant dégénérer une aréte
A de T” (en supposant que A n’est pas une boucle i.e. les deux extrémités de A
colncident) nous dirons que I' est obtenu par éclatement simple de T et que 1’aréte
A est exceptionnelle par rapport a I'. De maniére générale, I est un éclatement
de T s’il est obtenu par une suite d’éclatements simples; nous écrirons I ~»T et
Exr(I") sera I’ensemble des arétes exceptionnelles. Si I"~»T et 4 est une aréte
non exceptionnelle de I, 4° sera par définition I’aréte de I" correspondante. Dans
le cas métrique, /(A4) désignera la longueur de I'aréte 4. On définit un systeme
fondamental de voisinages ouverts de I' € V,, en posant

UM ={I"»T|Il(4A) <esi Ae€Exr(I") et |I(A)—I(A°)| < ¢ sinon}.

Le type combinatoire du graphe associé a I détermine une décomposition
cellulaire de V, ,. La cellule correspondant a un graphe enrubanné I' (non métrique)
ayant m arétes s’identifie au quotient de R par I’action d’un groupe fini (celui-ci
s’identifiant avec un groupe d’automorphismes combinatoires de I'). V,, a donc
une structure naturelle d’orbifold topologique. La strate ouverte est constituée
par les cellules associées a des graphes enrubannés ayant toutes les valences des
sommets égales a 3. L’opération de déformation des longueurs est continue sur V.

On obtient une construction analogue en considérant I’ensemble V[, formé par
les graphes enrubannés métriques de genre g ayant n faces non numérotées. On a
alors un revétement d’orbifolds Vg, — Vg, et Vg, s’identifie avec le quotient
de V,, par rapport a I’action du groupe symétrique S,.

Soit maintenant M, , ’espace des modules des surfaces de Riemann de genre g
ayant n points marqués ordonnés. Un point de M,, correspond a une classe
d’isomorphisme [X, (Py, ..., P,)], ou X est une surface de Riemann compacte de
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genre g et Py, ..., P, sont n points distincts de X (par définition, deux surfaces de
Riemann n-maquées (X, (Py, ..., Py)) et (Y, (O, ..., Q,)) sont isomorphes s’il existe
un isomorphisme analytique ® : X — Y tel que ®(P;) = Q; pouri=1,...,n). Dans
la théorie classique, M, , est muni d’une structure différentiable qui en fait un
orbifold de dimension (réelle) 6g — 6 + 2n. L’espace des modules décoré ./\/lgif est
simplement le produit de Mg, et de R’ i.e. on associe a chaque point marqué
un réel positif. En reprenant les notations du paragraphe précédent, on peut dire
que Mgif paramétrise les classes d’isomorphisme de paires (X, D) ou D est un
diviseur positif a coefficients réels muni d’une numérotation de Supp(D). Il existe
une,action naturelle du groupe symétrique S, sur M:e,f et le quotient est noté
Mgf[;]. On retrouve une projection canonique Mge,f — ng;].

D’apres le théoréme de Strebel, on associe a toute surface de Riemann décorée
(X, D) une unique différentielle de Strebel w (i.e. un graphe enrubanné muni d’une
métrique) telle que Res(w) = D. Cette correspondance est stable par isomorphisme

et on obtient alors un diagramme commutatif

¥
Mite —1

l !

¥
MS?[%] — Vg n]

Le théoréme suivant est le point de départ de la théorie combinatoire des espaces
des modules (cf. [K],[P1],[P2]).

THEOREME 5. L application ¥ Mgif — V,, est un homéomorphisme.

On en déduit que P est un homéomorphisme entre Mg,é[fq] et V. La décomposition
cellulaire de Vg , induit une décomposition cellulaire de Mg?,f . Nous indiquerons par
M(T') la cellule correspondant au graphe enrubanné I' (non métrique, ayant les faces
numeérotées). On définit de fagon analogue M[I'] C Mgiﬁ,]. La dimension d’une
cellule est égale au nombre d’arétes du graphe enrubanné correspondant et varie
d’un maximum de 6g— 6+ 3n (strate ouverte, les graphes enrubannés sont

trivalents) a un minimum de 2g — 1 + n (les graphes enrubannés ont un seul sommet).

4. Graphes enrubannés orientables sur la sphére de Riemann

Nous dirons qu’un graphe enrubanné est bicoloriable ou orientable s’il est possible
de colorier les faces (avec deux couleurs) de telle sorte que deux faces ayant une
aréte en commun n’aient jamais la méme couleur. On démontre facilement (cf. [Z1])
que le graphe critique associé a une différentielle de Strebel w est orientable si et
seulement si o = a®* est le carré d’une forme différentielle méromorphe ordinaire.
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Il est alors possible de choisir deux orientations différentes, opposées I’'une de ’autre.
Pour chacune de ces orientations, les trajectoires horizontales sont orientées
canoniquement et les faces se partagent en deux classes en fonction de leur
orientation (ou couleur). Nous parlerons de faces positives et négatives. En
particulier, si Res(a) = pi[Xi]+ ... +p,[X,], alors Res(@®?) =piXi]+...+
P2[X,). Ici, |pi| est le périmétre de la face F; du graphe critique de o centrée en
X;. Le signe de p; ne dépend que de lorientation de F;. On a alors
> . pi = deg(Res(2)) = 0. En analogie avec le §4, nous dirons que (X, «) est une paire
de Strebel orientable et orientée.

Nous allons commencer I’é¢tude des graphes enrubannés orientables en genre 0 en
démontrant, de fagon purement analytique, un lemme de nature combinatoire:

LEMME 6. Un graphe enrubanné sur la sphére de Riemann est orientable si et
seulement si les valences de ses sommets sont toutes paires.

Démonstration. Soit I' un graphe enrubanné sur la sphére de Riemann. Consid-
érons une différentielle de Strebel w = (¢(X)/p(X)*)dX®? ayant I’ comme graphe
critique. Nous pouvons supposer que X = oo est un pole de w. Nous rappelons
que si P est un zéro de w d’ordre m, alors le sommet correspondant aura valence
m+2. Si w=0u®ie. T est orientable, alors tous ses zéros sont doubles et il en
est de méme pour les valences des sommets. Réciproquement, si tous les sommets
de T" ont une valence paire, alors tous les zéros de ¢(X) sont d’ordre pair
= ¢(X) est un carré = o = %% O

De maniére generale, etant donnee une surface de Riemann compacte X, on peut se
demander quels diviseurs D € Div%(X) peuvent s’écrire comme Res(w) avec w®? e
St(X). Sur la sphére de Riemann, le probléme peut étre résolu complétement. Tout
d’abord, si D est un diviseur de degré zéro (a coefficients réels) sur P\l;, nous sup-
poserons toujours que X = oo est un point du support de D. Dans ce cas, nous
pouvons écrire D = po[oo] + Y ;_, pilXi] avec X; € C. Les polynomes unitaires

X -X

l

1 i
o0 =[] =X et go(x) == pp(X) ) u

sont appelés polynémes caractéristiques de D. On considere de plus la fonction
(continue) |l 1lp:C-—D_—- Ry, ou D_={X;|pi <0}, définie par
|XIp =[T1X — X"

THEOREME 7. Soit D = po[oo] + pi[Xi]+ - - + pu[X,] € Div) (PL). Les con-
ditions suivantes sont equivalentes:

(i) D =Res(w), avec ©®* € St(P.),
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(i) En posant

X L dx
wp = p gp( )dX Z

o) T &Y

on a 0§ € St(P'C),
(i) |Ylp=|Y|pV Y, Y zéros de qn(X)

Démonstration. (i) = (ii) Par définition de Dapplication Res, la forme
différentielle @ posséde n podles simples en X, ..., X, de résidus respectifs
Pl,.-.,Pn € R et un pole simple en Xy = oo de résidu po = —(p1 +---+py). La
forme wp vérifie une telle condition. On a donc w — wp holomorphe sur
PIC = o = wp (ce qui démontre, entre autre, 'unicité de w). L’ implication (ii) = (i)
est triviale. Pour établir une équivalence entre (ii) et (iii), il suffit de remarquer que les
trajectoires horizontales de wf’jz sont les (composantes connexes des) courbes de
niveau N, = {X € C—D_ | |X|p = ¢}, ouc € R,. En particulier, w%z est de Strebel
si et seulement s’il existe un ¢y pour lequel N, passe par tous les zéros de gp(X), ce qui
est une reformulation de la condition (iii). O

COROLLAIRE 8. Soit o = py(p(X)/q(X)dX avec v®* e St(P%) et co € Sup-
p(Res(w)). On a alors la relation

A(p) (— 1)@ Py

R(p.q) Pi--Dn

Démonstration. D’apres le théoréeme 7, on a I’égalité

pq(X): P . Dn
‘p(X) " X — X X—X,

Comme dans la démonstration du corollaire 2, il suffit alors de multiplier I'identité
par p(X) et de considérer le produit des n égalités obtenues en remplagant X par
X;. La méme méthode s’applique pour X; # oo V i. O

5. Le graphe enrubanné associé a un dessin d’enfant

Nous allons a présent définir une correspondance entre dessins d’enfants et graphes
enrubannés métriques orientables, ce qui nous permettra ensuite de reprendre I’étude
des arbres dans le contexte des différentielles de Strebel. Nous dirons qu’une paire de
Strebel (X, w) est entiére si les longueurs du graphe enrubanné correspondant sont
des entiers (positifs).

THEOREME 9. Il existe une bijection naturelle entre l'ensemble des paires de Belyi et
l’ensemble des paires de Strebel entiéres orientables et orientées (cf. Section 4).

https://doi.org/10.1023/A:1001875723351 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.1023/A:1001875723351

FLEURS, ARBRES ET CELLULES 127

La correspondance entre dessins denfants et graphes enrubannés.

Démonstration. Considérons une paire de Belyi (X, ). La différentielle (“;—? © est
de Strebel (par construction) et son graphe critique est I'y=p7'(S!) ou
S! ={ze C| |z| = 1}. Le graphe enrubanné I' p est orientable. Orientons ses faces
de telle sorte que les faces positives (resp. négatives) correspondent aux sommets
positifs (resp. faces) du dessin associé a (X, ). Les sommets de I'g sont les zéros
de p—1 d’ordre m > 1 (sommets négatifs de valence > 2 du dessin associé a
(X, p)). La longueur d’une aréte de I'y contenant k zéros simples de f — 1 est alors
égale a k+ 1.

Soient maintenant X une surface de Riemann compacte, ®®? € St(X) et Py un zéro
(fixé) de w. La fonction S(P) = exp| [, ;,; ) est alors méromorphe et non ramifiée en
dehors de {0, 1, 00} i.e. (X, ) est une paire de Belyi. On vérifie facilement que
les correspondances que nous venons de définir sont inverses 1'une de I'autre. []

COROLLAIRE 10. Il existe une bijection entre l'ensemble des dessins d’enfants et
l’ensemble des graphes enrubannés entiers orientables et orientés.

Démonstration. 11 suffit de remarquer que la correspondance que nous venons de
définir est compatible avec la notion d’isomorphisme. O

6. Le complexe cellulaire A,

Nous allons a présent construire un espace permettant de paramétriser les arbres
considérés précédemment. Nous commencerons par une description purement
combinatoire, que nous interpréterons ensuite de manicre algébrique.

Soit n un entier positif impair et considérons I'’ensemble A, formé par les graphes
enrubannés meétriques I' en genre 0 vérifiant les conditions suivantes:

(i) T est orientable,
(i1)) T possede une seule face négative et n faces positives numérotées,

(iii) Si 2m est la valence d'un sommet de I, alors m est impair.

On a une projection naturelle 7 : A, — A = A,,/S, (oubli de la numerotation), et
la fibre au dessus d’un graphe enrubanné métrique I' € Ay, correspond aux
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différentes numérotations de ses faces. D’apreés le corollaire 10, i/ existe une bijection
entre les éléments entiers de Ay, et les arbres T ayant n sommets positifs et tous les
sommets négatifs de valence impaire.

En suivant la construction du Section 3, il est possible de munir A,, d’une topologie
faisant de ce dernier un sous-complexe cellulaire de Vg, 1.e. 'union de cellules de
Vont1. Sa dimension (réelle) est égale a %(n — 1) et la strate ouverte correspond
aux graphes enrubannés ayant tous les sommets de valence 6. D’un point de vue
topologico-combinatoire, les graphes enrubannés associés aux cellules de Ay, sont
obtenus en recollant un bouquet de deux S' aux graphes enrubannés associés
aux cellules de Ap,_y (voir figure suivante). Dans le cas ordonné, il faut en plus choisir
une numérotation des faces (positives).

CHR—F ARSI THK—

Construction récursive des cellules de Ap).

Considérons deux éléments P et P’ de Ap,; correspondant a des graphes enrubannés
(non métriques) T' et T respectivement. Si I"~»I" (i.e. T' est obtenu en faisant
degénérer des arétes de I"), alors il existe un chemin y : [0, 1] — Ay, joignant P
et P'. De plus, la cellule correspondant au graphe enrubanné que 1’on note IV, ayant
un seul sommet et n arétes (c’est un “tréfle a n feuilles”) est la seule cellule de
dimension minimale, et tous les graphes enrubannés considérés ici sont des
éclatements de /V,. Nous en déduisons que Ay, est connexe. Dans le cas ordonné,
il existe (n — 1)! cellules de dimension minimale, correspondant aux numérotations
des faces positives de 7V, (modulo une permutation cyclique). L’espace A, posseéde
deux composantes connexes. Deux éléments de 7~ (I') appartiennent a la méme com-
posante connexe si et seulement si les numérotations des faces positives de I qui les
caractérisent coincident modulo une permutation paire.

Passons a présent a I’aspect algébrique du probléme: d’apres le théoréme 5, il existe
un homéomorphisme ¥ entre V41 et Mg 11 X R”jl. Dans la théorie classique,
Iespace My +1 se réalise comme quotient de (PIC)”Jrl —A (ou A est le lieu
discriminant) par rapport a I’action diagonale de PGL,(C). En ce qui concerne
A,, nous allons procédér de maniére différente: Si w®? e St(P}C) est un modéle
associ¢ a I' € A, nous pouvons supposer que X = oo est le (seul) pdle de w résidu
negatif. Le complexe A, s’identifie alors (topologiquement) avec un sous-ensemble
du quotient de X, =(C"—A)x R/ par rapport a I’action diagonale de
Ly C)={z—az+b | a,be C, az#0}surlepremier terme du produit. Le groupe
symétrique &, opere de maniére naturelle sur X, et on obtient une projection
X, = X[ = X,,/Gy. On peut assimiler les éléments de X, a des diviseurs positifs
(a coefficients réels) sur la sphére de Riemann, ayant n points comme support.
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On définit une application 5 : X,, — Div%(P}C) en posant

'/I(Xla ~~~7X17p1’-~-spn) :pl[X1]++pn[Xn] _(pl ++pn)[oo]

On remarquera que # est S,-invariante et peut donc se définir sur X,.

PROPOSITION 11. Soit Pun point de X,, et posons D = n(P). En suivant les notations
introduites dans le Section 4, P définit un point de A,, si et seulement si les conditions
suivantes sont verifiées:

(1)  ¢p(X) est un carre,
() |Y|p,=1|YpV Y, Y zéros de gp(X).

Démonstration. D’aprés le Théoréme 7, »? est de Strebel si et seulement si la
condition (ii) est vérifiee. Dans ce cas, dire que le graphe enrubanné métrique associé
a wp deéfinit un élément de A, revient a affirmer que les valences de ses sommets sont
congruentes a 2 modulo 4 i.e. les zéros de ¢p(X) sont tous pairs, ce qui améne a la
condition (i). O

Cette proposition permet de voir A, comme sous-espace de
Y, ={P X, | gy (X) estun carré},

celui-ci étant muni de la topologie induite par X,. Pour tout é¢lément P = (X1, ...,
X, P1s---,pn) de Y, en posant D = 5(P), il existe un unique polyndme unitaire
rp(X) tel que ro(X)? = gp(X), et on peut considérer I’application continue
¢, : Y, = C définie par

Hi<_,'(Xi - AXj)
R(rp(X), pp(X))

D’apres le corollaire 8, on a I'identité

bu(P) =

st (P14 -+ pa)”
pl.. :

$u(P)’ = (=1)
*Pn
On en déduit que ¢, est réelle ou imaginaire pure (ceci ne dépendant que de la parité
de (n—1)/2); nous pouvons donc parler de son signe. De plus, ¢, est
Ly(C)-invariante et définit une application continue ®,: A, — C. Pour tout
P e A, le signe de ®,(P) ne dépend que de la composante connexe contenant P.
I est clair que la fonction @2 est S,-invariante et définit une fonction continue sur
Apy. Nous allons maintenant résoudre un probléeme de “descente” en démontrant
qu’il existe une application continue @y, : A — Cavec Cl)ﬁﬂ = @2, L’existence d’une
telle fonction est un fait assez étonnant, car la numérotation des faces positives est
essentielle dans la définition de ®,. Nous allons affronter le probléme de maniére
combinatoire.
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Numérotation des faces d'un élément de Ap,).

Choisissons une aréte 4y de I' € Ap,;. En partant de 4y et en suivant I’ordre positif
de parcours (le graphe est orienté), il est alors possible de numéroter les faces
positives de T (voir figure). Nous parlerons de la numérotation canonique de T’
associée a Ay.

LEMME 12. Les numérotations canoniques associees a deux arétes Ay et Ay d’'un
élément de Ay, coincident modulo une permutation paire.

Démonstration. 11 suffit de démontrer I’assertion dans le cas ou A est ’aréte qui
précede A4; (en suivant le sens positif de parcours), auquel cas nous dirons qu’elles
sont adjacentes (voir figure).

Soit ¢ € S, la permutation obtenue en passant de la numérotation associée a 4 a
la numérotation déterminée par 4;. Distinguons deux cas:

a) Ay est une boucle (i.e. est la seule composante du bord d’une face du graphe
enrubanné). Danscecas,c =(nn—1n—2 ... 2 1) qui est paire car n est impair.

Deux arétes adjacentes.
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b) Ay appartient a une face F formée par plus d’une aréte. Dans ce cas, Soit m le
nombre de faces de I' par lesquelles on passe avant de revenir a une aréte de F.
La permutation o est alors égale a (m+ 1 m ... 2 1) et m est pair (pour s’en con-
vaincre, il suffit de considérer la construction récursive des éléments de Ay, décrite
précédemment, qui consiste a recoller des bouquets de deux S'). O

Pour tout I' € Ay, posons ®p,(I') = ®,(I") ou I'" est I’¢éléement de A, correspondant
a une numérotation canonique de I'. Le lemme précédent permet d’affirmer que @y
est bien définie.

PROPOSITION 13. L’application @y, est continue.

Démonstration. Remarquons tout d’abord que (D[Zn] est continue. Il faut donc
démonstrer que la numérotation canonique varie de maniére continue i.e. que
les éléments de A, obtenus par numérotation canonique appartiennent a la méme
composante connexe. A l'intérieur d’une cellule de A, 'application @, est cer-
tainement continue, car les numérotations canoniques d’un graphe enrubanné ne
dépendent pas de la métrique. On est donc réduit a I’étude des phénomeénes se
produisant lors du changement de cellule. En d’autres termes, nous devons
démontrer que si I"~»I', les numérotations canoniques de I' sont obtenues (par
dégénérescence de ’aréte exceptionnelle) & partir des numérotations canoniques
de I'', ce qui est immédiat. O

CORROLAIRE 14. SiI" € Ay et py, ..., pn Sont les périmétres de ses faces positives,

on a
et (1)
yy(T) = 22 [PL e pn)
P1-:Dn

Démonstration. Nous savons déja que

1+ -+ py)
pl . .pn

Il ne nous reste qu’a déterminer son signe (qui est constant car @y, est continue, ne
s’annule jamais, et Ap, est connexe). Pour cela, il suffit de se réduire au graphe
enrubanné le plus simple (correspondant au graphe enrubanné IV, muni de la
métrique “‘unitaire” i.e. toutes les arétes ont longueur unitaire) et d’effectuer les
calculs explicitement. [
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7. Expression combinatoire d’un caractere de G

Nous pouvons finalement appliquer aux arbres les résultats obtenus dans le
paragraphe précédent: Soit 7' un arbre de type Vor-omet I'r le graphe enrubanné
meétrique associé. Si f est un modéle (normalisé€) pour 7, w = d—pﬁ est un modéle pour
I'7. Une numérotation canonique des faces positives de I'7 se traduit par une
numeérotation Xi, ..., X, des zéros de § (sommets positifs).

Si l’arbre est positivement générique et les sommets sont ordonnés can-
oniquement, nous pouvons considérer la permutation o€ S, telle que
Do) < Po2) < -+ < Po(n) (om réordonne les périmétres des faces). Cette permutation
dépend évidemment du choix de I'aréte de référence mais les considérations du
paragraphe précédent permettent d’affirmer que sa signature ne dépend que de
I’arbre. Nous I'indiquerons par s,(7") et nous dirons que c’est la signature positive
de T. Si T est négativement générique on définit de fagon analogue sa signature
négative. Comme précédemment, pour des raisons de symétrie nous ne traitons
que le cas positivement générique. De fagon générale, si K/Q est une extension
quadratique, on peut voir la projection canonique Gp — Gal(K/(Q) comme un
caractére yg : Go — {£1}. Si T est un arbre positivement générique pour lequel
tous les sommets négatifs ont des valences impaires, considérons le caractere

Go 25 (1)

s+ (°T)
s+(T)

THEOREME 15. Soit T un arbre positivement générique de type Voim avec

n,ny, ...,y impairs. Posons A = (—1)%171 oo pupr 4+ py) et K= (Q)(«/Z) On
a alors yg = yr. En particulier, si(T) est Gg-invariant.

O l—>

Démonstration. Soit T un arbre vérifiant les conditions de I’énonce. 11 suffit de
remarquer, en suivant le notations introduites précédemment, que 6,(7) # 0 et
que s(7)0(T) = Oy (I'7) = Opy(Ter) = 51O 1)+ T) = 5:(°T)yx(0)0+(T). U

Revenons un instant aux fleurs de Leila. On vérifie immédiatement que ces deux
arbres ne sont pas conjugués car ils n’ont pas la méme signature positive et que
A=ay...a,(n+m—1)est un carré parfait. De maniére plus générale, le corollaire
suivant démontre (une généralisation de) la conjecture de Kotchetkov.

COROLLAIRE 16. Soient n,m, py, ..., pn, M, ..., Ny des entiers positifs tels que
QO pi<-<ppm<---<npetpr+---+p=m+---+n,=n+m-—1.
(1))  Tous les n; sont impairs.

(iii)) n=1mod 4
(V) pi...pa(p1+ -+ py) est un carré parfait.

Alors la classe de valence V!~ se décompose en au moins deux orbites galoisiennes.
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