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UNIVERSELL JAPANISCHE RINGE MIT NIGHT

OFFENEM REGULAREM ORT

CHRISTEL ROTTHAUS

Im Zusammenhang mit dem von Grothendieck in [2] Chap. IV (7.4.8)
gestellten Problem "1st die ideal-adische Komplettierung eines aus-
gezeichneten Ringes wieder ausgezeichnet?" scheint aufgrund der Arbeiten
von Marot [3] und Valabrega [8] im lokalen Fall die folgende Frage
interessant zu sein: "i? sei ein lokaler universell japanischer Ring. 1st
der singulare Ort jeder endlich erzeugten R-Algebra A abgeschlossen in
Spec (A)?" Diese Frage wird hier negativ beantwortet, d.h. wir werden
einen lokalen universell japanischen Ring A konstruieren, dessen singularer
Ort nicht abgeschlossen in der Zariski-Topologie von Spec (A) ist.

Die Bezeichnungen sind dieselben wie in [2]. Unter der Komplettie-
rung A eines lokalen Ringes A mit maximalem Ideal mA verstehen wir
immer die Komplettierung von A nach der m^-adischen Topologie.

Zunachst sei an einige Beziehungen ύber universell japanische Ringe
erinnert:

THEOREM 1. A sei ein lokaler noetherscher Ring. Dann sind folgende
Aussagen άquivalent:
( i ) A ist universell japanίsch.
(ii) Die formellen Fasern von A sind geometrίsch reduzίert.
(iii) FiXr jeden nullteilerfreien Restklassenring B von A (d.h. B = Ajp fur

ein p e Spec (A)) mit Quotίentenkδrper K = Q(B) sind die folgenden
beiden Bedingungen erfiillt:
(a) B ist reduziert
(β) Fur alle minίmalen Prίmίdeale ψ e Spec (B) ist die Kόrperer-

weίterung B%jK separabel.

Beweis. [2] Chap. IV (7.7.2) und (7.6.4)

Received July 14, 1978.
Revised August 4, 1978.

123

https://doi.org/10.1017/S0027763000018481 Published online by Cambridge University Press

https://doi.org/10.1017/S0027763000018481


124 CHRISTEL ROTTHAUS

LEMMA. A sei ein lokaler universell japanischer Ring; p e Spec (A)

und ψ e Spec (A) minimal mit ψ Π A = p. Dann folgt:

p eReg(A) <->φ eReg(Λ)

Beweis. Da pA reduziert ist, folgt pA% = ̂ AΨ Aus dim Av = dim A%

folgt dann die Behauptung.

§ 1. Vorbereitungen

Q sei der Kόrper der rationalen Zahlen; Aί9 Bj9ί9j eN, seien Unbes-

timmte ϋber Q mit At Φ Aj und B{ Φ Bj fur alle ί,jeN mit i φ j und

At Φ Bj fur alle i, j e N. Dann ist K = Q(Ai9 B^)ίyύ£N ein Korper mit

abzahlbar unendlich vielen Elementen. X, Y, Z, T seien Unbestimmte

ύber K. Der Polynomring K[X, Y, Z9 T](X>YtZtT) enthalt wieder abzahlbar

unendlich viele Elemente; insbesondere ist die Menge der Primelemente

in K[X9 Y, Z9 T]{X>γ>ZfT) abzahlbar. Wir wahlen nun eine Teilmenge &

C Q[Ai9 BJ]i>jeN[X9 Y, Z9 T] mit folgenden Eigenschaften:

(1) Die Elemente aus 0* sind Primelemente in K[X9 Y, Z9 T]ίXtY>z>T) und

irgend zwei Elemente aus 0f sind nicht assoziiert in K[X9 Y, Z9

•*• \(X,Y,Z,T)

(2) Xe & und X + Yk e 0> fur alle k e N.

(3) Ist P ein Primelement in K[X, Y9 Z, T\XtYtZtT)9 so gibt es ein zu P

assoziiertes Primelement P' e 0>.

Sei 0* = {pn}neN eine Abzahlung von 0f mit pι = X. Wir setzen:

n

Qn = Π Pi

und definieren fiir Elemente

F= 2 aimxιγszhτ e if[x, y, z, T]

mit α<iΛ< 6 K:

Grad F = dF = Max {i + j + fe + -ί |α < J W Φ 0}

Mit ί n : = dqn

rn: = [(tn + I) ! ] 2

bilden wir nun die folgenden Elemente aus dem formalen Potenzreihenring:
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JAPANISCHE RINGE 125

σ: = ΣxBAΪ

Im folgenden benotigen wir, daβ das Element ω0 = (Z + r)(Γ + σ) e

Y, Z]] algebraisch unabhangig ύber K(X, Y,Z, T) ist. Dazu zeigen wir:

SATZ 1. Die Menge {σ, τ} ίst algebraisch unabhangig ύber K(X, Y, Z, T).

Beweίs. Andernfalls gibt es ein F(Sl9 S2) e K[X, Y, Z, T][Slf S2]\{0} mit

F(σ,τ) = 0, etwa:

mit atjeK[X, Y, Z, T]. Sei d: = Max{3α f i | 0^ i , i^g} . Dann l&βt sich

nach Multiplikation vom F mit einem Element φ 0 aus if ein reN finden

mit r > Max {d, 2q), so daβ

atJ e Q[AV, Bμ]lύv^r[X, Y, Z, T] .

Im folgenden setzen wir Mn = Q[AV, Bμ]lύv,μίkn[X, Y, Z, Γ] fur alle neN.

Dann gibt es ein s ^ r mit g* e Ms fur 1 ^ i ^ r. Wir untersςheiden nun

drei Falle:

1. Fall. qu , qt e Ms, qt+ι g Ms fur ein t mit s > t ;> r.

Setze m: = ί p : = s.

2. Fall qu - , qs, qs+1 6 M s.

Setze m: = s p: = s.

3. FαZZ. g l5 , gs e Ms, g s + 1 e M s.

Dann gibt es ein h ^ s mit

3.1: g1? , qh+1 e Mh oder

3.2: qu , qh e Mh, qh+ϊ £ Mh+1

denn & enthalt unendlich viele Primelemente der Form X + Yk; keN.

In den Fallen 3.1 und 3.2 setze man m: = h und p: — h. Sei nun:

p1(x,y,z,τ) = ΣB/,g;"
m

Dann ist:

Pu P2 6 M,
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126 CHRISTEL ROTTHAUS

Weiter definieren wir:

G(S1,S2) = F(S1 + P1,S2 + P2)= Σ btJS}Si

wobei bij e Mp fur a l le i,j e No m i t 0 <^ i,j ^ q. M i t F(SU S2) Φ 0 i s t a u c h

G(SU S2) Φ 0, u n d es gi l t

G(σ -P»τ- P2) = F(σ, τ) = 0 .

Weiter folgt fur alle i, j e No mit 0 <*i,j <^ q:

dbtj <d + 2qrmtm = d+ 2q[(tm + l)l]Hm

< [(ίw+i + I)!]2 = rm + 1

Fur i > 0 oder j > 0 gilt:

( v/ °° \y

Σ 5,ςς )( Σ A,ήr;-)
w=m+l / \n=m+l /

Ώi A3 n d + Jc)rm + 1 i Λ
— L 'm+l / 1m+l (/m+l I aij

dabei ist J^ eine Potenzreihe in K[[X, Y, Z, T]], in der nur Terme vom

Grad >̂ rm + 2 = [(2m+2 + I)!]2 vorkommen. Damit folgt:

G(σ -PUT- P2) = 600 + Σ b^B^AL^ti^

Abschatzen der Grade der einzelnen Terme in (*) liefert:

(a) d&oo < rm + 1 < rm+2

Γh^ r5 V Λ W A3 n(i + J)rm + i <f r

\Ό) O 2-L Oij-Dm+lΆ-m+iqm+l \ 'm+2

(c) Σ bijΔij = 0 oder der Grad der Monome in der Potenzreihe
Ogij£

Σ b ^ ist ̂  rm+2

Gradvergleich liefert daraus:

V4-

Nun folgt im

1. Fall Am+l9 Bm+1, btj e Mp und

qm+1eMp.

Also ist gm+1 algebraisch abhangig iiber Mp. Andererseits ist ais = 6 ί ;
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fur i+j = k0 mit k0 = Max {i + j\aυ Φ 0}. Da aiά e Mr und da {ATO+1, Bm+ι}

algebraisch unabhangig ϋber Mr ist, erhalten wir 2 b^B^^A^ Φ 0.

Widerspruch.

2. Fall. bij,qm+ι^Mp

Dann ist {Am+U Bm+1} algebraisch abhangig ύber Mm. Widerspruch.

3. Fall. 3.1 bίpqm+ιeMm.

Wie oben ergibt sich der Widerspruch: {Am+U Bm+1} ist algebraisch

abhangig ϋber Mm. Im Fall 3.2 bij9Am+l9Bm+ιeMm+1 qm+ι<£Mm+1 folgt

wieder, daβ {Ar, Br}r>m+ι algebraisch abhangig iiber Mm+1 ist. Wider-

spruch.

Damit folgt: bυ = 0 fur alle i,j; 0 < i9j < q; entgegen G(SU S2) Φ 0.

Im folgenden sei 9 c Q[i4y, Bμ]v,μeN[X, Y, Z, T] eine Menge von Primele-

menten in K[X, Y, Z, T](XtYtZjT) mit den Eigenschaften (1), (2) und (3).

φ:N—>έP sei eine Abzahlung von (P mit ^(1) = X. Dann definieren wir:

φn: = [(«,. + I)!]2

i = l

Das von gφn und hψn erzeugte Ideal pφn ist ein Primideal in K[X, Y, Z,

T](X,y,z,τ), da gφn, hφn, X, Y das maximale Ideal in K[X, Y, Z, T](XtY>z>τ>

erzeugen. Fur ein r > n sei pφn>r das von

rr — σ A- A ,nr<pn'r

K.r . = h9n + Bn+1q;i:?

erzeugte Primideal, dabei ist q9ny. = qΨn φ(r) und rfn,r = [(tψn,r + I)!]2 mit

ίfntr = dq9ntr. Ist s > r, so definieren wir analog pφn,r,β als das von

rf ry J_ A π

rΨn,r,S
Oψn,r,S — Sφn>r I Λ w +2*4^71,̂ ,8

^f>»,r,« = hφn.r + Bn+2ql9^rrJS

erzeugte Primideal, wobei qψn,r,s = qφn,r'ψ(s) und
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128 CHRISTEL ROTTHAUS

rΨn,r,s = [(tφn,r,s + I ) ! ] 2 m i t tφntrtS = dqψntrtS .

Bemerkung. Da fur alle k e N, pφn, X + Yk und Y das maximale Ideal

in K[X, Y, Z, T\XtYtZtT) erzeugen, gibt es unendlich viele Primelemente in

&, die nicht in pψn liegen.

SATZ 2. Es gibt eine Abzdhlung ψ : i V - > ^ mit ψ(ΐ) = X und ψ(ή)

& Pψn-i far alle neN.

Zum Beweis benotigen wir den folgenden

HILFSSATZ. μ:N->^ sei eine Abzdhlung von & mit μ(ΐ) = X und μ(i)

& Pui-x fur alle i <I n. Ist μ(n + 1) e pμn9 so ist eine der folgenden Bedin-

gungen erfilllt:

(i) Es gibt ein t> n + 1 mit

μ(t) e pμn, μ(n + 1) g pμnΛ

(ii) Es gibt m, teN, m>t>n + l mit

μ(t) e Pμn, μ(m) e ρμntt, μ(n + 1) e pμn>t>m .

Beweis des Hilfssatzes.

1. Fall. Es gibt ein i > n + 1 mit μ(ί) <£ pμn und μ(n + 1) g pμnΛ. Dann

sind wir fertig.

2. FαZZ. Fur alle i > n + 1 mit μ(ϊ) € ^ n folgt: p = μ(n + 1) e pμnΛ. Die

Menge dieser i 6 iV werde mit Io bezeichnet. Offenbar enthalt Jo unendlich

viele Elemente. Wegen p e pμn gibt es also a, β, au βt e K[X, Y, Z, T]iZtYtZ%T)

mit: p = agμn + βhμn = a^μnΛ + βiKnΛ f ί i r a l l e ίe ί> Subtraktion liefert:

0 = (a - az)gμnti + ( β - β d h μ n > ί - (ocAn+1 + βBn+άf&tf

Damit folgt:
qr/nfi

i(aAn+ι +βBn+1)epμnpi fur alle i e Io. Ware qμntt e pμn>ί, so folgt

MO e PμnΛ o d e r K/) e ?^,i f t i r e i n i ^ Λ Daraus ergibt sich pμntί = pμn

bzw. pμj_x = p^,i und damit der Widerspruch μ(i) 6 pμn bzw. ^(j) € pμj_x

entgegen der Voraussetzung. Also folgt fur alle ie Io:

aAn+ι + βBn+ιepμnti

Insbesondere folgt:

μ(n + ΐ)=p9 aAn+ι + βBn+1 e Π P^.i
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BEHAUPTUNG (*). Es gibt eine Teilmenge J cz 70 mit \J\ = oo und

folgender Eigenschaft: Fur alle i9 j eJ mit ί Φ j ist

Beweίs von (*). Fur alle k e N ist X + Yk & pμn, also gibt es ein kQ

eN mit folgender Eigenschaft: Zu jedem k^>k0 gibt es ein ikelo mit

^*) = * + Y*.
Fur k> S ̂  k0 ist aber p^,^ =£ P^,*,, da andernfalls

-> ^ίj"(£*) t > - μ(it)u € p^ f l f c = ^m, t j

wobei ί = r^^^ — rμnM\ v = rμn,ik; u = rμniU und v > u, wegen k>l. Dann

ist aber

q'μnX* -Xue (pμntik9 Y) e Spec (K[X, 7, Z, T],X,Y>Z,T) ,

und damit Z e (pμnttk; Y) im Widerspruch 2:̂  (Z, Y, Z, Γ) = (pμntik, X, Y) und

Hohe pμntik = 2. Damit ist die Behauptung (*) bewiesen.

Aus (*) folgt nun Hδhe ( Π pμn t) = 1 und wegen p e Π pμnti, p Primele-
\iei ' / iei

ment ergibt sich:

(**) Π pμn.t = (P)

Daraus folgt: p teilt aAn+ι + /SB̂ +x in if[X, 7, Z, Γ ] ( X , F > z , n . Sei n u n i0 e Io

£ iV minimal.

FαZZ 2.1. Es gibt ein m > ί0 mit μ(m) £ pμntio und p β ̂ n f<O f T O. Dann ist nichts

mehr zu zeigen.

Fα/Z 2.2. Fur alle i > i0 mit μ(ι) & pμn>ίQ ist p e pμn,iθ3i. Dann gibt es wieder

ai9βt 6 iί[X, Y, Z, T]{X>YfZfT) mit p = αr^n + jSΛ^ - tf^ra,*0,i + βJtμnιiQti. Durch

Subtraktion erhalt man daraus :

0 = (α - α^.iβ.1 + (j8

Wir setzen:

F =
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130 CHRISTEL ROTTHAUS

Da aAn+ι + βBn+1e(p) und da p e pμntίQtί fur alle i, folgt:

G = (aAn+2 + βBn+2)qr/nχγ e pμn,ioΛ

fur alle i mit i > i0 und μ(i) e pμntU. Daraus folgt wieder aAn+2 + βBn+2

6 pμn,ί0,i fur alle ί > i0 mit μ(i) g pμn,Ufi und ebenso wie oben ergibt sich

dann: p teilt aAn+2 + βBn+2. Insgesamt erhalten wir also: p teilt aAn+ι

+ βBn+1 und p teilt aAn+2 + j3Bw+2. Daraus folgt: p teilt i3(jBn+1An+2

— J3n+2An+1) und da Bn+1An+2 — An+1Bn+2 eine Einheit in K ist, folgt: p

teilt or und p teilt 0, d A α = p ^ und β=p δ mit 7, ^e i f [Z, Y, Z,

T]{X,γ>z>τy Daraus ergibt sich dann der Widerspruch p = p(γgμn + βhμn),

^ a ΐSμn + βhμ*
€ P/ » keine Einheit in iί[X, Y, Z, T](XtYfZfT) ist. Damit ist

der Hilfssatz bewiesen.

Beweis von Satz 2. φ: N-+ & sei eine Abzahlung von ̂  mit ̂ (1) = X

Wir definieren Ψ:N-^^ rekursiv. Sei Ψ(l) = 9(1) = X und fur i<Ln sei

ΪΓ(ί) bereits deίiniert mit Ψ(i) £pΨi_x fur alle 2 <I i ̂  n. Sei β e iV minimal

mit φ(k)e&\{W(l), ••-,¥(*,)}.

Definiere r(w + 1): = φ(k)

2. Fα//. φ(k) e pΨn

Dann gibt es eine Abzahlung

μ(i) = ψ(i) fϋr alle i ^ n

μ(n + 1)

und

^(r) = φ(r) fur alle r > r0 > n

wobei rQeN hinreichend groβ zu wahlen ist. Nach dem Hilfssatz gibt

es naturliche Zahlen m > t > n + 1 mit: μ(t) £ pμn = pΨnt μ(m) g pμnyt und

μ(n + 1) 6 p̂ .̂ί oder /i(7i + 1) £ p^.ί^. Falls μ(irc + 1) e p^ j ist, so setze

man !T(TI + 1): = μ(t) und ?T(n + 2): = φ(k) = μ(n + 1). Ist μ(n + 1) e p^,,

und μ(n + 1) £ |)^ i e,T O, so sei ?Γ(n + 1): = ^(0; ^ ( ^ + 2): = μ(m) und

+ 3) = p(ft) = μ(n + 1). Damit folgt Satz 2.

§ 2. Konstruktion

Nach Satz 2 gibt es eine Abzahlung 0> — {pn}neN von 0> mit φ = X

und p w + 1 € pn fur alle n € TV, wobei pn = (^n, ΛJ mit
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U= Πft r, = [(«* + 1)!]2,
i = l

Eine solche Abzahlung von & sei im folgenden fest gewahlt. Wir bilden
nun folgende Elemente:

± Btqή 6 K[[X, Y, Z, T]}

und fur n >̂ 1:

Σ BΛr« + K
i = n+l

+ Σ ^i9ί* Σ Btf
i=n+l i=n+l

Da ql* qr

n\γ fur alle n,keN in K[X, Y, Z, T] teilt, ist ωn e X[[X, Y, Z, Γ]]
fur alle neN. Zwischen ωn und ωn+1 besteht fur alle neN folgender
Zusammenhang:

(2a) und fur neN

ω» = ^ K + i + An+ιhn + Bn+ιgn + An+ιBn+1q
r

n*+V)

wobei ql9 q
r

nlV/qr

n

n € (X, Y, Z, T)Z[X, Y, Z, T]. Wir bilden nun in K[[X,
Y, Z, T]] den Unterring

R] — K\X, Y, Z, Γ, ω n ] n € i V

Aus der Rekursionsformel (2a) folgt, daβ X, Y, Z, T ein maximales Ideal
in Rι erzeugen. Wir setzen:

p pi
- ^ — IX{X,Y,Z,T)

Dann folgt:

(2.1) Die kanonischen Einbettungsmorphismen
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132 CHRISTEL ROTTHAUS

κ[x, y, z, τ](XtY,z,T) -> R -> #[[x, y, z, rj]

sind lokal, das maximale Ideal in K[X, Y, Z, T]{XtYtZίT) erzeugt das maxi-

male Ideal von R.

(2.2) Ist S = K[X, Y,Z, T]lZtYtZtT)\{0}, dann ist S-'R isomorph zu einem

Quotientenring von K(X, Y, Z, T)[ω0] insbesondere ist S~ιR ein noetherscher

Ring der Dimension 1. Im folgenden wollen wir zeigen, daβ A = Rl(ωo)

ein lokaler universell japanischer Ring ist, dessen regularer Ort Reg (A)

nicht offen in Spec (A) ist. Ferner folgt, daβ A Restklassernring eines

regularen lokalen Ringes der Dimension 4 ist, der einen Kδrper der Char-

akteristik 0 umfaβt.

§3. Noetherzitat von R

Fur alle neN0 ist der Unterring K[X, Y, Z, T, ωn] von K[[X, Y, Z, T]]

freie i£-Algebra der Dimension 5. Wir setzen Rn = K[X, Y, Z, T, ωn]mn c R9

wobei mn das von X, Y, Z, T und ωn erzeugte maximale Ideal in K[X, Y,

Z, T, ωn] ist. Rn ist ein regularer lokaler Ring der Dimension 5 und

enthalten in R. Der lokale Einbettungsmorphismus Rn —^> R faktorisiert

fur alle neN ύber:

R

wobei vnt7l+ι induziert wird von dem if-Algebramorphismus:

5 n . n + ι : K[X, y, Z, T, ωn] • K[X, Y} Z, T, ωn+1]

Qn+1
i + l "t" A n + ιfln + -t>n + lSn ~Γ ^-n + l^n + lQnXl J

qn falls n ^ 1

^ί1^! + qjrix falls n = 0

Fur n < 77i definieren wir vn,m als den zusammengesetzten Morphismus

^m+i,m° * * °̂ 7i,n+i Damit lstBt sich i? auffassen als direkter Limes ύber
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SATZ 3. R ist ein noetherscher Ring.

Beweίs. Zu zeigen ist, daβ alle Primideale von R endlich erzeugt

sind. Sei also p e Spec (R).

1. Fall, p (Ί K[X, Y, Z, T\{XtYlZtT) = q φ (0). Dann ist R\qR Restklassenring

von K[X, Y, Z, T\iZ9rtZtT), also ist p endlich erzeugt.

2. Fall, p ΓΊ K[X, Y, Z, T]{X,Y,Z,T) = (0) und q ψ (0). Mit pn = Rn Γ\ p ist

dann ebenfalls }>n Π K[X, Y, Z, T] = (0). Wegen Rn = K[X, Γ, Z, Γ, ωn]W | l

folgt: Hόhe pn — 1 fur alle neN: also ist auch Hδhe J) = 1. Dann gibt

es fur alle neN ein Pn e Rn mit (Pn) = pn, da i?w ein faktorieller Ring

ist. Ferner gilt: vn>n+ι(Pn)epn+ι, also vn>n+ι(Pn) = an>n+1Pn+ί, wobei an>n+1

eRn+1. Der kanonische Einbettungsmorphismus Rn-^K[[X, Y, Z, ϊ7]] ist

lokal und faktorisiert ύber i>n,n+ι: Rn -> B»+i, und Pw zerfallt in Z[[Z, Y, Z, T]]

in ein endliches Produkt irreduzibler Faktoren. Damit folgt: es gibt ein

nQeN, so daβ αΛfW+i fur alle n^nQ Einheit in Rn+ι ist. Dann erzeugt

vno>nQ+r(Pno) das Ideal £n o + r fur alle reN, das bedeutet, daβ Pno das Ideal

p in R erzeugt, und es folgt die Behauptung.

Folgerung. R ist ein regularer lokaler Ring der Dimension 4. Da

die Einbettungsmorphismen K[X, Y, Z, T]{X,Y,Z>T) -+R,R-+ K[[X, Y, Z, T]]

lokal sind und da X, Y,Z, T das maximale Ideal von R erzeugen, folgt:

R s K[[X, Y, Z, T]].

LEMMA. ωQ ist ein Primelement in R.

Beweis. ωQ ist Primelement oder Einheit in S"1!?, da S~ιR ein

Quotientenring von K[X, Y, Z, T, ω0] ist. Es genύgt nachzuweisen, daβ

ω0 g (pn) fur alle n e TV. Annahme: p n teilt ωQ = (g n ^ + pngn)(hn^ + pnhn^)

mit Jf, Λn e K[[X, Y, Z, T]]. Dann ist gn^ oder /iK_! durch pn teilbar. Da

gn_λ und hn_λ Primelemente sind, folgt, daβ pn zu gn^ oder zu hn^ assoziiert

ist, im Widerspruch zu pn e t>n-i

§4. A ist ein lokaler universell japanischer Ring mit nicht offenem
regularem Ort

SATZ 4. A ist universell japanisch.

Beweis. Da Q c= A ist nach Theorem 1 (iii) nur zu zeigen: Fur alle

p e Spec (A) ist pA reduziert. Sei also p e Spec (A)

1. Fall p = (0).
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A = -R&) = K[[X, Y, Z, T]]lω0K[[X, Y, Z, T]]

ist reduziert, da ωQ in K[[X, Y, Z, T]] Produkt zweier nicht assoziierter

Primelemente ist, d.h.: ω0 = U.V, wobei U = Z + £ X i Anq
r

n

n; V=T

+ Σn=i BnQr

n

n- U und V sίnd nicht assoziiert, da U, V, X und Y das

maximale Ideal von K[[X, Y, Z, T]] erzeugen.

2. Fall p φ (0). μ:R-^RI(ωQ) sei der kanonische Restklassenmor-

phismus. Dann gibt es ein $β e Spec (i?) mit $ 3 (ω0) und μ($) = p. Wegen

Hδhe p ^ 1 ist Hohe Sβ ̂  2; also folgt: 5β Π K[X, Y, Z, T] Φ (0); d.h. es

gibt ein n e N mit pn e ψ. Dann ist R/ψ = Ajp isomorph zu einem Rest-

klassenring von K[X, Y, Z, T]{XfYfZ)T) und es folgt; (A/p) ist reduziert.

Damit ist Satz 4 bewiesen. Im folgenden sei: U: = Z + Σn-i-An^ί" und

y : = r + χ;-=1 B w ^ . Dann folgt:

LEMMA 1. (U, V) ist ein Primίdeal in K[[X, Y, Z, T]] mit (U, V) Pi R

Beweis. U und V sind Teil eines regularen Parametersystems, also

ist (U, V) Primideal in K[[X, Y, Z, ϊ7]]. Ferner ist (U, V) Π J f K Y, Zy T]

= (0), denn andernfalls gibt es ein pne^ mit pne(U, V); dann folgt:

gn-u A.-i e ([/, V). Da (^w_1, /ιw_0 ebenfalls in K[[X, Y, Z, Γ]] ein Primideal

der Hδhe 2 ist, folgt (gn_l9 hn_1) = (U, V) und daraus pn e pn_x in K[X, Y,

^, T]{XtYtz,τ) i m Widerspruch zur Konstruktion. Also ist Hδhe (U, V)

f] R = 1 und wegen ωQeR Γ) (U, V),ω0 Primelement in R, folgt: (U, V)

Π R = (ω0).

Fur alleneiV gilt: (pn_!,pn)if[[X, Y, Z, Γ]]2(t7, V). Nun gibt es fur alle

ieN&nntβN mit p W i = X + Y* und q4 = (^ i,pn ί) e Spec (K[X9Y9Z, T])(X,γ,ZtT));

ferner ist q,R e Spec (i?) und qtK[[X9 Y, Z, T]] e Spec (K[[X, Y, Z, T]])

LEMMA 2. Fwr αZZe i, j e N mit i φ j ist q* Φ c\5.

Beweis: Annahme: Es gibt i,j eN mit qt — qά und i Φj. Sei etwa

i > j . Dann gibt es α, β9 γ e K[X, Y, Z, T] ( Z , r f Z f Γ ) mitpw y = α^nί + βhni + r/>Wί,

<x, β, γ lassen sich darstellen als a = a/e, β = b/e und γ = cje mit α, 6, c, e

€ 2Γ[X, Y, Z, T] β 6 (X, Y, Z, T). Damit folgt:

(X + YJ)e = agnί + bhni + c(X + Y*)

Auf der linken Seite tritt ein Term Yjeo;eoe K\{0} auf, auf der rechten

Seite enthalten agn. bzw. bhn. nur Terme Ykf, wobei fe(X,Z, T) ist, in
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c(X + Y*) tritt ebenfalls kein Term der Form e0Y
j auf, wegen ί >j. Also

ist die Annahme falsch und es folgt: qt Φ qj9

SATZ 5. Sing (A) ist nίcht abgeschlossen in Speo (A).

Beweίs. q sei das von U und V in A = K[[X, Y, Z, T]]lω0K[[X, Y, Z, T]]

erzeugte Primideal. Fur alle Sβ e V(q) ist A $ nicht integer, also nicht

regular, damit ist V(q) 9Ξ Sing (A). Ferner ist fur die qt aus Lemma 2:

qtA e V(q) fur alle ieiV. Mit dem Lemma nach Theorem 1 folgt dann:

qtA e Sing (A) fur alle ieN. Da A Integritatsbereich ist, genύgt es nun

zu zeigen: Π qtA = (0). Dazu brauchen wir nur nachzuweisen, daβ

Π qtR = ω0R ist. Nun gilt: Π (\iR Q ( Π Q^) Π ^ und Π Qi^ 2 (t/, V)-

Die qtR sind paarweise verschiedene Primideale der Hohe 3, dann ist

Π Qί-R ein Ideal der Hδhe 2, das ein Primideal der Hohe 2 umfaBt,
ieN

namlich (U, V). Also ist Π q̂ Λ = ([7,10 und mit Lemma 1 folgt: Π qtR
iN N
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