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UNIVERSELL JAPANISCHE RINGE MIT NICHT
OFFENEM REGULAREM ORT

CHRISTEL ROTTHAUS

Im Zusammenhang mit dem von Grothendieck in [2] Chap. IV (7.4.8)
gestellten Problem “Ist die ideal-adische Komplettierung eines aus-
gezeichneten Ringes wieder ausgezeichnet?”’ scheint aufgrund der Arbeiten
von Marot [3] und Valabrega [8] im lokalen Fall die folgende Frage
interessant zu sein: “R sei ein lokaler universell japanischer Ring. Ist
der singuldre Ort jeder endlich erzeugten R-Algebra A abgeschlossen in
Spec (A)?” Diese Frage wird hier negativ beantwortet, d.h. wir werden
einen lokalen universell japanischen Ring A konstruieren, dessen singuldrer
Ort nicht abgeschlossen in der Zariski-Topologie von Spec (A) ist.

Die Bezeichnungen sind dieselben wie in [2]. Unter der Komplettie-
rung A eines lokalen Ringes A mit maximalem Ideal m, verstehen wir
immer die Komplettierung von A nach der m,adischen Topologie.

Zunichst sei an einige Beziehungen iiber universell japanische Ringe
erinnert:

THEOREM 1. A sei ein lokaler noetherscher Ring. Dann sind folgende

Aussagen dquivalent:

(i) A ist universell japanisch.

(ii) Die formellen Fasern von A sind geometrisch reduziert.

(iii) Fiir jeden nullteilerfreien Restklassenring B von A (d.h. B = Alp fiir
ein p € Spec (A)) mit Quotientenkérper K = Q(B) sind die folgenden
beiden Bedingungen erfiillt:

(a) B ist reduziert
(B) Fiir alle minimalen Primideale B e Spec (é) ist die Korperer-
weiterung B%/K separabel.

Beweis. [2] Chap. IV (7.7.2) und (7.6.4)
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124 CHRISTEL ROTTHAUS

LEMMA. A sei ein lokaler universell japanischer Ring;p € Spec (4)
und B € Spec (A) minimal mit B N A = p. Dann folgt:

p € Reg (4) — P € Reg (A)

Beweis. Da pA reduziert ist, folgt pAy = BA,. Aus dim A, = dim A,
folgt dann die Behauptung.

§1. Vorbereitungen

Q sei der Korper der rationalen Zahlen; A,, B;,i,je N, seien Unbes-
timmte iiber @ mit A; = A; und B, # B, fir alle i,je N mit i #j und
A, #+ B, fur alle i,je N. Dann ist K= Q(A, B)),;cx €in Koérper mit
abziahlbar unendlich vielen Elementen. X,Y,Z, T seien Unbestimmte
iiber K. Der Polynomring K[X, Y, Z, T)x,v.z,r, enthilt wieder abzihlbar
unendlich viele Elemente; insbesondere ist die Menge der Primelemente
in K[X,Y,Z, Tlx.,v.z.r, abzdhlbar. Wir wihlen nun eine Teilmenge &
C Q[A,, B)),,,cn[X, Y, Z, T] mit folgenden Eigenschaften:

(1) Die Elemente aus & sind Primelemente in K[X, Y, Z, T)x.v,z,r, und
irgend zwei Elemente aus £ sind nicht assoziiert in K[X,Y, Z,
Tlixv 2.0

(2 XeZ und X+ Y*e Z fiir alle ke N.

(3) Ist P ein Primelement in K[X, Y, Z, Tlx,v.z.r, SO gibt es ein zu P
assoziiertes Primelement P’ ¢ &.

Sei Z = {p,}.cy €ine Abzihlung von & mit p, = X. Wir setzen:

n

und definieren fiir Elemente

F= > 0 XYZ'"T'cK[X, Y, Z, T]

0=1,4,k,¢Sn

mit a,;;,, € K:
Grad F = 0F = Max{i +j + & + ¢|a;ju. # O} .
Mit ¢,: = dq,
r.: = [, + DI

bilden wir nun die folgenden Elemente aus dem formalen Potenzreihenring:
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TL = i: Aqr
i=1

g: = i B
im1

Im folgenden benétigen wir, daBl das Element w, = (Z + «}(T + o) € K[[X,
Y, Z]] algebraisch unabhéngig tber K(X, Y, Z, T) ist. Dazu zeigen wir:

Sarz 1. Die Menge {0, t} ist algebraisch unabhdngig tiber K(X,Y,Z, T).

Beweis. Andernfalls gibt es ein F(S,, S,) € K[X, Y, Z, T1[S,, S;]\{0} mit
F(o,7) = 0, etwa:

F= 3% a,S§
0<i,j<q

mit a;; € K[X,Y, Z, T]. Sei d: = Max{0a;;|0<i,j<q}. Dann lia6t sich
nach Multiplikation vom F mit einem Element = 0 aus K ein re N finden
mit r > Max {d, 2q}, so daf}

aij € Q[A,,, B#:Ilév»llgr[Xs Y, Z’ T] .

Im folgenden setzen wir M, = Q[A,, B,]i<...<.[X, Y, Z, T] fur alle neN.
Dann gibt es ein s=r mit ¢, € M, fir 1 <i<r. Wir unterscheiden nun
drei Falle:
1. Fall. q,---,q9,€ M, q,..2 M, fir ein t mit s >¢t>r.

Setze m: = ¢;p: = s.
2. Fall. q,---,q9,¢q,,,€M,.

Setze m: = s;p: = s. ,
3. Fall. q,--+,9,€ M, q,,,¢ M,

Dann gibt es ein -2 = s mit

3.1: q, - -, qr. €M, oder

32: q, -, qneM,, que M,
denn & enthalt unendlich viele Primelemente der Form X 4 Y*; ke N.
In den Fillen 3.1 und 3.2 setze man m: = h und p: = A. Sei nun:

P(X,Y,Z,T) =3 B
r=1

P(X,Y,Z,T) =3 Ag
y=1

Dann ist:

P17P2€Mv
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126 CHRISTEL ROTTHAUS

Weiter definieren wir:

G(Sh Sz) = F(Sl + P1, Sz + Pz) = . Z b”SllSj
=i,759

wobei b,; € M, fiir alle i,je N, mit 0 <i,j < g. Mit F(S,, S,) # 0 ist auch
G(S,, S;) #+ 0, und es gilt

Gl — P,z — P)) = F(s,7) = 0.
Weiter folgt fiir alle i, je N, mit 04,5 < g:

0b,; < d + 2gr,t, = d + 2q9[(¢, + D!J*t,
<[t + DIPF =rnn

Fiir i > 0 oder j > 0 gilt:

< ianq;")i< > Anqz")j

n=m+ n=m+1

= B;’n+1A]m+1q£ri:1)rm+l + Aij

dabei ist 4;; eine Potenzreihe in K[[X, Y, Z, T]], in der nur Terme vom
Grad = r,,, = [(tn.: + 1!]* vorkommen. Damit folgt:

F0Vi#0
(%) i

Abschitzen der Grade der einzelnen Terme in (x) liefert:
(a) abooé rm+1< rm+2
(b) o P bth:.n+1Af;z+1Q§:;Hm"“ < T

0=i,j=q
T=0Vj#0

(¢0 2, by4,;,=0 oder der Grad der Monome in der Potenzreihe

0s4,7=¢
£V j#0

2. bydyist = ra.,
0st,7=¢q
1£0V j#0

Gradvergleich liefert daraus:

() bu+ 3 buBhaAhagii ™ =0
2;8{;]'_;30
Nun folgt im
1. Fall Aty B, bij € Mp und
Qm 11 € Mp-

Also ist q,,, algebraisch abhingig tiber M,. Andererseits ist a,, = b,
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fﬁr i +j = ko mit ko = MaX {i +j|(l” # 0}. Da a” € MT U.nd d.a {Am+‘, Bm+1}
algebraisch unabhingig tiber M, ist, erhalten wir >, b,,B.. A%, + 0.

i+j=ko
Widerspruch.
2. Fall. bijy Qni1 € M,

Am+l, B7n+l Z Q[Aw B[l]lé”yl‘él’

Dann ist {A,,1, Bn.i} algebraisch abhingig iiber M,. Widerspruch.
3. Fall. 31 b, qni€M,.
Wie oben ergibt sich der Widerspruch: {A,,, B,,:} ist algebraisch
abhangig tuber M,. Im Fall 32 b,, A,.;, Bha€M,, qn..2M,., folgt
wieder, daBl {A,, B,},>n,: algebraisch abhingig iiber M, ., ist. Wider-
spruch.

Damit folgt: b,; = 0 fur alle i, j; 0 < i, j < q; entgegen G(S,, S,) + 0.
Im folgenden sei & C Q[A,, B,l....x[X, Y, Z, T] eine Menge von Primele-
menten in K([X,Y,Z Tlyv.zr mit den Eigenschaften (1), (2) und (8).
o: N — P sei eine Abzdhlung von # mit ¢(1) = X. Dann definieren wir:

Gon = [1 900)

t‘/’n: = ann

r‘Pn: = [(t?’n + 1) !]2
g{"n: = Z + ZZ::I;Alq;lz”
by =T+ 3 B

Das von g,, und h,, erzeugte Ideal p,, ist ein Primideal in K[X, Y, Z,
Tlxv.z,r» da &, h,., X, Y das maximale Ideal in K[X,Y, Z Tl vz
erzeugen. Fiir ein r > n sei p,,, das von

PO r
gxon,r' - gsan + An+1%§,"r’r

PO T
hwn,r' - hw + Bn+1q¢z7r’r

erzeugte Primideal, dabei ist gq,,,: = q,,-¢(r) und r,, , = [(¢,,, + 1)!]’ mit
ty.r = 0q,,,. Ist s>r, so definieren wir analog p,,.,, als das von

— TonsT»8
gqon,r.s - gym.r + An+2q¢::l';,s’
— 7 7,8
hqon,r,s - hqomr + Bn+2q¢27¢y,§

erzeugte Primideal, wobei q,,.,,, = @,,.,¢(s) und
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Tonris = [(tgon,r.: + 1)‘]2 mit tgo,.,r,s = aQ¢n.r.: .

Bemerkung. Da fiir alle ke N, p,,, X + Y* und Y das maximale Ideal
in K[X, Y, Z, T x,v.z.ry €rzeugen, gibt es unendlich viele Primelemente in
#, die nicht in p,, liegen.

Sarz 2. Es gibt eine Abzdhlung v:N— P mit ¥(1) = X und (n)
&9, fir alle ne N.

Zum Beweis benétigen wir den folgenden

Hirssarz. p:N— P sei eine Abzdhlung von Z mit (1) = X und u(i)
e, fiur alle i <n. Ist y(n + 1)ep,, so ist eine der folgenden Bedin-
gungen erfiillt:

(i) Es gibt ein t > n + 1 mit

Au(t) e pl‘n ’ ﬂ(n + 1) E p/‘n.t
(i) Es gibt m,teNym>t>n+ 1 mit
KO EDuy, pmM)ED,,,, Mn+1)ep,,, ., .

Beweis des Hilfssatzes.
1. Foll. Es gibt ein i >n 4+ 1 mit p())ep,, und x(n + 1)eyp,,,. Dann
sind wir fertig.
2. Fall. Fur alle i > n + 1 mit p() e p,, folgt: p = p(n + 1) €yp,,,. Die
Menge dieser i € N werde mit I, bezeichnet. Offenbar enthilt I, unendlich
viele Elemente. Wegen pep,, gibt es also «, 8, a,, 8, € K[X, Y, Z, T ix.v.2.1)
mit: p = ag,, + ph., = g, + Bih,,,. fiir alle iel,. Subtraktion liefert:

0= (a— ai)gi‘mi + (ﬁ - .Bi)hymt - (“An+1 + ﬂBnn)‘IZﬁ?i’

Damit folgt:
gt @Ay + BBoyy) €D,,,: fur alle iel, Wire g,,.€b,.., so folgt

p@)ep,,. oder p(j)ey,,, fir ein j < n. Daraus ergibt sich p,,, = p,,
bzw. 9,,_, = 9,,. und damit der Widerspruch p(i)ep,, bzw. u(j)ep,,_,
entgegen der Voraussetzung. Also folgt fiir alle i€ I:

aAn+l + ‘BBnH € ppn,i
Insbesondere folgt:

‘u(n + 1) =p, aAnH + ﬁBnH € ZQ pp,.,t
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BEHAUPTUNG (%x). Es gibt eine Teilmenge J C I, mit |J]|= co und
folgender Eigenschaft: Fiir alle i, jedJ mit i == ist

pl‘mi * P,,,,,,- .

Beweis von (x). Fur alle ke N ist X+ Y*ep,, also gibt es ein £,
e N mit folgender Eigenschaft: Zu jedem k = k, gibt es ein i, ¢ I, mit
p@i) = X + YR

Fir k> ¢ = &, ist aber 9,,,., # 9,...,, da andernfalls

g,un,ik - g.un,i;
= A"+eq:::n,£4[ql(‘2/‘n,ik“Tﬂu,i‘)#(ik)rl‘n-ik - /l(i4)r‘""’i‘]
€ Pupir = p#n,i‘
- qu{“("k)v - Aa(lé)u € p/tn,ik = pun,ie

wobei ¢ = Ponsie ™ Tunyigs U= Tupyis U =T,

und v > u, wegen £ >1. Dann

7]

ist aber
2., X" — X" € (Dunyir Y) € Spec (K[X, Y, Z, Tlix,v,2,1) 5
und damit X e (p,,,,; Y) im Widerspruch zu (X, Y, Z, T) = (0,4, X, Y) und
Hohe p,,;, = 2. Damit ist die Behauptung (x) bewiesen.
Aus (x) folgt nun Héhe (QI p,,,“i> = 1und wegen pe QI Dunis D Primele-

ment ergibt sich:
(**) m Pt = (p)
tel

Daraus folgt: p teilt @A, ,, + pB,., in K[X, Y, Z, Tx,v.z,r» Sei nun i€ l,
C N minimal.

Fall 2.1. Es gibt ein m > i, mit y(m) ey, ,, und p € p,. ;,,». Dannist nichts
mehr zu zeigen.

Fall 2.2. Fiir alle i > i, mit p(i) €9,,, ist p € D,,.5.;» Dann gibt es wieder
a,pi € K[X, Y, Z, Tlix,v,z.ry mit p = ag,, + Bh,, = 8,100 + BiPups0:. Durch
Subtraktion erhélt man daraus:

0=(ax— a)8uni0;: + (B— ﬁi)h,un,io,i - “(Annqr,:‘{oi“ + An”q:;:‘{;?f)
- ﬁ(BanTF"fi“ + B, 2@ i)

Hnyto Hnyt0,t
Wir setzen:
T r i
F = a(An+lq/:»:Li;° + An“%fz’:,o{z)
T
+ BBaudlny + Bawdi)
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Da «A,.; + BB,..€(p) und da pep,,,, fir alle i, folgt:
G = (¢A,,, + BB, wD)EmI €D, 0

fir alle { mit i > i, und (i) ep,,., Daraus folgt wieder ¢4, ,, + BB...
€ Pupioe fur alle @ > i, mit p@) €9, und ebenso wie oben ergibt sich
dann: p teilt @A, ,, + BB,,,. Insgesamt erhalten wir also: p teilt «A,,,
+ BB,,, und p teilt «A,,, + pB,,,. Daraus folgt: p teilt A(B,.,A,..
— B,,,A,,) und da B, ,A,,, — A,,,B,,, eine Einheit in K ist, folgt: p
teilt « und p teilt B, dh. a =p-y und B=p-6 mit ¢, e K[X, Y, Z,
T)x,y,z,r. Daraus ergibt sich dann der Widerspruch p = p(rg,. + Bh..),
da 78,. + Bh,,€ ., keine Einheit in K[X, Y, Z, T]x,v,z,r, ist. Damit ist
der Hilfssatz bewiesen.

Beweis von Satz 2. ¢:N— P sei eine Abzahlung von & mit ¢(1) = X.
Wir definieren ¥': N — & rekursiv. Sei ¥(1) = ¢(1) = X und fir i < n sei
(i) bereits definiert mit (i) € p,,_, fir alle 2< i< n. Sei k€N minimal
mit (k) € Z2\{¥(Q), - - -, ¥(n)}.

1. Fall. o(k) 2 py,
Definiere ¥'(n + 1): = ¢(k)
2. Fall. ¢(k)€ vy,
Dann gibt es eine Abzidhlung px: N — & mit

p(i) = (@)  fir alle i < n
un + 1) = p(k)

und
ur) = o(r) fir aller>r,>n

wobei r, € N hinreichend groff zu wihlen ist. Nach dem Hilfssatz gibt
es natiirliche Zahlen m >t >n + 1 mit: u(t) €p,, = g, p(m)ep,,, und
un+1)ep,, , oder un +1)€p,,.;n. Falls pn+ 1)ep, ., ist, so setze
man ¥(n+ 1): = u(t) und ¥(n + 2): = (k) = p(n + 1). Ist w(n + ) eyp,,,
und p(n + 1) € 9,,.0m, 50 sel ¥(n + 1): = pu@); ¥(n + 2): = p(m) und ¥(n
+38) = (k) = p(n + 1). Damit folgt Satz 2.

§2. Konstruktion

Nach Satz 2 gibt es eine Abzahlung Z = {p,},exr von £ mit p, = X
und p,., €p, fur alle ne N, wobei p, = (g,, h,) mit
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n X n
g.=Z+ 3, Aqishy = T+ 3, Bal'
= 1=

®
qr = iUlpi; ry = [(tk + 1)!]2 s t, = GQk .

Eine solche Abziéhlung von £ sei im folgenden fest gewahlt. Wir bilden
nun folgende Elemente:

oy = (z +3; Aiqr)(T + B,-q:t) e K[[X, Y, Z, T

und fur n > 1:

wn — wO - gnhn
q,"
= (e + 5 Aqe)(h+ 5 Bar) - guhi]
qn" i=n+1 i=n+1
=1 [gn 5 B+ hy 3 Agl
qn" i=n+1 i=n+1
+ 3 Agr 3 Biqu]

Da qi* gi»tx fir alle n, ke N in K[X, Y, Z, T] teilt, ist v, € K[[X, Y, Z, T1}
fir alle neN. Zwischen w, und w,,, besteht fiir alle ne N folgender
Zusammenhang:

w, = qQi'w, + g1h1
(2a) und fiir ne N

W, = q;:i:fl(wnﬂ + An+lhn + Bn+1gn + An+an+1qzz7-:-+il)
wobei q,, q:rt/qire (X, Y, Z, T)K[X, Y, Z, T]. Wir bilden nun in KJ[[X,
Y, Z, T]] den Unterring
Rl = K[X3 Y’ Z9 T7 a)‘n]neN

Aus der Rekursionsformel (2a) folgt, daBl X, Y, Z, T ein maximales Ideal
in R' erzeugen. Wir setzen:

R = R%X,Y,Z,T)
Dann folgt:

(2.1) Die kanonischen Einbettungsmorphismen
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K[X9 Y, Z, I'](X.Y,Z’Tj - R g K[[X, Y, Za T]]

sind lokal, das maximale Ideal in K[X, Y, Z, T) x,v,z,r, €rzeugt das maxi-
male Ideal von R.

22 Ist S=KI[X,Y, Z Tlxv.2r\{0}, dann ist S'R isomorph zu einem
Quotientenring von K(X, Y, Z, T)[w,] ; insbesondere ist S™'R ein noetherscher
Ring der Dimension 1. Im folgenden wollen wir zeigen, dal A = R/(w,)
ein lokaler universell japanischer Ring ist, dessen regularer Ort Reg (A)
nicht offen in Spec (A) ist. Ferner folgt, dal A Restklassernring eines
reguliren lokalen Ringes der Dimension 4 ist, der einen Kérper der Char-
akteristik 0 umfaft.

§3. Noetherzitit von R

Fiir alle ne N, ist der Unterring K[X, Y, Z, T, »,] von K[[X, Y, Z, T1]
freie K-Algebra der Dimension 5. Wir setzen R, = K[X, Y, Z, T, w,]., S R,
wobei m, das von X, Y, Z, T und o, erzeugte maximale Ideal in K[X, Y,
Z, T, w,] ist. R, ist ein reguldrer lokaler Ring der Dimension 5 und

enthalten in R. Der lokale Einbettungsmorphismus R, "5 R faktorisiert
fiir alle ne N tber:

Vu,n+1
R,—— R,
”:\ /l+l

R
wobei v, ,,; induziert wird von dem K-Algebramorphismus:
Puni: KIX, Y, Z, T,0,] — K[X, Y, Z, T, 0,,.]
K[X, Y, Z T) - KX, Y, Z, T
9 o, + Apyihn + Bon + AunBondiit]

o, 18
Qn falls n>1

Qo + q.hy falls n =0

Fir n < m definieren wir v, , als den zusammengesetzten Morphismus
Ymitm©***9Vn . Damit 148t sich R auffassen als direkter Limes iiber

(Rm "’n,m)n,meN'

https://doi.org/10.1017/50027763000018481 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.1017/S0027763000018481

JAPANISCHE RINGE 133

SaTz 3. R ist ein noetherscher Ring.

Beweis. Zu zeigen ist, daB} alle Primideale von R endlich erzeugt
sind. Sei also p e Spec (R).
1. Fall. pPNK[X,Y,Z, T)ix,v.z,ry =97 (0). Dannist R/qR Restklassenring
von K[X, Y, Z, T)x,v,z,r, also ist p endlich erzeugt.
2. Fall. yNK[X,Y,Z Tlxy.zmn=(0) und g+ (0). Mit p, = R, N p ist
dann ebenfalls p, N K[X, Y, Z, T} = (0). Wegen R, = K[X,Y,Z, T, v,].,
folgt: Hohe p, = 1 fur alle ne N: also ist auch Héhe p = 1. Dann gibt
es fiir alle neN ein P,e¢ R, mit (P,) = 9,, da R, ein faktorieller Ring
ist. Ferner gilt: v, ,.(P,) € P,,1, also v, ,.(P,) = @, .1 Pn,:, WObel «, , .,
€ R,,,. Der kanonische Einbettungsmorphismus R, — K[[X, Y, Z, T'] ist
lokal und faktorisiert iiber v, ,,.: R, = R, ., und P, zerfallt in K{[X, Y, Z, T1]
in ein endliches Produkt irreduzibler Faktoren. Damit folgt: es gibt ein
n,eN, so daB «,,,, fir alle n = n, Einheit in R,,, ist. Dann erzeugt
Voo nosr(Pro) das Ideal p, ., fur alle re N, das bedeutet, daB} P,, das Ideal
p in R erzeugt, und es folgt die Behauptung.

Folgerung. R ist ein reguldrer lokaler Ring der Dimension 4. Da
die Einbettungsmorphismen KI[X, Y, Z, Tlx.v.2.n — R, R— K[[X, Y, Z, T]]
lokal sind und da X, Y, Z, T das maximale Ideal von R erzeugen, folgt:
R=K[[X, Y, Z T

LEMMA. o, ist ein Primelement in R.

Beweis. ®, ist Primelement oder Einheit in SR, da S'R ein
Quotientenring von K[X, Y, Z T, v, ist. Es geniigt nachzuweisen, daf}
o, & (p,) fiir alle ne N. Annahme: p, teilt w, = (gu_; + Pu82)Pu_s + Dafln_)
mit 3, h, e K[[X, Y, Z, T]]. Dann ist g,_; oder h,_, durch p, teilbar. Da
&._,und h,_, Primelemente sind, folgt, daB p, zu g,._, oder zu h,_, assoziiert
ist, im Widerspruch zu p, ¢ 9,_,.

§4. A ist ein lokaler universell japanischer Ring mit nicht offenem
regularem Ort

Satz 4. A ist universell japanisch.

Beweis. Da @ < A ist nach Theorem 1 (iii) nur zu zeigen: Fiir alle
p e Spec (A) ist pA reduziert. Sei also p € Spec (A)
1. Fall p = (0).
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A= R//@)) = KI[[X, Y, Z, T))|o.K[[X, Y, Z, T]]

ist reduziert, da o, in K[[X, Y, Z, T]] Produkt zweier nicht assoziierter
Primelemente ist, d.h.: w,= UV, wobei U=Z+ 3>, A.q"; V=T
+ > B.gi». U und V sind nicht assoziiert, da U, V, X und Y das
maximale Ideal von K[[X, Y, Z, T]] erzeugen.

2. Fall. p+ (0). p:R— R/(w,) sei der kanonische Restklassenmor-
phismus. Dann gibt es ein 8 € Spec (R) mit P D (w,) und (B) = p. Wegen
Hohe p =1 ist Héhe P = 2; also folgt: P N K[X, Y, Z, T] + (0); d.h. es
gibt ein ne N mit p, €. Dann ist R/ = Afp isomorph zu einem Rest-
klassenring von KI[X, Y, Z, Tlxv,zr und es folgt; @) ist reduziert.
Damit ist Satz 4 bewiesen. Im folgenden sei: U: =Z + > 7., A,q;" und
V:=T+ >z, B,g;>. Dann folgt:

Lemma 1. (U, V) ist ein Primideal in K[[X, Y, Z, T]] mit (U, V) N R
= (‘00)-

Beweis. U und V sind Teil eines reguldaren Parametersystems, also
ist (U, V) Primideal in K[[X, Y, Z, T]]. Ferner ist (U, V) N K[X, Y, Z, T
= (0), denn andernfalls gibt es ein p,e # mit p, e (U, V); dann folgt:
Snt, hu1€(U, V). Da (g,_,, h,_,) ebenfalls in K[[X, Y, Z, T]] ein Primideal
der Hoéhe 2 ist, folgt (g,_, A._)=(U, V) und daraus p,c$,_, in K[X,Y,
Z, Tx.v.z,ry, im Widerspruch zur Konstruktion. Also ist Hoéhe (U, V)
N R=1 und wegen w,€ R N (U, V), w, Primelement in R, folgt: (U, V)
N R = (w,).

Fiir alle ne N gilt: (,_;, p)KI[[X, Y, Z, T112 (U, V). Nun gibt es fiir alle
ieNeinn,e N mit p,,=X+ Y und q,=(9..,,P.,) € Spec (K[X,Y,Z, T x.v.z.1»);
ferner ist q,R € Spec (R) und q,K|[[X, Y, Z, T] € Spec (K[[X, Y, Z, T1])

LemmA 2. Fir alle i, je N mit i + j ist q, + q;.

Beweis: Annahme: Es gibt {,je N mit q, = q; und i = j. Sei etwa
i>j. Dann gibt es &, 8,7 € K[X, Y, Z, Tlx,v,z,ry mit p,, = ag,, + Bha, + 1D.,,
a, B, 7 lassen sich darstellen als « = afe, 8 = b/e und y = c/e mit a, b,c, e
eK[X,Y, Z, Tl;ee (X, Y,Z, T). Damit folgt:

(X + Y)e = ag,, + bh,, + (X + Y?)

Auf der linken Seite tritt ein Term Y’e,; e, € K\{0} auf, auf der rechten
Seite enthalten ag,, bzw. bh,, nur Terme Y*f, wobei fe (X, Z, T) ist, in
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o(X + Y?) tritt ebenfalls kein Term der Form e,Y’ auf, wegen i >j. Also
ist die Annahme falsch und es folgt: g, # q;.

Sarz 5. Sing (A) ist nicht abgeschlossen in Spec (A).

Beweis. q sei das von Uund Vin A=KJ[[X, Y, Z, T1)/oK[[X, Y, Z, T
erzeugte Primideal. Fiir alle e V(q) ist A; nicht integer, also nicht
regular, damit ist V(q) < Sing (4). Ferner ist fiir die q; aus Lemma 2:
q.A e V(o) fir alle ie N. Mit dem Lemma nach Theorem 1 folgt dann:
q,A € Sing (A) fir alle ie N. Da A Integritidtsbereich ist, geniigt es nun
Zu zeigen: Qv q,A = (0). Dazu brauchen wir nur nachzuweisen, dal3

M a.R = w,R ist. Nun gilt: () o,R S (m qi}?) AR und N q,R 2 (U, V).
ieEN i1EN 1EN

iEN
Die qut’ sind paarweise verschiedene Primideale der Héhe 3, dann ist
N qi}% ein Ideal der Hohe 2, das ein Primideal der Hoéhe 2 umfalit,
tEN

namlich (U, V). Also ist (M 0,k = (U, V) und mit Lemma 1 folgt: M q.R
iEN ieN
= Cl)oR.
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