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SUR LES CARACTÈRES D’UNE ALGÈBRE DE BANACH

CATALIN BADEA

RÉSUMÉ. A new proof for the Gleason-Kahane-Żelazko theorem concerning the
characters of a Banach algebra is given. A theorem due to Pólya and Saxer is used
instead of the Hadamard factorization theorem.

1. Introduction. Soit A une algèbre de Banach avec l’unité e. Pour toute application
linéaire et multiplicative T de A, on a T(e) = 1 et T(x) 6= 0, où x 2 A�1 est un élément
inversible de A. La réciproque

(GKZ) Chaque forme linéaire T vérifiant T(e) = 1 et T(A�1) � CŁ, est multiplicative

a été conjecturé par W. Żelazko et montré indépendamment par A. Gleason [G] et
J.-P. Kahane et W. Żelazko [KZ]. Maintenant on sait montrer cette affirmation pour
les algèbres spectrales avec unité (cf. [P, p. 242] pour la définition et pour plusieurs
exemples). La preuve de Gleason et de Kahane-Żelazko utilise d’une manière essentielle
le théorème de factorisation d’Hadamard [T]. Plusieurs démonstrations pour le théorème
de Gleason-Kahane-Żelazko (GKZ), qui n’utilisent pas le théorème d’Hadamard, sont
maintenant connues [S], [RS]. Chacune de ces démonstrations s’appuie sur des résultats
d’analyse complexe : [S] utilise la formule

cn =
1

2ôi

Z
jïj=r

f (ï)
ïn+1

dï

pour les coefficients d’une fonction entière f (ï) =
P1

n=0 cnï
n (et d’autres résultats

d’analyse complexe), tandis que la démonstration (plus algébrique) de [RS] n’utilise
que le théorème fondamental de l’algèbre. Deux autres preuves pour les algèbres de
Banach commutatives et avec une involution symétrique ont été données par Wille [W] ;
cf. aussi [M]. Plusieurs informations sur le Théorème GKZ se trouvent dans [P].

Le but de cette note est de donner une autre (courte) démonstration pour le Théorème
GKZ dans le cas des algèbres de Banach (et même pour des algèbres normées plus
générales). Cette fois-ci le substitut du théorème d’Hadamard est un théorème énoncé
par Pólya et montré par Saxer. Le théorème Pólya-Saxer est énoncé dans la deuxième
section et utilisé pour donner une preuve du Théorème GKZ pour les algèbres de Banach.
On donne à la fin une preuve du Théorème GKZ pour les algèbres ayant une norme
spectrale.
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2. Le théorème de Pólya et Saxer et le Théorème GKZ. Le théorème qu’on va
utiliser est une caractérisation de la fonction exponentielle.

THÉORÈME 1 (PÓLYA-SAXER). Si f est une fonction entière et f , f 0 et f 00 ne s’annulent
pas, alors f (z) = exp(az + b) pour deux constantes a et b.

Le Théorème 1 a été énoncé par G. Pólya dans les années vingt et montré par Saxer,
Varopoulos et Csillag. Par une généralisation remarquable de Tumura et Clunie, deux
dérivées sont suffisantes :

THÉORÈME 2 (TUMURA-CLUNIE). Si f est une fonction entière et f et f (n), pour un
n ½ 2, ne s’annulent pas, alors f (z) = exp(az + b) pour deux constantes a et b.

En fait, pour nos besoins, la version suivante (plus faible) du Théorème 1 sera suff-
isante.

THÉORÈME 3 (PÓLYA-SAXER, VERSION FAIBLE). Si f est une fonction entière et f et
toutes les dérivées f (n), n ½ 1, ne s’annulent pas, alors f (z) = exp(az + b) pour deux
constantes a et b.

Une courte preuve pour le cas n = 2 du Théorème 2 a été donnée par Yang [Y]. Plus
d’informations et des références bibliographiques exactes sur le théorème de Pólya et
Saxer se trouvent dans le Chapitre 12 de [B].

On commence par la preuve du Théorème GKZ pour les algèbres de Banach.

THÉORÈME 4 (GKZ-LE CAS DES ALGÈBRES DE BANACH). Soit A une algèbre de Ba-
nach avec l’unité e et T: A ! C une fonctionnelle linéaire, bornée, telle que T(e) = 1 et
T(x) 6= 0 pour chaque x 2 A�1. Alors T est multiplicative.

PREUVE. Soit x un élément inversible de A. On considère la fonction entière f (z) =
T
�
exp(zx)

�
, où exp est l’exponentielle. Par hypothèse, la fonction entière f ne s’annule

pas. La continuité de T permet d’écrire

f (z) = T
�X

n½0
(1Ûn!)(zx)n

�
=
X
n½0

(1Ûn!)T(xn)zn

On obtient

f 0(z) =
X
n½1

n(1Ûn!)T(xn)zn�1 =
X
k½0

(1Ûk!)T(xk+1)zk

=
X
k½0

T
�
(1Ûk!)xk+1zk

�
= T

�
x exp(zx)

�


D’une manière similaire, on a f (n)(z) = T
�
xn exp(zx)

�
, pour tout n ½ 2, z 2 C.

Mais x 2 A�1, donc xn 2 A�1. Comme exp(y) est un élément inversible pour chaque
y 2 A, on obtient xn exp(zx) 2 A�1, pour tout z 2 C et tout x 2 A�1. Donc f et
toutes les dérivées f (n), n ½ 1, ne s’annulent pas. En utilisant le Théorème 3, on obtient
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f (z) = exp(az + b), pour deux constantes a et b. Comme f (0) = T(e) = 1, on a b = 0.
Donc T

�
exp(zx)

�
= f (z) = exp(az), c’est-à-dire

X
n½0

(1Ûn!)T(xn)zn =
X
n½0

(1Ûn!)anzn

Donc T(xn) = an pour tout n ½ 1. En particulier on a T(x2) = a2 = T(x)2, pour chaque
x 2 A�1. Soit maintenant y un élément arbitraire dans A. Le spectre SpA(y) de y dans A
est un compact fermé, et donc il existe ï 2 C tel que ï n’est pas dans SpA(y). On obtient
y � ïe 2 A�1. On en déduit T

�
(y � ïe)2

�
= T(y � ïe)2, et donc T(y2) = T(y)2 pour

chaque y 2 A. Donc T est un homéomorphisme de Jordan entre A et C. On obtient que
T est multiplicatif par un argument standard (cf. [P, p. 242]).

3. Une remarque sur les algèbres non complètes. Cette preuve n’est plus valable
si A est une algèbre non complète. Le Théorème GKZ est vrai pour chaque Q-algèbre
normée [RS] et même pour chaque algèbre spectrale [P]. On dit que l’algèbre A est une
Q-algèbre si A�1 est ouvert dans la topologie de A. Par définition, A est une algèbre
spectrale si on peut définir sur A une semi-norme spectrale, c’est-à-dire supérieure à ö,
le rayon spectral. Le théorème suivant est la généralisation du Théorème GKZ pour les
algèbres ayant une norme spectrale. On utilise une idée de [Be].

THÉORÈME 5 (GKZ-LE CAS DES ALGÈBRES AVEC UNE NORME SPECTRALE). Soit A
une algèbre avec une norme spectrale et avec l’unité e. Soit T: A ! C une fonc-
tionnelle linéaire, bornée, telle que T(e) = 1 et T(x) 6= 0 pour chaque x 2 A�1. Alors T
est multiplicative.

PREUVE. Soit jj Ð jj une norme spectrale de A. Soit A la complétée de A par rapport
à jj Ð jj; A est donc une algèbre de Banach. La forme linéaire continue T se prolonge
en une forme linéaire continue T sur A. D’après [P, p. 257], A est une sous-algèbre
pleine (spectrale dans [P]) de A, c’est-à-dire SpA(x) = SpA(x), pour tout élément x de
A. Soit x 2 A et ï = T(x). Alors T(x � ïe) = 0 et donc x � ïe Û2 A�1. On obtient
ï = T(x) 2 SpA(x). Soit x 2 A et (xn) une suite d’éléments de A qui converge vers x dans
A. Soit V un voisinage fermé de 0 dans C et U un voisinage ouvert de 0 contenu dans V.
L’application multivoque x ! SpA(x) définie sur A est semi-continue supérieurement
[A], et donc il existe un rang N tel que SpA(xn) ² U + SpA(x), n ½ N. On obtient
T(xn) 2 SpA(xn) = SpA(xn) ² V + SpA(x). Donc T(x) = limn T(xn) 2 V + SpA(x), car V
est fermé et SpA(x) est compact. Comme V est arbitraire, T(x) 2 SpA(x) et donc T et T
sont multiplicatives.

REFERENCES
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