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SOMMES DE FONCTIONS ADDITIVES 
RESTREINTES À UNE CLASS 

DE CONGRUENCE 

PAR 

A R M E L MERCIER 

1. Introduction. Une fonction arithmétique / est une fonction définie sur 
l'ensemble des entiers naturels et à valeurs dans C. On dit qu'une telle fonction 
/ est additive si f{mn)-f{m) + f(n) si (m, n ) = l et par ailleurs qu'elle est 
multiplicative si f(mn) = f(m)f(n) si (m, n )= l . Les sommes de la forme 
Zn=sx/(n) ont été largement étudiées. Dans [6], nous avons obtenu des estimés 
pour les expressions de la forme £ n<x f(n), où p0 est un nombre premier 

n = 0(po) 

arbitraire et / appartient à une certaine classe de fonctions additives ou 
multiplicatives. Nous nous proposons ici d'étudier essentiellement deux sortes 
de sommes. En effet, dans un premier temps, nous évaluerons £ n=sx /(n) pour 

n~€(k) 

différentes fonctions / et pour k, €e N, (k, €)=1 ou k. En deuxième lieu, nous 
obtiendrons des estimés pour £ n^x V/(H) et £ n<x

 1//(n), où k, /teN, 
(n,k)=l n-€(k) 

(k,€)=l ou k tandis que / appartient à une grande classe de fonctions 
additives (il est entendu que les résultats restent valides pour €ez). Notons 
enfin que, pour une série de Dirichlet donnée, nous désignerons par cra son 
abscisse de convergence absolue, lorsqu'elle existe. 

Nous démontrerons auparavant deux théorèmes fondamentaux sur la 
représentation de certaines séries de Dirichlet. 

2. Résultats préléminaires. 

THÉORÈME A. Soit f une fonction multiplicative telle que Xn=i (f(n))/ns con-
verge absolument pour a>cra. Alors pour chaque keN, on a, pour o->cra. 

„2\ 

(1) 
ï ^-n(i+û»^-)"' 

n = l n p\k\ P P I 

n //(P°), /(Pa+1), \ v M 
l ï \ p a s Pla+1)s /À «s ' 

nsO(k) 

X 
Pa\\k 
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6 0 A. MERCIER [March 

où pa II k signifie pa \k et pa+1 -f k. De plus, si |/(n)| < nc, c étant un nombre réel 
plus petit ou égal à ara, et si £n=i (f(n))/ns converge pour cr> c, alors Véquation 
(1) est valide pour cr>c. 

Preuve. La preuve se fait par induction sur le nombre d'éléments dans la 
décomposition de k en facteurs premiers. Soit k = p\\ alors pour toute 
fonction multiplicative / nous avons, pour a > cra, 

/(«)_ v /("Pî'), v /(»PÎ1+1) y j\n)_ Y nnV\) y M "Pi > . 
À ns A (np?.)s A (npî>+1)s 

(n,pi)=l (n,p!)=l 

_/ / (PÎ0 , / (PÎ ' + 1 ) , \ y M 

n^O(Pl
a l) (n , P l )= l (n,pi)=l 

^a. + l 

(n,pi)=l 

ce qui vérifie l'équation (1) lorsque fc = p?1. Supposons maintenant que 
l'équation (1) est vraie pour toute fonction multiplicative lorsque fc contient 
r - 1 facteurs permiers. Soit k = p\x • • • pj \ alors 

y /(") - (f(Pï), /(P"f+1), \ y £00 
(2) ^ ns \ p?'s p<a'+1)s / À 

n^O(k) n=0(pi a i •••p r- i a ' -») 
(n ,p r

a ' )= l 

Utilisant l'hypothèse d'induction avec la fonction multiplicative â?/ où 

flsi(n,^)=l 
10 autrement 

on a 

i rr n = l " n = l 
M - 0 ( p i a i - p r - i Û r - i ) n = 0 ( p i a l - - - P r - l " ' - 1 ) 

(n ,p r
û ' )= l 

n //(pa), /(pa+1), \ y /oo 
1 1 \ n a s "•" n ( a + l)s "^ I L „ s 

p û | | p i û i - - P r - i a ' - ' \ P P / n = l " 
(n ,p i û

1 - - -p r
a r )= l 

Remplaçant cette dernière équation dans (2), on obtient le résultat escompté. 
Si |/(n)|<nc, c^aa, alors pour cr^c, 

y f(pa+r) 
h P(a+r)s 

est une série de Dirichlet absolument convergente. Donc 

n(Ê^rnifêQ) 
p\k \r = 0 P / pû||kr = 0 \ P / 

est une série de Dirichlet qui converge absolument pour a>c. Or, si 
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1979] FONCTIONS ADDITIVES 6 1 

In=i(/(rc))Ms converge pour cr>c, alors (1) est aussi valide pour <r>c9 car 
Z°°n=i (f(n))/ns est le produit d'une série de Dirichlet absolument convergente 

n^O(k) 

et d'une série de Dirichlet convergente (Voir [9], 185). 
Soient (fc, €)=1 et %l9%2> • • • > #*(*> les caractères mod k9Xx étant le 

caractère principal, alors pour or > <ra on a 

= J _ [ y mXyfr) y / J _ f /(n)gf(n)\1 
MUA «s 4 WOÀ ns /J 

n-Afc) 

Or 

d'où 

Ë/waw.n/1+fiÇ)+M+...)-'j&), 
n = l « p|fc \ P P I n = l « 

Le prochain résultat vérifie à la fois l'équation (1) et l'équation (3). 

THÉORÈME B. Soit f une fonction multiplicative telle que £n=i (f(n))/ns con
verge absolument pour a>cra et (k, €) = 1 ou fc alors on a, pour o->aa, 

i^=n(1+f+^H~'n(^S--) 
n = l n p\d\ P P I p«\\d \ P P I 

n**€(k) 

où d = (/, fc), fc' = k/d, ^' = ^/d ef 3f désigne les caractères mod k'. 

Preuve. Si (fc, €)=19 alors l'équation (3) est vérifiée. Si (k, t?)=fc alors 
n==^(fc) signifie que n = 0(fc) d'où l'équation (1) est obtenue. 

REMARQUE. Si / est complètement multiplicative, alors utilisant le fait que 
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62 A. MERCIER [March 

(Voir [1]) 

/ y f(n)\( y f(n)(i(n)\ 

nous obtenons pour (k, ^ )=1 ou le et cr>aa, 

où d = (€, k), k' = k/d, ^' = €/d. En particulier, pour ke N et cr> aa, on a 

/ y /(n)W y /(n)/x(n)\ / x ( k ) f ( k ) ^ / / (p )y 1 

\ n = l n* A n = l nS / K , k \ p / 
nsO(k) n^O(k) 

3. Sommes de fonctions additives restreintes à une classe de congruence. Le 
prochain résultat concerne Tordre de grandeur de £ n<x /(n) où / est une 

n=€(k) 

fonction additive telle que f(pr) ne dépend pas de p. Posons d'abord Bx = 
7 + Zp flog(l-(l/p)) + (l/p)}, y étant la constante d'Euler. 

THÉORÈME 1. Soit f une fonction additive et soit a une constante positive telle 
Que LP(/(p)~a)/p converge absolument et f(pr) = 0(2r/2), r>2. Alors pour tout 
fc, €eN, on a 

X /W = T x lo§ lo8 x + A* + o (^' 

où 

A = 

où 

•î( ' , B '+ 

pld 
P l i 

d = (fc, t). 

n ^ x 

y /(Pr)-/(pr^) + 

7 Pr 

r s 2 

^ - / ( p ' " 1 ) y 
Pr

 P\d 
r > l 

Preuve. On a pour chaque k. 

Z /(»)= 
n=£x 

7W) + • z e c 
P0IM 
p*k 

d 
r > l 

f(pl-f(pr-1) 
Pr 

,€eN 

n ^ x 
n=^(k) 

> 

Z (/(pr: 
p r | n 
rs=l 

K,3)-/(pr+p-1) 
Pr 

y/(p r ) - / (p-

(-/(P^1))-

P 

/(p)-q' 
p )• 
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1979] FONCTIONS ADDITIVES 63 

Il s'agit maintentant de trouver le nombre d'entiers n < x tel que n = €(k) et 
pr | n, pétant un nombre premier fixe mais arbitraire. 

Soit d = (k,€), alors n = 0(d) et n = 0(pr) entraîne n = 0([d,pr]) ([d,pr] 
désigne le plus petit commun multiple de fc et pr) i.e. n = n^d, pr]. Posons 
(d, pr) = p**, 0 < j8 < r, alors n s (̂fc) implique 

nidpr^^€(k) 

i.e. «iPr"p s A(fci) 

où ki = k/d, £x = ^/d. Soit (pr~p, kx) = dl5 si dx > 1 alors la congruence 

n l P ^ - A ( k i ) 

ne possède pas de solution tandis que si d = 1, la congruence ci-dessus possède 
exactement une solution. Or l < n = nx d p r ~ ^ x i.e. O^n^x/dp'"^, et alors 
le nombre de solutions est 

^ f + f c x , - l< fc x <2 (Voir [10]). 

Donc 

n^x pr<x V^P / P 
n ~ £ ( k ) r s : l 

p * ^ 

P\d 

£L + lx V(P')-/(Pr-1))(f+4 
P 
râ:2 

l s / 3 s r - l 
P 

P-rki 
(pr,d) = pr 

Effectuant des calculs analogues à ceux de S. L. Segal [12], on obtient 

f(p')-f(p-') v /(P')-/(P'"') v /(P')-AP'"') 
n=£x K l p ' < x P p |k i P p |d 
* ^ ( k ) rs=l rss l râ:l 

P% P PHd p p'\\d J viogx/ 
P M p-ffci 
r2=l l s j 3 s r - l 

et alors le résultat désiré. 
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64 A. MERCIER [March 

COROLLAIRE 1.1. Soient k , / e N , alors on a Y. n<x <o(n) = ((x loglogx)/fc) + 
Ax+o(x) , ou 

fc\ pidP pidP pYkP/ p | d r p | d F p . _ 
P | k Id 

d = (k,€) et a>(n) = E p | n l . lï 

COROLLAIRE 1.2. Soient k, ^eN, a/ors on a 

£ log d(n) = —— x log log x + fix + o(x) 
n<x ^ 

où d(n) désigne le nombre de diviseurs de n, 

A l ( B , l o g 2 + I !2i<l^£) + l o g , ( M ) + Z *_ïtM 
fc\ P P P^IOU P 

rs=2 Bl k f (k. I) 
r = = l 

+ y l o g ( l + l / r ) y 1 0 g ( l + l / r ) y tog (1 + l / f ) \ 

p|(k,*) P r p|(k,^) P ' I k P r / 

| (k. '> r ^ l 

ef d(k, ^) désigne la fonction d évaluée au p.g.c.d de k et €. 

THÉORÈME 2. Soit f une fonction multiplicative à valeurs positives telle que 
f(n)n~a = l + b(n)np pour certain aeU+, j8€lR_ et \b(n)\<2~p. Alors, pour 
(k, €) - 1 ou k, on a 

{
ax log x A ^/, o x . ^ 

- 2 - + A x + 0( log 2x) si J8 = - 1 
I 

^ ^ + A x + 0 ( x 1 ^ l o g x ) si 0 * - l 

où A = G'(l , k, 0) - a G ( l , k, 0), auec 

/ fMY (ÏÇ2^ 
GihKt)^-^ 

< P ( k ) p | d \ P P / P |k' 

x 

etd = (k,€), k = k'd. 

) P i d x P P i p i k ' v p / 

///(p°)V //(pa+1)V \ / //(pJY 

>ûlld \ P P / P \ P / P > P 
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1979] FONCTIONS ADDITIVES 65 

Preuve. Pour (k, €) = 1 ou k, on a, en utilisant le théorème J3, pour cr > <ja. 

n-€(k) 

/(f(pa)\ (f(P
a+1)\ \ 

MA P~ P(a+l)s / 

où 

/ (MX V1 / / / (P")Y //(pa+1)\' \ 

p|k' \ P / p-||d N P P / 

et feC,Re t > - l / a . 

Alors 

(MX 
F(k,s,t) i^d-=as)F(k,s,t) ih^û 

n = l rt n = l w 

-«') î~=«')OUM) 
n = l W 

OÙ 

/ (MX (!& \ 

Pour Re t>-lla, G(l, fc, 0 converge absolument, alors par la formule (1.10.3) 

5 
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66 A. MERCIER [March 

de la page 42 de [11], nous avons, en utilisant le fait que 

,„( ,.<|L )"' „ (M. ) 
)p\d\ P ' Pa\\d \ P I 

l P)'-Z^to(imM)i) 
n<x \ " / n<x n \n<x / 

n=€(k) 

Nous allons maintenant montrer que l'on peut écrire l'équation (4) sous la 
forme 

<Mfc' 

(4) 

(5) E 3 H 
n<x n l 

f ( n ) _ f x G ( l , k, f) + 0(logx) si /3 = — 1 
x G ( l , M ) + 0(x1+p) si j S ^ - l 

n^£ik) 

uniformément pour Re t>-l/a. 
Puisque h'(p, r) = (l + MpOp^)Ml + M p ' ~ V , _ 1 ) ^ en utilisant le binôme 

généralisé, nous obtenons 

I W O h O C p 0 " 1 ^ ) pour j > 2 

et 

|fe'(R0l = 0(p*). 

Or, h'(n> 0 est une fonction multiplicative, d'où 

h'(n,0 = o(pp n pQ-m) = 0(n% 
\ P'iln / 

i^2 
Puisque h(n, t) = 0(h'(n, t)), alors 

rtix \rfix I lO(lOgx) SI 05* " 1 

et 

i>x r t I n>x ' l \n>x ** / 

et par le fait même ceci montre la validité de l'équation (5). Utilisant le lemme 
d'Abel (Voir [3]), nous obtenons 

(6) I fin)-
n s i 

G(l,k,t) at+1 , atG(l, k, t) , n , a . 

"^rrx + af+i + 0 ( x logx) SI ̂ = _ 1 

a t + 1 a f+1 
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1979] FONCTIONS ADDITIVES 67 

Dérivant par rapport à t cette dernière équation tout en utilisant l'inégalité de 
Cauchy pour estimer les termes d'erreur impliqués en dérivant (6) et posant 
f = 0, on obtient le résultat désiré. 

Comme conséquence de ce théorème nous obtenons les trois résultats 
suivants. 

COROLLAIRE 2.1. Pour (k, €)=1 ou k, on a 

X logcr(n) = ^^+A 1 x4-0( log 2 Jc) 
nssx 

n**€(k) 

OU 

fcl Pld\ p p I 

_ Z / l o g ( l ± l ^ + l o g ( l + l /P + l/P
2) + , , \ ( 1 _ 

p\k'\ p p I 

+ j (loga+1/p+...w)+Mi±I/£±^i/^+...) 
p-lld \ p / 

!H)-1 
et d = « k ) , k'=kld. 

COROLLAIRE 2.2. Pour (fc, €) = 1 ou k, on a 

X log<Mn) = ̂ ^ + A 2 x + 0(log2x) 
n"€(k) 

OU 

A 1 f V l o g ( l - l / p ) y log( l - l /p) 
A 2 " k l pi p p i p 

P p pid J 

et d = (*,*), k'=k/d-

COROLLAIRE 2.3. Soif (k, ^) = 1 ou fc ef dénotant par Ja la fonction de Jordan 
définie par Ja(n) = na n p |*( l - ( l /p a ) ) , on a 

l logJ0(n) = ̂ ^ W + 0(log2x) 

n*€(k) 
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68 

où 

etd = (kj), k'=k/d. 

A. MERCIER 

log( l - l /p a ) v logd- l /p") 

[March 

P|k' P 

+ 
P P P | d \ P / J 

De l'équation (6) nous obtenons, à titre d'exemple le résultat suivant: 
COROLLAIRE 2.4. Soit (k, €)=1 ou fc, alors on a 

£ or(n) = Ax2 + 0(xlogx) 
n=sx 

OU 

<Mfc ) PM \ p P ) 

x n ( 1 + 2 (£ i + £^ + . . . r n ( . or(p°) (r(P
0+1) 

p2a + p 2 ( a + 1 )+ ' 

etd = (k,t), k = k'd. 
En particulier, 

E < r ( n ) = ^(f + à~i ) x 2 + 0 ( x l °8 x ) 

n<x AZ \Po PO P o / n«0(p0) 

où p0 es* un nombre premier fixe mais arbitraire 
THÉORÈME 3. Soit f une fonction multiplicative à valeurs positives telle que 

f(n)n~a = l + b(n)n3 pour un certain a e R+, (3 G R _ et b(n)|<2"^. A/ors pour 
keN on a, 

+ Ax + 0(log2x) si |3 = - 1 
I log/(») = -

n^x 
(n,k)=l 

4>{k)ax log x 

fc 
<f>(fc)ax log x 

. fc 
+ Ax + 0(x1 + 3 logx) si / 3 * - l 

où A = <^(fc)(G'(l, k, 0) - G(l , k, 0)) 
et 

G(1,M) = 
<Kk) 

n Lki + k i l + . . . n(i-i) 
pYk\ p p / p \ p/ 

.(.JH...) 
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Preuve. Soient k, €eH, (€, fc)= 1, on a, en utilisant un procédé analogue à 
celui que nous avons utilisé dans le théorème 2, 

= (xG(l, k, f) + 0(logx) si j8 = - l 
~{xG(l,k,t) + 0(x1+p) si 0 * - l ' 

où G(l, k, t) est la fonction définie dans l'énoncé et teC est tel que Re 
t>-lla. 

°r' v f(») ! 5 (^?)n?x-^-w)= 1 IF* 
d'où nous obtenons, en utilisant le lemme d'Abel (Voir [3]), 

(8) 

^ af + 1 af+1 

uniformément pour Re t>-l/a. 
Décrivant cette dernière équation par rapport à t tout en utilisant l'inégalité 

de Cauchy pour estimer les termes d'erreur impliqués en dérivant (8), et 
posant t = 0, on obtient le résultat escompté. 

De ce théorème, on déduit le résultat suivant: 

COROLLAIRE 3.1. Pour chaque keN, on a 

£ log <r(n) = ̂ j p x log x + A4x + 0(log2 x) 

(n, k)=l 
OU 

A _<Hfc)f y /log(l + l /p) | log( l + l / p + l / P
2 ) | \L 1\ 

4 * 1 pifcl p p2 A p / 

+ y /10g(l+l/P) | lQg(l + l / p + l / P
2 ) | V ^ l X j l 

A partir de l'équation (8), il est facile de déduire le résultat suivant: 

COROLLAIRE 3.2. Soit keN, alors on a 

i a(„)=^n(i+£¥^+---r^o(xiog,). 
rSx 1 2 p | k \ P P / 

(n,k)=l 
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4. Somme de réciproques de fonctions additives restreintes à une classe de 
congruence. Nous concilierons par deux résultats, l'un concernant l'ordre de 
grandeur de 

1 — 

où (k, £) = 1 ou fc et / est une fonction additive, et l'autre concernant l'ordre de 
grandeur de 

Y — 
nk fin)' 

(n,k)=l 

où ke M et / est une fonction additive. Rappelons que l'étude des sommes de 
réciproque de fonctions additives fut entreprise par R. L. Duncan [7] qui 
prouva que 

2<nssx -h-^i-r-)-
(o(n) Vloglogx/ et poursuivie par J. M. De Koninck lequel obtenait une formule asymptotique 

pour 

j£xf(n)' 

où / appartient à une grande classe de fonctions additives (Voir [4]). La 
méthode de J. M. De Koninck nécessite l'usage d'un théorème dû à A. Selberg 
[13]. Utilisant ce même théorème, nous avons obtenu pour la même classe de 
fonctions additives l'ordre de grandeur de 

l — 
âx fin)' 

n^O(po) 

Po étant un nombre premier fixe mais arbitraire (Voir [6]). Par ailleurs, J. M. 
De Koninck et J. Galambos [5] ont trouvé l'ordre de grandeur de 

I - J — 
2^xlogcr(n) 

Récemment E. Brinitzer [2] obtint une formule asymptotique pour 
I — 

où / appartient à une certaine classe de fonctions additives. Ce dernier résultat 
généralisait le résultat principal de [5]. Le résultat que nous démontrerons 
maintenant ici généralise d'une certaine façon celui obtenu par E. Brinitzer. 
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THÉORÈME 4. Soit f une fonction multiplicative à valeurs positives telle que 
f(n)n~a = l + b(n)np pour un certain aeR+, J3É0?_, et \b(n)\<2~fi. Pour un 
entier positif arbitraire r et pour (k, €) = 1 ou fc, on a 

L e log/(n) X
k ? i ( a l o g x y + ° \ ( l o g x r 1 ) ' 2 ^ 

où ax = 1/fc et, en général 

aJ. = (-l),-1E0'-1)(0), avec 

JE(t) = G(l, k, t)/at+l, G(l, k, 0 étant défini dans Vénoncé du théorème 2. 

Preuve. Soit te(-(l /a) , 0], a/ors par Véquation (6) nous avons 

1 a t+1 a t+1 
(9) .I^lmy^,^^,.^ si ^_! 

m) l a t+1 a t+1 H 

où G(l, k, t) est défini dans l'énoncé du théorème 2. 

Supposons j8 = - 1 , alors pour c>a , on a 

(10) f° Z f(n)df= I f° f'(n)dt 
J-l/c 2^nsx 2 snsx J-l/c 

n«*(k) n**(k) 

= y _ i v 1 
2^nsx log/(n) 2 sf«/1 / c(n)log/(n) 
n«^(k) n~€(k) 

Soit N une constante suffisamment grande telle que f{n)>na/2 pour n>N, 
alors par le lemme d'Abel [3], et l'équation (9), on a 
( 1 1 )

 2 J L fVc(n) log /(n) U L + N J L ) /1/c(«) log /(n 

-0(1H0LL.rwo6/(~)) 

\ logx/ 

n«*(k) 

l -a/c\ 

Ainsi en combinant (9), (10) et (11) nous obtenons 

i^xlog/(n) J_1/c [ a t+1 
t)xat+1 

2^n 

+ a tG(l1kd) + 0 ( x O f l o g j c ) 

a t+1 Më) 
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Soit E(t) = G(l, k, 0/a* +1 , alors 

(12) l r^ïï-\=\° ^ + 1 E ( 0 + f ° atE(f)A 
2 ^ x l o g / ( n ) J_1/c J_1/c 

r 

[March 

2: 

+ 0(jcatlogx)dt + < 

Intégrant par parties r fois, on a 

J-l/c OC l og X - x 

1/c 

-1 /c 

\logx/ 

+ x 
E"(0*at 

(a log xf 

E'(t)xat 

-ne ~(alogx)2 

-i/c (alogx) |_1/c 

(-l)rE<r-1}(t)x 

x(-l)r+1 r° i f o 
+Ï E(r)(0*at dr. 

J-l/c (alogx)r+1JL1/e 

Comme E{r\t)xa'= 0(1) pour fë[-l/c, 0], alors cette dernière intégrale est 
bornée et de plus, pour 0 s i < r, on a 

xE(0(-l/c)x~° /c / x1""'" \ 
(alogx)' " lOogx)'/-

Posons a^C-iy- 'E 0" 1»^) , alors 

(13) 

De plus, 

(14) 

et 

(15) 

L*" ,BW*-4(^+0tai^4 

r » 
J-l/c 

tE(t)dt = 0(1), 

f x°" log x df = log x i x"' df = 
J-l/c J-l/c 

0(1) 

Remplaçant les équations (13), (14) et (15) dans (12) on obtient le résulta 
demandé. De même, pour j S ^ - l . 

Les deux applications suivantes découlent du théorème précédent. 

COROLLAIRE 4.1. Pour (k, €)= 1 ou k, on a 

2 J L log or(n)= * £ (logxV +°\(log xY+1) 

où ax = 1/k et tous les autres aj sont calculables. 
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COROLLAIRE 4.2. Pour (k, €)=l ou k, on a 

LclogcKn) XM(logx)^°\(logxy+1) 2=s 

où ax = 1/fc et tous les autres a, sont calculables. 
THÉORÈME 5. Soit f une fonction multiplicative à valeurs positives telle que 

f(n)n~a = l + b(n)np pour un certain aeR+, fieM_ et \b(n)\<2~fi. Pour un entier 
positif arbitraire r et pour tout keN, on a 

J L ï^Tôô=*(k)x,?i ri^y+0(ï^M 
(n,k)=l 

où ax = 1/k et, en général 

a, = (-iy-1E(/"1)(0), avec 

E(t) = G(l, k, t)/at+1, et G(l, k, 0 étanf dé/ira dans Vénoncé du théorème 3. 

Preuve. Il suffit de considérer l'équation (8) du théorème 3 et d'appliquer la 
méthode utilisée du théorème 4. 
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