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UNE NOTE SUR LES COEFFICIENTS 
BINOMIAUX DE GAUSS 

BY 

ARMEL MERCIER 

ABSTRACT. NOUS obtenons différentes identités de l'analyse combina-
toire contenant des coefficients binomiaux de Gauss. 

1. Introduction. Le coefficient binomial de Gauss [n] est défini (voir [2, p. 218]) 
par 

[ni I 4 - 1 ? - 1 v l 

[r\
=\l> sir = 0; 

^ 0, si r < 0 ou r > n1 

où q est une variable. On peut montrer que le coefficient binomial de Gauss désigne le 
nombre de variétés (projectives) dans un espace projectif [3, p. 103] et de plus que le 
coefficient de ql dans ["] désigne le nombre de chemins partant de l'origine jusqu'au 
point (n — r,r) sous-tendant une surface de / unités (voir [2]). Récemment ([5], [6]) 
nous avons obtenu quelques identités contenant les coefficients binomiaux de Gauss. 

En utilisant la notation habituelle pour les ^-séries: 

(a;q)j = (l-a){l-aq).~(l-aqj-l)J^ 1 

et (a;q)o — 1, le coefficient de Gauss peut s'écrire, pour 0 <j < n, sous la forme: 

(0) 
VJ 

Le but de la présente note est de continuer notre étude sur de nouvelles identités de 
l'analyse combinatoire tout en utilisant la notation des ^-séries. Mentionnons que cer­
tains de ces nouveaux résultats généralisent quelques identités obtenues antérieurement 
(voir [4]). 

Comme premier résultat, nous avons 
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THÉORÈME 1. Soit n ^ 0 un entier et soit f(x) un polynôme dont le degré est plus 
petit ou égal à n + 1. Soit i un entier vérifiant 0 < i < n, alors 

" (q-^Wf^) _ (g;<?)„/("+'>(()) ^ (g-";g),V f U - 1 

Dans le cas où les sommes de droite sont vides, elles sont interprétées comme étant 
égales à zéro. 

Ce type de résultat est lié de près aux séries de transformations pour les fonctions 
de la forme 

y > Or"; q)M\\q)j • • • to; q)jqJ 

^ (q\q)j(bx\q)r--(bk\q)j 

Par exemple, nous pouvons retrouver notre résultat pour / = 0 à partir de l'équation 
(obtenu en laissant tendre c vers 0 dans [1, §8.4, (1)]) 

n , ^(q-n\q)j{a\q)jqj = n(b/a;q)n 

j ^ (q;q)j(b;q)j ° (b;q)n ' 

En effet, posant b — aq dans (la), et en soustrayant 1, on obtient 

^A (q-n;q)j(a;q)jqj
 = an(q;q)n - (aq;q)n 

j ^ x (q\q)j(aq\q)j (aq;q)n 

En divisant par 1 — a et en laissant tendre a vers 1, on obtient 

(q-n;q)jqj ^ 1 y^ w » q)jqj
 = Y^_L_ 

équation qui nous permet d'obtenir ce qu'on avait signalé précédemment. 
D'autres résultats semblables à celui du théorème 1 peuvent être obtenus. Ainsi par 

exemple, 

THÉORÈME 2. Soit n è 0 un entier et soit f(x) un polynôme dont le degré est plus 
petit ou égal à n + 1. Alors on a 

(n- n\:(-

(q-n;q)iq
il-n)i fJ^TJ 

i=0 (q\q)i(-q\q)i(-q\q)n- 1 (*¥) 
<f(-q\q)n{q;q)n(q;q)n I , , r m , , m \ p _ J _ 

/=0 ? - l 
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2. Démonstration du théorème 1. Supposons que/(x) = an+\xn+l + anx
n + • • • + 

a\x + «o, alors 

(!) ~ r, 7 ^ÏT = an+\ + 
X(X-1)--'(X-£ET) ' x(x-\)-.-(x ^pr, 

où le degré du polynôme h{x) est ^ n. Or pour 0 ^ / ^ «, on a 

(-mqn - 1) • • • (q - l)h(x) (x - *ff) 
lim 

*->(</'-D/0/-D *(x - 1) • • • (x - g^-

_( - iy [ ; ] ( ^- ir^ /z (^ i ) 

d'où on peut écrire 

"(-!)'m q^iq-m^) {-mqn_X)...{q_mx) 

et ainsi (1) devient 

• ( - i y [ 7 ] ^ ( g - i y * ( j E f ) _ ( - i y . ( g - - i ) . . . ( g - 1 ) / ( y ) 

(-iy(<7"-l)---(<7-l)/<"+l>(0) 

(n+1)! 

Mais d'après (1), on peut écrire f(^Er) = K^ET) P°ur 0 = ' = n et alors (2) devient •q-\> " V < / - 1 

-(-!)'•[-]^/(ÏEf) _ ( - W - D - f e - D / W 
(3) S <r(*-^f) x(x-i)--(x-^)(q-ir 

(-l)n+l(qn - ! ) • • • ( < ? - l)/(*+1)(0) 

(q-\)n(n+\)\ 

Soit /o un entier tel que 0 ^ /Q = ^ alors en écrivant (3) sous la forme 

• <-.)'[;],''-,"'/y(^)_ ( - w - D - ( , - i i / w 
x(x — ! ) • • • 

(-\)n+\qn-

(-1)'° 

( < ? • 

• ( * - ^ ) & -
1)« 

- l ) - - - (< / - l ) / " + 1 (0 ) 
- !)"(«+ 1)! 

[:]^'°+1)/2/(^) 

( ' - ^ ) 
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et en faisant tendre x vers (ql° — 1 )/(<?— 1), on obtient, en utilisant la règle de L'Hôpital 
et l'équation (0), le résultat. 

En spécifiant le polynôme/(x) ou / dans l'énoncé du théorème 1, on peut établir 
de nombreux résultats. Par ailleurs, pour tout polynôme f(x) de degré plus petit ou 
égal à n, l'équation (3) devient 

(4) f" (g-"; q)i<t J<t-l\= (g? <Ùnfix) 

En posant f(y) = h{\ + (q - \)y) et x = -\/{q - 1), (4) devient 

où n ^ 1 et h(x) est un polynôme de degré plus petit ou égal à n. 
Cette dernière équation peut aussi s'obtenir à partir de [1,§8.2, (4)] 

E (q~n;q)jXj _n 

— ^— = {xq n\q)n. 

Finalement en considérant le quotient 

m 

où / est un polynôme dont le degré est plus petit ou égal à n + 1, on démontre le 
théorème 2 en procédant de la même façon que pour la démonstration du théorème 1. 

REMERCIEMENTS. NOUS désirons remercier l'arbitre pour nous avoir signalé quelques 
liens existant entre notre théorème 1 et certaines ^-séries. 
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