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UNE NOTE SUR LES COEFFICIENTS
BINOMIAUX DE GAUSS

BY
ARMEL MERCIER

ABSTRACT. Nous obtenons différentes identités de I’analyse combina-
toire contenant des coefficients binomiaux de Gauss.

1. Introduction. Le coefficient binomial de Gauss [;’J est défini (voir [2, p. 218])
par

n+l—r

n_1 n—l_l 1 . .
n %gﬁr%ﬁ—, 510<r§n,
[ ]— 1, sir =0;

0, sir<<Oour >n,

ol ¢ est une variable. On peut montrer que le coefficient binomial de Gauss désigne le

nombre de variétés (projectives) dans un espace projectif [3, p. 103] et de plus que le

coefficient de ¢’ dans ["] désigne le nombre de chemins partant de 1’origine jusqu’au

point (n — r,r) sous-tendant une surface de i unités (voir [2]). Récemment ([5], [6])

nous avons obtenu quelques identités contenant les coefficients binomiaux de Gauss.
En utilisant la notation habituelle pour les g-séries:

(@q;=0—-a)l—aq)---(1—aq’ "), jz1

et (a; q)o = 1, le coefficient de Gauss peut s’écrire, pour 0 < j < n, sous la forme:

n G 97
0 . = —1 S e J.
© [ ] b (@9, ¢*5*

Le but de la présénte note est de continuer notre étude sur de nouvelles identités de
I’analyse combinatoire tout en utilisant la notation des g-séries. Mentionnons que cer-
tains de ces nouveaux résultats généralisent quelques identités obtenues antérieurement
(voir [4]).

Comme premier résultat, nous avons
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THEOREME 1. Soit n 2 0 un entier et soit f (x) un polynéme dont le degré est plus
petit ou égal a n+ 1. Soit i un entier vérifiant 0 < i < n, alors

» (@ aa'f (45) __ @900 | (q_";‘I)iqi{ ’(qi_ 1)

= @ (gq—:?-) @@=+ D! (g:9) g—1
(q— l)f(gqi_—__ll_) i i ¢

Dans le cas ou les sommes de droite sont vides, elles sont interprétées comme étant
égales a zéro.

Ce type de résultat est li€ de pres aux séries de transformations pour les fonctions
de la forme .,

Z (@ " ian;q); - - - (a; 9);q’
(4:9ibr;q); - (bisq);

J=0
Par exemple, nous pouvons retrouver notre résultat pour i = 0 & partir de 1’équation
(obtenu en laissant tendre ¢ vers 0 dans [1, §8.4, (1)])

n

> @ iaqq’ 7 G/E D

1 .
(o) @ 9B q); b 9

j=0

En effet, posant b = aq dans (la), et en soustrayant 1, on obtient

z": @ " 9@ 9)sq’ _ @@ Dn— @G @
= (@ilag;9) (ag; )n

En divisant par 1 — a et en laissant tendre a vers 1, on obtient

. (q_”;q)jqf _ " 1

j=1

équation qui nous permet d’obtenir ce qu’on avait signalé précédemment.
D’autres résultats semblables a celui du théoreme 1 peuvent étre obtenus. Ainsi par
exemple,

THEOREME 2. Soit n 2 0 un entier et soit f(x) un polynéme dont le degré est plus
petit ou égal a n+ 1. Alors on a

) 2+l
g /(50)

(4 Di(— G Di(—F: D1 <gzm_1 )2
q—1

_ "% Dnlg; Dnlg; Pn {

/ ~_1
D FO+f©O) ] —_1} .

i=0 g—1
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2. Démonstration du théoreme 1. Supposons que f(x) = @, 1 X" + @, x" + -+ +
ax + ayp, alors

fx) h(x)

m = dy + n ?
x(x—l)“'(x—gq_;ll) +! x(x—])---(x—%)

ey

ol le degré du polynéme A(x) est = n. Or pour 0 =i = n, on a

(=1(g" = D+ (g = D) (¢ = £}

lim T
x—=(¢'=D /(gD x(x—1)--- (x — q%l)
U [t (4

qin

d’olt on peut écrire

D [ (G) iy - g - bie

Z qin(x_qﬂ) - x(x—l)'--(x—gﬂ)

i=0 g—1 g—1

et ainsi (1) devient

o » [l a@-vh () cire—n--q-nrw
qill(x_gij> - x(x__l)(x_ﬁ)

i=0 =1 g—1

_ (_l)n(qn _ 1). .. (q _ 1)f(n+l)(0)
(n+1)! :

Mais d’apres (1), on peut écrire f(gq'—:T') = h(gq'{T‘) pour 0 < i < n et alors (2) devient

3) Zn:(_l)l[’:]qg%_lf(gq,_;ll) _ =D"g"—1)---(g— Df(x)
= (1) =D (x = 45) @ = 1

qg—1

+ (=)™ g"— 1) (g — Df"D©0)
(g— D"(n+1)! )

Soit iy un entier tel que 0 = iy = n, alors en écrivant (3) sous la forme

z": =1/ [7]61-""*”/21”(%) D =) (g~ D)

= an(x_gqi;ll) _xx—l)---(x—-f’;_;l')(q—-l)"

L CUT@ =D g = D)
(g—D(n+ 1!
(__1)1’0 [n }qiﬂ(ioﬂ)/zf(%)

o

ion _ gv—1
o (v = 4)
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et en faisant tendre x vers (g —1) /(q—1), on obtient, en utilisant la régle de L"Hopital
et ’équation (0), le résuitat.

En spécifiant le polyndme f(x) ou i dans I’énoncé du théoréme 1, on peut établir
de nombreux résultats. Par ailleurs, pour tout polyndéme f(x) de degré plus petit ou
égal a n, I’équation (3) devient

G@"9iq (qi — 1) _ (@ Pnf ()
=R = I R S = )

“

q

En posant f(y) = h(1+ (g — 1)y) et x = —1/(q — 1), (4) devient
(G q)i ( 1)
~ T pgh) = h(o 1——),
; (g 9)i @ ()H q

ol n 2 1 et h(x) est un polyndme de degré plus petit ou égal a n.
Cette derniere équation peut aussi s’obtenir a partir de [1,§8.2, (4)]

Z (q ’ 4), (Xq_";CI)n-
(g 9);

Finalement en considérant le quotient

fx) 7
) E)

ol f est un polyndme dont le degré est plus petit ou égal a n + 1, on démontre le
théoréme 2 en procédant de la méme facon que pour la démonstration du théoréme 1.
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