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SUR L’APPROXIMATION POLYNOMIALE
AVEC POIDS exp (—|#|)

G. FREUD, A. GIROUX ET Q. I. RAHMAN

1. Introduction. Dans ce travail, nous étudions l'approximation poly-
nomiale pondérée usuelle et aussi unilatérale dans l'espace L. Le poids con-
sidéré est w(x) = exp (—|x|) ce qui constitue un cas extrémal; rappelons a
ce propos quelques résultats de G. Freud. A chaque poids de la forme w,(x) =
exp (—Q(x)) correspond une suite caractéristique {¢,} de nombres positifs
définis par la relation ¢,Q’(g,) = n. Dans le sixiéme chapitre de [1] (voir aussi
[14]), Freud démontre que toute fonction f pour laquelle fw, € L peut &étre
approchée par un polynéme p, de degré =# en commettant une erreur
([1f = palwg) d’au plus @( f, ¢,/n) ol Q est un module de continuité adéquat et
obtient des résultats précisés lorsque la fonction f est supposée différentiable.
Dans [2], Freud montre que si la 7 iéme dérivée f(” est a support compact et a
variation bornée et si |f| admet une majoration polynomiale, alors f peut étre
approchée unilatéralement par des polyndmes de degré =n (p, £ f < P,)
avec une erreur (f(P,L — pn)Wyq) inférieure & K (f)(g,/n)™"'. Lorsque Q(x) =
|x|?, on a ¢, ~ nl’> de telle sorte que, si p > 1, ¢,/n tend vers zéro avec 1/n
mais, si p = 1, le prolongement formel direct des résultats de Freud fournit une
majoration de I'erreur ne tendant pas vers zéro avec 1/n. Cependant, il suit
des recherches de M. Riesz [3] (voir aussi (4]) que les fonctions a croissance
polynomiale peuvent étre approchées unilatéralement dans l'espace L avec
poids w et, en particulier, que les polynémes sont denses dans cet espace.

Le probléme correspondant dans I'espace L., suggére une fagon d’aborder
cette question. M. M. Djerbachian [5] a introduit la suite {r,} définie par

=)

ol q est la fonction inverse de Q et il a montré que toute fonction f bornée et
uniformément continue pouvait étre approximée par un polyndme p, de degré
<n avec une erreur (sup|f — pylwe) del'ordre de w(f,7,), w étant le module de
continuité habituel. Ces résultats furent étendus par Freud ([6;7]) 4 des classes
plus vastes de fonctions moyennant certaines restrictions sur le poids. Encore
une fois, 'argument du module de continuité employé par Freud était ¢,/n.
Il est & noter que si p > 1, 7, et ¢,/n sont du méme ordre de grandeur alors
quesip=1,7r, = 1/log net ¢,/n = 1.

Regu le 17 décembre 1976 et sous forme revisée le 9 juin 1977. Le travail du premier auteur
était subventionné par la NSF des Etats-Unis (RF 4388-Al).

358

https://doi.org/10.4153/CJM-1978-032-7 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.4153/CJM-1978-032-7

L’APPROXIMATION POLYNOMIALE 359

Ces considérations suggérent que, d'une certaine facon, 1/log n devrait étre
'argument du module de continuité apparaissant dans notre probléme et
jusqu’a un certain point nos résultats le confirment. Ces résultats montrent
d’ailleurs que les nombres ¢, (= # dans notre cas) jouent encore ici un rble
important. D’abord la distance séparant les zéros consécutifs des polyndmes
orthogonaux relativement 4 w est de 'ordre de ¢,/n; de plus, ¢, semble &étre
la longueur critique pour le module de continuité utilisé.

Notre fagon d’aborder le probléme de I'approximation polynomiale usuelle
est celle de Freud [8]; l'approximation unilatérale est traitée suivant les
méthodes de Freud [9] telles que raffinées par G. P. Nevai [10]. Dans ces
techniques, on doit d’abord majorer la fonction de Christoffel \,(x); notre
majoration est quelque peut singuliére: si |x| est grand, on a

A ()w=t(x) = O(1) = O(ga/n)
alors que si |x| est petit, on obtient
M(@)w(x) = O(1/log n) = O(r,).

Le probléme de I'approximation polynomiale dans I'espace L,(1 < p < )
relativement au poids w est ouvert. (Le cas p = o peut étre traité par la
méthode de Djerbachian (communication verbale de ce dernier aux auteurs).)
La méthode basée sur le théoréme d’interpolation de Riesz-Thorin n’est appli-
cable que si le poids w est fortement normal, c’est-a-dire si

(Vn—t/v)NHx) £ Kimwt(x)

ol v, > 0 est le coefficient de x* dans le # iéme polyndme orthonormal relative-
ment & w, (voir [11]). Dans ce cas-ci, on a (v,—1/v.) ~ n (voir [12]) alors que
A 1(0) = K. log n. Egalement non réglée est la question d’obtenir les théorémes
réciproques des ndtres.

2. Principaux résultats. On désignera par p,, m, ..., des polyndmes de
degré =u et par C;, C,, ..., des constantes positives dont la dépendance
éventuelle d’'un paramétre sera toujours explicitement indiquée. Si w(x) =
exp (—|x|) et si fw € L, on pose

troll = 7 et
() = min || = m)ull
et
w(f, ) = sup f_i [ + Bwl + 1) — f)w)|de + ef[fw]].

Notons ici que
(2.1) w(f,ue) = 2uw(f,e), u=1,
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relation qu'il suffit évidemment de vérifier pour u rationnel auquel cas elle
suit de l'inégalité

o(f, & + e) £ w(f, &) + o(f, €2).

Dans la section 3, nous étudions la fonction de Christoffel A, relative au
poids w:

ME) = min ||m_ w|].
mn-1(x)=1

Définissant la fonction auxilliaire
0@ = (1og2E2)"
nous y démontrons le
THEOREME 2.1. 1 existe Cq, Cy et Cy telles que
Cr = MEAT@)w ! (x) £ Ce
pourvy que |x| < Cyn.

Seule I'inégalité de droite nous sera nécessaire; 'inégalité de gauche (d’ail-
leurs valable pour tout x € R) n’est présentée ici que pour montrer que celle
de droite est précise. Notons que A,(x) ~ (log #)~' pour |x|] ~0 et que
A, (x) ~ 1 pour |x| ~ n.

Dans la section 4, nous présentons une premiére majoration de ¢,(f). Intro-
duisant le module de continuité

wn(a)(f’ € = 5—1w(f, €) + T [f () Jw (x)dx
dépendant du paramétre 6 € (0, 1), nous obtenons le
TutorEME 2.2. Si fw € L, on a, quelque soit § ¢ (0, 1):
&(f) £ Ciw, Y (f, (log n)™1).

Remarquons que pour chaque fonction f et chaque valeur fixée de 8,
w0, (f, (log n)™") tend vers zéro avec 1/x de telle sorte que le théoréme précé-
dent montre bien que les polyndmes sont denses dans 'espace L relativement
au poids w.

La section suivante est une étude de €,(f) dans le cas ol la fonction f est r
fois dérivable. Nous y démontrons le théoréme suivant:

THEOREME 2.3. Si fPw e L (k= 0,1,...,7), ona, quelque soit § € (0, 1):
a(f) = Cs5(8,7) {(log ) (" (log n)™)

Pt S ol 4 [ el
k=1 lzlznt=?
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Dans la section 6, nous introduisons un autre ‘“‘module de continuité”’ w,*
plus complexe que w,® mais ne dépendant d’aucun paramétre. De fagon pré-
cise, soit ¢,(x) une fonction paire, continfiment différentiable et & support
compact [ —n, n] telle que

() {= (log n)™" pour0 < x < n'’?
n ~ A, (x) pourn' < x < m.
Puisque
MOVE) ~ T, A ~ 1
AnlV R Llogn’ " "
et que
A/ (Vn) ~ 0, A/ (n) ~0,

le raccord de A,(x) avec (Jog #)~! en x = v/n et avec 0 en x = n ne pose
aucune dithculté. Si fw € L, posons

w*(f) = sup, f_ ) [fle + ton(x))w(x + to,(x)) — flx)w(x)|dx
+ || Aafwl].

On a alors le

THEOREME 2.4. Sifw € L,
& (f) = Cows*(f).

Il est important de remarquer que le membre de droite de cette inégalité
tend vers zéro avec 1/n et il semble probable que cette majoration de ¢, par
w,* peut étre renversée. N’ayant pas d’inégalité du type de celle de Markov a
notre disposition, nous ne pouvons démontrer cette assertion ici; en fait, la
relation entre w,® et w,* semble elle-méme non triviale.

Finalement, dans la derniére section, nous présentons la solution du probléme
de 'approximation polynomiale unilatérale.

THEOREME 2.5. Supposons qu'il existe des constuntes posilives A et B et un
entier non négatif m tels que

(2.2) |f(x)l £ 4 + Bx*™, x € R.

Supposons de plus que f7 soit & variation bornée et que

[ wlar @) < .

Il existe alors po, et P, tels que

pzn(x) éf(x) é P2n(x)y X E R
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et que
1P = o)l < GOY | (a0 (@)]df 7 ()]

+ CQ(A B m)e(—l/S)\/ﬁlogn.

L’exemple d’'une fonction f n'ayant qu'un saut montre que ce résultat est
précis si ¥ = 0; il est probable qu'il le soit aussi quelque soit » > 0.

3. La fonction de Christoffel. Pour démontrer le théoréme 2.1 nous aurons
besoin de résultats auxilliaires concernant les sommes partielles

sy(Z2) = i Z%/(2k)!

de la fonction cosh Z lorsque N est grand.
LEMME 3.1.51 —N = x < N,
cosh x = Cyp sy(x).
Démonstration. En vertu de la formule de Stirling,
%h_x N! 2k—N

@ =T 2

S N! 2k—N
<1 ALV
=1+ 2 eo?

@ *N N (_c_)% ( N )1/2 -
L+ C“,Cz;,l(e) 2k ) N

IIA

LEMME 3.2. St |Z| < (N + 1) /e,
lcosh Z — sy (Z2)] = Cis(N + 1)~
Démonstration. Toujours en utilisant la formule de Stirling,

2W+D)
[cosh Z — sy(2)| = 2]

- (2<N + 1))' IZ!2IC—2(N+1)
<2<N _'}_ 1))‘ k=n+1 (2k)'

N+1 2V+1) e 2(N+1) 1
= Cy ( —) (T-___“) VARG
¢ 2N+ 1) N +1)

v i (]Xi_—l_)Zk—z(JV-Fl) % x (%N+l))2(Axf+1) ( e )2/; (M_l)l/z

1 e e 2k k

[es) 2k
SC (V)T Y (N o l) < Cu (N4 1712

k=N+1 2k
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LEMME 3.3. Dans le carré Ry de sommets [(N + 1)/2ne] 2r (1 £ 1), sy(2)
possede exactement 4[ (N + 1)/2we] zéros; de fait, ces zéros sont purement imagi-
naires: =1y, ol

1<y1<7r<y2<21r<...<y2l:N+1:'<|:N+1]21r.
2me 2re

Démonstration. Le premier énoncé est une conséquence du théoréeme de
Rouché: il suffit de remarquer que |cosh Z| = Cj sur les cdtés de Ry, que cosh Z
admet exactement 4[ (N + 1)/2we] zéros A lintérieur de Ry et d’utiliser le
lemme 3.2. Le second énoncé découle aussi du lemme 3.2 puisque cosh Z prend
alternativement les valeurs 41 et —1 aux multiples entiers de 77 (le fait que
1 < y; suit du théoréme d'Enestrom—Kakeya suivant lequel > j—o a;,Z* # 0
si |Z] £ 1lorsque ap > a; > ... > a, > 0; voir [15, chap. 3, prob. 22]).

Démonstration du théoréeme 2.1. Nous nous occupons d'abord de l'inégalité
de droite. Supposons |x| £ Cyn, des restrictions sur C3 étant portées plus loin.
En vertu d’un théoréme de G. P. Nevai [12], il existe Cy; et Cis telles que

Cign
M) £ Cyr min f Tt (Dw(t)dt.

Tn-1(2)=1 —Cgn

Par suite, on a:

1
M(x) £ nCiCis min f mo_y () e Crm gy

ma—1(x/Cgn)=1 ¢ —1

A

! dt
nC17C1s min f 1 () (L = )7 e

Tao1(z/C gn)=1 ¥ —1 cosh Cygnt

1
dt
< uCuC min f (A =)y —
. wwnqu/clgm:l —1 1 (0 ) S[Clgn](cwnt)
= nCUClX/Jn(x/ClSn)

ou u, désigne la fonction de Christoffel correspondant au poids (1 — ¢2)~1/2 X
(stc, g (Crgnt) )=t sur (—1,1). En vertu d’un résultat de Szegé (13, p. 318], on a

s x ) _ 1 S }i',(ﬁ)_ _1__ i1 h(a D)
Hn (Clm) " + Chla) +5 . Ima e );s[cwn] ()
ol 'on a posé cos a = x/Clgn, @ =e™ et s 0 (Cisn cos 0) = |[h(e?)]? le

polyndéme k& étant normalisé par les relations h(Z) # 0si |Z] < 1et £(0) > 0.
Cette représentation est valable si Cyy est assez petit et si nous supposons par
exemple que C3 = min (1, Ci5/2, Ci9/2). Pour obtenir l'inégalité désirée, il

suffira de montrer que l'on a

(3.1) Co = 7 A (x) Re ( —a %;’g;l))) < Co

puisqu’alors le lemme 3.1 et I'inégalité de gauche de (3.1) entraineront que

( X ) < Con M Ap(x) e

Clgn
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et enfin
M (®) £ Crr Crg Coa Ay (x) €711 = Co Ay (%) w(x).
Pour démontrer (3.1), observons d’abord qu’en vertu de la relation
W2H1/2) = soun(cant (2+ 1))

et du lemme 3.3, #(Z) admet pour zéros les points

+ ik = ( o )

ok =1,2 ...,2[([Ciwn] + 1)/2me] et que ses autres zéros {; ont un module
supérieur 2 1 4+ Cs3. On a donc (nous écrivons ici F(n) ~ G(n) pour signifier
que le quotient F(n)/G(n) reste compris entre deux bornes positives)

W (a 2[([C gnl+1) /2me) sina — 1 a
Re (—(L @) _ S + —

k=1 1—2§k5ina+5k2 Z/c: r —a

h(a)
n (C18 +1)sina—1 +O<)
= I—ZSina( Jx +1) +(_yk_+1)2 "
Cisn Cisn
" (Cn+l)51na—1
18
~E o [k e
sinal 254 1) + (55 + 1
187
oy (sine — 1) + k/n
" 1 — &2 21/2_1 k
- (1 —x*/n) ) + k/n + o

k=1 1a-@1- x2/n2)1/2)(1 _l__S) + k2/n2

k/n—x/n

< k—x/n
; Py
~n 3 B o

n__tdt _ an———

2

n’ 4
1+« +0m)

~n(A, )™

~ nlog

https://doi.org/10.4153/CJM-1978-032-7 Published online by Cambridge University Press


file:///Cisn
https://doi.org/10.4153/CJM-1978-032-7

L'APPROXIMATION POLYNOMIALE 365

ce qui démontre (3.1). Cette derniére relation nous permet également de
démontrer I'inégalité de gauche du théoréme 2.1; observons en effet que

Coagn
() = min f Ty (Dw(t)dt

mn-1(2)=1 Coy

1
=nCy%  min f m_y (t) e S dy

Th-1(2/Cyym)=1 ¥ —1

1 1 7
nCo; min f Ty (1) —————=dt

no1(z/Cym=1 v —1 Sicy g (Caanit)

%

X
- nCQE'V"(sz)

(la derniére inégalité ayant lieu en vertu du lemme 3.1) ou », désigne la fonc-
tion de Christoffel relative au poids (1 — £2)'2 (sic, a1 (Cosnt) )™t sur (—1, 1).
I1 est aisé de voir que l'on a

Vn_l( X ) = 1 {n + 1_ Rea W (a) _1 Im (LZ"“E—((L—)}

Cogm T SN’ a 2 h(a) =~ 2sina h(a)
X Sicyem (%)

en faisant un calcul semblable & celui que 'on trouve dans le volume de Szego.
En utilisant la relation (3.1), on obtient

-1 X < -1 |zl
Vn (C247L) = Cz(:’ﬂ(A,,(x)) e

et enfin
/\n(QC) g Cl An(x) TU((XI)

ce qui compléte la démonstration du théoréme 2.1. Il est intéressant de noter
la différence entre cette démonstration et celle que I’on trouve dans le chapitre 5
du volume de Freud déja cité traitant le cas ou le poids w, admet un support
compact; dans ce dernier cas, le terme Re « &' («)/h(¢) ne contribue qu'a
I'estimation de l'erreur alors qu’ici ¢’est lui qui détermine l'ordre de grandeur
de N, (x). (Nous profitons de l'occasion pour corriger une erreur qui s'est
glissée dans [4]. La relation (6.18) devrait se lire (page 251):

gy 2 Q@1 o 82 (duoi e
N R i e BT e
1 [:CQ"*l)fviv*(dﬂQ?.elL)}l .

¢ * (dugs €')

les parenthéses extérieures sont absentes.)

4. L’approximation dans ’espace L. Considérons une fonction f(x) absolu-
ment continue telle que fw et f'w € L. Il suit du théoréme 2.1 (voir Freud [11])
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que l'inégalité du type de Jackson suivante est valable:
4.1)  e(f) = CallAfw].
Nous allons en déduire le théoréme 2.2.

Démonstration du ihéoréme 2.2. Ecrivons f = f; + foou fi(x) = Osi|x| > n'=?
et fo(x) = 0 si |x| £ #'~° On aura alors

fn(f) = en(fl) + 5n<f2) s fn(fl) + £z|2n1—5 {f(x) lw(x)dx

Soit
¢1(x) = log ne'™ f I+(logn)_1f1(t)w(t)dt.
On a:
1= et togn [ 7 o) — s 4 owte + it
(4.2)

(logn)~1 @
= logn fO fj [fil®)w(x) — file + Hw (e + ¢)|dxdt

< w(fy, (log n)™).
D’autre part,

e (%) = e1(x) +logn e (fi(x + (log #)" )w(x + (log n)7)

— filx) w(x))
de telle sorte que, utilisant l'inéquation (4.2),
oo
ller'w|| = f_ lo1() [ (x)dxe
@n  Alogn [ 1A+ Gog Yt + (og m™) — fitew) ds

—w

+co
=< w(/fy, (log n)h + f_ [f1(x)|w(x)dx + log n w(f1, (log n)_l).
De plus, en vertu de (4.3),

[[Anpr'w|| < Cos6™'(log n) =] o1/ w|]
< 3 Casd ! w(f1, (log n)~1).
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Le résultat suit de ces inégalités puisqu’en utllisant (4.1), on obtient
W) 2 10— edull +ale + | i@
riZnt—

w(fly (log n)—l) + 3C27C286_ w(fh (lOg n)_‘l)
+ fl;;;nl—a [ £ (o) [ (x)dx

IIA

< Cod o (f, (log m)™) + f;ﬂz s [ f(x) | (x)dx
< Cuw, " (f, (log m)™).

5. L’approximation des fonctions différentiables. Le résultat suivant
nous sera utile dans la démonstration du théoréme 2.3.

LemMA 5.1. Quelque soit p > 0, on a

f[ s @) = Canlo) P f b, (x) | (x)dx.

lz|SpltP

Démonsiration. Soit p,(x) un polyndme pour lequel

j;1|<y1+l) Ip"(x) i'w(x)dx =1

et posons
J v
0
1

Silx] < »* ona

P(x)

|P(x)| = lfr p,(t) e—ltlelz‘dtl < M
0

de telle sorte que si 0 < p; < pet x| < v!*e1on aura |P(x)| < '
En vertu de 'inégalité de Chebychev, on aura

x very oo ] V!
e v 1 OV
1 y+1 ;W; 14 2 1F 5,

1

v +o;
(T désignant le kiéme polyndme de Chebychev) pour |x| = »*#1. En particu-
lier, si |x| = »'**, on a

IIA

[P <™

|P(x)\x2 e—lzl é ‘x‘v+3 e—|z|6u1+‘°1 Qv +2 —(1+p1) (1+»)
et, puisque le maximum de |x|”*? =19l est atteint lorsque |x| = » + 3,
[P (x)|x? em171 £ pUt0 GAD=(dp) (1) gmpt 4Pl +01 9rid
é C31(P) c(—l/?)rl*’p.
Ainsi, si |x| Z vitretsix £t x4+ 1 (ousix — 1 <t=<x)ona

[P(1)] < Cai(p)i=2 el 1D < g Cyi(p) a2 elol o121+,
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En utilisant I'inégalité de Markov, on obtient alors
[P (x)] = [ps(x)] £ e Calp) x~2 el o1 (4 1)
é C32(P) x—2 el e(—l/3)"1+p.

En intégrant cette derniére relation,

— pl+ * d - —_ yl+
ﬁ oy @R S Cup) T f 2 S Calp) 7V

yl+p

ce qui compléte la démonstration du lemme 5.1.

Démonstration du théoréme 2.3. Ecrivons, comme dans la démonstration du
théoréme 2.2, que f = fi1 + fao. Soit v = [n'=972], Pour tout polyndéme p,,
on a, utilisant (4.1):

() = Cu 57 og )™ f| o @) = ) s

v ).

|zlZnl=

Choisissons p, de telle sorte que

(" = powl] = e (fi).

On aura alors, en vertu du théoréme 2.2 et de (2.1)

>£1|<7L1—5 [fi' () = po(®) [w(x)dx = Coud™ w(f(, (log 1/)"1)

< Cad o (fr, (logn)™")
et aussi

fmsm-a |2 () [w (x)dx < [[pawl] < 2| fi'w]]

de telle sorte qu'une application du lemme 5.1 nous donne

‘flzlznl—é va(ﬂC) lw(r)dx b 2]|f1/wllc30(5) L1

Ainsi, on a

(5.1) () < Css(8) (log )~ w(fy, (log n)=1) + Cyre1/57 || f /)|
d’ou
ea(f) £ Cs(8) (log n) " (f", (log 7)) + Car e ™" || 0] |
t ) @ ¢ dx

ce qui est I’énoncé du théoreme pour » = 1. En répétant ce raisonnement, on
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obtient I'inégalité correspondant & (5.1) pour €,(f1’), €. (f1”), -..et finalement
I'énoncé du théoréme 2.3.
6. Une alternative pour le module de continuité.

Démonstration du théoréeme 2.4. Soit f = f, 4+ f2 4+ f3 ol supp f1 = [0, #],
supp f2 = [—n, 0] et supp f3 = (—o0, —n] U [n, ©). Posons

|zl

z+on(z)
gix) = —— f fiOw®d G =1,2).

‘Pn(x)
En vertu de I'inégalité (4.1),

a) £ 10— gwll + G [ 8l )bt
(6.1) + [[(fo — g2)w|| + Cis J:" An (%) |go (x) | (x)dx

+ fm;n [f(x)] e .

En ce qui concerne le premier terme, on a

1
$n (x)

= fo (f1le + toa@))w(x + teu(x)) — fr(x)w(x))dt

z+en(2)
(g1(x) — fr@))w(x) = j; (f1®Ow (@) — filx)w(x))dt

de telle sorte que

G2y 10— gl = I [ 16 + @t + t0,69) — oo s

< W*(f1, n).
D’autre part,

@ = (1 28 ) + 28 e 4 N + )

+ %e(;) (f1lx + en(@))w(x + ¢u(x)) — frlx)w(x)).
Le second terme de (6.1) sera alors majoré en trois étapes: d’abord
Css j;” A, (%) -—“@n(lx) [file + ea(@))wle + @u(x)) — fr(x)w(x)|dx

(6.3)

IIA

CuCor | I + enDole + ) — o) i
= CysCa90* (f1, ).
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Passons ensuite a

60 Ge f) 00590 e 4 e + @)

pour évaluer cette mtegrale, observons que par construction

. 1/2
sin'/ <x<mn

0 si0<x<mn
e (x) ~ o _g(n—l—ex) n—e 1
E U+ nfexlfx

de telle sorte qu'une majoration de 'expression (6.4) est donnée par

Cor™ [ A0 Il + en) el + 0, 0)
(6.5) B "
< Cor ™t + [ 0@ @ s

Finalement, on aura:

' e (x) e
ngfo Ay (x) ’1 — o () son(‘f) 1 f SiOw)dt d
(™ od@) | 1

= C{f An () 11 T e | e

7+on (1)
(6.6) X f [f1Ow(t) — frlx)w(x)|didx
" ﬂ,(x)
+f0 An(x)‘ Z(x) [£1(x) | (x) dx}

= Cuw*(fun) + Cu f: A (x) | f1(x) [ (x)dzx.

En considérant simultanément (6.1), (6.2), (6.3), (6.5) et (6.6), on obtient,
par symétrie:

en(f) S Cuw™(f,n) + Cue jj; Au(x) |f(x) |w(x)dx + fl - | f(x)|w(x)dx
é Cﬁw* (fr 7’1)

ce qui termine la démonstration.

7. L’approximation unilatérale.

Démonstration du théoréme 2.5. Soit f = f1 + faou fi(x) = Osi |x| = Cym et
fa(x) = Osi|x| = Cymla constante positive Cy7 étant choisie telle que

(7.1) N(x) < Co A, ()w(x)  sifx] £ 10Cn.

En vertu de la condition (2.2), on a

A+ B A+ B ;
AL BCm) " oon < ) s AEDCET e g
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et
+ooA B C 2m ol e
f_ qun() ng) Lol el g
(7.2)

[2n]
< C43(A, B, m) (Cwn)?m—[wn]([_z_\é@) < Cg(A, B, m) e(—1/3)vnlog n

En ce qui concerne la fonction fy, il suit d'un résultat de Nevai [10] qu'il existe
Q2. €t Q2, tels que

(7.3) f+

T (Qu®) = gane)e™ dx < Calr) f{ peoy O © L®1 V@)

SCyqn

ol £ > & > ... > &« sont les zéros de la fonction
en(%, £) = Pu(®)Pn1(§) — Pu(&)Prr(x)

(les polynémes p, sont orthonormaux relativement au poids w(x), n* est le
degré du polyndme ¢, (x, £); £ est I'un de ces zéros, soit £ = £,),

$n(E) = E — & = Enax(i=10-1 /241D — Emin(GH—1) /214129
et

L,(¢) = max‘g ().

t<i<

Nous pouvons majorer le membre de droite de (7.3) de la facon suivante:
d’abord, en vertu de I'inégalité de Posse (voir Freud [4]), on a

H
2 Malbe™ = f ¢ ¢y £ 30 MalE)e™
£e<t — Ekst
de telle sorte que si 10Cyn = £; > £, =2 0on a

&
§i— &1 = L e el dx < M(E)e" 4 M(Eipr)e ™

T+1

(7.4) —1 -1

(en vertu de (7.1)); de méme, si 10Cym = &, est le plus petit zéro non négatif

de ¢,(x, £), on déduit de I'inégalité de Posse que
(7.5) & = Css.

Utilisant le fait que les zéros & de ¢, (x, £) et les zéros x; de p,(x) se séparent
mutuellement et utilisant le fait que ces derniers sont disposés symétriquement
de part et d'autre de ( et enfin le fait que si # est grand il y a au moins un zéro
dans [—1, 1] (voir Freud [4, chapitre 2],) on déduit des relations (7.4) et (7.5)

§i— & = Cs4

pour tous les zéros &; situés dans l'intervalle (—10Cm, 10Cn). Par suite,
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en utilisant la relation

n + e|£‘d)_l
i ir§C551’(10 E—
valable pour tous les zéros &, situés dans (— Cy7m, Ciim), nous obtenons pour le
membre de droite de (7.3) la majoration

ot [ @il

Compte tenu de (7.2), cette derniére inégalité termine la démonstration du
théoréme ou

A 4+ B(Can)™
pon(x) = qun(x) — —E%-n%r«i?—

et ol

2m
pan(x) = Qon(x) + A_j‘_jz(_g[‘%/’%)_
(C47n)
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