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Résumé. Dans ce papier nous développons un procédé de localisation en cohomologie équivariante
qui repose sur la notion de partition de 'unité en cohomologie. Ensuite, nous explicitons ce procédé
dans deux cas. Dans le premier, nous obtenons un raffinement de la localisation d’Atiyah—Bott
et Berline—Vergne dans le cadre donné par Bismut. Nous considérons ensuite le cas d'une action
hamiltonienne d'un tore et nous réalisons, suivant I'idée de Witten, la localisation sur les points
critiques du carré de I'application moment.

Abstract. In this paper, we develop a method of localization in equivariant cohomology based on
the notion of partition of unity in cohomology. We apply this method in two cases. In the first case,
this method gives a refinement of the localization of Atiyah—Bott and Berline—Vergne (in the frame
given by Bismut). After, we consider the Hamiltonian action of a torus, and we realise, following the
idea of Witten, the localization on the critical points of the square of the moment map.

Mathematics Subject Classifications1991): 58F05; 57515, 58A12.

Key words: equivariant cohomology, Hamiltonian action, localization, moment map, generalized
equivariant forms.

1. Introduction

E. Witten proposa dans [25] de localiser les formes équivariantes fermées sur
les points critiques du carré de I'application moment (dans le cas d’'une action
hamiltonienne). Cette idée est la motivation principale de ce travail. Nous dévelop-
pons dans cet article un procédé de localisation en cohomologie équivariante qui
va nous permettre de réaliser le programme de Witten.

SoitG un groupe de Lie compact, d'algébre de gj®pérant sur une variétd.
Notons par# (M) la cohomologie du complexe de de Rhaiequivariant sur
M. Nous considérons dans cet article des objets cohomologiques plus généraux tels
que l'algebre#2° (M) de cohomologie équivariante a coefficie®¥, et 'espace
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H; > (M) de cohomologie équivariante a coefficients généralisés qui est un module
pour #2°(M) [11, 12, 19].

Le procédé de localisation que nous étudions dans cet article correspond a une
factorisation du morphisme naturkl #2° (M) — H;™(M).

Cette factorisation apparait déja dans la formule cohomologique d’Atiyah—Bott
[2] dans le cas ou le group@ est un toreT et la variétéM est compacte. Rap-
pelons brievement ce résultat. L'espace de cohomoldgie)) est un module
sur l'algébre S(t*) des fonctions polynomiales a valeurs complexes tsiNo-
tons R le corps de fraction dé§(t*) et considérons le morphismeé: #; (M) —

Hi (M) @5+ R. La formule d’Atiyah—Bott correspond a la factorisation suivante

H (M) — H(MT) Q) R

\ 1 1)

Hr (M) Qs+ R,

ou M7 désigne la sous-variété des points fixes de l'actior’’ddans ce dia-
gramme on noté: M7 — M linclusion canonique et, le morphisme ‘image
directe’ associé. DécomposohE en somme de composantes connexellotons
Eul,(Nr) € #5(F) la classe d’Euler équivariante du fibré normgt de F dans
M et Eub(Nr)~! son inverse dangt; (M7T) ®s ) R.

Le morphismeA est défini par I'équatiom\ () = Y i% (1) Eulo(NF) L, pour
toute classg € #; (M), ouiy: #H; (M) — H;(F) estle morphisme de restriction
ala sous-variété-.

Dans un cadre analytiqu#, > (M) est I'analogue de#; (M) Qg R. Con-
sidérons I'égalitéP.« = g dans#; (M), ou P est un polyndme non nul surDans
Hi (M) ®s+) R cette égalité devient = 1/P - g, tandis que dangt; (M) elle
s'écrirac = P~1.8, ot P~ désigne une fonction généralisée telle ue.P = 1.

Pour un groupe compag@, le morphisme : #2° (M) — #;°° (M) joue le role
del”: #; (M) — H3(M) Qs+ R défini pour un torel".

La Section 2 est consacrée a un rappel des définitions en cohomologie équi-
variante, et a l'introduction des classes de Thom et d'Euler équivariantes.

Dans la Section 3, nous obtenons la forme générale de notre formule de locali-
sation. Le résultat principal est le théoreme suivant.

THEOREME 3.7. Considérons une sous-variété compa€tele M qui estG-
invariante, et notonge: ¢ — M linclusion canonigue. Supposons que la sous-
variété C vérifie les deux conditions suivantes:

(1) I existe une 1-forme A sur M, G-invariante, telle que ¢ =
fmeM|{\,,v)=0, YveT,(Gm)}".
(2) Le fibré normal de® dansM, Ne, est orienté.

* Tm(G.m) estI'espace tangent ema I'orbite G.m.
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Nous avons alors le diagramme commutatif suivant

HE (M) L H:°(C)

(ie)«
1

He ™ (M),

ou A: HZ(M) — FH;>(C) est défini par I'équationA(n) = if(n) A(Ly),
n € HX(M). La forme A(ly) € H;™(C) vérifie 1o = Euly(Ne) A(dy),
ol Euly(Ne) est la classe d’Euler équivariante du fibré norniés.

Pour démontrer ce théoréme, nous avons remplacé le procédé de limite de
Bismut—Witten [6, 25] par une partition de 'unité en cohomologie. Nous montre-
rons que ce procédé de localisation implique a la fois les formules de localisa-
tion ‘abélienne’ (d'Atiyah—Bott, Berline—\ergne) et ‘non-abélienne’ (de Jeffrey—
Kirwan—-Witten).

Il sera important d’'avoir une expression explicite de la classe équivariante
A (1), en fonction de.. Nous le ferons dans les Sections 5 et 6.

Si M est compacte et orientée, l'intégratifp) est une application d&;> (M)
dans I'espace des fonctions généraliséemvariantes surg. Cette application
envoie#Z° (M) dans le sous-espace des foncti@is et G-invariantes degy.

Un corollaire immédiat a ce théoréme est la formule intégrale suivante.

COROLLAIRE 3.10. Supposons la variétdf orientée. Les orientations d&
et des fibres d&ve déterminent une orientation de. Au moyen du diagramme
précédent, on voit que pour toyt € FHZ°(M) a support compact sud/, on a
I'égalité de fonctions généraliséé&s-invariantes surg suivante

/ ﬂ=/(ie)*(1\(ﬂ)) =/A(77) =/ié(n)A(1M).
M M ¢ ¢

Soit & — M un G-fibré vectoriel réel orienté. Supposons qu'il existe un élé-
ments e g tel que&? = M: le champ de vecteurs s@rengendré pag s’annule
exactement suM. Soit G(B) le sous-groupe d€& stabilisateur de8. Nous défi-
nissons dans la Section 3 une forié€d)-équivariante a coefficients généralisés
Eulgl(é‘) telle que ELgl(é’). Eul,(€¢) = 1. Cetinverse de la classe d’Euler est dans
I'esprit du procédé deolarisation des poidsle Guillemin—Lerman—Sternberg et
Guillemin—Prato [13, 14]: on ‘polarise’ ici aveg € g.

La forme Eugl(é’) est utilisée dans les sections suivantes ol nous explicitons
notre procédé de localisation. Dans le cas ou le gradpest un tore tel que
&% = M, nous montrons que la transformée de Fourier de/g]Eab est une
mesure localement polynomiale, supportée par le demi{glang*, (&, 8) > 0},
et a valeurs dans les classes caractéristiques dugfibré
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Dans la Section 4, nous obtenons une formulation du théoréme d’Atiyah—Bott
et Berline—Vergne [2, 4] dans le cadre donné par Bismut [6] comme une réalisation
du Théoréme 3.7.

THEOREME 5.1. Considérons I'action d’un groupe de Lie compagtsur une
variété compacteV/. Pour 8 € g, notonsM”* les points fixes du sous groupe
engendré parg. Décomposons la sous-variétd’ en somme de composantes
connexed”. Nous avons le diagramme commutatif suivant

A _ _
H gy (M) —2 FH53 (MP) = @ p A5 (F)

(iﬁ)*
1

He M),

Oliy = ®pip: MP — M estlinclusion, etAz(n) = Gri}(n) Euly*(Nr), ol Np
est le fibré normal dé dansM.

A la sous-section 5.2, nous appliquons ce théoréme au calcul de la mesure de
Duistermaat—Heckman [10] dans le cas d’une action symplectique d’un tore. Notre
résultat est similaire a celui de Canas da Silva—Guillemin dans [8] (voir Théoreme
2). Nous exprimons la mesure de Duistermaat—Heckman en termes de convolutions
de mesures de Heaviside, et généralisons ainsi un résultat de Guillemin—-Lerman—
Sternberg [13].

Dans la Section 6, nous utilisons notre procédé de localisation pour mettre en
oeuvre I'idée de localisation de Witten dans le cas d’une action hamiltonienne [25].

Considérons une variété symplectiqué, 2) munie de I'action hamiltonienne
d’'un groupe de Lie compadf. On noteu: M — g* I'application moment. On
munit I'espace vectorigd* d’un produit scalairgs-invariant. Soit# le champ de
vecteurs hamiltonien associée a la fonctiie|?.

Considérons en suivant Witten la 1-forGeinvariantex := (¥, )y, ou(., )y
désigne une métrique riemannienidnvariante surM/. On a alors

meM|{\,,v)=0, YveT,(Gm)}
={meM|H, =0
={me M |d|ul? =0}.

Pour effectuer la localisation une difficulté demeure: I'ensemblg|/QF) des
points critiques de la fonctiofiu |2 ne forme généralement pasie sous-variété
de M. Cette difficulté peut étre contournée dans le cas d’une action d’un tore.

Nous supposons maintenant que le groGpest un torel’, d'algebre de Lig,
et on notej: t* — tI'isomorphisme associé au produit scalaire guit'action de
T surt* étant triviale, les applicationg, = u — ¢ sont encore des applications
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moment, et nous montrons que paugénérique, G, ||?) est une sous-variété
lisse deM.

Nous consacrons la premiére partie de cette section a I'étude de I'ensemble
Cr(|| ¢ |1?). Nous introduisons une collectiagB de sous-espaces affinesttigui va
paramétrer une subdivision de cet ensemble (Définition 6.7). Pour chhagus,
notonsT, le sous-tore d’algébre de Lie le sous-espaceatthogonal a la direction
du sous-espace affire. Notonst, I'algébre de Lie del's.

D’aprés [18], nous avons

PROPOSITIONS 6.8 et 6.9.es points critiques dgu. ||? se mettent sous la forme
Crlllpel® = | M™ N (B, A)),
AeB

ou B(e, A) est le projeté orthogonal de sur A. Pour ¢ générique, I'ensemble
Cr(|| . ||%) est une sous-variété dé, 'union précédente est disjointe, et le groupe
T/ T, agit localement librement sw¢é, = M N u=t(B(e, A)).

En appliquant notre procédé de localisation dans ce contexte nous obtenons le
théoréme suivant.

THEOREME 6.16. Soite € t* générique. Nous avons le diagramme commutatif
suivant

HE (M) 2 @A H(CH)

\ { (1.2)

Hy = (M),
OUi = @aian:UaCy — M estlinclusion. Le morphisma est défini parA (n) =
Dacs in(MAa, AVECAL € H; 7 (CY).

La forme A apparait déja dans la formule de Jeffrey—Kirwan [16]: elles se
placent sous I'hypothése d’une action libresur . —1(0), ce qui imposé* € B.

La fin de la Section 6 est consacrée a I'étude des formes a coefficients généra-
lisSésA,.

Comme le groupd’/ T, agit localement librement sur la variét& , on peut
définir la V-variété quotientM’, := C% / T/Ta [17]. Nous avons le morphisme
de Kirwan [18]ka: H°(M) — H(M7), défini comme le composé du mor-
phisme de restriction#7°(M) — H7°(C%) et de lisomorphisme de Chern—
Weil Wy: H2°(CL) — HE(MY).

Notons m: H; (M) — H;*(Cy) lisomorphisme compatible avec le
morphisme de Chern-Weil: pour € #2°(C}) etp € H; (M) nous avons
a.ma(B) = mpa(Wa(a).B) (voir [19], Théoréme 91).
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SoientBa 1= jX(B(s, A) — &) € tp et N, le fibré normal deM ™ dansMm
restreint aC;. Notonsé, = NA/T/TA le V-fibré vectorielTx-équivariant sur

M5 . Poure générique, le champ de vecteurs $ur engendré papg, s’annule
exactement sup’, . Ces données permettent de définir une fofineéquivariante
fermée acoefﬂments généralisés gdf : Eul, l(6-;°A) € Jf’T (MY).

PROPOSITIONNous avons, dang > (C%), 'égalité

isAs = ma (ks EUGLED), Vi€ HXM).

Comme corollaire de ces résultats nous obtenons une formule intégrale qui
compléte I'expression obtenue par Vergne dans [23] (voir le Théoréme 19).

A chaque composante connekede C% on associe le group&” (F) qui est le
stabilisateur générique d& T, sur F et on notgd S“|(F) son cardinal. L'application
F — |S2|(F) détermine une fonction localement constanterqui sera notée
[SA].

THEOREME 6.22. Soients € t* générique ef) € #2°(M). Pour toute fonction
¢ € C>(t) & support compact, nous avons

/ n(X)¢(X) dX
Mxt

=Y [ ka0 EUlLHE (X dta
Axta

AeB

aveccy = (2r)dMavol(T/T,, dX,) et dX = dX;dX, avec X; € t, et
Xs € f/’(A.

Au moyen de ce théoreme et de I'étude effectuée sur la transformée de Fourier
des classes EEJA*(SA), nous avons donné dans [21] une description du comporte-
ment asymptotique des fonctions de partition introduites par Witten [25] qui
précise les résultats de Jeffrey—Kirwan [16].

2. Cohomologie équivariante — Définitions

Les principales références pour cette section sont [3, 19, 20].

Considérons un groupe de Lie compdgt d'algébre de Lieg, agissant de
maniéreC* sur une variété différentielldZ/. On noteA (M) I'algébre surC des
formes différentielles et la dérivation extérieure. Soit.,;(M) la sous-algebre
des formes a support compact atir Si £ est un champ de vecteurs sur, on note
c(&): AM) — A(M) la contraction par le champ de vecte@rs

L'action de G sur M détermine un morphism& — X,, de g dans I'algébre
des champs de vecteurs tie
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2.1. DEFINITIONS

Rappelons les différents complexes de de Rlaadquivariants suM . Nous avons
trois espaces de formes différentielles équivariantgg(M) C AF(M) C
A7 (M), respectivement a coefficients polynomiaux’® et généralisés. Le
modéle des formes équivariantes a coefficients polynomiaux est di & H. Cartan,
tandis que les formes équivariantes a coefficigtfts et généralisés ont été étu-
diées par Berline, Duflo, Kumar et Vergne [3, 4, 12, 19]. Rappelons leurs défini-
tions.

SoitC*> (g, A(M)) I'algébre des formes(X) sur M dépendant de manie@®
deX e g. Nous noteronst’ (M) la sous-algebre de> (g, A(M)) formée des éle-
mentsG-invariants: ces éléments sont appelés formes équivariantes a coefficients
C*>. Soit S(g*) I'espace des fonctions polynomiales surOn note Ay (M) =
(S(g*) ® A(M))° la sous-algébre detZ’ (M) des formes équivariantes a coeffi-
cients polynomiaux. La différentiell® sur A (M) et donnée par I'équation

VaeAZ (M), (Da)X):=(d—cXm)(a(X)), X eg.

On vérifie queD laisseA}; (M) stable et quedD? = 0 surA (M). Les cohomolo-
gies associees@y (M), D) et (A5 (M), D) sont appelées respectivement la co-
homologieG-équivariante a coefficient8> et polynomiaux deVf, et sont notées
respectivemen#z’ (M) et #H:(M).

L'algebre A% (M) admet une sous-algébm‘gfcp,(M) = C™(g, sep(M))C,
stable par rapport a la différentielle. La conomologie associeg &g’ ., (M), D)
est appelée la cohomologié-eéquivariante a support compaty;’, ,, (M).

L'opération de localisation que nous allons développer dans la prochaine section
nécessite l'utilisation des formes équivariantes a coefficients généralisés.

Soit (g, A(M)) I'espace des fonctions généralisées gur valeurs dans
A(M). C'est, par définition, I'espace des applicatiofslinéaire continues
FHom(m(g), A(M)) de I'espace des densité&™* a support compaain(g) de g
dansA (M), oum(g) et A(M) sont munis de la topologie.

On noteA ;> (M) le sous-espace des éléme@tinvariants dee=>(g, A(M)).
L'image de¢ € m(g) para € A;>(M) est un forme différentielle suv/ notée
(a, ¢). On a une inclusion canoniquéy (M) C A;> (M) et la différentielleD
définie surA (M) se prolonge &> (M). Soit{E?, ..., E"} une base dg, alors
pour toutn € A, (M) on a

r

Voemp). (D).g):=dn.g)— Y c(Es)n. d.Xp).

k=1
ol X4, ..., X, sont les fonctions coordonnées suiOn montre queD? = 0 sur

A5 (M) [19]. La cohomologie du complexet (M), D) est appelée la co-
homologieG-équivariante a coefficients généralisésMeet est notée# > (M).
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Le sous-espacé;", (M) = C~>(g, ep (M))C est stable par rapport a la différen-
tielle D, et on note%gjjﬂ(M) la cohomologie associée(é&gj’fpt(M), D).

Si M est un point, on voit d’apres la définition qu;; (point) = S(g*)°,
F (point) = C>(g)¢ et H; ™ (point) = C~(g)“. L'algébre #2°(M) est munie
d’'une structure naturelle d@>(g)“-module, tandis que I'espac¥;* (M) est un
module pour#HZ (M).

L'inclusion AF (M) C A5 (M) induit en cohomologie le morphisme naturel
I: HE (M) — H52(M).

Remarque: Le morphismel n’est pas injectif en général. A la Section 5, on
verra que siM est une variété munie d’'une action libre d’'un tétece morphisme
est nul.

Siy: M — N estune applicatior-équivariante entre deux-variétés, I'image
réciproque pary des formes différentielles suv définit un morphismey *:
AGZ(N) — A7 (M) qui commute avec la différentielle équivariante. On note
encore pary* le morphisme induit en cohomologie.

Soit @~*(g)¢ I'espace des fonctions généraliséesgsat invariantes pa6. Si
M est uneG-variété orientée, l'intégration s détermine une application

/:AGf’fpt(M) — C®(g)°
M

o —> /a(X),
M

définie par I'équation[,, «(X), ¢(X)dX) := [, (¢(X), ¢(X)dX), pour toute
densité a support compagtX) dX.

Cette application d'intégration envoie le sous-espage. (M) dans l'algébre
C>(g)¢ des fonctiong®> surg qui sontG-invariantes. On vérifie que cette opéra-
tion d'intégration annule toutes les formes exactes, et détermine le morphisme
St He (M) — C™®(g)°.

Nous avons le diagramme commutatif suivant

Jfg‘fcp,(M) 1. ,}653,(M)
i fMl 2.1)
Cx(g)? — (",
ou le morphismeC>®(g)¢® — €C~>(g)¢ correspond a linclusion canonique.
Dans le reste de cet article on se servira implicitement de la commutativité

de ce diagramme qui peut se résumer par I'égaliign = [,, I(n) pour tout
neHgM).
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2.2. CLASSES DE THOM ET DEULER EQUIVARIANTES

Considérong: & — M un fibré vectoriel réel muni de I'action d’'un groupe de
Lie compactG. Pour simplifier les notations, on suppose que la vardtést
compacte.

Le fibré vectorielp: & — M est ditG-orienté si les fibres dg sont orientées,
avec une orientation qui varie continiment, et si l'actiorGdaréserve I'orientation
des fibres.

Fixons uneG-orientationo sur les fibres de€. On note indifféremmenp,
ou fg/M I'application de 4., (&) dansA(M) d’intégration le long des fibres.
C’est un morphisme det(M)-module & gauchepour touta € A(M) etn €
Aep(E) ON afg/M pra)An =« /\fg/M n. Cette intégration peut étre étendue aux
formes équivariantes, on vérifie qu’elle commute avec la différentielle et induit un
morphisme en cohomologigfé/M P HG ept (E) = HE(M).

Supposons le fibré vectoriél — M G-orienté. Il existe une seule classec
Heepi (€) telle quefg/M u = 1y, ou 1, désigne la fonction constante égale a 1
sur M. Cette classe, notée Thg(®), est appelée la classe de Thom équivariante
du fibrég.

Un représentant explicite de Thg(®) est donné dans [20]. NotonsM — &
la section nulle. La multiplication par Thgt€) induit I'application ‘image
directe’ i,: i.(¢) = Thomy(&) A p*(x) de HZ (M) dans,}fgfcp,(é‘). Puisque
Thomy(8) est a coefficient®>°, on peut définir de la méme facon I'application
i HG (M) — Hi (E).

Rappelons 'isomorphisme de Thom en cohomologie équivariante a coefficients
G~ (Proposition 11 de [19]).

Soit G un groupe de Lie compact et sgit & — M un fibré vectoriel réel
G-équivariant eG-orienté sur une bas¥ compacte. Les applications

i HG®(M) — HG™,(6)
et

: e;765"6‘;,(8) — H;7 (M),
&/M '

sont des isomorphismes, inverses I'un de l'autre.

La classe d'Euler équivariante du fib® — M, notée EU(€), est par
définition égale a la restriction ® de la classe de Thom équivariante: §@l) :=
i*(Thom,(8)).

On se fixe pour la suite un produit scalaife.) sur les fibres et une con-
nexion euclidienn&v€, tous deuxG-invariants. Ceci permet la construction d’un
représentant explicite de E@&) (voir [3], Chapitre 7).

A partir du fibré &, on définit les fibrés Ené) := & ® &*, AE*, et sd&):
pour toutm dansM, sa§), = {A € EndéE,), (Ay,y) = 0Vy € §,}. Les
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formes différentielles suM a coefficients dang, A&* et sq&€) seront notées,
respectivementa(M, €), A(M, AE*) et A(M, SAE)).

L'application de /2, APUT(M,S0(8)) — A(M) est définie au moyen de
l'intégrale de Berezin7,: A(M, A&*) — A(M). Considérons I'isomorphisme
j:s0(€) — A2(&*) tel que pour toutd € sa(E,,) etyi, y2 € &, j(A)(y1, y2) =
(Ay1, y2)m . On a alors dét® = 75 0 expo j .

On note R¢ la courbure associée a la connectigfi. Le moment d’un élé-
mentX e g est I'endomorphismef(X) € A%(M, End(§)) défini parué(X) =
L5(X) — V5 ouLE(X) représente I'action infinitésimale desur A°(M, €).

On définit la courbure équivariante du fibgépar I'équationRé(X) = R® +
w€(X). Comme le produit scalaire et la connexion s@invariants, on constate
que l'applicationX — R¢(X) deg dans (M, so(&)) estG-équivariante.

On définit la forme d’Euler équivariante par la formule

Euly(€, VE)(X) = deﬁ/2<;—an8(X)).

C’est un élement de l'algebra?’ (M) qui estD-fermé. De plus, sa classe de
cohomologie dans#2°(M) ne dépend pas de la connexion choisie initialement
(voir [3], Chapitre 7) et est égale a la classe d’Euler équivariante [20].

3. Procédé de localisation

Considérons un groupe de Lie compétagissant de mani€i@> sur une variété
M. Nous développons dans cette section un procédé général de localisation en
cohomologieG-équivariante.

3.1. LOCALISATION

Considérons une 1-formiesur M, G-invariante et non nulle. On note,: M — g*
I'application G-équivariante définie par I'équation
(@i(m), X) = Ap(Xp(m)), me M, X € g,
ou (., .) désigne le crochet de dualité engreet g.
La forme équivarianteD A se met sous la formeDA(X) = dr — (®;, X). Dans
cette section, nous ‘inversons’ (dans un sens qu'’il reste a préciser) la fosme

et, moyennant quelques hypothéses, nous ‘localisons’ les formes équivariantes sur
'ensembleC := {m € M, ®,(m) = 0}.

LEMME 3.1. Pour toute formeyex: € A(M)C qui estnulle au voisinage de&, les
formes équivariantegex(/f, i€?* dr) convergent lorsque — +oo vers une
forme équivariante a coefficients généraligég (/, i€ "?* dr) € A (M), qui

vérifie

Xext </ jg 1D dt) DL = xextr dans AT (M). (3.4)
0

https://doi.org/10.1023/A:1000602914188 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.1023/A:1000602914188

FORMULES DE LOCALISATION EN COHOMOLOGIE EQUIVARIANTE 253

Démonstration Considérons, pouf € C*(g) a support compact et € M,
I'égalité

<Xext ( / ?e*”@”’“ dt) , f(X) dX>
0 m

= > (DA Kextm /0 t* f (=t @, (m)) o,

2k<dim M

ou f désigne la transformée de Fourier flepar rapport & &. Puisquef est &
décroissance rapide et que la formg: s'annule au voisinage dgb, = 0}, la
limite de l'intégralexex,, /o, t* f (=t ®; (m)) dr lorsquea — oo, existe pour tout
m € M, et définit une forme sui/.

On constate que, pour tout> 0, xex (5 i€ P4 dr) DA = yext (1 — €7P%).
En utilisant les mémes arguments que précédemment, on vérifie que

im xexx € “P* =0 dansAg;™(M),

a——+00

ce qui démontre I'égalité (3.4). O

Considérons un voisinage ouvett de C. Les formes différentielles & support
compact dansu. sont de maniére canonigue des formes différentiellesisur
On a donc une applicatiofy: 4, (U) — A5 (M) qui induit le morphisme
Iy 3% (W) — H¥(M).

HYPOTHESE 3.2.L’'ensembleC est une partie compacte dé.

Soity, € @ (M)¢ égale a 1 au voisinage @& Considérons la forme équivari-
antep, € A;> (M) suivante:

Dy = Xo + dx, (/ jg D dt)k. (3.5)
0

Elle est bien définie caryd = 0 au voisinage de®, et par définition on a
py = lim,_.« p§ avec

Py = Xot+ dxo</ie”°m dt)k
0
= x,e 4Pt 4 D (Xo (/Oie‘“"m dt)k) . (3.6)

PROPOSITION 3.3.(1) La forme équivariantep, est fermée, ep;, = 1), dans
H;™ (M), ouly désigne la fonction constante égalé aur M. Plus précisément,

=1y =D ((xo -1 (/ jg 1D dt) x) .
0
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(2) Supposons la fonctiop, a support compact danl (ce qui est possible
d’'aprés I'Hypothéses.2). La formep, est alors a support compact dafis, et sa
classe de cohomologie dat; 7, (U) ne dépend pas du choix de la fonctign

Démonstration Les points (1) et (2) se démontrent de la méme maniere; toute-
fois pour le premier point I'Hypothése 3.2 n'est pas utilisée.

Considéerons deux fonctiong, et x,, G-invariantes, égales a 1 au voisi-
nage deC, et p,, p; les formes équivariantes qui leur sont associées. La fonc-
tion x, — x, est nulle au voisinage de, ainsi, d’apres le Lemme 3.0x, —

x)) (Jo i€ Prdr) A € AGC(M) et

D ((Xo — X)) (/(X;e”‘m dt) x)
0
=d(x, — x.) (/O?e—“m dt) A+ (o — X)) (/O?e—“m dt) D)
0 0

=PA—P;-

Le point (1) est démontré en prenggjt= 1,,. Pour le point (2), nous choisissons
des fonctionsy, et x, & support compact darid. Les formesp;, et p; sont dans
Age,(U) et leur difference est égale a la différentielle d'une forme de

A (W). O

Pour la suite de cette section, on désigne panne fonctionG-invariante a sup-
port compact dans un voisinagé de C, et on notep; € Agffpt(w la forme
équivariante associée. Au moyen de la formenous définissons I'application de
localisation

O AF (M) — AGT (W)

(3.7)
n = 1P

Comme la formep, est paire et fermée, le morphisné® commute avec la
différentielle £ et induit donc un morphisme en cohomologie noté encore
O: H (M) — Ho, (U).

Remarqued.4. Légalitép, = 1y + D(a) aveca € A;7 (M) (démontrée a
la Proposition 3.3) montre que pour toute forme A% (M) fermeée et a support
compact dan&l on anp; = n+ D(na) avecna € As>, (W), c’estadired (n) =
ndans#; 7, (U).
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THEOREME 3.5. Le diagramme suivant

HE (M) 2 Ao (U)

] (3.8)
HG (M)

est commutatif, oli: #2°(M) — H;° (M) est le morphisme naturel.

Démonstration La commutativité du diagramme précédent vient du fait que la
classe de la forme, est égale a la classe dg Hans#;>(M): on aly(p;,) =
I (1p), ce qui impliquely (np,) = I(n) pour toute classg € HZ*(M). O

Au moyen d’hypothéses supplémentairesisurous allons préciser le diagramme
(3.8).

HYPOTHESE 3.6.L’ensembleC est une sous-variété compacte Metelle que
les fibres du fibré normaVe de € dansM soientG-orientées.

Dans ce cas, quitte a restreindtg on peut supposer I'existence d’un voisi-
nageG-invariant’V de la section nulle danse, et d’'un isomorphismé& -invariant
¥V — U, tel queyr(m, 0) = m pourm € C. Lisomorphismeys détermine un
isomorphisme au niveau des formes équivariamtésAgf’fpt(U) — ,Agffp,(V).

Les fibres deVe étant orientées, I’applicatioyﬁNe/e d’intégration le long des
fibres fNe/@:Agf’fp,(N@) — A;7(C) induit un isomorphisme en cohomologie
(cf. Proposition 2.2). En patrticulier, 8iC — Ne est la section nulle, pour toutes

formesa € AF (Ne) etp e Agf’fp,(N@), ferméeson a dans#;*(C) I'égalité

/ af = s*(a) B. (3.9
N

e/C Ne/C

NotonsA = fN@/e oy* o © le morphisme deAyy’ (M) dansA;>(€). Il com-
mute avec la dérivation, et on notera encarex’ (M) — H;°(C) le mor-
phisme de>(g)¢-modules.

Soitiec: ¢ — M linclusion canonique efj: #X (M) — HZ(C) le mor-
phisme d’'algébres associé. L'espa€g™ (€) est munie d’'une structure d&2° (M)
module & gauche en posant paue #H°(M) et € H;7(C):axf :=is(a)AB.

Considérons la classe de Thom équivariante T§{df) < Hep(Ne) asso-
ciée a l'orientationo des fibresNe, et a support dan®. Nous noterons encore
Thomy(Ne) la classe(y~1)*(Thomy(Ne)) € He et (W). Cette classe réalise le

morphisme ‘image direct&ic).: H;<(C) — H;7 (M), n — Iy (nThomy(Ne)).
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Nous pouvons préciser le diagramme (3.8) par le

THEOREME 3.7. (1)Le diagramme suivant

HE (M) L FH:2(C)
HGO (M)

est commutatif.
(2) Le morphismeA: #Z°(M) — ;™ (€C) est un morphisme d&‘2°(M)-
module, ou dit autrement

A@) =ic(n) A1) (3.12)
pour toutn € H°(M). La classeA (1) € H;™(C) vérifie
1@ = EUIO(N@) A(lM) (312)

ou Eul,(Ne) est la classe d’Euler équivariante dG-fibré vectoriel orienté
N@ — C.

Démonstration Le diagramme (3.10) est une modification du diagramme (3.8)
au moyen de I’isomorphismg@Ne/@ oY1 Hg o (W) — HG™(C): la commuta-
tivité du premier entraine celle du second. L'isomorphisme de Thom

H7(C) — Jfgi;t(‘ll)
n +— n.Thomy(Ne)

est l'inverse du précédent isomorphisme. On voit finalement Ique (fNe/@ o
¥*) ™! = (ie),. Le point (1) est ainsi démontré.

L'égalité (3.9) donne immédiatement (3.11). Appliquons I'égalité (3.11) a la
classe de Thom. Cette classe étant a support compact, on sait d'aprés la Remarque
3.4 que® (Thom,(Ne)) = Thom,(Ne), ce qui entraine

/ Thomy(Ne) = ig(Thomy(Ne)) A(Ly).
Ne/C

L'égalité (3.12) est démontrée car par définitigfpe/e Thom,(Ne) = 1e et
i%(Thomy(Ne)) = Eulp(Ne). O

Remarque3.8. Pour ce théoréme, on peut remplacer I'hypothésmagacité
de la sous-variét€ par celle de I'existence d’'umoisinage tubulaireG-invariant
deC dansM.
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Remarqued.9. L'égalité 2 = Eul,(Ne) A(1y) peut étre triviale dans certain
cas. Par exemple, si la classe d’Euler est nulle sur une composante c@nrkxe
C, ceci implique que la classe, 1= 0 dans#;>(C;), ou dit autrement que le
morphisme canoniqué‘e’ (C;) — H;(C;) est nul.

COROLLAIRE 3.10. Supposons la variétdf orientée. Les orientations d&
et des fibres d&ve déterminent une orientation de. Au moyen du diagramme
(3.10), on voit que pour toute forme fermées A (M) a support compact, on a
I'égalité de fonctions généraliséé&s-invariantes surg suivante

/ "= f (ie)a(An)) = f AGp) = f i (A (L),
M M C C

3.2. CALCUL DE LA FORME A(1y)

Considéerons deux 1-formes et i, G-invariantes sui, telles queC = {®,, =

0} = {®@,, = 0}, avecC compact. Soienl un voisinage de& et x € C*(M)“ a
support compact darfd, égale a 1 au voisinage @ Notonsp;,, p,, les formes
équivariantes associées a ces données (cf. égalité (3.5)).

PROPOSITION 3.11.Supposons gu'il existe une applicatibni — g telle que
les fonctions(®,,, f) et (®,,, f) soientstrictement positivesur M — C. Alors
Doy = Pis dansﬂa’c‘;,(w. Les localisations définies au moyen xgeet A, sont
donc identiques.

Démonstration. Posons pourt < [0,1], A, := ui; + (1 — u)Ao: ON
ad,, = ud, + 1 — ud,, La fonction f permet de s’assurer que pour tout
u € [0,1], {&;, = O} = €. On peut donc définir les formes,, = x +

d)((foOo i g Dh dt)xu et on vérifie que

apx * —it DA
— = dy / te " PMdr | D1 — Ao, +
0

ou
o0 .
+dx < / ig 1 PM dt) (A1 — Ao)
0

D <dx < / t e DM dt) /\0/\1> , (3.13)
0

puisque d’une partD (—dx ([, re P dr)(hy — Ao)h,) = dx ([, t e P
dN) D (A—ro)h —d x (fy° t €7D dr) DA, (A1—Ao), d'autre partlx ([, t €D
d) DA, = —dx(f, i€ P dr) et—(hy — Ao)hy = AoA.

En intégrant I'égalité (3.13) sub, 1], on trouvep,, — p;, = D(5), avecs e
Aaf’fp,(‘l,(). 0

https://doi.org/10.1023/A:1000602914188 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.1023/A:1000602914188

258 PAUL-EMILE PARADAN

Dans les Sections 5 et 6, nous modifions la folnal voisinage de la sous-variété

C en une forme. g, de telle facon que les conditions de la Proposition 3.11 soient
vérifiées. La localisation effectuée avigoy est donc identique a celle effectuée
aveci, mais a I'avantage de simplifier le calcul de la formély,).

Plagons nous dans les conditions du Théoréme 3.7. Par définition du morphisme
, la forme A(1y) € H;*(C) est définie par I'égalitéA(1y) = fN Je Pi-
D apres (3.6) on a\(1y) = lim,_, ;o Ay, avec poua > 0

Ay = / xe P 1 p (/ 1(/ X e—“m’)\’> dt) :
Ne/C 0 Ne/C

ou la fonctiony est a support compact, égale a 1 au voisinage de la section nulle,
et)’ est une 1-forme su¥e égale ay*(A) sur le support de.

Dans les Sections 5 et 6, nous verrons qu’aprés modification €e Amoqg
les formes[ o X €7"P¥)" sont nulles pour touts > 0. On aura alors une
expression S|mple de la forme a coefficients généralisés,,): A(ly) =

M, 1o fN@/e y giaD¥

3.3. EXEMPLES

Exempléel. Considérons un groupe de lecompact agissant sur une variété com-
pacteM. Soientg € g et G(B) le sous-groupe dé€ stabilisateur dg8. Munissons
la variétéM d’'une métrique riemannienng .); G-invariante.

Considérons la 1-formgg := (By, .)u, OU By désigne le champ de vecteurs
sur M engendré pag. On a donc. € A'(M)%P, et on vérifie qugd,, = 0} =
MP#, ouMP désigne la sous-variété des points oul le champ de ve@gussnnule.
Nous verrons a la Section 5 que dans ce cas le Théoréme 3.7 est une généralisation
de la formule d’Atiyah—Bott et Berline—\Vergne dans le cadre donné par Bismut [6].

Exemple2. Considérons I'action hamiltonienne d’'un groupe de Lie compact
sur une variété symplectiqu@/, 2). On noteu: M — g* I'application moment
associée. On munit 'espace vectomgéld’'un produit scalairegs-invariant. Soit#

le champ de vecteurs hamiltonien associée a la fondjtid.

Considérons en suivant Witten [25] la 1-forr@einvariantei := (J¢, .)y, ou
(., ) désigne une métrique riemannien@envariante surM. On a alorg®; =
0} = {7 =0} = Cr(||ul®).

Pour effectuer la localisation dans ce cas une difficulté demeure: les points
critiques def|u[|2 ne forment généralement pase sous-variété daf. Dans la
Section 6, nous pourrons effectuer la localisation lorsque I'on se restreint a I'action
d’un tore sur une variété symplectique compacte.

Voici un exemple d’action hamiltonienne d’'un groupe compami-abélienou
les points critiques dgu ||? forment une sous-variété.
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Considérons un groupe de Lie réel semi-simglde centre fini, eK un sous-
groupe compact maximal. SaW une orbite coadjointe elliptique d& munie de
la structure symplectique canonique (I'actionkleur M est alors hamiltonienne).
Notonsu: M — ¢* I'application moment et considérons le produit scaldire
invariant surt défini comme la restriction de la forme de Killing geNous avons
Cr(||ull®) = M N &, et ce dernier ensemble est ukieorbite.

Soit Fy, la transformée de Fourier ded&orbite M: c’est une fonction généra-
lisée G-invariante surg qui admet une restriction & qui s'écrit Fy|¢(X) =
[i €, ol Q¢ est la 2-forme symplectique équivariante [11]. Duflo et Vergne
montrent que la fonction généraliség | s’exprime comme l'intégrale suw N ¢*
d'une forme K-équivariante a coefficients généralisés.iS¥ N ¢ — M est
l'inclusion canonique, on &), |¢(X) = meé* i,(E9)A, avecA e H (M N E)
qui est un inverse de la classe d’Euler équivariante du fibré normél de* dans
M.

En fait, ce calcul correspond exactement & une formule intégrale provenant de
la localisation dans le cadre symplectique. Le Corollaire 3.10 permet de retrouver
I'expression deFy, |, donnée par Duflo et Vergne (avec quelques modifications car
le support de la forme'® n’est pas compact).

4. Inversion de la classe d’Euler équivariante

Soité& — M un fibré vectoriel réel muni d’une action d’'un groupe de Lie compact
G, d’algébre de ligy. La variétéM est supposée compacte et connexe et le &bré
G-orienté.

On fait I'hypothése suivante:

HYPOTHESE 4.1.1l existe un élément < g tel que{v € & | B¢l, = 0} = M.

On noteG (B) le sous-groupe dé€ stabilisateur dg etg(B) son algébre de Lie.

Nous introduisons dans cette section la clasgg)-équivariante Elgll(é’) qui
est un inverse, au sens généralisé, de la classe d'Euler équivariapt€)E&n
fait, l'inversion se fait directement au niveau des formes équivariantes (sans passer
a la cohomologie).

Supposons que le grouge est un tore tel qu&® = M. Nous montrons al-
ors (Proposition 4.8) que la transformée de Fourier deg]&ab est une mesure
localement polynomiale, supportée par le demi-gdlans g*, (¢,8) > 0}, et a
valeurs dans les classes caractéristiques du dibré

Nous verrons dans les Sections 5 et 6 comment cette classe intervient naturelle-
ment dans les formules de localisation en cohomologie équivariante.

4.1. INVERSION DE LA FORME D EULER EQUIVARIANTE

On se fixe pour la suite un produit scalaite.) sur les fibres et une connexion
euclidienneVv¥¢, tous deuxG-invariants. Pour simplifier les notations on note de la
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méme facon ldormed’Euler équivariante définie au moyen de la connexysn
et laclassed’Euler équivariante: EY(&)(X).

Dans le reste de cette section, on désigneraAuérap (€) la sous-algebre de
A(&) des formes qui sont & décroissance rapide dans la direction des fibres.

La forme Eub(€)(X) est une forme différentielle équivariante svrdont la
composante de degré 0 est égale é/ﬁe{t—l)/(Zn)Mg(X)). Considérons I'ouvert
Uy C g défini par:

Uy ={X €g; Ym e M det(ué(X)),, #0}. (4.14)

L'application X — Eul,(&)(X)~ est définie et de clas€™ surU,,, a valeurs
dansA(M). On se propose d’expliciter cette inversion au moyen d’une intégration
le long des fibres dé.

Soit U la composante connexe déy N g(B) contenantg. Pour toutX e
Ug, 'endomorphismew® (X) commute aveg:é () et la forme quadratique —
(1E(B).y, n€(X).y) est définie positive sur les fibres ée

La connexionV¢é détermine une décomposition de I'espace tangehit =
V€& @& HE en espace tangent vertical et espace tangent horizontal. LeVfibré
est isomorphe au fibrg*&, image réciproque du fibré a travers la projection
p:& — M: pour tout élément de &, V,& est canoniquement isomorphe ..

La connexionv¢é se reléve en une connexidit" € sur le fibrép*€.

Soity la section tautologique du fibig*é — &. La projection”:T¢ — V&
déterminée au moyen de la décompositioh = V& @ HE& vérifie I'équation:
VZeTE ZV = Vzp*gy. Pour toutX € g, la partie verticale du champ de vecteurs
X¢ Vérifie I'équation:X¢ ()Y = —u€(X),,..y, pour touty € &,,.

Pour ‘inverser’ la forme d’Euler sutlg, nous avons besoin de la formule inté-
grale suivante.

SoitV un espace euclidien orienté. On considéreB € sa(V) etR € sq(V) ®
a oU a est une algébre commutative nilpotend&:= 0 pour ' assez grand. On
suppose de plus que et R commutent aved et quey — (Ay, By) est définie
positive. L'espaceV est donc de dimension paire et le calcul d'une gaussienne
donne

dimv

_ (m) 2~
e (A (B+R)Y) ¢y, — , 4.15
/V Y det/?(A) det/*(B + R) (4.15)

ou dy correspond a la mesure euclidienne Bur

DEFINITION 4.2. On désigne pdlg la 1-formeG(B)-invariante sui€ suivante:
pour tout champ de vecteusssur &, 65(Z) = (Be, Z").

L'expression

0p = —(uE(B).y. V7 Cy) (4.16)
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permet de voir que la forme; a une dépendance quadratique le long de la fibre.
Comme la 1-formejs est G(p)-invariante, la formeDog € Az, (M) est une
forme équivariante fermée s@rdéfinie par I'équation:

DO(X) = —(uE BV Ey), V7 Ey)—
—(uE By, ut(X).y+REy), X €g(B),
ou R¢ = (V%)? est la courbure du fibr&. Dans ces formules les ‘fonctions’

wé(B).y, né(X).y sont des éléments da°(&, p*&) tandis que les ‘formes’
u&(B)(VPey), VP €y appartiennent #1(&, p*€) et RE.y € A%(E, p*&).

L'équation (4.15) nous permet d’avoir, s@tz, une formule intégrale pour
l'inverse de la classe d’Euler.

PROPOSITION 4.3.Pour toutX € Uy, la formee®%X) € Agecran (€) et

1
0p(X) _
/S/Me@ = Euly(&)(X)' (4.17)

Démonstration Pour toutX dansUg, la fonction—(ue(B).y, ne(X).y) est,
au niveau des fibres d& une forme quadratique définie négative. Comme la forme
&% posséde un comportement polynomial sur les fibres, on voit que la forme
eD%X) = el B)Y.n (Y appartient a4 decrap (€).

Au voisinage d’'un poiniz de M, on peut trouver une trivialisation d& or-
thonormée, dans laquellé® = d + © et telle que la 1-forme de connexidh
s’annule enn. Dans ce cas, pourdansg,,:

DOX)(y) = —(uE(B).dy, dy) — (8 (B).y, n(X).y + RE.y).

Apres avoir exponentié le term@6; (X)(y), on ne garde (pour l'intégration sur la
fibre) que la composanig®’ ™) _ de degrémaximum sur les fibres

Vy € &, (€2900)

= (=2)P deﬁ/Z(MS(Ig)) e WEB).y.uE(X).y+RE.y) dys - - - dyzp,

max

ou dy; - - - dy,, représente la forme volume euclidienne sur la fifyeEn utilisant
I'égalité (4.15), on trouve:

&/M m

= (—2)” det’2(u€ (B)) g By Xy FREY) gy, dyz,
8)?1

B (—2m)?
"~ def2(uf(X) + RE),,
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Remarqued.4. On vérifie aisément que, pour tout nombre compieleforme
e %0, n'a pas de composantes de degré maximum dans la direction des fibres:
(e£P%0) _ =0.
max

4.2. INVERSION DE LA FORME D'EULER EQUIVARIANTE DANSA;S (M)

Nous reprenons les notations de la section précédente. Dans les sous-sections qui
suivent la compacité d& n’'est pas requise (sauf pour le Corollaire 4.7). La forme
d’Euler qui initialement est une form&-équivariante, est ici restreinte au groupe
G(B): Eul,(&) € AG s (M), et nous déterminons un inverse de cette forme dans

a‘\);(’;)(M).

DEFINITION 4.5. On note ELEIl(S) la forme de Agfg)(M) définie par
Eul,*(&) = [, o €%

La forme équivariante Eglf(é‘) vérifie: Vo (X) dX € m(g(B))

(Eul;(8), ¢(X) dX) = / e % ( / ewf’(X@)(p(X)dX).
&/M 9(B)

En explicitant, on voit que

(EULL(E), ¢(X) dX) = /

l

e W0 <_ Z a* (y)Ek> , (4.18)
&/M k=1
ou les fonctionsi* (y) = (u€(B).y, ué(E*).y), y € & sont définies apres le choix
d'une basgE?, ..., E') deg(B) telle que & = dX;...dX;, et ot désigne la
transformée de Fourier desurg(B) par rapport a la mesurexd

Sip = ZBE', on voit queX;la’ (y)| = c.(uf(B).y, uf(B).y) avece =
(sup(IB:1))~1. Cette minoration assure la convergence de l'intégrale (4.18).

De maniére générale, on a les relations de commutations suivantes sur
Adecrap(€): dMofg/M = fS/M o dg et pour toutX deg(ﬂ),c(XM)ofg/M = fS/Mo
¢(Xg). La forme Euf;*(€) estD-fermée carD (Eul;*(€)) = Jeyu D(EP%) =
0.

Pour étudier cette forme généralisée, on considére les applications paramétrées
pars > O:

Vst g(B) — AM)

X @ 1D (X+isB)
&/M
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La convergence est assurée par le termg:en
—iDO(X +isp) = i(uE(B)(V"Ey), VP Ey) —
— (1 By, suE(B)y — (RS + uf(X))y).

Chaque formey, € AG, (M) C A;‘(’g)(M), et on vérifie facilement que

lim;_ o+ ¥y = Eullgl(é’) en tant qu’applications généralisées g{ff). D’autre part,
un calcul identique a celui de la Proposition 4.3 donne:
2ri)?
def/?(su8 (B) — (s (X) + R9))
1
Eulo(8)(X +isB)

VX eglp) v (X) =

PROPOSITION 4.6. Soit Eullgl(é“) la forme équivariante fermée dﬁg‘gg)(M)
introduite a la Définition 4.5. Elle vérifie

1
—1 ST
Eul,"(6)(X) = le”3+ Eulb(&)(X +isB)’

ce qui impliqueEuly (&) .Eulgl(é‘) = 1,,, ou on désigne encore p&tuly(&) la
restriction de la forme d’EuleG-équivariante a une formé& (8)-équivariante, et
1, est la fonction constante égalelasur M.

Nous avons remarqué au debut de cette section que la fore kel A (M)
est inversible sur I'ouverfil,, lorsque la variétéM est compacte. On obtient
donc le

COROLLAIRE 4.7. Supposond/ compacte. La forme équivarianEuIEl(é’) est
C*> sur 'ouvert Uy N g(B) et

VX € Uy Ng(B), EuZ}@)(X) = —————.
mNg(p) 7 (6)(X) Eul(&)(X)
Supposons maintenant que le groupe= T est un tore tel qué” = M. Dans
ce cas, (méme dans le casMenon compacte) I'ouvertl,, est dense danset la
forme Eulﬂ‘l(g) est égale, sutl,;, a une fraction rationnelle a valeurs dakgV).

Considérons I'exemple du fibré trivi&l = M x C. L'action du toreT est triviale
sur M et définie suig par un poidsy € t*: eX. v := é@X)y, pourX e tetv e C.
L'orientation ‘0’ est celle deC et on choisit € t tel que(w, 8) # 0. Dans ce cas,
on a Eub(6)(X) = 3 (a, X) et

1
71 - H -
Euly"(6)(X) = —2r lim, (@ X +isp)’
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On polarisex en posantt™ = gz, avec{a™, B) > 0 eteg € {1, —1}. On vérifie
gue pour tous > O etX € t,ona

- .
/ glet Xty - Y
0 (at, X +ispB)

En passant a la limite sur on obtient I'égalité de fonctions généralisées
o . N
Eulgl(é’)(X) = (Zm)gﬁ/o glet. X g,

Cette égalité donne apres transformation de Fourier, I'égalité de mesutés sur
F (Eul;*(8)) = (27i)ep Hye, (4.19)

ol H,+ est la mesure de Heaviside associge a

La section suivante est consacrée a une généralisation de I'égalité (4.19) (cf.
Proposition 4.8). Nous montrons en particulier que la forme équivariangé(lﬂ)l
possede une transformée de Fourier tempérée qui, lorsque I'actibrsdes est
effective, est une mesure polynomiale par morceaux.

4.3. ETUDE DE Eul;(€) LORSQUEET = M

On suppose dans cette section qu’'un tbred’algébre de Liet, agit sur le fibré
& — M de telle facon que&” = M (et M n’est pas supposée compacte). Soit
B € ttel que&(Bg) = M. Dans ce cas, la forme @H(S) est un élément de
ALC(M).

\oici les différentes notations que I'on utilise dans cette section. On note
Aemp(t, M) les fonctions genéralisées et tempéréestsauvaleurs danst(M).
Les distributions tempérées stir a valeurs dans4(M) constituent I'ensemble
Miemp(t*, M). On noteraCy, (t*) I'espace de Schwartz des fonctions a décrois-
sance rapide suf.

On désigne paf : Awemp(t, M) — Mm(t*, M) la transformation de Fourier
qui, a toute fonction généralisée et tempégéassocie la distribution tempérée

F () telle quef,, €5V F (¢) (&) = ¢(X).
Par exemple, pour une formee C*(t, A(M)) a support compact suy nous
avons pour toutn € M eté e t*

F () (E) = ( / e & n,.(X) dX) o
t

(zn)dimT ’
ou & et dX sont des mesures euclidiennes dualed’sertt.

Cette section est consacrée au calcul de la distribution temp‘é@‘éalgl(g))
surt*.
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A tout vecteura € t*, a # 0, on associe la mesure de Heavisifig, définie
par:
+o00
Vo € C.(F), (Hy, @) = ¢ (ua) du.
0

Rappelons quelques propriétés générales de ces mesures. Le produit de convo-
lution H,, *- - - * H,, est défini si les vecteurg,, ..., «, appartiennent an méme
demi-espaceDans ce cas, il s'écrit

Vo € CX.(1),  (Hay % -~ Hy,p §)

+00 +00 p
z/ / ¢ Zuiai dul...dup.
0 0 i=1

On voit par exemple que:

+00 uk
Vo € C.(F), (Hy*---x Hy, @) = / Fqﬁ(ua) dut. (4.20)
' — .
k+1 fois 0
Lorsque les vecteursy, ..., «, engendrentt’, on aHy, * --- x H,,(§) =

P (&) dg, ... dg,, avecP une fonction sut* supportée par le cOA&, u;;, u; > 0}:
cette fonction est continue et localement polynomiale sur ce céne [13].

Soit{E',i =1...r}une base deet{E;,i = 1...r} sa base duale. La distri-
bution tempéréé-‘(Eulgl(é’)) surt* a valeur danst (M) est définie par I'équation:
pour toute fonctionp € CF.(t)

(F (Eul;*(8)), ¢

= / e (Z(Mg(ﬂ)% u“”(Ef).y)Ei). (4.21)
_}'E m l:l

Soient{£ay, ..., +a,} les poids distincts d& dans la fibre d&: on les pola-
rise en posant;” (8) > 0, Vk = 1,..., p. On définit une structure complexe
sur les fibres d& en posant/ := ué(8)~1(—uf(B)?)Y? Dans ce cas, le fibré
se met sous la forme. = ea,f:lé’a; avec

€ ={vet| né(X)v = ot (X)Jv, VX et}

Les sous-fibré@a? sontT-invariants et/-stables, ils sont donc de rang pair et
orientés. La 2-former¢ laisse ‘stable’ chacun des sous-fib&gs: on noteRr; la
forme deA (M, so(Saz)) définie comme la restriction de¢é a&a;.
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En posanty = X, _,y. avecy, € €.+ On trouve (ué(B).y, ué(E'.y) =
0ot (Bt (ED)[|yell? et

r 14
D WE By, (ENE = e (B)llyell ey

i=1 k=1

Pour calculer l'intégrale (4.21) en un point on considére une trivialisation de
&€ au voisinage dez, orthonormée, dans laquelle on peut éckife= d + ©. On
la choisit de facon a ce que la 1-forme de connexiogiannule enn.

Surég,, on a l'égalité

p

dop = — > ((E(B).dy,. dy) + € (B) .y, REYY) .

k=1

On exponentie la forme-i d9g, le terme de degré maximal sur la fibre s’écrit

Vy € &y, (eiideﬂ(y))max

p
= (20)"def/2(u* (B) [ € DK dpy),

k=1
ol 2 est le rang d& etdp, désigne la forme volume euclidienne $f,,.

On peut récrire pour tout € C°.(t*)
(F (Eul;*(€)), ¢)m

= (2)"det/*(u® (B)) x
14 P N N
x / ¢ (Z a,;*w)nyknza,;*) [[es®@vrkindg).  (4.22)
Y€ k=1 k=1
On note&,,(é’ar) la sphére dan@am des vecteurs de norme 1. Considérons,
, S
pourk =1,..., p, le changement de variable
lﬁkiR+ X 5,,1(80[;) — 80[;‘

(z,ow) = (B3 Zu

dans l'intégrale (4.22). On#; (dp) ..oy = 3o (B)) 2" 1dz A doy(v) Ol by
est la forme volume sus,, (€,+) et 2 est le rang du fibré,+. Ces changements
de variables permettent d’obtenir I'expression

(F (Eul;*(8)), ¢)

rgé d
= (Zi)gTsﬁ/ . Pi(t1) ... Py(tp))o (Z tka,j> dry...dr,,
®™)r k=1
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ou e est le signe de dﬁf(;ﬁ(ﬂ)) et P, le polynbme suR a valeurs dangt(M)
défini par I'équation

Pk(t) — %tnkl/ eit(J.v,Rz'.v) dUk(U).

8(8,4)
k

Calcul du polynbmeP, pourk € {1, ..., p}

Pour trouver une expression simple du polyn&Pgeon calcule de deux fagons
la fonctionk (s) := fR+ P (¢) e*'dr définie pour tous > O.
En écrivantP. (1) = %;q;t', on obtient pous > 0

k(s) = Zai /R+ festdr = Z sle il. (4.23)

D’autre part

1
Kk(s) = =

/ ¢ LS 0B G e (v)
2 Rt x5(3a+)
k

et en effectuant le changement de variable +/zv on trouve, en utilisant (4.15)

K(s) = / g OIHUYREY) gy
& +
“k
— / g U067 =RDY) gy,
€+
k
'

~ det/2(J) det2(sJ —iR})’

Soit V un espace vectoriel euclidien orienté muni d’une structure complexe
Soit EndV;) les endomorphismeg-linéaires deV: ce sont ceux qui commutent
avecJ. Pours toutd € so(V) NEnd(V,), on a de}/?(J) def/*(A) = def; (—J A).

Finalement

7%
def (s =R .
%k

Kk(s) =

On note quer;" est un endomorphisme hermitienq% et un résultat classique
donne

1 1

1 .
s = Trge . ((RH®) . (4.24)
defgak+ (s —RF) s igdiXm;/:/z st ) VK
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Dans cette formule, Tr ,, est I'opérateur ‘trace’ sur les endomorphismes com-
Y

plexes du fibré 38@), ce dernier étant composé des vecteurs de datg@algébre
symétrique $8ak+)-
En comparant les expressions (4.23) et (4.24) on obtient

dimm
dipM

P =17 3 Tryea (D)%)
i=0

tnk—l-i-i

(n — 140!

En utilisant I'égalité (4.20), on trouve

F (Eul; (&)

:(zm)%gﬂ Z Trs e, ((RH®') x

I=(i1, i p)
X (Hogp )17 s ()22 o ()70,
avec poull = (iy, ...,1,)
S'(€) =816, ® - ®S(E,),
(RO = (R ® - ® (R)®.

Si l'action deT sur & est effective les poidaf, e a; engendrent*. Dans
ce cas, les mesureﬂar)"ﬁ”l ERE (Ha;)"ﬁ"p sont localement polynomiales et
supportées par le come oy + - - - + R*af. Onadémontré la

PROPOSITION 4.8.Soit& — M un fibré euclidien orienté sur une variéé
connexe. Soil’ un tore qui agit sur ce fibré en préservant la structure euclidienne.
On suppose qué’” = M et on se donne un élémehte t tel que&(Be) = M. Soit
Eullgl(é‘) € A7 (M) la forme T-équivariante fermée a coefficients généralisés
introduite a la Définition 4.5. On polarise les poids-ay, ..., +«,} de I'action

de T sur les fibres de& en posante;"(8) > 0Vi = 1,..., p. On noteCy :=
Rt +---+ R+a;j.

La mesure tempérég (Eul,*(€)) vérifie

F (Eul;*(8))
=@ tes Y Tree (RH) x
I=(i1,...,ip)
X (Ho )1 s (Hop) 47 (4.25)
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ol g4 est le signe delet’?(18(B)) et 2n; est le rang du fibrég,+. La mesure

?(Eulgl(a)) estnulle en dehors du con€; et, si l'action deT sur M est effective,
c’est une mesureontinue, localement polynomiatke Cg dansA(M).

5. Formule d’Atiyah—Bott et Berline—\Vergne
5.1. FORMULE DE LOCALISATION

Considérons un groupe de L& compact et connexe agissant sur une variété
compacteM. Soientg € g et G(B) le sous-groupe d€& stabilisateur deg. Soit

M? est la sous-variété des points ou le champ de vectgyrs’annule. SiF

est une composante connexe Mé, et N son fibré normal dansg/, la forme
Eul;*(Nr) € H5(5 (F) est bien définie.

THEOREME 5.1.Décomposons/# en somme de composantes connéxesous
avons le diagramme commutatif suivant

A —00 —00
Hep) (M) : Hep(MP) = ®F Hy ) (F)
1 G- (5.26)

oliy = @rip: MP — M estlinclusion, etAs(n) = @ri}(mEUl (Np).

Le reste de cette sous-section est consacrée a la démonstration de ce théoréme
gui est une réalisation du procédé de localisation expliqué a la Section 3 en utilisant
la formeXs := (Bu, .)m (voir 'exemple 1 de la sous-section 3.3). En fait, pour
simplifier ce calcul nous allons modifier la formg au voisinage deé/” en une
1-forme Amoq €t appliquer le procédé de localisation avec cette 1-forme. Il nous
restera ensuite a montrer qug(ly) = EFEngl(NF).

Modification derg. On se place sur un voisinage tubulaife d’'une composante
connexeF de M*. On peut supposer I'existence d’un voisinge de la section
nulle dans le fibré normaVvy et d’un isomorphismes (8)-invariant, ¥, de Wg
surUy, tel queyr(m, 0) = m pourm € F.

On reprend les notations de la sous-section 4.1. On fixe sur le fibré nakmal
un produit scalaireG (8)-invariant et on not@ﬁ := (Bw,, ") la 1-forme surNp
associee.

On se propose maintenant de modifier la forme de localisafioen Ameq SANS
changer I'endroit ou les formes équivariantes fermées sont localisées.

Les ouvertsU ont été définis précédemment. Quitte a les restreindre, on peut
supposer gu'ils sont disjoints.
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Soit U}, le voisinage deF dansM défini par:Uy. = (3 Wr) ol le terme;
représente une contraction de factéu;ur les fibres d&vy..

Au moyen de l'ouvertUs; = M — UpU/ , on réalise une partition de 'unité
{(Ur, xr)r, (Uext, xex)} de la variétéM. Pour toute composante connekeles
fonctions x» sont positives, a support dabls, G(B)-invariantes et égales a 1 sur
U.. Lafonction ey est positive, a support dabgy;, G (8)-invariante et elle vérifie
I'équation:

D O XF+ X =1 (5.27)

F

On peut maintenant définir la fornmg,oq et montrer gu’elle localise encore les
formesG (B8)-équivariantes fermées siuf” .

PROPOSITION 5.2 Considérons la formeoq définie par I'équation

hmod 1= Xexthp + Y X (0F),
FcMP

ou la somme est prise sur les composantes connéxisM . La formeimog est
G (B)-invariante et détermine la méme localisation que la fosrpeen particulier
{®;,., =0} = MP.

Démonstration Soit F une composante connexe &€ la forme(wgl)*(eﬁ)
est définie sur I'ouvert/r, tandis que la fonctioryr a son support dangr. Les
formesXF(lp;l)*(eﬁ) sont donc définies & (B)-invariantes sui.

Considérons la fonctiof: M — g(B) constante, égale & Montrons qué,
Amod €t f Vérifient les hypothéses de la Proposition 3.11 notre proposition sera
démontrée.

On voit tout d’abord qued; ,, B) = || B |I? est strictement positive s — M#
etqueM’ C {®;,,,, = O}.

D’autre part, la fonction(®; . B) se décompose en somme de fonctions
positives

(@i B) = Xextl BullP + D xrllBup 1?0 ¥t (5.28)

FcMP

Supposong®, ... B) nulle enm, alors
Xext(m) | By [12(m) = 0,
xF(m)||Bny 1% 0 Yit(m) =0  pour toutF ¢ MP.

Considérons la premiére égalité:

— Soit|| B |I?(m) = 0, ce qui impliquen € M#.
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— Soit xext(m) = 0. Il existe donc, d’aprés (5.27), une composante conmexe
de M* telle quey(m) # 0. Ceci entrainen € Ur et||By, % o w;l(m) = 0.
Cette derniére égalité implique € F: dans tous les cas € M”.

On adonc démontré que I applicatidn, , est nulle sud?, et que la fonction
(@100 B) €St Strictement positive sut — M”. O

Nous effectuons maintenant la localisation avec la foimgg On a montré
dans la Section 3 comment cette forme définit un morphiﬂme}(’g?ﬁ)(M) —

Jfgf;)(Mﬂ). Il nous reste a calculeng(1,). Nous avonsAg(ly) = XpAfp et
Ap =lim,, 1o A% avec

. B a ; B
AY = / Xr€ P 1D </ </ XFe‘”“t*@ﬁ) dt) .
Nr/F 0 Nrp/F

La Remarque 4.4 montre qlng/F XFe*”mf"efi = 0 pour toutr € R, et donc que

; B .z .
A% = fNF/F xr € 9P% pour touta € R. Considérons la contractiah, a > 0 sur
Nr définie par

v
Sa(m,v) = (m —) pour m € F etv € Npy,.

Ja

La forme 6% a une dépendance quadratique dans les filres;)*(67) = 6%.

. s i B
En effectuant le changement de variabledans lintégralef, . xr € “*%, on
trouve

; B P
/ XF eﬂai)HF — / XF © 8a eﬂi)GF
Np/F Ng/F

et donc que

. B _ioyoB
||m / XF e 1a£D9F — / ) 1@91,’
a=+0 JNp/F Np/F

carxr = 1 au voisinage de la section nulle.
. . . .
Finalement nous avons, = [, €% LaformeA est égale a l'nverse
de la classe d’Euler, E}ﬂ(NF), définie a la sous-section 4.2.

5.2. POLYNOMES DE DUSTERMAAT-HECKMAN

Considérons I'action hamiltonienne d’un tdfesur une variété symplectique com-
pacte(M, 2). On noteu: M — t* I'application moment, e®((X) := Q + (u, X)
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la forme symplectique équivariante associée. Saif d= Q"/n! la mesure de
Liouville sur M (avec dimM = 2n). L'image directeu.(dm ;) de la mesuremd,
par I'application moment vérifie

s(dmp) = .lf” </ ei“‘>,
1’1 M

ou ¥ est la transformée de Fourier.

Dans [10], Duistermaat et Heckman montrent que la megutdmn ;) se met
sous la formeu, (dm;) = f (&) d&, ou f est une fonction localement polynomiale
supportée pap(M).

Soit B € ttel queM? = MT. Appliquons le Corollaire 3.10, associé au
Théoréme 5.1, au calcul de la fonctigp €. Nous obtenons

/ g (X) _ Z ei(M(F)JQ/ eiQFEuI/gl(NF)(X), (5.29)
M

FcMmT F

ou Q est la 2-forme symplectique induite p&rsur la sous-variété’.
Prenons la transformée de Fourier de I'égalité (5.29):

1 ‘o _
s (dmp) = m Z SuF) * (/F elm?(Eulﬁl(NF))> ,

FcMmT

oud,(r) désigne la mesure de Dirac gfiF) € t* et ‘<’ est le produit de convolu-
tion.

Nous gardons les notations de la sous-section 4.3. En appliquant la Proposition
4.8 a chaque fibré Ny, nous obtenons une expression de la mesure
wy(dm ) similaire a celle donnée par Canas da Silva et Guillemin dans [8] (voir le
Théoréme 2).

PROPOSITION 5.3La mesureu, (dm;) admet la décomposition

dimm i
paldmy) = 2075 Yy Sy k (Hor )4
F,I

H(Hyy e, (5:30)

ou les constantes;. ; € C vérifient

F
€ .
B Q I
C?,I = | €% Tro (RH®').

T o? Ji

Dans la premiére égalité, la somme est prise sur les composantes connexes
de M7, et ensuite sur les multi-indices = (il,...,i,,F) € NPr. On note
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of p,...,at . les poids distincts pour I'action dE sur N, ‘polarisés’ au moyen
s PF,
de 8, et 2n; le rang du fibréNF’a;F. Dans la deuxieme égalité, le termg estle

signe dedet’*(1.V* (B)).

Remarque La somme dans I'égalité 5.30 est finie puisqﬁg =0si2I| >
dim F (avec|l| = Xyiy).
Remarquons que chaque terpe- x (H,, :, )ittmi. .k (H, + )f’f *rr est une

mesure ‘localement polynomiale’ supportee par le cQQEg) + R+al P+

+ot
R« PFF

Lorsque I'ensembl@/” des points fixes est fini, on retrouve I'expression

Uy (dmy) = (27'[) Z eﬂ w(F) * (HaL‘)nl - (Ha;Ff)npf.
obtenue dans [13].

6. Localisation dans le cas d’une action hamiltonienne d’un tore

Soit(M, ©2) une variété symplectique compacte connexe munie de I'action hamilto-
nienne d’'un torel". On notet I'algébre de Lie del’" et t* I'espace vectoriel dual.
Soitu: M — t* I'application moment associée a cette action. C’est une application
T-équivariante déterminée (a une constante prés) par I'équation

din, X) =c(X))Q, VXet, (6.31)

ou (-, -) correspond aux crochets de dualité enttrett. L'action deT surt* étant
triviale les applicationg:, := u — ¢, ¢ € t* sont encore des applications moment.
Pour toute fonctiore®, f: M — R, on notera Cif) = {m € M,df, = 0}
I'ensemble de ses points critiques.
Nous faisons le choix d’'un produit scalaire gtiret suivant I'idée de Witten
[25], on applique le procédé de localisation avec la foirndéfinie ci-dessous.

DEFINITION 6.1. Soite € t*. On désigne pax® la 1-formeT -invariante suivante
A = (H%, )y, OUFH® estle champ de vecteurs hamiltonien de la foncﬁﬂms 1%
et(-, )y est une métrique riemannienfieinvariante sumM.

Considérons une base orthonornie i = 1,...,r det, et notonsE;, i =
1,...,r labase duale. Nous avons
HE = (ue, EVE)y et @ =Y (H° Ej)uE;. (6.32)
i=1 i=1

Comme] Yue) = l(ug, E') E', on voit que le champ de vecteufg® véri-
fie ||J€€||M = (D;¢, j71(ue)). Ainsi pour toutm € M, ®,:(m) = 0 entraine
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| #¢];(m) = 0. L'égalité de droite dans I'équation (6.32) montre, réciproque-
ment, que s, = 0 alors®;_ (m) = 0.

Comme#: = 0 < d(||u||?)., = 0, on constate qugb;: = 0} = Cr(||u.[|?).

On constate donc que la 1-formé va localiser les formes équivariantes sur
Cr(|le 1?). Pour faciliter le calcul de cette localisation nous modifiah®n une
1-formeimoq €t effectuons le calcul avec cette nouvelle 1-forme.

Nous montrons dans le premier paragraphe que poar t* générique, les
points critiques dé ... ||* forment une sous-variété (non-connexe) lissddéous
effectuons le calcul de la localisation aux paragraphes suivants.

6.1. POINTS CRITIQUES

Dans une premiere partie nous rappelons la structure des points critiques de la
fonction moment [1, 15], et définissons un ensemble d’indiBegui nous permet
ensu;te, en suivant Kirwan [18], de définir une partition des points critiques de
ll el

Finalement, nous montrons I'existence d’'un ouv&rtdensede t* tel que pour
tout e dansW, les points critiques de la fonctiofu. || forment une sous-variété
fermée dev.

6.1.1. Les points critiques de la fonction moment

Généralement, pour une fonction différentialfleM — N, un pointm € M est
dit critique si I'application tangent&,, f: T,,M — T s, N n'est pas surjective.
Dans le cas de l'application momerii,,;u n'est pas surjective s'il exist& <

t — {0} tel que(T,,u, X) = 0: d'aprés I'égalité (6.31) c’est le cas ¥j,(m) = 0.
Ainsi I'élémentm € M est un point critique de la fonction si et seulement si
le stabilisateur den, Stal{m), contient un sous-tore d€ de dimension 1. Par
exemple, lorsque l'action du tore n’est pas effective, tous les pointg dent des
points critiques dev.

Nous donnons, dans le cas de I'application moment, une définition modifiée.
Le sous-groupesy, = N, Stalm) est appelé stabilisateur génériques piest
l'algébre de Lie deS,,, on constate d’aprés (6.31) queenvoie M dans un sous-
espace affined), qui a pour direction vectoriellésy )~ = {€ e t¥] (£, X) =
0, VX € sy ). L'action deT sur la variétéV est dite quasi-effective s, est fini.

DEFINITION 6.2. Les points critiques de I'application moment sont, par défini-
tion, les points critiques (pour I'ancienne définition) de I'application moment re-
streinteu: M — Ay: ce sont les pointsr € M tels que le groupe Stéah)/Sy,
n'est pas fini.

Voici les notations utilisées par la suite:
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e pour A C t*, on note Afi{A) (resp. conyA)) le sous-espace affine dé

engendré pard (resp. I'enveloppe convexe dé¢) et Z désigne la direction
vectorielle de ce sous-espace affine.

e pourA C t*, on note(Z)L (ou plus simplement+) 'ensemble des vecteurs
det orthogonauxa A.
e pour P C t*, Tp est le sous-tore d engendré par Ex@).

L'ensemble des valeurs critiqgues de la fonctjorest (par définition) I'image
des points critiques: c’est donc la réuniU@McT/M(MT') ou l'union est prise sur
tous les sous-toreB’ deT tels quUeT’ /S, n'est pas fini.

Soita une valeur réguliére de. Dans ce cas, pour tout € 1 ~*(a) le groupe
Stalm) /Sy, estfini:~1(a) est une sous-variété dé sur laquelle le group& /Sy
agit localement librement.

Pour obtenir une description plus précise des points critigues nous avons besoin
du théoréme de convexité d’Atiyah—Guillemin—Sternberg [1, 15].

THEOREME 6.3 (Atiyah—Guillemin—SternbergBoit (N, Qy) une variété sym-
plectique compacte et connexe, munie de I'action hamiltonienne d'urGtoBmit
w: N — Lie(G)* l'application moment. Alors

(1) L'image de I'application momenjy(N), est égale a I'enveloppe convexe du
sous-ensemblgu(F), F composante connexe de N}.

(2) Pour touta € Lie(G)*, la fibre u1(a) est connexe.

Notons que I'application moment est constante sur chaque composante connexe
deMT”, ainsiu(MT) est un ensemble fini de points tie

Soit 7’ un sous-tore d&" contenantS,, et tel que7’/S, ne soit pas fini.
Chaque composante conneXede M7 est une sous-variété symplectique Me
qui est munie de la 2-forme symplectique restreiftte et de la restrictiornu
de l'application momenj. En appliquant le Theoréeme 6.3(&, 2z) on voit
que i (Z) est un polytope convex® det* égal a I'enveloppe convexe dg(¥),
F composante connexe & }. Soit X € t, on a les égalités suivantes:

{Exp(s.X); s € R} agit trivialement surZz < (u, X) est constant suz, <
X e P~

Ces équivalences permettent de voir que 'algébre de LIE @st incluse dans
P et que l'algébre de Lie d&, est égale &+: on a doncz ¢ M™ c MT”".
On en conclut qué& est une composante connexeMé’ sur laquelleT/ T agit
guasi-effectivement, ou dit autrement, le stabilisateur génériqug el un sous-
groupe deT dont la composante connexe (de I'élément neutre) est égale a
Notons que dimP = dimt — dimtp < dimt — dim(Lie(Sy)) = dim(u(M)).
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DEFINITION 6.4. On noteB’ 'ensemble défini par

B’ = {P polytope convexe d& | 3Z composante

connexe de’* avecu(Z) = P).

D’aprés le Théoréme 6.3, chaque élémentaiest une enveloppe convexe de
points dew(MT). La compacité de/ impose queM” soit une réuniorfinie de
sous-variétés dgf. L'ensembleB’ correspond donc a une collectifinie de poly-
topes de*. On remarque, en particulier, g ne posséde qu’un seul polytope de
dimension maximale, c’est a digg(M).

On notety,, 'ensemble des points d¢, réguliers pour I'application moment.
On vient de montrer I'égalité suivante:

to=t'— (] P (6.33)

Pes’
P#u(M)

PROPOSITION 6.5. (1p0it P € 8’ et Z une composante connexe ME” telle
queu(Z) = P; alors T/ Tp agit quasi-effectivement si.

(2) SiP e B/, l'algébre de Lie del» est égale aP+.

(3 L'ensembleB’ contient toutes les faces du polytop€M). De maniére
générale, siP est un polytope d&’ alors les faces d® sont encore dang’.

Démonstration dél) et(2). Cela a été démontré auparavant.

Démonstration dg3). Soit P une face du polytopes(M). Dans ce cas
I'ensemble~1(P) est une composante connexeMé”. Pour s’en assurer, con-
sidérons lecon® = {X €t | (§ —&,X) > 0,VE € P, V& € u(M)}. On
voit que pour tout poing dans l'intérieur du con€ la fonction (i, 8) prend son
maximum sur~1(P): on a doncu=*(P) ¢ MP et H(P) = (u, B)"*(sp) avec
sg = supy (i, B). Ceci permet de voir que~*(P) est une composante connexe de
MP (cf. [7]). CommeC engendreP, on conclut quex~1(P) est une composante
connexe de//’r,

Dans le cas général d'un polytogee B’, on procede de la méme fagon avec
la sous-variété symplectiqug de M telle quew(Z) = P. Soit P’ une face deP.

On montre alors qu&’ = (i;z) ~1(P’) est une composante connexeMé telle
queu(Z’) = P’, etdonc queP’ € B'. O

Dans la prochaine section nous étudions pour quelles valeurs=dé les points
critiques de la fonction iz, |2 forment une sous-variété dé.
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6.1.2. Les points critiques de la fonctidu, ||?

Le produit scalaire sug* induit un isomorphisme linéairg: t — t*. Dans la suite
de cette section nous considérateix formes d’'orthogonalitd’orthogonalité is-
sue dela dualité entret et t* et la j-orthogonalité définie au moyen du produit
scalaire.

DEFINITION 6.6. Pours € t* et A un sous-espace affine dfg S(e, A) est le
projeté orthogonal de sur A.

Introduisons un ensembl8 qui sera par la suite I'ensemble des indices d'une
partition de 'ensemble Cjiu. ).

DEFINITION 6.7. On noteraB la collection de sous-espaces affines’dgonnée
par B := {Aff (P), P € 8'}.

Pour toutA de 8, nous noterong’, le sous-tore d& engendré par Exgh*).
On sait d’apreés le point (2) de la Proposition 6.5 que= Exp(A1).

L'ensembleB nous renseigne sur les types d'orbites Mesous I'action de
T. Soit T; un sous-groupe fermé dé et My, := {m € M | Stalim) = T1} C
M™. Si Z est une composante connexe Mé: telle queZ N My, # ¢, le stabi-
lisateur générique d& est égal ar. L'image w(Z) est un polytope deB’ et
A = Aff(u(Z)) est un sous-espace affine dequi vérifie (X)l = Lie(Ty),
c’est a dire que le sous-torE, est égal a la composante connexe (de I'élément
neutre) du sous-groug® .

Le champ de vecteurs hamiltonigf® associé a la fonctiog|| . [|? vérifie:
Hy = (7 Hm) = &), (m), me M.
\Voici une premiére description des points critiques|de||?:

Crlllpel®) = M) = | MG B—e)n ™ (B). (6.34)
Bet*

Démonstrationon ad(||u.||?), = Q¥#:,.) etdoncm € Cr(||u.|?) si et
seulement sij 1(u(m) — &)u(m) = 0, c’est a diren € M(j~1(B — ¢)) avec
B = u(m). O

Dans la proposition suivante, nous rappelons le résultat de Kirwan [18] qui montre
gue l'union dans I'égalité (6.34) est en fait finie, mais nous indexons différemment
les composantes de @y, [|?).

PROPOSITION 6.8 (Kirwan)Pour toute € t*, on a
Crluel®) = | M™ np ™ (B(e, A)).

AeB
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Démonstration de l'inclusion &'. On utilise I'égalité (6.34). Soient: €
Mj~1(B—e))N n~1(B) etZg la composante connexe (1 (8—e¢)) contenant
m.CommeZ, est une sous-variété symplectiqueMele Théoreme 6.3 assure que
n(Zg) = P est un polytope convexe. De plus, pour tout vectéwde P~, m +—
(n(m), X) est constant su; ce qui impliqueZ; ¢ M™ C M@GY(B — ¢)).
On voit alors queZ; est en fait une composante connexeM& . Ceci montre
que P € B/, et notonsA := Aff (P) le sous-espace affine d& associé. Comme
le vecteurp — ¢ est j-orthogonal aA et € A, on ag = B(e, A) et finalement
me M™ N put(B(e, A)).

Démonstration de l'inclusion®’. Elle est évidente puisque’™ c M (j~1(8—
g)) pourp = B(e, A). O

On suppose maintenant que le produit scal@ire est fixé et on cherche les valeurs
dee pour lesquelles les sous-ensembie® N =2(B(e, A)), A € B forment une
collection de sous-variétés disjointes de

OnnoteB’'s :={P € B, P C AetdimP < dim A}. SoientAe4'ouvert de
A défini par

Areg - A - U P, (6.35)

PeB’'A

et M2y = M N u=Y(A) la réunion des composantes conneXede M telles
queu(Z) C A.

Pour queM™ N u=(B(e, A)) = M 2N (B (e, A)) Soit une sous-variété de
M, il suffit queﬂ(s A) soit une valeur réguliére de I'application moment restreinte

aAdmd Lﬂnﬂﬁ TMIS 5 AL

red

Sim e M2 est un point singulier dg s, alorsm € M™ avecT, C T’ et

re

dim(T») < dim(T”). Dans ce cag(m) € P ou P est un polytope deB’ contenu
dansA, et de dimension strictement inférieure, autremenfudit) ¢ Areg. Ainsi,
Si B € Areg I'image remproque;u‘lTA (B) = M™ N u=1(B) est une sous-variété

(non nécessairement connexe)M&ur laquelle le group& /T, agit localement
librement.

Remarquons que I'égalité (6.35) coincide, dans le cas d'une action quasi-
effective, avec I'égalité (6.33) en prenatit= t*.

Pour toutA € 8B, notonsW, l'ouvert det* défini par 'égaliteW, = Areq +
J(ta).

PROPOSITION 6.9.

(1) Pour toute € W, M™ N u~1(B(e, A)) est une sous-variété (peut-étre vide)
de M sur laquelle le groupd’/ T, agit localement librement.
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(2) Louvert W := Npcg Wp estdensedanst* et pour toute € W les sous-
variétésCy := M™ N u=1(B(e, A)), A € B, forment une partition de
Cr([ ell®).

Démonstration(1) Par définition, s € W, alorsp(e, A) appartient &\ 4 et
doncM™ N u=t(B(e, A)) est une sous-varitété dé.

(2) Pour chaque\ € 8B I'ouvert W, est dense danA: 'ensembleB étant fini,
'ouvert W est dense dans.

Fixonse € W. SoientAy, A, € B etm € C;, NCy,,. Les groupes Stalm) /Ty,
et Stalgm)/ T, sont tous les deux finis, ce qui donne (#g,) = Lie(Stalim))
= Lie(Ta,) et par suiteTx, = Ta,. CommeB (e, A1) = (e, Ap) € AN Azona
pour finir A; = A,. Les sous-variété€5, A € B sont donc disjointes. O

6.1.3. Exemple

Soit M une orbite coadjointe de dimension 6 §IE'(3), et T le tore maximal de
SU(3). On identifiet* aR? (muni de sa structure euclidienne usuelle), et on note
w:M — R? l'application moment associée a I'action @esur M. L'image de
I'application moment est un hexagone (voir Figure 1) ou les somtné, C, D,

E, F sont 'image pap des points fixeg/”.

VARRVERR -

On vérifie queB’ = {faces deu(M)} U {[AD], [BE], [FC1]}. Ici B = B’ car
les polytopes d&B’ engendrent des sous-espaces affines distincts.

Dans la Figure 2, I'ouver défini & la Proposition 6.9 est le complémentaire
des droites (en traits pleins) et des segments (en traits pointillés).

Considérons, comme dans la Figure3x= ¢ € W. PourA € {(AB), (CD),
(EF)}, les composanteSy sont vides car les projectiorfge, A) ne sont pas dans
limage deu. PourA = t*, on aCi = u=(¢), etsim € {A,B,C, D, E, F},
Ciny = w=t(m) est un point deV/”. Pour les autred € B, on a représenté sur la
Figure 3 les projectiong(e, A) (notées en faib(e, A)).
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Figure 3.

Dans cet exemple, on peut vérifier que esariétésm’ = CSA/(T/ Tx) sont
pour toutA # t*, soit vides, soit réduites a un point.

6.2. MODIFICATION DE LA FORME A¢

Nous fixons pour le reste de cette section un élémentv.

Pour effectuer la localisation nous allons procéder de la méme fagon qu’a la
Section 5. Nous modifions la formié au voisinage de chaqu&, et formons une
nouvelle 1-formekneg qui localisera encore les formes équivariantes fermées sur

Cr(lle 1)

Pour chagueA € 8B, nous faisons le choix d'un supplémentairetdedanst
que I'on notet/t,, tel que I'on ait une décompositioh = Ty x T/Ta OUT/Tx
désigne le sous-tore ded’algébre de Liet/tx.

On sait, d’'apres la Proposition 6.9, que le grodp&l, agit localement lib-
rement surC%. En conséquence on peut choisir la structure riemannienréd de
de telle fagon que, pour toll € t/ta, la fonctionm — (Ey, Ey)y(m) Soit
constante au voisinage d&, égale 3§ E ||?.

Dans la suite de cette partie on se place sur un voisinage tubUlgice C%§
dansM.

Soit N(Cy C M) le fibré normal deC, dansM. Il se décompose en la somme
de deux fibrésN: @ N2 avec

N; := Fibré normal dec dansM’,
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N2 := Fibré normal de\/™ dansM, restreint aC%,.

On peut supposer (quitte a modifigr) qu’il existe un difféomorphismé’-
invariant, notéy 1, d’'un voisinageW, de la section nulle d&(C4 C M) sur
l'ouvert U, de M tel que

Yim,0)=m pour m e C§,
: . . (6.36)
T'ﬁi\cg = Id I'ilsomorphisme canomquEW/A‘cgA — TMc,.

Ensuite, nous remarquons que le fibrg est trivial au dessus d&;, . Au moyen
de I'application moment, nous réalisons I'isomorphisme de fibré

2.N2 w N1 = N2x A
WA A A A (637)

(m, w,v) = (m,w, Ty (),

g - . -
ou A est la direction vectorielle du sous espace affinde t*.
g . ’ . . ~ . -
On noteN, = N2x A, le fibré euclidien sucC4 ol le produit scalaire sur

les fibres dev2 est induit par la métrique suw, tandis que suE nous avons le
produit scalaire provenant du produit scalairetde

On poseW, = ¥2('W,) et on notey, := ¥x o (¥3)~! lisomorphismeT -
invariant du voisinage ouvei, de C5 dansN, sur le voisinage tubulairg,:

Yan:Wa C Npo — Up C M. (6.38)

Nous allons définir suv, une 1-formeT-invarianteir , que nous reléverons, a
travers I'isomorphisme,, en une 1-forme su/,. Nous avons besoin du

LEMME 6.10. Soiente € W et A € B. L'isomorphismej:t — t* permet de
définir le vecteurB, = j~1(B(e, A) — ¢) de t,. Le champ de vecteurs siv2
engendré pap, s'annule exactement sdry, c’est a dire

Ci =M™ N (Be, A)) = M(Bapy) N H(B(e, A)).

Démonstration Supposons le contrairNi(ﬂAlNi) # C4. Cela signifie qu'au

voisinage deC nous avons linclusiorstricte M2 C M (Ba)- Il existe donc
une composante connexe de M'» telle queu(zZ) = P, Aff(P) = A et une
composante connex&' de M (B4,,,) qui contient strictemen. On voit alors que
P C P' = u(Z') ou P’ est un polytope deB’ de dimensiorstrictementsupérieure
a celle deP: sinonZ’ serait dang/’» et donc égal &, ce qui est exclu.

Le paramétre est choisi dan®, ce qui implique a fortiore € W/, Aff(P') =
A’: cette hypothése impose q@&s, A’) ¢ P, pour tout polytopeP; C P’ de
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dimension strictement inférieure . Nous aboutissons donc a une contradiction
puisquef(e, A") = B(e, A) € P. O

Le groupeT'/ Tx agit localement librement sur le fibré vectoriéf — C%: con-
sidérons, sur ce fibré, une connexion euclidiefir@variante vV qui estT/Ta-
horizontale¥ Y € t/tx, uMa(Y) = 0.

On rappelle que cette connexion donne une décomposition de I'espace tan-
gentTN2 en sous-espace VerticeINZ et sous-espace horizontdIN2: TN2 =
VN2 @ HN?. Cet décomposition induit une projectisnT N2 — VN2,

DEFINITION 6.11. Soit (-, -), la structure euclidienne sur le fibré vectorib’lg.
On notedg, la 1-forme T-invariante etT/Tx-basique deA(N3) définie par
O (Z) = (Ba|nz, Z"), pour tout champ de vecteu&sur N2.

La forme 6, est bien définie car le champ de vecteyrs,: est vertical.

Cette forme est -invariante car le champ de vecteufts N2 la projection” et le
produit scalairg(-, ), sontT-invariants. De plus, elle egt/ Tx-basique car pour
toutY e t/t, nous avons:

05, (Vy2)(m, w) = (WS (B, MR (V) w) =0,

Dans cette égalité on se sert du fait que pbus t, la partie verticale du champ de
vecteursX yz en(m, w) € NZ est égale a A X)m-w € Ng‘m.

L'espace quotientM := C% / (T/Tx) possede une structure devarieté

[22]. Soit F1, ..., F"2 une base orthonormée d&,. La structure riemannienne
sur M permet de définir une 1-forme de connexion € AX(C%) ® t/ta sur le
V-fibré principalCy, — MY, comme restriction de

r2

Y (Fiy. IuF' € ANM) ®t/ta

i=1
sur la sous-variet€y. On décompose la connexion = Zi<i<,,0x ® F* avec
. . g
o € ALC)T, et on définit une 1-formg, surCix A en posant pougm, &) €
—
Cix A,

r2
Yame = O Okm (€, FF). (6.39)
k=1

Les projectionsNy, — Cix Z et N» — N3 définissent les injections
A(Cx A) <> A(NA) BLANZ) > A(N,).
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Les formesds, ety introduites dans la Définition 6.11 et I'équation (6.39)
appartiennent &1(N,), et permettent de définir Si¥, la formei, € AN(N,):

DEFINITION 6.12. On note\, la 1-formeT-invariante sutV, définie pam, =
0, + va. C'est a dire:

Vm,w,£) € NEX A, dague = bpa,,, + (5 0a)-
L'application @, , admet la décompositio®; , = &y, + ®,,, avec

V(m,w, ) e N2x A, @, (m,w, E)=£
et
(@a. X)mw,8) = (18 (Ba)mw, w3 (X))

pourX € t.

L'application moment se reléve a traveys, (cf. (6.38)) en une application
wa = o (Ya)~t définie surw,.

La proposition suivante est le point essentiel dans la modification de la forme
A8,

PROPOSITION 6.131lI existe une constanta > Otelle que

(@, j Ha — &) m, w, ) = A(IEN? + lw]3) (6.40)

pour tout (m, w, &) suffisamment proche dg&}. Cette minoration assure que la
fonction(®;,,, j~1(ua — €)) est positive sur un voisinage d& dansWi.

Dans la suite de cette section, nous supposerorplitte & restreindrel/, et
Wa — que la minoration(6.40)est vérifiée sur tout 'ouvert,.

Démonstration Effectuons le développement limité au premier ordre de
I'application u, au voisinage den € C%: commeTIpi‘cgA = IldonaTu,, =

Tm o T(¥2)2 pour toutm € C%. On voit donc que
pam, w, &) = u(m) + T, (W) + Tity o (Tw) " 2HE) + OlwlIg + 1£17)
= B(e, A) + £ +O(|w|2+ €% .

Dans la deuxieme égalité on se sert du fait ¢0g,,(w), X) = Q,,(Xy, w) =0
car N2 estQ-orthogonal a C5.

On a alorsj (s — &)(m, w, §) = Ba + j 1) + O(lwl3 + 1£1?), ce qui
impose, sachant que, , est nulle suiCy,

(D, J Hua — &) (m, w, £)
= (®;,, Ba)(m, w, &) + (@, jHE))(m, w, §) + O(lwl + I£]?).
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On vérifie ensuite que
<<D)»A’ ﬁA)(m’ w, é) = <q)9ﬁv ﬂA)(mv w, E) = ”l‘LNi(ﬂA)hﬂw”%v

etque(®;,, j~1E))(m, w, &) = [IE]12+ O(|wl3 + IE]?).
On obtient finalement

(Dip, J s — &))m, w, &)
= [I1"2 (Ba) w12 + €11 + O(lwli2 + [1£]2).

Le Lemme 6.10 affirme que le champ de vecteurs 84r engendré par
Ba S'annule exactement sufy. En conséquence I’endomorphisrmé\’i(ﬁA)
est inversible en tout point d€4, et on a alors une minoration de la forme
™A (Ba)m-wll2 = A’w]2 ol A > 0, qui est valable pour tout € C% et
w e Ng‘m. O

On se propose maintenant de modifier la forme de localisatio@n Ameq Sans
changer I'endroit ou les formes équivariantes fermées sont localisées.

Les ouvertd/,, A € B, ont été définis précédemment. Quitte a les restreindre,
on peut supposer gu'ils sont disjoints.

Soit U}, le voisinage deC, dansM défini par:Uj = (3 Wa) OU le terme;
représente une contraction de factéuaur les fibres d&v,.

Au moyen de l'ouvertUgy = M — UAeﬁU_’A , on réalise une partition de l'unité
{(Ua, xa)acs, WUext, xext)} de la variétéM. Pour toutA € B, les fonctionsya
sont positives, a support dabs,, 7-invariantes et égales a 1 stif,. La fonction
Xext €St positive, & support dangy;, T-invariante et elle vérifie 'équation:

D xat Xew=1 (6.41)

AeB

On peut maintenant définir la formig,oq et montrer gu’elle localise encore les
formes équivariantes fermées sur|Gr, ||).

PROPOSITION 6.14Considérons la forme,oq définie par I'équation

Jmod = Xexth* + D Xa(W3 D (ha).
AeB

C’est une formeT -invariante qui effectue la méme localisation queen par-
ticulier {®, _, = 0} = Cr([|u.?).

Démonstration Soit A € B. Si C, = ¢, le terme correspondant & dans
Amod €St nul. Dans le cas contraire, la form,egl)*(AA) est définie sur l'ouvert/ 5
tandis que la fonctiory, a son support dang,. Les formesXA(wgl)*(AA) sont
donc définies suM et T-invariantes.
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Considérons la fonctiorf: M — t égale & ~*(u,) et montrons que les hypo-
théses de la Proposition 3.11 sont vérifiées avec les folmes,oq et la fonction
/. Notre proposition sera alors démontrée.

On remarque tout d’abord que;, j~1(u.)) = || #¢||? est strictement positive
en dehors de Qltpu.||?). Soitm e Cr(||u. %), il existe alorsA € B tel quem e
C4. Lapplication @, _, est nulle enn puisqu’au voisinage d€'} la forme Amog
est égale E‘(l//f)*(h) et enm nous avonsi,,,, = 0. Linclusion Cr([lu. %) C
{®;,.c = O} est demontrée.

La fonction(®,, ., j~1(u.)) se décompose, d'aprés la Proposition 6.13, en une
somme de fonctionpositives

(Pimogr J (1)) = Xt HEIZ+ ) Xal®ays j s — &) o 3™
AeB
Supposons quéed; .. j (1)) est nulle enn, alors
Xext(m)|| ;1|7 = O,
Xa(m) (@, j 7 (a — ) oYl (m) =0, VA e B.
Considérons la premiere égalité:

— Soit#¢ = 0, ce qui impliqued (|14 [|%),, = O.
— Soit yex((m) = 0. D’aprés (6.41), il existe alors € B8 avecya(m) # 0.

Ceci entraine quen € Uy et (®,,, j X (ua — €)) o w;l(m) = 0. D'apres la
Proposition 6.13, cette derniere égalité implique gue C%. Dans tous les cas
m € Cr(l| e |?).

On a finalement démontré qu®,, est nulle sur Qi (%) et que(®;, .,
7Y (ue)) est strictement positive en dehors de(|Gt [|?). a

Dans la prochaine sous-section nous effectuons la localisation i G#) au
moyen de la forme.mog.

6.3. CALCUL DE LA LOCALISATION AVEC Amod

Considérons, pour chaque € B, des fonctionsy, € C>®(M)! telles que le
support dex, soit inclus dans l'ouvertV), défini précedemment, et égales a 1 au
voisinage deC%. SiC4 = @ alorsU), = ¢ et la fonctiony, est nulle.

Procédons de la méme maniére qu’a la Section 3. On définit au moyen de la
1-formeimog I'application de localisation

O : AP (M) — ®aAU)),
n = ®a0an),
avec

Oan) = <X,A + dX/A </ ie_itinmwdt) )\mod> n.
0
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Au moyen des isomorphismes, on se raméne sur les voisinag#s de la section
nulle dansN,. L'intégration sur les fibres de chaqué, donne au niveau de la
cohomologie un morphisme

A HE(M) — @AH7Z(CH),
n = @ain()Aa.
On avu a la sous-section 3.2 gng = lim,_. .. A%, avec

a
A4 =/ xre 4P L i / </ Xge“%)\A> dr ],
Na/C5, 0 \JNa/cy

avecyx (x,) = xx- Dans cette derniére identité on se sert du faityli®modu, ) =
AA.
Pour conclure on a besoin du lemme suivant.

LEMME 6.15.

(1) xne 1Py =0, VieR.
Na/C4

) Iima_>+oo/ R =/ g Pra,
Na/C4 Na/CQ

Démonstratioril. En utilisant la décompositioh, = g, + ya On obtient

/ Xgeiiti))LA)\-A
]\/A/CsA

=/ efiti)QﬁA </: Xgeiti))/AyA>+
NZ/C4 A

1

—itD —it Do,
+ﬁe s (/ xne " ﬁA%).
A Na/C,

2

Le terme 2 est nul d’'aprés la Remarque 4.4. De la méme fagon, Iajm‘fﬁéAe/A
ne posséde pas de composante de degré maximum dans la directiofederme
1 est donc nul. 0

Démonstratior?. Considérons la contractiép, a > 0, effectuée au niveau des
fibres deN, — C%, définie par
8a:N§x& — Nix&,

w & (6.42)

m,w, = |\m,—, ).

s (1.2
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La formea a une dépendance linéaire par rappart@ A, et une dépendance
quadratique sur les fibres d&2. On a donas*(A,) = AA.On Vvérifie aussi que
ady(Aa(Xn,)) = Aa(Xn,), X €t Ainsi, en effectuant le changement de variable
'8, dans lintégralef, . xxe “**» on trouve

A

/ Xge—laéDAA — / Xg o (Sa e—li))LA.
NA/CEA NA/CZ

Comme la fonctiony, est égale a 1 au voisinage de la section nulle nous avons

lim,—+00 xx © 8, = 1. En utilisant un argument ‘a la Lebesgue’ on conclut
finalement que la formefNA/CZ xx e 4P s converge vers la forme a coeffi-
- Anéralicd —i DA

cients generallseﬁwcZ g P, O

THEOREME 6.16Nous avons le diagramme commutatif suivant

HE(M) 2> @AH7Z(CY)

Li* (6.43)
I
Hy ™ (M)

OUi = @aial UaCy — M estlinclusion. Le morphisma est défini parA (n) =
Dacg ix(7) A, avec, pour touh € B, Ay = fNA/cg g DA,

6.4. ETUDE DE LA FORMEA 5

L'espace quotientMy = C% / T /T posséde une structure devariété [17].
On rappelle que les formes différentielles d€, sont définies comme les éle-
mentsT / Tx-basiques de I'algebra (C%). Ces éléements forment une sous-algebre
A(M3) qui est stable par rapport a la différentiation extérieure. On nGa(; )
la cohomologie associée.

La V-varieté M posséde une 2-forme symplectique induite par la 2-fofine
[24]; elle est ainsi orientée. On a donc une opération d’intégratiokSuiy, ) que
Pon notera . .

Pour chaque composante conndxele C4, on appelle stabilisateur générique
de F le sous groupe®(F) := N,.rStalm). On rappelle qu'il existe un ouvert
dense deF sur lequel Stabm) = S(F). Soit |S*(F)| le cardinal deS*(F).
L'application ¥ — |S2(F)| détermine une fonction localement constante.g(r
que I'on noteS2|.

La structure riemannienne a été choisie de telle maniere que pour touft,,
(Fy, Fyp)u = ||F||f surC4. La 1-forme de connexiotiy, = ) %, 0% ® FFsurle
V-fibré principalCy, — M4 a déja été définie.
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Nous choisissons une orientation @&, notée 9Cy%), qui est donnée par la

relation
0(C}) = O(MY) Aoy A -+ Ao (6.44)
Dans la suite de cette section on n¢fg, ..., F,,} la base deA = t/ta)*
duale de{F?, ..., F"2}. Le volume vo{T/ TA) est calculé avec la mesure de Haar
compatible avec la forme volung A - ,. Ainsi, pour touty € A(M?%), on
a la relation
1 1
—_— N = NAOp, A« A O071. (6.45)
/MZ |S4] VOl(T /Ta) Jes, ?

Onremarque que la forme différentiettg A ... A 01/VOI(T /Ty ), bien que définie
au moyen de la basgF?, ..., F’2}, ne dépend que de la connexion et de
I'orientation deC.

Puisque le group& agit trivialement sutM4, on a

AT (M) = Hom(m(ta), A(ML)) et AF (M) = CF(ta, A(ML)),
et de la méme fagom; 7 (M3) et AT (M}).

On désigne paf(t/ta) I'algebre symétrique sut/t,. Pour tout élémenP e
S(t/ta), on noteP ((3/0X>)|o) I'application

0
P -
(3%l
définie pourf € C*°(t) par
P=2| ) r) o= (P (%) f) Xat X2
8X2 0 1) — 8X2 1 2)1X2=0
L'application (6.46) peut étre étendue aux formes équivariantes:
0
P -

Soitw, := do, la courbure du fibré principal’y, — M4%: wa € AZ(M ) ®
t/ta . Dans ce cadre, l'élément’e € S(t/ty) ® API(ME) deflnlt une opération

) CCP(1) = CP(ty) (6.46)

) A7 (CL) — AT (CR).

A ((3/9X2)lo). AOO(C ) — eA (C )
gue I'on notera aussi

N(X1+ wp) 1= (@200 n(Xy + Xp)), Vi€ AF(CY).
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Au moyen de la connexiom,, nous définissons une projection sur les éléments
horizontaux deA(C%): [ lnor: A(CR) = A(C{)nor
L'application de Chern—WeilW,: AF(C}) — AT (M}) est déterminée par

Vn € CA’;O(CZ), Wam) :=[n(X1+ @a)lhor-

Cette application commute avec les différentielles et définit un isomorphisme
au niveau de la cohomologie [12] (que I'on note encidig).

DEFINITION 6.17. On notek, le morphisme de Kirwan de#t2°(M) dans
Hr, (M}) qui correspond a la composée de l'opération de restrictipn

HX (M) — HX(C%) et de lisomorphisme de Chern-Wel,: #°(C5) —
F (M.

L'espace vectoriek se décompose, pour chague € B, en la somme des
sous-espaces vectorigjsett/t,. Cette décomposition permet d’associer a chaque
couple de fonctions sup ett/t, une fonction de. On notera) I'opération

CT¥(ta) x CTF(t/ta) — CT(D),
(f,8) — fOg.
Elle est définie par la relatioe (X) dX € m(t)

(fOg, ¢(X)dX) := (f, (g, ¢(X1+ X2), dX1) dX?)

avecX; € ta, Xo € t/ta et la mesure de Lebesgue& dque I'on décompose
(de maniere non canonigue) en un produit e dX,dX, de deux mesures de
Lebesgue sufy ett/t,.
Ce ‘produit’ peut étre défini de la méme fagon sur les formes a coefficients
généralisés:
ALZ(CR) X A7 (C) = ATT(CY), (6.47)
(n,v) = nov.

Nous allons maintenant donner une nouvelle expression de la fonction général-
iséeA ». On rappelle que

AA — / efii))LA,
Na/Cq

avec la formeT -invariantex, = 6g, + ya.

La forme 0g, a été deéfinie au moyen d’'une connexi@iy Tx-horizontale:
0, (Xn,) = 0 pour toutX e t/t,, tandis que la forme, vérifie ya(Xy,) = 0
pour toutX € ta. On voit donc qUEDA A 6 (X1 + X2) = i)GﬁA(m’w)(Xl) +

DYame) (X2) POUT (X1, X2) € ta x t/ta, m € C4, & € A, etw € N3 .
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On peut donc écrires o sous la forme

Ar(X1+ X2) = ( / ‘1’%> (X0 ( / ‘@VA) (X2), (6.48)
NZ/C5

avec(Xy, Xp) € ta x t/ty. LaformeX; — sz/Cg e D%, (X1 est |a restriction
a T, de la forme ELg (NZ) € A;7(CY). D'aprés le Lemme 6.10 le champ de

vecteurs suN2 engendré pa8, s’annule exactement sar, . La forme Euj,A(NA
est donc bien définie puisque I'Hypothése 4.1 est vérifie.
D’autre part, on constate que padre t/ta

c(Ycs )EUly (N2 / c(Yy2)(dp,) €% = 0.
N2/c 4

La forme Eugj(Ng) appartient donc a7 (M%).

DEFINITION 6.18. On note Egll(SA) € AT (M%) la restriction de la forme
Eul,(N2) T,.

RemarquelLa notationé, est celle duv-fibré vectorielN3 /(T /Tx) — M.

Les formes/; e~ associées a une action libre ont été introduites par Kumar
et Vergne dans [19], Proposition 79. Dans le cas présent, on a besoin de connaitre
l'orientation deA.

Le fibré vectorielN; est le fibré normal d€% dansM™: il est orienté par la
forme symplectiquesz Nous avons, grace a la trivialisation (6.37), identiﬁ§ a
Cix A. Lorientation, acy), deCs a été définie au moyen d’une bakt . . ., F2
det/tA par I'égalité (6.44). Par un calcul soigneux, on vérifie que

O(N}) = 0o(C{) AAFY A -~ AdF™, (6.49)
Nous pouvons donc intégrer sﬁrqui est orienté parB' A --- A dF"2.

DEFINITION 6.19. Soitw, la courbure duv-fibré principalC5 — M5. Cette
donnée détermine la forme équivariadtel, — w,) € AT/TA (M3) par Ia formule

(0(X2 — wa), $(X2) dX2) = p(wa)VOI(T /T, dX>),

pour toute fonctionp € C*(t/tp). Dans cette expressionXg est une mesure
euclidienne sutt/t, et vol(T/Ta, dX>) est le volume du group&/T, pour la
mesure de Haar compatible avexd

Les formes du typé(X, — w,) sont aussi introduites par Kumar et Vergne dans
[19, 23], sans utiliser la forme linéaireXd — vol(T/ Tx, dX5). L'égalité

Ao}

voI(T/ Tr) (6.50)

ﬁ e P (Xp) = ) IMA8 (X, — wa) A
A
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découle de la Proposition 80 de [19].
PROPOSITION 6.20. (INous avons 'egalité suivante dass>(C%):

Oy At A0

_ -\ dimA —1 —
AA(X) = (27'[1) EUI/S (gA)(Xl)Oa(XZ (,()A) AN VOI(T/TA) *

A

(2) Pour toute formey € A (C%)
A A Ap)(X)

o ima i _ L SARMRRALCE
= 7)™ (ka (DEUGL(E2) ) (X1)08(X2 — wa) A VOI(T/ Ty)

Démonstration Le point (1) découle des égalités (6.48) et (6.50). Pour dé-
montrer le deuxieme point, il suffit de voir quéX) A (1, 08(X2—wa)) = n(X1+
wa)08(X2—wa), et que pour toute forme € A(C%) qui estT / Tx-invariante, on
Ax AT, A ANo1 = [U]hor A O, A+ - A OT. O

Le Théoreme 91 de [19] montre que I'application
ma: Hp (ML) — Hp ™ (CR)

définit parma(o)(X) = 2r1)9M2a(X1)08(X2 — wa)liox/VOI(T /Ty), €st un
isomorphismget on voit que pour touf € H7°(M)

iR Aa =ma(ka(EUl1(E4)).
En madifiant le diagramme (6.43) avec les isomorphismgson obtient le

THEOREME 6.21NotonsA’ = @ m,' o A et j = @i, o ma. Nous avons le
diagramme commutatif suivant qui précige43):

HE(M) L @aH; (M)
1 { ; (6.51)
H; (M)

avecA'(n) = @aka(nEul;;(E€4) pour toutn € H5°(M).

La variété M est orientée par sa forme symplectique. Lintégration Mudes
formes équivariantes définit un morphis&- = (M) — C~*°(t). En utilisant la
formule d'intégration (6.45) on obtient finalement I'expression suivantg, de.

THEOREME 6.22.Soients € W ety € 43 (M) une forme fermée. Nous avons
dansC—*°(t) I'égalité

[ =31,

AeB
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ou I3 (n) est la fonction généralisée de suppogtdéfinie par

I, () (X1 + X2)
— (Zﬂi)dimA/ i

oAk DX DEULE) (X3 (X — wa).

Dans cette formule les variableg, et X, sont dang, ett/ta.
Pour toute forme) € #7°(M) a décroissance rapide sty nous avons

/Mxtm ) > (@ri)imax

AeB

1 —1
X / —ka (M (XDEUl (84)(X1) dX1 | vOI(T /Ty, dX2).
M

EAXtA |SA|

Exemplel. Si A = {p} est un sommet du polytope(M), alorsC; = F =
w~t(p) est une composante connexeMé. Nous avons

Xet [IfmX) = / i3 () (X)EULA(NF) (X),
F

ou N est le fibré normal d& dansM etg, = j~1(p — ).

Exemple2. SiA = t*, alorsC, = u~1(¢) et .M correspond a la variété réduite
M, = u"Y(e)/T. D’aprés le Théoréme 6.3 elle est connexe; difigidésigne un
entier non nul. Nous avons

(Zni)dimT

Xet LX) =
¢ |S¢|

/ ke (S(X — wy).

&

OUk,: H°(M) — FH(M,.) correspond a I'application de Kirwan.
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