GROUPOIDES AUTOMORPHES PAR LE GROUPE
CYCLIQUE

A. SADE

I. Introduction

1. Définitions. Nous appellerons groupoide un ensemble non vide, G, muni
d’une loi (X) faisant correspondre & tout couple ordonné x,y € G, au plus un
élément z de G, appelé produit de x par y, et satisfaisant 4 la loi d’homogénéité
(2). Si E est 'ensemble des z la loi (X) définit une application de E sur G.
On dira que G est incomplet si E C GG et ordinaire si E = GG.

Un semi-groupe (5) est un groupoide associatif.

Un guasigroupe, ordinaire ou incomplet, est un groupoide dont les éléments
ont au plus un quotient a droite et un quotient a gauche. Le mot ‘‘diviseur”
sera entendu au sens de ‘‘sous-quasigroupe’’.

Soit Q un groupe additif d’entiers, ou d’entiers mod. #, et T un sous-groupe
de Q. Soit (X) une loi binaire des éléments de Q telle que:

(1) Q soit un groupoide,

(2) l'application x — x + ¢, t € T, soit un automorphisme de Q. La structure
ainsi définie est appelée un groupoide automorphe par le groupe cycliqgue T et
est désignée par Q(X). Si Q = T on dira que Q(X) est automorphe par le
groupe cyclique.

2. Exemple 1. L'ensemble des nombres rationnels muni de la loi:

xXy=3x+y+C

3. Exemple 11. Le quasigroupe:
xXy=—(0—y—1D+4(x—y—1)+y+5 (mod. 7)

4. Un groupoide G(X) automorphe par le groupe cyclique est entiérement
défini par la fonction f(x) = x X 0, ou par I'application
S: x—> xS = f(x),

d’'un certain sous-ensemble de G, dans G; la fonction f(x) étant définie pour
tout élément de ce sous-ensemble.

5. La condition exprimant qu'un groupoide, automorphe par le groupe

A

cyclique, est un semi-groupe n'est pas simple. Bornons-nous a ce résultat:
Il n’existe aucun groupe automorphe par le groupe cyclique.
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" 6. Pour qu'un groupoide G(X), automorphe par le groupe cyclique, soit un
quasigroupe il faut et 1l suffit que la fonction x X 0 = f(x) satisfasse aux deux
conditions : \

’ LG) x = flx) =y = fly) = x=y

(mod. # si G est fini et d’ordre #.)
La premiére exprime la loi de cancellation & droite (N° 1) pour y = 0.
Montrons qu’elle est obéie par deux facteurs quelconques. I.’égalité:
x Xa=yXa, ’
s'écrit, en vertu de I'automorphisme:
(x—a)X0+a=(y—a) X0+a
flx —a)=f(y —a)

Donc (1) - Xo= .

(mod. 7 si G est fini.)
" La seconde exprime la loi de cancellation & gauche.
: Les remproques sont 1mmedxate§

7 Les quasigroupes mﬁms, autqmorphes par le groupe cyclique, ont peu
de propriétés. Toute fonction f(x) ayant une dérivée toujours négative, ou
toujours plus-grande que un, ou toujours eomprise entre 0 et 1, fournit une
solution. i :

; 8. Tout quasigroupe ordinaire ﬁnz (izéloano‘rphz’ par le groupe cyc/i(/ué’, est
d’ordre impair.

Le quasigroupe étant ordinaire, f(x) décrit toutes les valeurs de x; donc,
en désignant par » 'ordre du quasigroupe:

S =0+14+24+.. 4+ @n—-1)=35 (mod. ).
D’aprés (i1), N° 6, la fonction x - f(x) décrit ce méme ensemble, donc:
[ S —f@)]=S=5S-3S (mod. n),
f : S=nn-1/2=0 (mod. n)

=2M + 1.

Mais il existe des quasigroupes d’ordre pair incomplets, automorphes par
le groupe cvclique.
Exemples: x=0123; et X = 4 ¢

fx) =20 -3 f(x) = 0

Le quasigroupe incomplet du 6™ ordre: x = 012345;x X 0=30142 5,
¥y X1=152-0—-5xX2=415230,xX3=2-314—xX4=
520314;x X5 = 0-4-53, est automorphe par le sous-groupe du 3¢ ordre
du groupe cvclique:

3

r O
W —

2
2 -

W

T =024.135; 7% 7% = 1.
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Il existe un qdasigrdupe\ordinaire, automorphe parx — x + 7, (1 = 0,3, 6) et
défini par:
3 85
71206.

Il

ot

; x X1

x=01 678 2
6 048; xX2=28

234 617
fx)=61532 534

1
3

EN

11. Transformations préservant I'invariance par le groupe cyclique.

9. D’aprés le N° 4 on peut identifier tout quasigroupe automorphe par. le
groupe cyclique avec la fonction correspondante:

x X0 =f(x)

et parler du quasigroupe f(x) mod. #. On peut méme le représenter par la
substitution x — f(x) mise sous la forme de produit de cycles.

10. Si f(x) définit un quasigroupe automorphe par le groupe cyclique, les
fonctions:

a: x — f(x),
b: = f(= x),
ab = ba: x4+ f(—x) (conjoint (3 p. 60, N° 75)),
c: f1(x) (réciproque),
-D_h: fle + h),
E, 3_ flx) + h

jouissent de la méme propriété.

Soit f(x) une fonction satisfaisant aux conditions (3) du N° 6. Alors,

(a) glx) =x — f(x)

sera encore une solution, car

(@) @) =g 2x —flx) =y —flx)2x =y,
puisque f(x) est une solution.

(ii) ' . x — gx) = fx),

donc

x—glx) =y —gly)flx) =fly) 2x=y.

Les autres parties s’établissent de maniére analogue.

Si f(x) est d’ordre %, les n opérations E;, (b =0, 1,...,n — 1) forment
un groupe cyclique car, si I'on désigne chaque opération par la valeur corres-
pondante de k, ce groupe est isomorphe au groupe addltlf des restes, mod. !

11, Groupes formes par les opérations précédentes. Con51derons I'ensemble F
de toutes les fonctions f(x) solutions des conditions (3) pour une valeur
donnée de n. Chacune de ces opérations a, b, ¢, D, E fait correspondre a
chaque f(x) une f(x) et une seule et réciproquement. Ce sont des transforma-
tions de F. Elles forment un groupe, sous-groupe du groupe total (8, p. 3).
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Les opérations a, b et les opérations b, ¢ engendrent deux groupes carrés.
En effet, ab = ba (N° 10), et bc = cb, car I'une comme l'autre transforme x —

f(x) en x — — f~1(— x).

L'opération ca = (ac)~ est du 6°™ ordre et (ca)® = b.
Les opérations a, b, ¢ engendrent un groupe diédral du 12™° ordre, défini par:

ab = ba, bc = cb, a®> = b = ¢? = 1, (ac)® = (ca)® = b.

12. Les opérations E, et Dy sont transformées 'une de 'autre par c.

C_IEIIC = Dh-

13. D et E sont des isotopies (1). Si D, = E,, en posant f(x + h) = z et
f(x) = v, on aura:

fx+ME, =2z+k
et

fx + h)Dy =y,
d’ol

y=2z+k,
ou:

flx) = f(x + k) + k&,
et enfin

fx) =ax +b (ah+ k=0, mod. n).

Pour que f(x) et x — f(x) décrivent toutes les valeurs de x il faut de plus
que a et a — 1 soient premiers avec #. Ainsi:

Les quasigroupes f(x) pour lesquels toute opération D est aussi une opération
E sont f(x) = ax + b, oui a et a — 1 sont premiers avec n.

Les opérations (a), (b), (¢) du N° 10 laissent cette propriété invariante.
Sia = (n + 1)/2, on aura un quasigroupe abélien.

14. Voici les lois de composition de tous les quasigroupes ordinaires, auto-
morphes par le groupe cyclique, jusqu’'a # = 9. a et ¢ — 1 sont premiers
avec 7, b et ¢ sont quelconques.

Pour toute valeur de #» on a d’abord la solution:

xXy=alx—y) +y+0>
Pour » = 7, on a, en plus:
xXy=x@x—y+o)t+4x—y+c)+y+o
Pour # = 9, on trouve 28 solutions, aux isotopies D et E prés, dont

x Xy=3@x—y**+2c—y
et

xX0=14+60+73 +2G +5G) + 3G + 6(7).
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Quand # est pair, il faut avoir recours & des fonctions irrationnelles. Exemple,
n = 4:

flx) = xX0 =~/(17x"—41x+24) /6

représente le quasigroupe du N° 8.

[11. Composition des quasigroupes

15. Si f(x) est un quasigroupe d'ordre p automorphe par le groupe cyclique

et st p,(¥),x =0,1,...,p — 1, sont p quasigroupes d’ordre m encore automor-
phes par le groupe cyclique, alors:
Flx + py) = f(x) + ppz(y) (mod. n)

est un quasigroupe d'ordre n = mp, automorphe par le groupe cyclique.

Exemple:f = (01) (2); po = (0214) (3); p1 = (02) (34) (1);p2 = (0412) (3).

X=x4+3y=01 2 345678 91011 12 13 14
F(X) = 76141338402101211 1 9 5

Quand x décrit le champ (0, p — 1) et y le champ (0, m — 1), la fonction
f(x) d’une part et chacune des fonctions p,(y) de 'autre décrivent respective-
ment les mémes champs. Donc F prend toutes les valeurs de 0 A mp — 1 et
il en est de méme de x — F(x).

16. Dans les conditions du N° 15, il existe une partition réguliére sur le
quasigroupe F(X). Les p cosets sont les ensembles x + py, o y décrit les m
valeurs 0,1, ...,m — 1. A chaque valeur de x correspond un coset; le systeme
des représentants est x = 0,1, ..., p — 1. Le quasigroupe quotient est isomorphe
au quasigroupe f(x). Pour que la partition définisse un diviseur normal (4)
il faut et il suffit que f(x) soit idempotent; tous les cosets sont alors diviseurs nor-
maux.

Il est d’abord évident que les ensembles x + py sont disjoints car si

a+py=>b+py (mod. mp),

on aura
a—b=0 (mod. p),

donc

puisque a et b sont plus petits que p.

Soient @ + py un élément du coset x = a et b + py’ un élément du coset
x = b. En notant (X), (x) et (-) les opérations de f, p,—p et F = f + pp,
leur produit sera:
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Il

=@+py) - G+py)=la=b+ply—y)]-0+b+py

Fla =b+p(y —3)]1+0+py .
fla =0) + ppas(y = ¥') + 0+ py’
(@a=05 X0+b+p[(y =)0+ ]
P=aXb+ply*y)=c+ py'

3unsl P appartient au coset represente par x = a X b =

La loi de composition des cosets est la méme que celle de leurs representants
et il existe un homomorphisme canonique de F sur f.
~ Sifn’aaucun élément idempdtent, aucun coset n’est fermé. Si un coset est
diviseur normal, tous le seront; car si @ X a = a, tous les éléments de f(x)
seront idempotents, a cause de I'automorphisme (¢ + 1) X (¢ + 1) = a + 1.

e

it

Exemple. Le quasigroupe examiné au N° 15 et représenté, avec la notation
du N° 9, par:

F(x) = (0,7) (1,6,4,3; 13,9, 10, 12) (2, 14,5,8) (11)

4 trois cosets ,

0,3,6,9,12; 1,4,7,10,13; et 2,5,8, 11,14,
mais f(x) 'ri;ayainf aucun élément idempotent, aucun coset n'est diviseur
normal; il y a seulement partition réguliére et homomorphisme naturel du
quasigroupe F sur le quasigroupe quotient, isomorphe 2 f.

Soit au contraire le quasigroupe défini par:
p=3im =5;f(x) = (12) (0);p0 = p1 = p = (0) (1243);

d’ou:

= (1,2) (3,06, 12,9) (4;8, 13, 11) (5,7, 14; 10) (0)

(Notation du N° 9).
Comme f(x) est idempotent, tous les cosets sont diviseurs northaux.

17. 51 p.(y) ne dépend plus de x, et si 'on considére, pour ['ensemble de tous
les nombres entiers (p = 1,2,3,...,) tous les quasigroupes f(x) (mod. p) auto-
morphes par le groupe cyclique d’ordre p, les fonctions f forment un semi-groupe
(5) non commutatif, avec unité bilaiere, par rapport & la loi de composition

f*p = f + po.

Cet ensemble est fermé d;apr'és le N° 15. Il est associatif car, si f, p et ¢ sont
trois fonctions, mod. p, ¢ et r respectivement, on a

(fep)wd = (f + po)t = f + po + pa¥ (mod. pgr),

Jx(pxl) = fx(p + qb) =+ pp + pg ¥ (mod. pgr).

L’unité est la fonction f = 0, correspondant au quasigroupe du 1°° ordre
0%#0 = 0 = u. elle est bilatére car fxu = uxf = f.
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18. Si p,p', ... sont des entiers positifs quelconques ct si M = \p,p', ... |
est le semi-groupe multiplicatif engendré par ces entiers, I'ensemble des fonctions
f(x) (mod. q), ¢ € M, est un semi-groupe, diviseur du semi-groupe défini au
N° précédent.

Car il est fermé et contient I'unité; il est associatif. En particulier I'ensemble,
au sens de la multiplication, *, définie au N° 17, des puissances d'une fonction
unique f(x), d’ordre g, est isomorphe au semi-groupe additif des entiers. Si
I'on pose:

=0+ +af+¢f+... + ¢

alors,

/‘*p *j‘*r — f‘*(n+r\.

V. Recherches sur I'automorphe (8, p. 40) de f(x)

19. Quand un quasigroupe Q(X), fini ou non, automorphe par toutes les
lransformations C; x — x + h, est engendré par un de ses éléments, son auto-
morphe se réduit au seul groupe cycligie €:

Soit Q = {a}; a cause de I'automorphisme x — x — a, Q est aussi engendré
par 'élément zéro. Soit
X
(v) -
X

un automorphisme quelconque de Q, et v 'image de 0 par H. On montre par
induction que, pour tout x dans Q, on aura: xH = x’ = & + 2.
Soient a et b deux élément de Q pour lesquels on suppose:
¢ =a+vetd =b+0.
En vertu de 'automorphisme C:
a' Xb =@ —b)X0+b = (@—-5 X0+0b+r,
et comme
aXb=(a—0>b) X0+5b,
a Xb =aXb+o.
La propriété étant vraie pour a = b = 0, et Q étant engendré par 0, la
propriété est générale et H € C.

20. En particulier, si lune des irois éq_uations: 0X0=ux;, xX0=0;
0 X x = 0 a pour solition un nombre premier avec n, le quasigroupe Q(X),
d'ordre n, automorphe par le groupe cyclique C, admet C pour automorphe.
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21, S7 un quasigroupe Q(X) est automorphe par le groupe cyclique, st 0 X0 =a
et st x —x' est un automorphisme quelconque de Q, on a, pour toute valeur de k;

(ka + 7)) = ka + 7.

La proposition est évidente si k est nul et on la généralise sans peine par
induction.

22. Si Q(X) est un quasigroupe d'ordre n, automorphe par le groupe cyclique
C=f{c},c=0,1,...,n — 1, tout diviseur propre D de Q est composé des
éléments de une ou plusieurs suites;

Li+pi+2p ..., 0+ kp .. i+ n— P,

oil p|n et 1 < p; la valeur de p restant la méme pour toutes les suites de D. Il
existe p telles suites, disjointes, correspondant aux p valeurs de 1(z = 0,1, ...,
p — 1). Enfin, D est automorphe par le diviseur {c*} du groupe cyclique C.

Puisque C opére transitivement sur Q, tout élément de C ne peut pas
¢tre un automorphisme de D. Comme les conditions ¢*D = D fD = D
impliquent que ¢*#D = D, le sous-ensemble des éléments de C, qui sont
des automorphismes de D, forme un sous-groupe. C étant cyclique, ce sous-
groupe est de la forme {c?}, ol p|n et est le plus petit entier satisfaisant &

D =D
Si D contient I'élément i, il contiendra les #/p = m éléments distincts:
4) Li+p,1+2p, ..., 0+ kp,..., 1+ n—p.

L’automorphisme x — x + r, (» < p) transformera D en un diviseur D’,
pouvant coincider avec D, qui contiendra les éléments:

(5) i+rpt+i4r,.. .. kpt+i+r,...,n—p+i+r.

On voit immédiatement que les suites (5) correspondant & des valeurs dis-
tinctes de 7 sont disjointes. Elles réalisent une partition des » éléments de Q,
épuisant 'ensemble de ces éléments, puisqu’elles sont disjointes, au nombre
de p, et composées de n/p éléments chacune.

23. St un quasigroupe Q(X) d'ordre n, automorphe par le groupe cyclique,
x —x + h, n'est engendré par aucun de ses éléments.

(1) Chaque élément de Q engendre un diviseur d’ordre constant m (mp = n).

(2) Le nombre des diviseurs distincts ainst définis est p et chacun d'eux est
engendré par n'importe quel de ses éléments.

(38) Ces p diviseurs sont disjoints, tsomorphes entre eux et l'on passe de l'un
a tous les autres par les transformations:

x—>x+nr(h=012,...,p—1).
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(4) Le diviseur engendré par U'élément O est: D = 0, p, 2p, 3p, ..., n — p,
et on I'obtient en multipliant par p, sans changer la loi de composition, un quasi-
groupe quelconque d’ordre m, automorphe par le seul groupe cyclique d’ordre m,
C'est-d-dire engendré par un seul de ses éléments.

(5) Tous ces diviseurs ont le méme automorphe, d savoir le groupe cyclique d’or-
dre m:

x—>x+kp,k=012,...,m — 1.

Preuve. Soit un quasigroupe Q(X) d’ordre #, non monogéne, et automorphe
par le groupe cyclique C: x »>x 4+ h; b =0,1,2,...,n — 1. Soit D le sous-
quasigroupe propre engendré par I'élément zéro: {0} = D C Q. Si 'on fait
subir & D toutes les transformations C, & chaque valeur ¢ de % correspondra
un diviseur D, isomorphe & D:

X
Di:D(x—l—i)’

et D, sera engendré par 1'élément ¢ de la méme maniére que D I'était par I'élé-
ment 0. On obtiendra ainsi n# diviseurs.

Soit @ un élément non nul de D, D, = {a}. Comme a € D, D, C D. Mais
D, =D, donc D, = D. Ainsi chacun des »n diviseurs D; est engendré par
n'importe quel de ses éléments.

Soit p le plus petit élément non nul de D = {0}. Donc

x
Par suite D contient, outre 1'élément zéro, les éléments p,2p,3p, ..., kp; . . .
(mod. n), dont le plus petit (mod. #) est p par hypothése. On voit facilement
que p|n et kp < n; on peut poser mp = n; k < m. Supposons alors que D,
en plus de 0,p,2p, ..., (m — 1)p, contienne un autre élément ¢, non multiple
de p, par exemple:

kp <qg<kp+p<mn,

I'égalité correspondant au cas ot &k = m — 1.
S'il en était ainsi, le diviseur:

, x
b _D<x—k[)>

contiendrait I'élément zéro et coinciderait avec D. D’autre part, il contiendrait
I’élément ¢ — kp. Or
0<q—Fkp<p
et, contrairement & I'hypothése, p ne serait pas le plus petit élément non nul
de D. Ainsi, D =0, p, 2p,...,kp, ..., (m — 1)p.
Chaque diviseur D; est d’ordre m et le nombre des D, distincts est p.
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Daprés le N° précédent ces diviseurs sont disjoints. Si 1'on remplace dans
D tous les éléments 0,p,2p, . .., n — p par leurs quotients par p:

0,1,2,...,m — 1,

en respectant la loi de composition de Q, on obtient évidenment un quasi-
groupe isomorphe & D par x — (x/p), dont I'automorphe se réduit (N° 19)
au groupe cyclique d'ordre m: x - x 4+ &, (k =0, 1,2,...,m — 1) puisqu'il
est engendré par 'un quelconque de ses éléments.

24. Si un quasigroupe Q(X) est automorphe par le groupe cyclique et si
Dy, Dy, Ds, ..., D,y sont les diviscurs d'ordre m = n/p engendrés par les
divers éléments de Q, tout automorphisme T de Q projette chaque diviseur D, sur
un diviseur D, l'isomorphisme induit par T entre D, et D; étant:

x—x+4+j—1 (T =)

L'automorphe de Q induit sur Uensemble des indices 0,1,2...,p — 1 un
groupe de transformations.

Preuve. Soit 17" un automorphisme de Q et soit ¢ I'image de zéro.
07 = a.

Alors tous les produiit's engendrés par 0 se projettent sur les produits engen-
drés de la méme maniére par a et tous les éléments de D, ont des images bieh
déterminées et définies par la seule donnée de l'image de 0.

Si 0 X 0 = kp, d’aprés 'automorphisme,

aXa= kp + «a,
tle sorte que;
DT = D,.

Plus génémiement si 7 a pour image _7, I'image de {7} sera évidenment %7 b
car $i -

iT=j=14h,
d'aprés le N 21
(kp+ )T =kp+iT =kp+i+h, DI =D,y =Dy

Tout automorphisme 7" de Q induit donc sur I’ensemble des diviseurs Do
Dy, Ds, ... ,D, 1 uiié transformation ¢ des indices 0,1,2,3, . . ., p — 1. L.’auto-
morphe de Q iriduit sur 'ensemble 0,1,2, . . . , p — 1 un groupe de substitutions.

25. Dans les conditions du N° 24, si g est Uordre du systeme minimal de
générateurs de Q, lordre de I'automorphe de Q est un diviseur de m*p!/(p — g)!.
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Si l'on choisit un élément quélconque dans chaque diviseur: ay € Dy,
a; € Dy,...,a; € D, ...daprés le N° 24, tout automorphisme 7" de Q
sera entiérement défini si I'on connafit les images:

’ ’
ao=ad,...,di=a;T,....

Mais ces images ne sont pas indépendantes enaénéral.

Soita;, a,, . . ., a; un systéme minimal de générateurs indépendants de Q
(c’est-a-dire comprenant le plus petit nombre possible de générateurs tels
que, par la suppression d’'un de ces générateurs, les éléments restants engen-
drent seulement une partie propre de Q). Alors si les images des générateurs
sont connues, il est clair que I'image d’un élément quelconque de Q sera définie.
Le nombre des éléments de Q dont on peut se donner arbitrairement I'image
est donc égal au nombre minimum des générateurs; soit g ce nombre.

On observera encore que ces g générateurs appartiennent nécessairement
a g diviseurs distincts parmi les diviseurs Dy, Dy, ..., D, Car si deux
d’entre eux appartenaient au méme diviseur, D, on aurait évidemment un
systéme de générateurs plus court en supprimant 'un d’eux.

Ilya M”<§)g!=mgiﬁ/(i)~gﬂ=q

maniéres de choisir les images des g générateurs. Les substitutions ainsi
obtenues forment un groupe d’ordre ¢, dont 'automorphe de Q est un diviseur,
toutes ces substitutions n’étant pas nécessairement des automorphismes de

Q. .
Si p=1,alors g=1, m =n =g et 'automorphe de Q est d'ordre #,
conformément & la conclusion du N° 19.

26. Le diviseur Dy n'est pas nécessairemeht normal.

Exemple.
Le quasigroupe:
S:F(x) = (0,10) (1,3, 11, 14,8,9,7,13, 12, 4) (2,6) (5)
dutomorphe pat le groupe cyclique du 15° ordre, a pour diviseurs
Di=di,5+i,10+i (i=01,%34).

Mais aucun de ces diviseurs n'est normal.

27. Si Q est iin quasigroupe d'ordre it = mp, automorphe par le gioupe cycligue
C,, 81 Do, Dy, ..., D,_i sont les p diviseiurs d’ ordre m engendrés par les divers
éléments de Q, pour que Do (et par conséquent tout D) soit normal dans Q il
Jaut et il suffit que Q soit défini par une fonction F(i + py) = f(1) 4+ p psy
o1t 7 = f(i) est un quasigroupe idempotent d’ordre p, automorphe par le groupe
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cycliqgue C, et ot p;(y), (y = 0,1,2...,m — 1) définit pour chaque valeur de 1
(1=0,1,...,p — 1) un quasigroupe d'ordre m, automorphe par le groupe
cyclique Cy,.

On a alors D; X Dy = D; et le quasigroupe quotient Q/D est isomorphe d
f(@) par D; — 1.

Preuve. Si D est normal, tout D; est normal et il est évident que, pour toute
valeur de ¢, les produits de tous les éléments de D; par 0 doivent appartenir
a un seul diviseur, par exemple D ;. Réciproquement, si cela a lieu, il est facile
de montrer que tous les D; sont normaux. En effet, par définition (23), on a:

D= DO(xj—i) )

Supposons: D; X 0 = D, alors, a cause de 'automorphisme
Diyip X kp = D jipp.
Mais Dy, = D,, puisque

Dy = Di(x _:_Ckp)

et que D; =1, 1+ p,...,donc

DX kp =D,
quelque soit k, ce qui signifie

D; XDy, =D,

et par suite
Di+h X -Dh = Dj+h-
Donc D, sera bien normal si, pour toute valeurdes (: = 0,1,2,...,p — 1)

on a
Dix():Dj-

Cette relation établit une correspondance biunivoque entre chaque élément
de D;: i+ kp € D; et un élément: j + zp de D, Reste & exprimer que
cette transformation satisfait pour tout x € Q, A la condition:

x—xX0=y—yX0x2x=y (mod. »)

(On observera que D est toujours normal si m = n/p = 3.)
En s’occupant d’abord des x € D;, on aura:

x =1, 1+ p, 14+ 2p,..., 14+ kp,..., i+ mp— p.
F=j+zp, j4+z1p, j+zp,..., JH+ap,. ..., J+ 2map.

N —Fmi—i—zpi—i—(—pi—j— (=2 ...,
i—.i—(zk_k)Pv"'vi—j—(Zln-—l—'m+l)p-
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Pour que ces différences soient toutes distinctes deux a deux, il faut que,
en posant:

y=0,1,2,3,...,k...,m— 1.
et
pi(¥) = 20,21, 22, %3+, Bk« v« Bmety
la fonction p,(y) satisfasse a la condition:
y—pi(y) =3 —p )2y =1 (mod. m)

Cela exprime que p définit un quasigroupe d’ordre m, automorphe par le
groupe cyclique C, et d’ailleurs quelconque.

Si toutes les différences 7 — j + (k — z,)p sont distinctes elles seront, a
P'ordre prés, égales a:

En considérant maintenant toutes les valeurs de x, il faut exprimer que
la suite (6) n’a aucun terme commun avec chacune des suites analogues:

(M V=g =i = 2, = (m = Dp,
out,j, 1, j < p.

Or il est facile de voir que, pour que (6) et (7) n'aient aucun terme commun
il faut et il suffit que:

Pi— G =,

car: [1], si ¢ — j = 7' — j', alors les suites (6) et (7) ont tous leurs termes
deux A deux égaux et par conséquent ne sont pas distinctes; [2], si (6) et (7)
ont un terme commun, par exemple:

t—jt+kp=d - +kp (mod. n),
on en déduira
@G—7) -0 =j)=F-~0Hp (mod. mp)
ce qui exige
i—j=1 -7 (mod. p)
et comme 17 et j sont plus petits que p,
i—j=1 -7
Finalement il faut que la transformation 7 — j satisfasse a
i—j#=i -7, E_ I
ou, en posant j = f(1),
1 — f(2) #£ — f(@@'), R
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Donc la fonction f(¢) définit encore un quasigroupe, d’ordre p, automorphe
par le groupe cy cllque C D ailleurs ce quasigroupe est ldempotent car
D, X D,

La rec1proque résulte du N° 15 et la derniére partie du N° 16.

28. Dans les tonditions du N° 27, si P est ordre de I'automorphe de f(1), le
nombre des automorphismes de Q est un diviseur de Pm? ol g désigne comme au
N° 25 le nombre minimum de générateurs indépendants de Q.

“Teut automorphisme de Q est défini par un ensemble de p substitutions
sipx—x+kp+7— 1 (k=0,1,2,...,m—1)

ol ¢ — j est un automorphisme de f(z) et ol la substitution s; opére sur un
seul diviseur D,.

D’autre part, d’aprés le N° 24, tout automorphisme 7" de Q projette un
D, sur un Dy, c'est-a-dire permute les D; entre eux. D étant normal, 7 induit
sur le quasigroupe quotient f(z) d’ordre p un automorphisme ¢. Et, si 1T = j,
"automorphisme 7" induit un isomorphisme de D; sur D;.

" Le nombre des automorphismes ¢ est au plus égal a celu1 des automorphismes
du quasigroupe f(1), soit P.

Comme tous les D sont monogénes, chacun 4" pour automorphe:le seul
groupe cvclique d’ordre m. ‘

{ g , :

o X —x 4+ kp (k=0,1,...,m — 1).
Si R est un isomorphisme de D; avec D,

D,]< = ])j,

comme on a:

x
Di(x -+ k{)) =D

et par conséquent

ol £

tous les autres automorphismes seront compris dans la formule:

X
(x + kP)R'

Or D; est isomorphe de D, par x + i — x + 4, c’est-a-dire:

(v

Donc tous les isomorphismes de D; avec D; sont exprimés par les trans-
formations:
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’:(S‘__( x >( vf >.= < \'x. )
T\ k) \x+7— i .\‘+kf)+j——z')

i,j fixes; B = 0,1, . .m——l /

Pour chaque D il existe donc m substitutions, correspondant aux m valeurs
de k et projetant D; sur D ;.

L'automorphisme T de Q induit un isomorphisme de D, avec D, compris
dans les m substitutions .S ci-dessus. Cela peut étre répété pour les p diviseurs
D, maissiQag générateurs, le choix de k n’est libre que pour ces g générateurs
et finalement le nombre total des automorphlsmes de 0 est un diviseur de
Pm” ordre du groupe défini par les ¢ et par les S. :

]f,xemple 1.

F=(0,3) (1,5 (2,4) (6) (7,8)
p—m—3wa361h—14 Dy =258

‘x.. — X . — X -
S"=<x>’ S"‘<x‘+3>’ Sg_(.vii—ﬁ>

T = (0) (3) (6)-(147)-(285)
Exemple I1.

- f = (0) (1243); po = p2 = p3 = (02) (1); p1 = (01) (2)
F=(0,10) (1,7,9,13) (2, 14, 8, 6) (3, 11, ]2 4) (5) =f+5p-(y).

Ce quasngroupe est engendre par (0,1). Tout automorphlsme est défini
par les images de 0 et de 1. I.’automorphe de Q est donc d ordre 9. 5‘/‘3' = 180
ou un diviseur de 180. " " : b

En écrivant ¢ pour D,, le quasigroupe quotient devxentj(z) lui-méme. Son
automorphe est du 20°™ ordre il contient Cs et le sousgroupe du —léme ordre
{ (1243) }. : A
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